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4 CONTEUDO

Apresentacao

Nosso objetivo ao redigirmos este texto é o de apresentarmos
questoes bésicas da Teoria Aditiva de Ntiimeros onde os aspectos com-
binatérios recebem especial destaque.

Introduzimos as fungoes geradoras, importante ferramenta nesta
area, que é muito utilizada no estudo de particoes. Damos espe-
cial atengao as chamadas provas “bijetivas” nas quais argumentos
de natureza combinatéria sao essenciais. Relacionados com a rep-
resentacao grafica de partigoes vérios resultados sao estudados com
destaque para os Polindmios de Gauss. Apresentamos, também, uma
prova combinatoria para o Teorema dos Nimeros Pentagonais de Eu-
ler dada por Franklin e um prova semelhante a esta para um re-
sultado relacionado aos nimeros triangulares dada em [8]. Novas
representagoes matriciais para partigoes, recentemente introduzidas
em [10], sdo discutidas.

Com relagdo aos pré-requisitos, vale mencionar que apenas
conhecimentos basicos de Célculo e Algebra linear sao suficientes.



Capitulo 1

Funcoes geradoras

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos uma das principais ferramentas para a
solugao de problemas de contagem. Essa técnica teve origem nos
trabalhos de A. De Moivre (1667-1754) e, posteriormente, foi empre-
gada por L. Euler (1707-1783) em problemas da Teoria Aditiva de
Nimeros, por S. Laplace (1749-1827) na Teoria de Probabilidade e
por N. Bernoulli (1687-1759) no estudo de Parmutagoes cadticas.

Antes de formalizar o conceito de funcao geradora, vamos exami-
nar o seguinte problema: encontrar o nimero de solugoes em inteiros
nao-negativos da equagdo x1 + xo + x3 = 11, sendo z1 € {1,2,3} e
x9,x3 € {4,5}. Definimos trés polinémios, um para cada varidvel, da
seguinte maneira:

pi(z) = 2! + 2% + 2%
p2(z) = ' + 2%
p3(x) =z + 5.

Note que os expoentes em p; () sdo os valores possiveis para a varidvel
21 e os expoentes em py(z) e p3(x) sdo os valores que podem as-
sumir zo e x3. Considere agora a expansao do produto desses trés
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polinémios:

p(x) = pi(2)p2(2)ps(x)
= (2 + 22 + 2%)(2* + 2°) (2% + 2°)
— 29 4 3210 4 4pll 4 3412 4 418

Olhando para esta expansao, notamos que nao ha poténcias de z infe-
riores a 9. Isso quer dizer que nao héa termos, um em cada polinémio,
tendo por soma dos respectivos expoentes um numero inferior a 9
Também nao ha expoentes maiores do que 13. Observemos ainda
que os coeficientes de z”, z'?, 2!, 22 e '3 sdo, respectivamente, os
ntmeros de escolhas possiveis para os expoentes em p;(x),pa(x) e
p3(x) de modo que a soma dé 9,10,11,12 e 13. Portanto a resposta

a0 nosso problema é 4: x'2°z° (v, = 1,20 = 5 e x3 = 5), r2z%2®

(r1 =2,79 =4 e x3 = 5), 222°2* (11 = 2,290 =5 e 23 = 4) e z3z*2?
(x1 =3,22 =4 e xg=4).

Consideremos agora um outro problema onde, novamente, a in-
trodugao de certos polindémios revela-se 1til. Suponhamos uma caixa
contendo quatro bolas: duas amarelas, uma branca e uma cinza.
Representando por a, b e ¢, respectivamente, as bolas de cor amarela,
branca e cinza, podemos listar todas as possibilidades de tirarmos
uma ou mais bolas desta caixa:

maneiras de tirar uma bola: a,b, ¢;
maneiras de tirar duas bolas: aa, ab, ac, bc;
maneiras de tirar trés bolas: aab, aac, abc;
maneiras de tirar quatro bolas: aabc.

Associamos o polindmio 1+ ax + a2z2 as bolas de cor amarela; as
bolas de cor branca e cinza associamos, respectivamente, os polindomios
1+bxel—+ce.

Interpretamos o polinémio 1 + ax + a?2? da seguinte forma: o
termo ax significa que uma bola de cor amarela foi escolhida, o termo
a?z? que duas amarelas foram escolhidas e o termo constante 1(= z°)
que nenhuma bola amarela foi escolhida. De forma analoga, inter-
pretamos os polindémios 1+ bz e 1 + cx. Cada um destes polinomios
controla, portanto, a presenga de bolas de uma determinada cor.
Olhamos, agora, para o produto destes trés polinomios:

(1 + ax + a?2?)(1 + bx)(1 + cx) =
1+ (a+b+c)r+ (a® +ab+ac+bc)x® + (a?b+a’c+abe)x® + (abe)x?.



1.2. FUNCAO GERADORA ORDINARIA 7

Como se pode observar, este produto nos fornece, diretamente,
a lista de possibilidades obtida acima. O termo a?, que aparece no
coeficiente de x2, surgiu ao tomarmos a?z? no primeiro polinémio,
o termo 1 (significa “nao” pegar b) em 1 + bz e o termo 1 (significa
“nao” pegar ¢) em 1+ cz, isto é, devemos tomar duas bolas amare-
las, nenhuma bola branca e nenhuma bola cinza. O termo acxz?,
que surgiu do produto (ax)(1)(cz), significa a retirada de uma bola
amarela, nenhuma branca e uma cinza. Observe que o expoente de
x representa o numero de bolas retiradas da caixa e o coeficiente, a
lista destas possibilidades.

Caso estivéssemos interessados, ndo na listagem das diferentes
escolhas possiveis, mas somente no nimero de tais diferentes escolhas,
bastaria tomarmos, no produto dos trés polinomios, a = b = ¢ = 1,

obtendo
(1+azx +a®2?)(1 + ba)(1 + cx) = 1+ 3z + 42 + 323 + 12%,

o qual nos diz que existem 3 maneiras de retirarmos apenas uma bola,
4 de retirarmos duas bolas, 3 de retirarmos trés bolas, 1 de retirarmos
quatro bolas e 1(= 12%) de nao retirarmos nenhuma bola.

Dizemos que o polindémio

1+ 3z + 422 + 323 + 12*

é a fungao geradora para o problema apresentado, uma vez que a
seqliéncia formada pelos seus coeficientes, 1,3,4,3,1, fornece-nos as
respostas para este problema de contagem.

Agora que ja temos uma nogao do que seja uma fungao geradora,
vamos defini-la formalmente a seguir.

1.2 Funcao geradora ordinaria

Definicao 1.1. Uma série de poténcias € uma soma infinita da forma
ag+a1x+asx®+asx®+-- -, onde a;, parai=1,2,3, ..., sGo nimeros
reais e x € uma varidvel.

Por esta definicao, qualquer polinébmio em x é uma série de
poténcias. Por exemplo, o polinémio 2z + 322 4+ z* pode ser escrito
como 0 + 2z + 022 + 323 4 12* + 02® + 028 + - - -,
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Definicao 1.2. Dada a seqiéncia (a,), a fungdo geradora ordindria
para esta seqiiéncia € definida como a série de poténcias

2
ag + a1x + asx —|—a3x3—|—---.

Exemplo 1.1. Encontrar a fung¢ao geradora ordindria f(z) na qual
o coeficiente a, de x” € o numero de solucdes inteiras positivas de

x1+ T2+ x3 =1, onder € {9,10,11,12,13,14, 15},
2<x; <4, parat=1,2,

Por analogia ao que vimos no inicio deste capitulo, a solugao a,
para este problema é o coeficiente de " na espansao do produto

($2+$3+$4)2($5+$6+.’L‘7),

sendo, portanto, esta série de poténcias, a funcao geradora ordinaria
procurada.

Exemplo 1.2. Encontrar a funcdo geradora ordindria f(z) na qual
o coeficiente a, de x" € o numero de solugdes inteiras nao-negativas
da equacao 2x + 3y + Tz =r.

Escrevendo 1 = 2z,y; = 3y e 21 = 7z, temos
rT1+ypt+za=r,

com a restricao de que z; seja multiplo de 2, y; multiplo de 3 e z;
miultiplo de 7. Desta forma, a série de poténcias cujos expoentes sao
os possiveis valores de x1 é

I+2®+at +2%+2%+ .

Para y; e z1, temos, respectivamente,

T+a3+a8 42+ 2124

1o bpld 20y 28 4
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Desta forma, a funcdo geradora ordinaria f(x) é dada por:
f@)=0+22+2* +25+ 28+ )1+ a3+ a8+ 2%+ 212+ ...)
(1427 +aM 22 4224,

Neste produto é facil ver que o coeficiente de x° é igual a 2, isto é,
28 s6 aparece ao tomarmos x% no primeiro fator e 1 nos dois outros,
ou 1 no primeiro e no tltimo e 2% no segundo. Como 2%, no primeiro,
significa atribuir o valor 6 para z; (x; = 2x), temos que uma solugao
para 2z + 3y + 72 =6 éx = 3,y = 0,2 = 0. O outro caso, 25 so
segundo fator e 1 nos restantes, isto é, y; = 6(y; = 3y), d4 a solugao
r=0,y=2,2=0para 2z + 3y + 7z = 6.

Vamos agora olhar algumas séries de poténcias com o objetivo de
obter a seqiiéncia gerada.

Pela defini¢ao de fungao geradora ordinéria acima, é facil ver que
a funcao dada por

6

f@)y=1+z+2®+23+a2*+--- |

é a funcao geradora para a seqiiéncia a, = 1, parar =0,1,2,3, ...
Sabemos que, para |z| < 1,

fx) = ; (1.1)

uma vez que (1.1) ndo define uma fungao para valores de  com |z| >
1. Em Célculo, quando consideramos expressoes como (1.1), estamos
interessados na funcdo definida por ela e, portanto, no
problema da convergéncia, isto é, nos valores de x para os quais
f(z) é finito. No contexto de fungoes geradoras, estaremos interes-
sados somente no calculo dos coeficientes destas fungoes e raramente
precisaremos atribuir valores a variavel x. Por este motivo, vamos
manipular tais séries sem nenhuma preocupacao com questoes de con-
vergéncia. Quando vistas desta maneira, estas séries sao chamadas
séries de poténcias formais.

Exemplo 1.3. Encontrar a funcao geradora ordindria para a seqiiéncia
(ar) =(0,0,1,1,1,1,...).

E claro que a série de poténcias procurada ¢é igual a

f@)=0+0z+2® +2® +a* + .-,
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mas sempre que estivermos interessados em obter a fungao geradora,
estaremos interessados numa expressdo simples (chamada “forma
fechada”) para a resposta. Nestes caso, é facil ver que

1
f(z) = 2?42 rat+at 4 = 2 (Mot a3 42?4 ) = 22 (1 ) .
—x

Exemplo 1.4. Encontrar a seqiiéncia cuja funcdo geradora ordindria

é:
1

g(w) = 1_ 22

Sabemos que

1
—— =l4z+2a®+2+a2' .
1—2
Logo, basta substituirmos x por z? nesta 1ltima expressio, obtendo
1 2 4 6 8
—— =142+t +2" 4.
1— 22
Portanto, g(z) é a funcao geradora ordindria da seqiiéncia

(a) = (1,0,1,0,1,0,1,...).

Exemplo 1.5. Encontrar a fungdo geradora ordindria para a seqiéncia

1 1 1 1
(ar) = <1>1'a2|73|74'7> .

Sabemos que a expansdo em série de poténcias da funcao expo-
nencial é igual a:

2 IS 4 T

v _q X T

Logo, a fungao procurada é e”.



1.2. FUNCAO GERADORA ORDINARIA 11

Exemplo 1.6. Encontrar a seqiiéncia cuja funcdo geradora ordindria
¢ 2% + 23 + e*.

Como
2 3 4
z? +ad +e” x2+x3+(l+x+z!+§!+i!+-~)
1y, 1Y 4 zt
:1+x+<1+2!>x +<1+3!)x +E+---

a seqliéncia gerada por esta funcao é:

1 1 1 1
(ar): (17171+2|71+3|34|75'7> .

Exemplo 1.7. Encontrar a fun¢ao geradora ordindria para a seqiiéncia

(ar) = (i) .

Observando os coeficientes de 2" em
*_q x?2 23 gt x"
e = +$+§+§+E++F+,

é facil ver que a substituicdo de = por 2z, isto é, calculando-se e2*,
teremos:

—_— (2z)?  (22)3  (22)* (2x)"
e T

=1 21 22 2 23 3 2" T
=1+ f-’ﬂ‘f' §$+ §$+"'+ ﬁl“i'

Apresentamos a seguir um teorema que fornece propriedades im-
portantes das fungoes geradoras.

Teorema 1.1. Sendo f(z) e g(x) as fungdes geradoras das seqiéncias
(ar) e (b,), respectivamente, temos:

1. Af(x) + Bg(x) € a fungdo geradora para a seqiéncia
(Aa, + Bb,);
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2. fe)g(z) =Y (Z(%%-k)) z";
n=0

k=0

3. A funcdo geradora para (agp + a1 + --- + a,) € igual a
A+z+a®+-)f(x);

4. A fungao geradora para (ra,) € igual a xf'(x), onde f'(x) € a
derivada de f com respeito a x;

5. /f(x)dw = Z najlx""'l.
n=0

Demonstragao:

1. Como f(z) e g(x) sdo as fungoes geradoras de (a,.) e (b,), re-
spectivamente, temos

f(x):a0+a1x+a2x2+a3x3+...
g(z) = by + brx + box? + by + - - -

e, portanto,

Af(z) + Bg(z) = Aao + Aarz + Aasz® + Aaza® + - -
+Bbo + Bbix + Bbaz?® + Bbzx® + - -
= (Aao+Bbo) + (Aai+Bby)x + (Aas+Bbg)z? + - - -

o que prova ser Af(x) + Bg(x) a fungdo geradora para a
seqliéncia (Aa, + Bb;.).

2. Temos que

f(@)g(z) = (aoho) + (aoby + arbo)z + (agbs + a1y + agbo)x?+
s 4 (aobn + a1bp_1 _|_..._|_anb0)x" + ...

n

= Z <Z(akbn_k)) "

k=0

3. Basta tomar b, = 1, ou seja, g(z) =1 +x+ 22+ 23+, em
2. para se obter a funcdo geradora para (ag +ai + -+ + a,).
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Os demais itens desta prova sao deixados como exercicio. |
De posse desse teorema, podemos encontrar fungoes geradoras
para outras seqiiéncias.

Exemplo 1.8. Encontrar a funcao geradora ordindria para a seqiiéncia
ar =T.

Lembrando que a funcao geradora para a seqiiéncia (1,1,1,1...) é

1
f(x)zil_x:1+m+x2+x3+~~+xr+~-,

aplicando o item 4. do teorema acima, a funcao geradora ordinéria

procurada é z f'(z). De fato, como

1
= ———=1+2c+32>+4° +- - +ra" +- -,
X

xf’(x):ﬁ:x+2x2+3x3+4x4+~~+rxr+~-.

Exemplo 1.9. Encontrar a fun¢ao geradora ordindria para a seqiiéncia

a, =r2.

No exemplo anterior vimos que

xf/(w):ﬁ:$+2x2+3x3+4x4+~-~+7~x7‘_|_....

Para que o coeficiente de z" seja 2, basta tomarmos a derivada desta
funcao e multiplici-la por z, isto é:

/
:z:<(1$)2) =z(1+2%2+3%22 + 4223 + -+ 22" )
-z

=120 4+ 2222 + 3223 + 422 + -+ 22" 4

é a funcao geradora procurada.

Assim,
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Exemplo 1.10. Encontrar a fungao geradora ordindria para a seqiiéncia
ar = 1/k, para k > 1.

Precisamos de uma série de poténcias em que o coeficiente de z*
seja 1/k. Sabemos que

1
m=1+x+x2+x3+---+xr+---

Se integrarmos, com relagdo a x, ambos os lados desta igualdade,

teremos:
1 do — +$2+$3+$4+
1Tty '
Como .
/1_xdx:fln(1fx),

a funcdo procuara é —In(1 — z).

Como ja mencionamos anteriormente, quando trabalhamos com
funcoes geradoras, nao atribuimos valores numéricos & variavel x, por
isto, nao estamos nos preocupando com questoes de convergéncia.

O teorema a seguir, conhecido como Teorema binomial, apresenta
uma generalizagao do coeficiente binomial. Sua prova é baseada na
expansao em Série de Taylor, em torno de 0, da fungao
f(@) = (14 )", onde u é um nimero real arbitrario.

Teorema 1.2. Para |z| < 1 temos:

-1 1) (= 1
(1+x)“:1+ux+u(u2 )x2+u(u ) r'(u s )xr+~--.

Denotando por

temos
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O numero (:f), definido acima, é chamado de coeficiente binomial

generalizado. Caso u seja igual a um inteiro positivo n, entao (:f) sera
o velho conhecido coeficinte binomial e, como (7:) é zero para r > u,
a expansao acima se reduzird a expansao binomial usual.

Teorema 1.3. O coeficiente de xP na expansdo de
I+z+2?+23+..)"
€ igual a G, ;.

Demonstragao: Basta aplicarmos o teorema anterior, uma vez que

1 n
Itzt+a’+a’+.)" = (1_35) ={d-a

Substituindo, em (1.2), z por —z e u por —n temos:
> [(—n > [-n
e 31 G [C S (g [CHS
r=0 r=0

Pela definicao do coeficiente binomial generalizado temos que o
coeficiente de zP é igual a:

() = Cn=DEn=d) nmp e DEL!

» - 1

(1) + D+ 2)--(n 4 p = (1)
|
n(n+ Dn+2)- - +p—1)
|
(n+p-— 1)(n£p—2)---(n+l)n(n— 1!
pl(n —1)!

(n+p—1)!
pl(n —1)!

B (n—i—p—l)
p b

0 que termina a demonstragao. ]



16 CAPITULO 1. FUNCOES GERADORAS

Exemplo 1.11. Usar o Teorema binomial para encontrar o coefi-
ciente de 3 na erxpansdio de (1 + 4z)'/2.

Substituindo z por 4z e u por 1/2 em (3.2), temos:

(1+4x)Y/? = i <§> (4z)"

S WA 0225y,

Logo, o coeficiente de 2% é dado por:

pADA2-D0/2-3+1) _ 4 (1) (_1) (_§>1: T3y

3! 2 2 2)31~28.3.2°

Exemplo 1.12. Sendo (1+ z)'/* a fun¢io geradora ordindria para
a seqiiéncia (a,), encontrar as.

Basta tomarmos o coeficiente de 2 na expansio de (1 + z)/4:

SN 1 A6,
(Lrtt=2 () =1+ qos gt

Logo,
1

0y = i-1)_ 3

2 32
Exemplo 1.13. Encontrar uma expressao para o nimero de maneiras
de se distribuir r objetos idénticos em n caivas distintas, com a
restri¢ao de que cada caixa contenha pelo menos q objetos e no mdximo
q+ z — 1 objetos.

N

E facil ver que a funcao geradora que “controla” o nimero de
objetos numa caixa é

xq+xq+1+,,.+xq+zf1'

Como sdo n caixas, a resposta para o nosso problema serd o coeficiente
de " em

(Iq+xq+1+“.+xq+zfl)n:an(1+x+x2+“.+xz71)n.
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Usando o fato de que

1 — %
ltada? - dar ==
1—z

segue que

q q+1 q+z—1y\n qn 1—a2%\"
(2942 +. 4 = )

Portanto, o coeficiente de x" nesta ultima expressao é igual ao
coeficiente de 2" 79" em
1—a2*\"
( 1 - m ) ’

Exemplo 1.14. Encontrar o nimero de maneiras nas quais 4 pes-
soas, cada uma jogando um unico dado, podem obter um total de 17.

Utilizando o problema anterior podemos olhar para as pessoas
como sendo as “caixas distintas” (n = 4) e 17 como os r objetos
idénticos. Como num dado os possiveis resultados variam de 1 a 6,
tomamos ¢ = 1 e g+ 2 —1 = 6, donde z = 6. De acordo com o
problema, anterior, precisamos do coeficiente de 2"~ = 1714 =
z'3 na expansio de

<1 - ‘””6>4 = (1— 2541 —2)~%.

1—2x

Como
(1—2%*=1—42° + 62" — 42'® 4 2**

e, por (1.2),

oo
—4 -
a-at =3 (V)
r=0
4 a5, 4546,
IS TR R R TR

vemos que o coeficiente de '3 em

(1—a%*(1 —a)™

4-5-6--16  4-5-6---10 4
—4 6— = 104.
13! 7 RS
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Exemplo 1.15. De quantas maneiras diferentes podemos escolher
12 latas de cerveja se existem &5 marcas diferentes?

Como nao hé nenhuma restrigdo com relacao ao nimero de latas
de uma determinada marca, a funcdo geradora ordindria que “con-
)
trola” o numero de latas de uma determinada marca é

l+z+a®+2°+- +a'2

Como sao 5 as marcas, a presposta serd o coeficiente de x12 na ex-
)
panséo de

1 13 5

(I+z+a?+a23+- 4212 = .
=(1-2B)?1—-x)75.
Como
(1— 25 =1 52" +1022° — 1023 + 5272 — 255,

vemos que o coeficiente de x'2 no produto acima é o coeficiente de
22 em (1 —2)~5. Como

(127 = i () ar

o coeficiente de 12 é

-5 12 5-6-T---16
(12>(1) = g — = 1.820.

Observe que este exemplo é um caso particular do Exemplo 1.13,
onde ¢ =0,g+2—1=12 (logo 2 =13) e n = 5.
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1.2.1 Exercicios

1. Encontrar a funcgao geradora ordindria para cada uma das
seqiiéncias abaixo:

(a) (1,1,1,0,0,0,...);

(b) (1,0,0,2,3,0,0,0,...);

(c) (1,1,1,3,1,1,1,...);

(d) (o, 0,1,1,1,...),

(e) (1,—-1,1,-1,1,—1,...);
(f) (1,- 21,, ;,1 iw _5,1)

© @)= (%).

o ()

o (10

b (rd b )

33 3
k) [3,—=,=,——, ...
0 (3.5 5 3)
2. Encontrar a seqiiéncia gerada pelas fungoes geradoras ordinarias
dadas abaixo:
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(k)

1+ 8z

. Encontrar o coeficiente de 2° em (1 — z)", quando n = 6 e

quando n = —6.

. Encontrar o coeficiente de 27 em (2% + 2* + 2% + ... )5,

. Em cada um dos itens abaixo encontrar a funcao geradora

para o problema, sem calcular a resposta. Explicitar o que
é necessdrio procurar para encontrar a resposta (por exemplo,
o coeficiente de z19).

(a) De quantas maneiras 5 letras podem ser escolhidas do con-
junto {a, b, ¢,d} se b, c e d podem ser escolhidas no méximo
uma vez e a, se for escolhida, deve ser escolhida 4 vezes?

(b) De quantas maneiras podemos distribuir 15 bolas idénticas
em 10 cestas distintas?

(c¢) Repetir o item anterior considerando agora que nenhuma
cesta pode ficar vazia.

. Encontrar o numero de maneiras de se obter um total de 15

pontos ao se jogar, simultaneamente, quatro dados diferentes.

. Representantes de trés institutos de pesquisa devem formar uma

comissao de 9 pesquisadores. De quantos modos se pode for-
mar esta comissao sendo que nenhum instituto deve ter maioria
absoluta no grupo?

. Encontrar a fungao geradora ordindaria para se calcular o nimero

de solugoes em inteiros nao-negativos da equagao

2z 4 3y + 4z + bw = 40.

. Encontrar o niimero de solugoes em inteiros da equagao =+ y +

z +w = 25, onde cada variavel é no minimo 3 e no maximo 8.
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1.3 Funcao geradora exponencial

Vamos descrever esse tipo de fungao geradora por meio de um ex-
emplo. Como vamos ver, existem vantagens em relacao as fungoes
geradoras ordinarias.

Suponha que dispomos de trés tipos diferentes de livros, a,b e c,
e que desejamos retirar quatro livros e colocé-los em ordem numa
prateleira, sendo que o livro a pode ser retirado no maximo uma vez,
o livro b no méximo trés vezes e o livro ¢ no maximo duas vezes. De
quantas maneiras podemos retirar esses quatro livros?

Vamos considerar primeiramente apenas a fungao geradora or-
dindria que ja conhecemos e que nos fornecerd as possiveis escol-
has (com as restri¢oes impostas) mas sem dar importancia & ordem.
Como sabemos, tal fungao é dada por:

(1 + ax)(1+ bx + b%2% + b>23) (1 + cx + *a?) =
= 1+ (a+b+c)r+ (b*+ab+be+ ac+ c?)a?
+(b% + ab® + ac® + b%c + abe + bc?)x®
+(ab® + b3c + ab®c + bc? + abc?)xt
+(abdc + b3c? + ab*c?)z® + ab®c2a.

Como se pode observar, o coeficiente de x é a lista de todas as
possiveis escolhas de apenas um livro, o coeficiente de 22 das escolhas
de dois livros e assim por diante. Observando o coeficiente de *,
notamos que existem cinco maneiras de se retirar quatro livros com as
restrigoes impostas. Como pretendemos ordenas os 4 livros, quando
retiramos ab?, isto é, um livro a e trés livros b, podemos ordené-los
de 4!/(1!3!) maneiras diferentes. Isto é um caso de permutagido com
repeticdo. Os quatro livro ab?c podem ser ordenados de 4!/(112!1!)
maneiras distintas, b%c? de 4!/(2!2!), e assim por diante. No termo
ab’z*, que surgiu do produto (ax)(b*x3), gostariamos de ter obtido
o fator 4!/(1!3!). Na realidade, considerando-se todas as possiveis
retiradas distintas acima, gostariamos de obter:

44 41 4! 4!
<1!3! HETTRTOTRSTTI 1!1!2!> '

Para isto, vamos alterar os polindmios que “controlam” a presenca
de cada tipo de livro introduzindo no coeficiente de 2™ o fator 1/n!.
Feito isto, obtemos:
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LN (1 b b3 . L\
(1 o) (e g+ g (et ) =

b b? ab bc ac c? 9
= 1+Q1'+1|+1|) +(2|+1|1'+1'1’+1’1|+2|)
b ab? ac? b%c abc be 3
vw+vw+mu+1mu+um>x

ab3 ab’c b3 abc? 1
x

+

T\ 1m yv T iem T ae T

ab’c b3 2 abZCQ) 5 ab’c? g
_l’_

T3 T 3er T 12 1131217

Agora o coeficiente de z* é

ab® b3c ab3c b2c? abc?
3t T e T em T 2er e

que ainda nao é exatamente o que desejamos. Se multiplicarmos e
dividirmos por 4! esta expressao, obtemos:

4!
(ab3 + 71736 +

113! 311! 1'2‘1' 212! 111121 41"

4! 1
ab’c + —bz 2 4 abc2> —
Logo, o nimero procurado, tomando-se a = b = ¢ = 1, sera o coefi-
ciente de z*/4! na expansio de

1 T 1 .’£2 £€3 1 T .T2 o
(+7) +y+—+$ +U+ =

_ 1.3 20 20 20 2
- 4’F+ Tt T T T 20
3! 3! 3! 3! 3! 3' 23
+§+ﬁ+ﬁ*m+mp 1121 ) 31

44 4! 41 !
+(u&+mu+1mu+mm+1mm)

5! 5! 5! x? 6! 2z
+(mm+$m+mm>a:1wmm

Com as restrigbes impostas podemos retirar cinco livros de trés
maneiras diferentes, ab3c, b3c? e ab’c?. Sabemos que os cinco livros
ab3c podem ser ordenados de 5!/(1!3!1!) maneiras diferentes, b3c? de
5!1/(3!12!) e ab®c? de 5!/(1!2!2!). A soma destes trés nimeros é dada
diretamente pelo coeficiente de z°/5! no produto acima.

l\')

H%



1.3. FUNCAO GERADORA EXPONENCIAL 23

Definicao 1.3. A série de poténcias

0 n 2 3 4

T _ r - T ...
2)“"5‘“”‘“1!”22! R ETIRA TI
=

é a fungdo geradora exponencial para a seqiéncia (a,).

Utilizamos a fungdo geradora exponencial quando a ordem dos
objetos retirados deve ser considerada. Caso contrario, utilizamos,
como vimos anteriormente, a funcao geradora ordinaria.

Exemplo 1.16. Determinar a funcdao geradora exponencial para se
encontrar o numero de seqiéncias de k letras (k < 6) formadas pelas
letras a,b e ¢, onde a letra a ocorre no mdximo um vez, a letra b no
mdzximo duas vezes e a letra ¢ no mdximo trés vezes.

Devemos considerar o produto dos trés polindmios abaixo onde
cada um “controla” a presenga das letras a, b e ¢, respectivamente:

2 2 3
(1+x) <1+x+f;> (1+x+x+x) =

1 10 1 1
= 1+3z+422+ Fmg + 5334—1— 53:5 + 6336.
Como estamos interessados na seqiiéncia dos coeficientes de " /7!,

devemos reescrever este polindomio na forma:

T z? z3 x? x® 0
1 —I—Sﬂ + 85 + 195 +801 —&—605 + 120a.

Como as possiveis maneiras de retirarmos duas letras sao
ab,ac,bc,cc e bb, e, como a ordem agora nos interessa, temos
ab, ba, ac, ca, be, cb, cc e bb, isto é, oito maneiras diferentes de retirar-
mos duas letras e ordend-las. Como pode ser visto na funcao geradora
exponencial, 8 é o coeficiente de 22/2!.

Exemplo 1.17. Encontrar a fungdo geradora exponencial para as
sequéncias:

(a) (3,3,3,...);

(b) ar, = Qk;

(c) (1,1,0,1,1,...);
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(a) Observando a expressao
2 a8
=1+ + or Tar
3
concluimos que a fungao procurada é 3e”.

(b) Basta observar que

2 2 2 3 22)"
e2z :1+2x+(x) +ﬂ+...+ﬂ+...
2! 3'3 7l
—1a9f 192 93T o
TR AR IR A

(c) Na fungdo procurada o coeficiente de z2/2! deve ser zero e os
restantes iguais a 1. Logo, a fungao procurada é
. @2 ot
e =1l+x tort T
Sl 4!
Exemplo 1.18. Encontrar o mimero de r-sequéncias quaterndrias
que contém um numero par de zeros.

1

A funcao geradora exponencial para o digito 0 é

z? ozt x?r [ PSP
+§+E+ +2r!"'—§(e +e )
Para controlar os digitos 1, 2 e 3 temos a fungao
1‘2 T
ef=1l+ax+ 7+ -+ 5+
2! !
Logo, a fungao geradora exponencial para este problema é dada por
1 1
§(€ +e—9r) 3 — §(e4x+€2ac)
1 [ (42)" = (2x)"
(S
r=0 r=0
L (@) oo (@)
=1+ 4" 2 ——
=1 x”
=1 —(4"+2")—
+ ; 2( +27) r!

Luma r-sequiiéncia quaternaria é uma r-upla formada somente com os digitos

0,1,2¢e3
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Portanto, o nimero de r-seqiiéncias quaterndarias contendo um nimero
b
par de zeros é igual a (4" + 27)/2.

Exemplo 1.19. De quantas maneiras podemos acomodar 9 pessoas
em 4 quartos sem que nenhum quarto fique vazio?

Como nenhum quarto pode ficar vazio, entao nenhum deles pode
receber mais do que 6 pessoas. Como os quartos sao diferentes e a
ordem das pessoas dentro de cada quarto nao importa, devemos usar
funcéo geradora exponencial. A funcao geradora para o problema é,
portanto,

£E2 .133 1?6 :

e, a resposta, o coeficiente de x°/9! nesta fungdo. Note que este
expoente é 0 mesmo em

22 3 26 4 .
<x+2!+3!+---+6!+~-~> = (e —1)%,

uma vez que as poténcias extras acrescentadas nao contribuem para
o coeficiente de z°/9!. Como

(e” —1)* = ' — 4e3® + 6> — 4e” + 1,
é facil ver que o coeficiente procurado é

49 —4.3%946-2°— 4.

1.3.1 Exercicios

1. De quantas maneiras podemos formar palavras de 3n letras (isto
é, selecionar 3n letras e ordend-las) de um conjunto de 2n as,
2n bs e 2n cs?
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Capitulo 2

Particoes de um inteiro

2.1 Introducao

Neste capitulo vamos apresentar o conceito de particoes de um in-
teiro. Vamos estudar aspectos geométricos associados a representacao
grafica das partigoes e, por fim, veremos como podemos empregar a
técnica de funcoes geradoras para enumerar partigoes.

Definicao 2.1. Uma particdo de um inteiro positivo n € uma colecao,
nao ordenada, de inteiros positivos cuja soma é n. Os numeros que
compoem uma particdo sao chamados partes desta parti¢ao.

Exemplo 2.1. As particoes de 3, 4, 5 e 6 estao listadas abaizo:

3 4 5 6
2+1 3+1 4+1 5+1
1+14+1 2+2 3+2 442
2+1+1 3+14+1 4+14+1
1+1+1+1 24241 3+3
2+1+1+1 3+2+1
1+1+1+14+1 3+1+1+1
24+2+42
2+2+1+1

2+14+14+1+1
1+1+1+1+1+1

Tabela 2.1: Partigoes de 3, 4, 5 e 6.

27
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Vamos denotar por p(n) o nimero de partigdes de n. Da tabela
acima temos que p(3) = 3, p(4) = 5, p(5) = 7 e p(6) = 11. Para
ilustrar quao répido é o crescimento de p(n) listamos alguns valores:
p(20) = 627, p(100) = 190.569.292 e p(200) = 3.972.999.029.388.
Existe uma férmula exata para o cdlculo de p(n), ver [2]. Esta férmula
resultou do trabalho dos mateméticos S. Ramanujan, G.H. Hardy e
H. Rademacher. As principais idéias para a obtencao desta genial
férmula foram do matematico indiano S. Ramanujan.

E claro, pela definicdao, que, numa particao de n, nenhuma parte
supera n e que a ordem das partes ndo estd sendo considerada. Se
denotarmos por pg(n) o nimero de partigoes de n tendo k como
a maior parte, a tabela anterior nos diz que p2(3) = 1, p3(5) = 2,
pa(5) =1, p5(6) = 1 e p3(6) = 3. Para um inteiro positivo n qualquer,
temos: p,(n) =1e pr(n) =0se k > n.

Da Tabela (2.1) podemos observar que

k [1]2[3[4]5]6
pr(6) |1 (33211

Tabela 2.2: Valores para py(6)

Assim,

e, em geral,

Podemos também classificar o niimero de partigoes de n segundo
o numero de partes. Vamos denotar por gx(n) o nimero de partigoes
de n tendo exatamente k partes. Assim, pela Tabela (2.1), temos a
tabela a seguir com os valores de g (6)

k [1]2[3[4]5
w®) [1]3[3[2]1]1

Tabela 2.3: Valores para pg(6)
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Podemos observar pelas Tabelas (2.2) e (2.3) que px(6) = i (6),
para k =1,2,...,6. Como veremos na proxima secao, essa igualdade
vale em geral: pr(n) = qx(n), para k =1,2,...,n.

2.2 Representacao grafica de particoes

Uma particado de um inteiro positivo n pode ser representada
graficamente por meio de um arranjo de n pontos no plano. Em cada
linha deste arranjo colocamos, em ordem nao-crescente, um nimero
de pontos igual a cada uma de suas partes, conforme ilustrado no
exemplo a seguir. Chamamos esta representacao de Grdfico de Fer-
rers da partigao.

Exemplo 2.2. Os Grdficos de Ferrers das particoes 5+4+4+1 e
6+4+4+ 34+ 3+ 1 sao, respectivamente,

e o o o o e o o o o o
e o o o € e o o o

e o o o e o o

[ e o o

Muitas vezes é conveniente representar uma partigao graficamente
usando quadrados no lugar dos pontos acima. Por exemplo, abaixo
temos o Gréfico de Ferrers da particao 3 + 1 de 4.

[

Considere o gréafico de Ferrers da particao 4 +4+ 2+ 1+ 1:

[]
L]

Note que o quadrado em destaque é o maior possivel que pode
ser colocado “dentro” do gréafico de Ferrers da particao exigindo-se
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que seu canto superior esquerdo coincida com o canto superior es-
querdo do gréafico de Ferrers. Este maior quadrado possivel é chamado
Quadrado de Durfee da partigao. Dizemos, pois, que a partigao
444424141 tem Quadrado de Durfee de lado 2.

Se, no Gréfico de Ferrers de uma partigdo de n, trocarmos as
linhas pelas colunas, obtemos o Grafico de Ferrers de uma outra
particao de nm que chamamos de Particio Conjugada da partigdao
considerada. Listamos a seguir algumas partigoes e suas respectivas
partigoes conjugadas.

Exemplo 2.3. Algumas particées e suas particoes conjugadas:

o+4+2+1 44+34+2+24+1
e o o o o o o o o
e o o o o o o
o o o o
° o o

°
44442 3+3+2+2
e o o o o o o
o o o o o o o
° o ° o

° o

Como veremos nos resultados a seguir, a representacao gréafica de
uma particao revela-se de grande utilidade nas demonstragoes.

Teorema 2.1. O nidmero px(n) de particées de n tendo k como a
maior parte € igual ao nimero qr(n) de particoes de n com exata-
mente k partes, isto €, pr(n) = qr(n).

Demonstragao: Pela operagao “conjugacao” definida no conjunto
das particoes’ de n, vemos facilmente que toda particio tendo k como

1Vamos, a partir de agora, associar uma partigio ao seu Gréfico de Ferrers
de modo que, por exemplo, falaremos em conjugagido de uma particdo para nos
referir a conjugagao de seu Gréafico de Ferrers.
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maior parte é transformada em uma particdo que possui exatamente
k partes e vice-versa. [ |

Corolario 2.1. Seja n um inteiro positivo. O niumero de particoes
de n com partes menores do que ou iguais a k € igual ao numero de
particoe de n com no mdzimo k partes.

Demonstragao: Basta usar, como na demonstragao do teorema an-
terior, a operagao “conjugacgao”. [ |

Teorema 2.2. Seja n um inteiro positivo. FEntdo, o numero de
particoes de n em que cada parte aparece pelo menos duas vezes é
igual ao numero de particoes de n em partes maiores do que 1 e tais
que inteiros consecutivos nao aparecem como partes.

Demonstragao: Uma vez mais, tomando-se a conjugada de uma
particao em que cada parte aparece ao menos duas vezes, teremos
exatamente uma particao em partes maiores do que 1 e com inteiros
consecutivos nao aparecendo como pares e vice-versa. Exemplo:

5+5+3+3+3+1+1 T+5+54+2+2
e o o o o e o o o o o o
e o o o o e o o o o
e o o —5 o o o o @
e o o °
e o o °

Note que o fato de cada parte aparecer pelo menos duas vezes
implica que, na partigao conjugada, a menor parte sera pelo menos 2
e que inteiros consecutivos nao poderao ocorrer como partes. |

Dizemos que uma particao é autoconjugada se ela for igual a sua
particao conjugada. Por exemplo, 3+2+1e5+3+3+1+1 sao
autoconjugadas, o que pode ser facilmente verificado através de seus
respectivos Gréficos de Ferrers.
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Muitas bije¢oes entre conjuntos de partigoes sao obtidas simples-
mente por alguma transformacao nos Graficos de Ferrers. Apresenta-
mos uma a seguir cuja finalidade é mostrar que o nimero de particoes
de n que sao autoconjugadas é igual ao ntimero de particoes de n em
partes impares e distintas. Para ilustrar esta transformacao, vamos
considerar a particado 7+5+5+4+3+ 141 de 26:

B

E claro que o ndmero de pontos em cada uma das “linhas” em
formato de L é impar e estes niimeros sao necessariamente distindos.
Neste caso, lendo o ntimero de pontos sobre cada “linha”, temos
a particao 13 +7 4+ 5+ 1 de 26. Reciprocamente, dados ntimeros
impares distintos, podemos colocé-los numa disposi¢ao semelhante a
que temos acima, obtendo, desta forma, o Gréafico de Ferrers de uma,
particao autoconjugada. Por exemplo, a particao 11 +9 4 5+ 3 de
28 pode ser representada por:

IS

Esta partigao é claramente autoconjugada. Temos, portanto,
demonstrado o seguinte teorema.

Teorema 2.3. Seja n um inteiro postitivo. Entdo, o numero de
parti¢oes autoconjugadas de n € igual ao nimero de particoes de n
em partes impares distintas.
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2.2.1 Exercicios
1. Encontrar as particoes conjugadas de

(8) 3+3+2+2+1+1,
(b) 741,
(€) 5+4+2+2+1.

2. Usar a operagao de conjugacao para provar a seguinte identi-
dade:
p(n| partes sdo distintas) =
p(n| todo inteiro entre 1 e a maior parte aparece como parte).

3. Mostrar que p(n) é impar se, e somente se, o nimero de partigoes
de n cujas partes sao impares e distintas é impar.

4. Provar que
p(n| lado do Quadrado de Durfee = j)
= Zp(m| partes < j)p(n — j* —m| no maximo j partes).

m

2.3 Funcoes geradoras para particoes

Vamos empregar, nesta se¢ao, fungoes geradoras para contar partigoes

sujeitas a restrigoes ou nao. Inicialmente, vamos obter a

funcao geradora para as partigoes de n em partes impares e distintas.
Se tomarmos o produto

A4+2)1+22) 1 +25) 1 +27) - Q422 ...,

é facil ver que o coeficiente de % é igual a 1, que é o total de maneiras
de se escrever 6 como soma de fmpares distintos. A poténcia x°
aparece como o produto de z°-2'. Como 11 sé pode ser escrito como
soma de fmpares distintos nas formas 11 = 11 e 11 =7+3+ 1, o
coeficiente de ' nesta mesma expansdo é igual a 2. O coeficiente de
x'* é igual a 3. De fato, somente se obtém x'* quando se multiplica
1B 3. 2 e 5. 29, Interpretando-se este produto desta forma,

vemos que

xr- T

oo o0

[Ta+2) =3 di(myan,

k=0 n=1



34 CAPITULO 2. PARTICOES DE UM INTEIRO

sendo d;(n) o nimero de parti¢oes de n em partes impares distintas,
isto é,
oo

H (1 + l‘2k+l)

k=0
é a fungao geradora para d;(n).
Se estivermos interessados somente nas particoes de n em partes
distintas devemos tomar o seguinte produto:

I+2)1+2) 1 +2>) 1 +ah) - (T 4+2™) .

Como na particao de um numero menor do que ou igual a 10
nunca poderemos ter partes superiores a 10, se tomarmos o produto

(I+z)1+2*)(1+2%)- - (1+2),

e considerarmos apenas as poténcias de z < 10 teremos a fungao
geradora para as particoes de todos os niimeros menores do que ou
iguais a 10 em partes distintas. Como o produto acima é igual a

1+z+a%+ 223+ 2% + 325 + 425 + 527 + 628 + 82° + 10210 + - - - |

podemos observar, por exemplo, que, sendo o coeficiente de z7 igual
a b, existem 5 partigoes de 7 em partes distintas, que sao: 7,6+1,5+
2,44+3e4+2+1.

Das observagoes que acabamos de fazer, pode-se concluir que a
funcao geradora para as particoes de m em partes distintas é dada
pelo produto infinito

(14 2%).

3

k=1

Vale mencionar que, como os termos (1 + z"*1), (1 + 2"+2), ...
nao contribuem para as particoes de n, para se encontrar o total de
particoes de n em partes distintas, basta considerarmos o produto
finito (1 +2)(1 + 2?)(1 +23)--- (1 + z™).

Utilizando-se do mesmo argumento anterior é facil ver que a fungao
geradora para as partigoes de n em partes pares e distintas é

ﬁ(l +z7%),

k=1
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e que a funcdo geradora para as particoes de n em partes que sao
quadrados distintos é

oo

[T+ ).

k=1

Como
(14)(14+2") (1+2°) (1+2'%) - - - = 1o+’ +2°+2" 420 +2 P+ 420

concluimos que, dentre os niimeros de 1 a 16, somente oito possuem
partigoes cujas partes sao quadrados parfeitos.

Mostraremos, a seguir, que a fungao geradora para p(n), o nimero
de particdes irrestritas? de n, é dada por:

> p(n)a" =
n=0

S|
H 1—ak’
k=1
sendo p(0) = 1.
A demonstracao que apresentamos para esta identidade, original-
mente apresentada por Euler, basea-se em argumentos combinatérios.
E claro que, sendo

1
- = l4+z+a?+2°+a*+--
—x
1
T2 = 1422 +at + 28 + 28+ ...
—x
1 _1+m+2m+3m+4m+
T = ™+ x x ,
temos
I1; _1Ik = (I+z+a’+2°+ ) 1+a’+a' +2%+ ) (142’ +2’+a '+ ) -
k=1

donde concluimos que as contribuicoes para o coeficiente de ™ vém
de um termo ™ da primeira série, de 2?2 da segunda série, de z3%3

2particdes irrestritas sdo particdes cujas partes ndo tém nenhuma propriedade
especial, isto é, as partes podem ser quaisquer
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da terceira, ..., de ™% da m-ésima série, onde a; > 0, para todo 1.
Sendo o produto destes termos igual a x™, temos que

a1 + 2a9 +3asz + -+ ma,, =n.

Cada a; deve ser visto como o numero de is que aparecem na
particao de n, isto é, podemos expressar n como

n=1+- 4142+ 424 +m+-+m.
—_———

al az Am

Visto desta maneira, cada particao de n vai contribuir com uma
unidade para o coeficiente de ™ nesta expansao.

Para exemplificar o que acabamos de descrever, suponhamos que,
em cada uma das primeiras quatro séries, tenhamos tomado, respecti-
vamente, as seguintes poténcias de x: z*, 2%, 2% e 212, Interpretamos

estas poténcias como

gt = gt
Cp——
26 = 343,
212 = gt
e, visto que 2% - 26 - 26 - 212 = 228 temos a seguinte particio de 28:

4+4+4+3+3+24+2+2+1+1+1+1

Observe que o termo % representa trés 2 na segunda série e dois
3 na terceira série. Assim, as séries acima estdo sendo vistas como

oo

1
H = (I+at T 4T ) (1422 422 T2 2224
—x
k=1

(1+.’173+.’L'3+3+$3+3+3+"')

A funcdo 1/(1 — x) “controla”, portanto, a presenca dos ls,
1/(1—x?) apresenga dos 2s, 1/(1—2?) a presenca dos 3s, ..., 1/(1—2™)

oo

a preseca dos ms. Isto prova, portanto, que H Tk é a funcgao

ok
k=1
geradora para partigdes irrestritas. Se estivermos interessados na
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fungdo geradora para as particoes de n em que nenhuma parte su-
pera m, basta tomarmos:

m

1
1=

k=1

A tabela a seguir traz algumas funcoes geradoras.

Funcao geradora | Particoes de n em partes que sao
o0
H(l + 22k impares e distintas
k=1
ﬁ ! impares
—_— {mpares
_ p2k—1
Pt 1—2
ﬁ 1
—_— pares
— 2k
Pt 1—2
oo
H (1 + x2F) pares e distintas
k=1
s 3
H(l + %) cubos e distintas
kO:Ol
1
H 17 cubos
kel - T

Tabela 2.4: Algumas fungoes geradoras para partigoes

Voltando & Tabela (2.1), observa-se que o ntimero de partigdes de
5 em partes distintas é igual ao nimero de partigoes de 5 em partes
impares:

5,4+1,3+2 (partes distintas)
5,3+14+1,1+1+1+1+1 (partes impares).

Esse fato, observado para 5, em verdade vale em geral. Provamos
isso no proximo teorema.
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Teorema 2.4. O nidmero de parti¢oes de n em partes distintas é
tgual ao numero de particoes de n em partes impares.

Demonstragao: Sabemos que a fungao geradora para particoes em
partes distintas é dada por

(1 + %)

8

k

1

e que a fungao geradora para particoes em partes impares € igual a

o0

1
I =z

k=1

Basta, portanto, provarmos que estas duas expressoes sao idénticas.
Mas isto segue, uma vez que

S o (1 + 2Ry (1 — 2k
110+ :H%

1—x2k

:Illxg

R R [ L R
1-2z)(1 71:2)(117 )1 — 201 —a9) - --

0 o)1) - )1
1
| ]

Apresentamos, a seguir, mais alguns exemplos do uso de fungoes
geradoras na Teoria de Partigoes.

Exemplo 2.4. Todo inteiro positivo pode ser expresso de maneira
Unica como soma de poténcias de 2.

Pelos argumentos apresentados neste capitulo, é facil ver que a
fungao

(1+2)(1+22) (1 + 2N (1 +2%) - (1+22) - (2.1)
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é a funcao geradora para as partigoes de n em partes que sao poténcias
distintas de 2. Logo, o coeficiente de ™ nesta expansao nos fornece o
numero de maneiras de se escrever n como soma de poténcias distintas
de 2. Portanto, basta mostrarmos que o coeficiente de 2™ em (2.1) é
igual a 1, para todo n. Mas sendo

1

=l+z+a?+23+2+- -,
1—=x

serd suficiente provarmos a seguinte igualdada:

1
1—2x

:(1+x)(1+x2)(1+x4)(1+$8)(1+x2k)

Mas isso ocorre, uma vez que
1-2)A+2)(1+2*)1+a")(1+2%)-
1—x)(1+m)(1+x)(1 )
1—2*)(1+2*)(1+ 28 )(1—|—x16) .
1—2%)( )( 0
1 — 216) 16

[\

1+ 2%)(1 +210)(1 +232) - -
16)(1 + 210)(1 + 232)(1 + 254) - - -

= (
(
(
(
1.

Exemplo 2.5. Mostrar que o nimero de particoes de n em partes
distintas, nenhuma sendo multipla de 3, € igual ao nimero de parti¢oes
de n em partes de forma 65 — 1 ou 65 — 5.

E facil ver que a funcao geradora para partigoes de n em partes
distintas e nao divisiveis por 3 é dada por

H 142372 (1 4 2371, (2.2)

e que a fungdo geradora para as parti¢oes de n em partes da forma
6j—1loubj—5¢é

1

(=25 1)1 =255 3)° (2:3)

,,':]8

J:1
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Portanto, devemos mostrar a igualdade entre (2.2) e (2.3). Mas
isto segue, pois
o0

T[]+ 2% 214251 =

N L R
e

_ijlu 259741 xG]z)E(l—x3J2)1(l—x3J1)

= [T0=+""0-+"" [T sy

No que segue apresentamos o chamado Operador Omega intro-
duzido por MacMahon em [5]. Consideremos para isto o seguinte
problema: qual é a forma fechada para a funcao geradora
>0 o Pm(n)q™, sendo p,(n) o numero de partigdes de n em, no
maximo, m partes?

Podemos reescrever esta funcao geradora como:

oo
me(n)qn _ Z qn1+n2+---+nm'
n=0

n12ng>-2nm >0

A exigéncia ny > ng > -+ > n,, > 0 vem do fato de que a ordem
das partes numa particao nao é importante. Consideremos agora a
seguinte soma:

ni+ng+-+ny, \N1—N2 \N2—N3 MNm—1—Nm
Z gritre A S S A ,
n1,n2, N, >0

sendo \; novas variaveis.

Se na soma acima selecionarmos apenas termos com expoentes
nao-negativos em \, entao o expoente correspondente de g serd uma
particao de n em no maximo m partes. Por exemplo, para n = 4 e
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m = 2 os expoentes resultantes sdo 4+0,3+1 e 24+2. Considere agora
um operador linear 2> que age nas varidveis A anulando os termos
tendo expoentes negativos e substituindo os demais por 1. Logo,

o0

Z Pm (n)qn =

n=0

— — Ny —1— TN
:QZ 2 : qn1+n2+ +nm)\1111 TLQA’IQIQ ng.'.)\ m—1 m

m—1

3

1,2, ,Nm >0

=02 Y @0 Y @A) Y @)™

n12>0 nz>0 Ny, >0
—0 L (2.4)
=) = /A (U= g/ An) '
O lema a seguir nos permite avaliar a expressao (2.4).
Lema 2.1.
1 1
Q> = .
A (1—y/N)  (1—a2)(1—ay)
Demonstragao: O lado esquerdo desta identidade é igual a
QZ Z )\n—mxnym _ Z $nym
n,m>0 n>m>0
Fazendo k = n — m, obtemos, a partir da tltima soma,
1
xm+kym _ :Z:k (zy)m — .
D N
|

Por aplicagbes sucessivas do lema acima em (2.4) obtemos a forma
fechada para a fungao geradora de p,,(n):
Uma aplicacao do lema acima resulta em

[ee] - 1
,;)pm(”)q == @) = de/ha) (L= /)

Uma segunda aplicacao do lema resulta em
0 1
> .
"1 -a)1 =) (1 —¢*A3) -+ (1 —q/Am-1)
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Continuando, obtemos finalmente
1
(1-q)1-¢*)(1-¢*)(1—qm)
Apresentamos a seguir um exemplo interessante para ilustrar o
poder do método descrito acima. Para tanto serd necessaria uma

versao extendida do lema anterior cuja demonstracao é muito
semelhante a do Lema 2.1.

Lema 2.2. Se a € um inteiro nao-negativo,

A e
Q> = .
"=z -y/A) (I -2)(1—ay)

Para n um inteiro positivo, seja A(n) o nimero de tridngulos
nao-congruentes de perimetro n e lados inteiros. Vamos procurar
uma interpretagao para » .., A(n)q"™.

Suponha que ni,ny e ng sejam os lados do triangulo em ordem
nao crescente. Devemos ter ny + ng > nq + 1. Assim,

Z A(n)qn — QZ Z qn1+n2+n3 /\Tlufnz )\;12*713 )\g2+n3*n1*1
n=0 ni,nz,n3>0 L
= (1= gAi/A3)(1 = gAads/M)(1 — g3/ A2)
Mgt
=0
Z (1= a/2)(1 = ¢®X) (1 — ghs/X2)
At
= Q> : 2 3
“(1=4/29)(1 = )1 = ¢*As)

q
(1-¢)(1—¢*)(1—q%)
Portanto, A(n) é o nimero de parti¢oes de n em partes 2, 3 ou 4,

com, a0 menos, uma parte 3.
Apresentamos a seguir mais algumas aplicacoes do operador Q2.

Teorema 2.5. Seja Q,(n) o ndmero de particées de n em exata-
mente m partes distintas. Entao,

qm(m+1)/2

,;OQ’"WW T T (A —gm)
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Demonstragao: Se ny+ng+---+n,, é uma particdo de n em partes
distintas, entao n; > ng + 1,n2 > n3 + 1,...,n,,, > 1. Logo,
(oo}

> Qm(n)q
n=0

. 11—na—1 y no—ng— m—1"Tm—1 —
— QZ § an‘r‘ﬂz-l— +1m )\;?1—%2 1)\?2—715 Lo.\" 11% Al 1

m—
N1,y Ny >0

)\171)\271 .. )\—1

ZA =)A= A2g/A) (1= A/ A1)
Agora, aplicando o lema anterior com « = 1, obtemos:

=0

- n A5t
2 " =0 G Ay 1 A )
=0, Ay )
“(1- CJ)(12— q2)n(11 = A3q/A2) -+ (1 = Amg/Am—1)
_ q-¢ g
1-q)1—¢*)--(1—qm)
o que conclui a demonstracao. ]

. k,l
Da mesma forma podemos provar o teorema a seguir, onde an’ ) (n)
é o numero de particoes de n tendo exatamente m partes, a diferenca
entre duas partes é > k e a menor parte é > [.

Teorema 2.6.
Im+km(m+1)/2

= BD ()" — q
2 " = T =)

Demonstragao: Como na demonstragao anterior, podemos observar
que

Zle)

n=0
_ QZ } : qnl—m2+<+fnm)\’r1114ﬂsz L\ 1—nm—k)\nm—l

m—1

AT A
(1 - )\1(])(1 - /\QQ/Al) e (1 - Am‘]//\m—l)
qlm+k:m(m71)/2

T - -¢)-(1-g")
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A tnica diferenga em relagdo a demonstracao anterior é que, nas
primeiras m —1 aplicacoes de {1>, a = k e, na ultima aplicagao, a = [
e ainda y = 0 no lema anterior. [ ]

No teorema a seguir, introduzimos parametros que tomarao conta
de outras informacgoes na particao.

Teorema 2.7. Seja P,,(j,n) (respectivamente, Q. (j,n)) o nimero
de parti¢oes de n em no mdximo m partes (respectivamente, exata-
mente m partes distintas) com maior parte j. Entao,

- 1
P (.73 n)zjqn =
2 P =201 =) (1= 2q")
€
qum(m+1)/2

> Qmlin)zq" =

— — 2q2) ... — zgm)’
o (I=2q)(1 —2¢*) -~ (1 — 2q™)
Demonstragao: Pela definigdo de P,,(j,n), é claro que
(oo}
Z Pm(]a n)zjqn =
n=0

= Qs § ' Zn1qn1+ﬂ2+~+nm A2 \nens \rm—1Tm

m—1
N1 yees N, 20

T M=z (1 = gha/A) X (1= q/Am_1)
= o0 = 2@ — Pafhe) (= 0/ hmer)

(1-zq)(1 —12q2)(1 —2¢°X3) -+ (1 = ¢/ Am—1)

(1—2q)(1 —2¢*) - (1 —2q™)
A demonstracao da outra identidade é semelhante:

0o
ZQm(jv n)zjqn = QZ Z anqn1+n2+~+nm
n=0

A2 —1 )\ngﬂdfl . )\:317 1—m—1 A;an—l
qum(m+1)/2
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2.3.1 Exercicios

1. Mostrar que o ntimero de partigoes de n cujas partes nao sao
divisiveis por 3 é igual ao nimero de partigdes de n nas quais
cada parte aparece, no maximo, duas vezes.

2. Verificar as igualdades:

1 1

@) =) T -0 -2
1 1

O ==y T A= a( =)

G R— - =

1 =Az)(L—y/>r)  (A-2z)1-a%y)
3. Mostrar que o numero de partigoes de n nas quais apenas as
partes impares podem se repetir é igual ao niimero de partigoes
de n nas quais nenhuma parte aparece mais do que 3 vezes.

4. Provar que o nimero de particbes de n nas quais cada parte
aparece 2, 3 ou 5 vezes é igual ao numero de particoes de n
tendo partes congruentes a 2, 3, 5, 9 ou 10 médulo 12.

5. Mostrar que o nimero de partigoes autoconjugadas é igual aos
ntmero de particoes em partes impares distintas.?

6. Seja M;(n) o numero de partigdes de n em partes maiores do
que 1 tais que inteiros consecutivos nao aparecem como partes.
seja My (n) o ntimero de partigdes de n tais que nenhuma parte
aparece apenas uma vez. Mostrar que Mj(n) = Ma(n).

7. Usar o fazto de que n? =143+ --- + 2n — 1 para mostrar que
fo:o q" /(q;q)n é a fungdo geradora para partigdes nas quais
a diferenca entre duas partes consecutivas é, no minimo, 2.

8. Usar o Quadrado de Durfee para provar a identidade:

n2

o0 an B Z .
2 (4 Dn(2¢; D = GG 0,

n=0

onde (a;q), = (1 —a)(1 —aq)--- (1 —ag™ ).

30 resultado deste exercicio é devido a Sylvester
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9. Mostrar que
2n, n 2n 2n+1 n+1 n

T —  z"y"q - q
Z( ; ) :Z( Z:: (g @)n yq,q)znﬂ'

= (@ )n(ysa)n = (26 a)n(Ya5 g

Para o lado esquerdo use a idéia do exercicio anterior para
mostrar que o coeficiente de x"y™q¢" é o nimero de partigoes
de n em m partes, tendo a maior parte igual a r. Faga o
mesmo para o lado direito, onde, ao invés de um Quadrado de
Durfee, considere os maiores retangulos tendo dimensoes n x 2n
ou
(n+1) x (2n + 1). Note que os retangulos destas dimensoes
cobrem todas as possibilidades.

2.4 Funcao geradora em duas variaveis

Muitas vezes precisamos de uma funcao geradora que controle nao

apenas o numero que esta sendo particionado. E muito comum, por

exemplo, estarmos interessados em saber o nimero de partes de cada

particao gerada. Nao é dificil ver que o expoente da varidvel z na

funcao abaixo controla o nimero de partes de cada partigao gerada:
(L+20") (L +20")(1+2¢") =1+ 2g" +2¢" + 2¢" + Zigritn
+z qn1+n3 +z qn2+n3 +23 n1+n2+n3

Raciocinando como no exemplo acima, podemos deduzir outras

funcoes geradoras em duas variaveis:

Z Z p(n| m partes distintas, cada parte € S)z"¢" = H(l + 2¢");
n=1m=0 kes

oo (oo}
Z Z p(n| m partes, cada parte € S e aparece, no maximo, d vezes)z"'q"

n=1m=0

H d+1 (d+l) )
kesS (1 - 2q")
oo oo 1
Z Z p(n| m partes, cada parte € S)z"¢" = H 2ot
n=1m=0 kes ( —zq )

Se S for um conjunto infinito, devemos ter |¢| < 1 para as trés
identidades acima e, para a dltima, a exigéncia adicional |z| < %
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2.4.1 Exercicios

1. Encontrar a funcao geradora para

p(n| tendo m partes pares).

2. Econtrar a fung@o geradora para

p(n| tendo m partes impares e as partes pares sao distintas).

3. A expressdo abaixo é fungdo geradora para qual conjunto de

partigoes?
oo

1 (14 2¢%%)
_ 3k+1 _ 43k+2
o (I—q (1 —g?++2)
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Capitulo 3

Provas bijetivas em
particoes

3.1 Provas bijetivas

Antes de formalizar o conceito de provas bijetivas, vamos introduzir
mais alguma notagao. Em wuma identidade em particoes,
freqiiéntemente, estamos interessados no ntmero de partigbes de n
satisfazendo certas condicoes. Vamos denotar este nimero por
p(n|[condigao]). Por exemplo, o Teorema 2.4 pode ser reescrito como

p(n| partes sdo {mpares) = p(n| partes sdo distintas), para n > 1.

Vejamos agora como podemos provar esta identidade. Para pe-
quenos valores de n poderiamos, sem dificuladade, listar as partigoes
de cada tipo e verificar que estes conjuntos tém a mesma
cardinalidade. No entanto, a identidade é véalida para qualquer valor
de n, donde precisamos de um argumento que se aplique no caso
geral. Outra possibilidade seria encontrar um férmula explicita para,
digamos, p(n| as partes sdo fmpares) e mostrar que a mesma expressao
vale para p(n| as partes sdo distintas). Mas, podemos encontrar tal
férmula? Considere a tabela abaixo:

49
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n 1121314567 |18]9]10
p(n| partes fmpares) | 1 |1 [ 2|23 |4 [5|6]| 8|10

Tabela 3.1: p(n| as partes sdo fmpares)

Olhando para a tabela parece que os niimeros nio sugerem uma
fungéo simples para p(n| as partes sdo fmpares). De modo que néo
parece razoavel tentar provar a identidade por este caminho. O que
vamos fazer, na verdade, é mostrar que cada partigao de um tipo pode
ser associada a uma unica particao do outro tipo e vice-versa. Tal
correspondencia entre dois conjuntos é chamada de bijecao. Teremos
obtido, portanto, uma prova bijetiva para a identidade.

Uma particdo nada mais é do que uma colecao de partes (inteiros

positivos) cuja soma é n. Assim, uma bije¢do entre parti¢oes deve ser
descrita através de operacoes nas partes. Para provar a identidade
acima, vamos descrever as bijecoes em cada caso:
De partes impares para partes distintas: Se as partes sdo distintas,
nao hé nada a fazer. Se duas partes sdo iguais, devemos somé-las para
obter uma nova parte (par). Podemos repetir este procedimento até
obter apenas partes distintas - como o numero de partes decresce a
cada operagao, essa operagao serd repetida até, no maximo, restar
apenas uma parte. Por exemplo:

34343+1+14+141 = (B4+3)+3+(1+1)+(1+1)
— 6434242
= 6+3+(2+2)
s 6+4+3.

De partes distintas para partes impares: A operacao inversa de somar
duas partes iguais é a operacao de dividir uma parte par em duas
partes iguais. Repetindo essa operagao ficaremos que uma colegao de
partes impares - como o valor de cada parte decresce a cada operagao,
devemos fazer esta operacao, no maximo, até obter apenas partes
iguais a 1. Por exemplo:

6+44+3 — (3+3)+3+(2+2)
= 3+34+3+(1+1)+(1+1)
= 3+34+3+14+1+1+1
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Para n = 7 a bijecao descrita acima é:

7 ~ 7
54+1+1 ~ 5+2
3+3+1 ~ 641

3+1+14+14+1 < 443

Esta mesma bijecao pode ser usada para provar a seguinte iden-
tidade:
p(n| as partes sdo pares) =
p(n| cada parte aparece um nimero par de vezes), para n > 1.
Para n = 6, por exemplo, temos:

6 = 3+3
442 = 24+24+1+1
24242 = 14+1+1+1+1+1

No Século 19 o matematico J. J. Sylvester apresentou o seguinte
refinamento do teorema de Euler que acabamos de provar combina-
torialmente.

Teorema 3.1. O nidmero de particoes de n em partes impares (ndo
necessariamente distintas) usando exatamente k partes diferentes €
igual ao numero de particoes de n cujas partes formam k seqiéncias
de inteiros consecutivos.

Por exemplo, para n = 15 e k = 3 existem onze particoes do
primeiro tipo

114+34+1,945+1,94+3+1+141,745+3,
T+54+1+1+1,7+34+14+1+1+1+1,74+3+3+1+1,
5+54+3+1+1,54+3+3+3+1,54+3+3+1+14+1+1,
5+3+14+1+1+1+14+1+1,

e onze do segundo tipo

11+3+1,10+4+1,945+1,9+4+2
8+6+1,845+28+4+2+1,7+5+3,7T+5+2+1,
7+4+3+1,6+5+3+1.

Vamos agora apresentar a demonstragao deste teorema.
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Demonstragao:

Vamos apenas ilustrar a prova deste teorema. Para isto pre-
cisamos fazer uma variacao no Grafico de Ferrers para as partigoes
em partes fmpares. Na representacao grafica de uma partigao as
linhas sao alinhadas a esquerda. O que vamos fazer agora ¢é alinha-
las centralmente, por exemplo, a parte 13 serd representada por:

Assim, podemos representar a partigdo 13+13+13+11+9+3+3+1
em partes impares por:
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
e o o o o o

Agora, considerando este novo diagrama, associamos os pontos da
seguinte maneira:

Esiissstisel

e a nova particao obtida é 14 + 12+ 11 +8+ 7+ 6+ 4+ 3 + 1.
Observe que esta nova particdo tem partes distintas e exatamente
cinco seqiiéncias separadas 14,12+ 11,8 +7+ 6,4+ 3 e 1. [ |

Apresentamos a seguir um resultado cuja prova bijetiva, devida a
David Bressoud (1980), é bastante elegante.
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Teorema 3.2. O nidmero de parti¢oes de n cuja diferenca entre duas
quaisquer partes € de pelo menos 2 € igual ao niumero de particoes
de n em partes distintas tais que cada parte par € maior do que duas
vezes o numero de partes impares, isto €,

p(n| diferenca entre quaisquer duas partes > 2) =

p(n| partes distintas, cada parte par é > 2- (nimero de partes impares)).

Vamos descrever brevemente a demonstracao deste teorema. Con-
sidere o Gaéfico de Ferrers de uma partigio contada por
p(n| diferenga entre quaisquer duas partes > 2). Ajustamos as
linhas desse diagrama a partir da primeira da seguinte forma: desloca-
se a segunda linha para a direita de modo que o primeiro ponto desta
linha coincida com o terceiro da primeira linha; depois descolocamos
a terceira linha para a direita até que seu primeiro ponto coincida
com o terceiro da segunda linha deslocada e assim sucessivamente.
Feito isso, tragamos uma linha vertical de modo que na ultima linha
desse novo diagrama fique apenas um ponto a esquerda da linha. Por
exemplo, para 14 + 11 + 6 + 4 4 1, o diagrama modificado é:

A direita da linha no grafico acima temos um grafico de Ferrers de
uma particdo e agora vamos reordenar suas linhas comecando colo-
cando as partes impares em ordem nao-crescente e, depois, as partes
pares em ordem nao-crescente:
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Agora, ignoramos a linha no grafico acima e consideramos cada
linha como parte da nova particao 14 +8 + 6 + 7 + 1, que é uma
particao em partes distintas tal que cada parte par é maior do que
duas vezes o nimero de partes impares.

Apresentamos, na proxima se¢do, uma prova bijetiva para o Teo-
rema dos Niumeros Pentagonais de Euler.

3.1.1 Exercicios

1. Mostrar que se n é impar, nao existe particao de n em partes
pares e também nao existem particoes de n tais que cada parte
aparece um ntimero par de vezes.

2. Para um inteiro par n > 2 encontrar uma prova bijetiva para
as identidades abaixo:

(a) p(n| partes sao pares) = p(n/2).

(b) p(n| partes aparecem um ndmero par de vezes)= p(n/2).

3.2 Teorema dos Niuimeros Pentagonais de
Euler

L. Euler foi um dos mais produtivos matemaéticos da histéria, por
esta razao nao surpreende que exista mais do que uma identidade na
Teoria de Particoes que leva o seu nome. Ja vimos anteriormente a
identidade de Euler entre o niimero de partigoes em partes distin-
tas e em partes impares. Vamos, nesta secao, considerar uma outra
identidade, esta relacionada aos Numeros Pentagonais.

Em sua forma analitica, o Teorema dos Numeros Pentagonais de
Euler pode ser enunciado da seguinte maneira:

Teorema 3.3. (Teorema dos Nimeros Pentagonais de Fuler)

o0

> (=1)g" I = (g1q)ne

n=—oo

Este teorema tem uma bela interpretagao combinatoria em termos
de particoes devida a Legendre:
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Teorema 3.4. (Versido Combinatdria do Teorema dos Nimeros Pen-
tagonaisde Euler)

p(n| nimero par de partes distintas) =
p(n| ndmero impar de partes distintas) + e(n),

sendo ‘
_J (=1)7, sen=j(3j+1)/2,
e(n) = { 0, caso contrdrio.

Para esta versao do Teorema dos Numeros Pentagonais de Euler
existe uma prova bijetiva obtida por F. Franklin em 1881. Antes de
apresentar esta demonstragao, vejamos o que sao os Numeros Pen-
tagonais.

Os Numeros Triangulares sao 1,3,6,10, ..., referentes ao ntimero
de pontos nos tridangulos em ordem crescente:

O j-ésimo Numero Triangular é 1 +2+3+---+j=j(j +1)/2.
De maneira similar, definimos os Numeros Pentagonais 1,5,12,22, ...
como sendo o numero de pontos nos pentagonos abaixo:

Claramente, o j-ésimo Numero Pentagonal consiste de um
triangulo equilatero de lado j sobre um retangulo de lados j e 7 — 1.
Logo, o j-ésimo Nimero Pentagonal é j(j +1)/24+j(—1) = j(3j —
1)/2. A partir das representagao para os Nimeros Pentagonais 1, 5, 12
e 22 acima podemos obter gréaficos de Ferrers de particoes rotacio-
nando esses diagramas e ajustando suas linas a esquerda:
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Vemos que os Graficos de Ferrers obtidos sao de partigoes em
partes distintas: 1,3+2,5+4+4 3,74+ 6+ 5+ 4, etc.

Vamos agora apresentar a prova bijetiva encontrada por Franklin.
A idéia é construir uma bijecao entre as partigoes de n em um nimero
par de partes distintas e as particbes de m em um numero impar de
partes distintas.

Considere um Grafico de Ferrers de uma partigao cujas partes sao
distintas. Vamos chamar de a a menor parte e de b, o nimero de
pontos sobre a linha r mostrada na figura abaixo:

a

Caso a < b, como na figura acima, podemos remover os a pontos
da menor parte e colocé-los ao lado dos primeiros a pontos da linha
r, conforme ilustrado abaixo:

Com esta mudanca temos agora uma nova particao de n (note que
ainda temos diferentes partes e elas estao dispostas em ordem decres-
cente) com diferente paridade, isto é, se o total de partes era par,
agora é impar e, se era impar, agora é par. Vale observar que mesmo
que tivéssemos a = b a mudanca acima ainda teria sido possivel.

Examinemos, agora, um caso em que a > b. Considere o Grafico
de Ferrers abaixo:
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Neste caso podemos tomar os b pontos da linha r e colocé-los
abaixo dos a pontos obtendo uma nova particao com diferente pari-
dade. Nesta nova particao continuamos com pates distintas e colo-
cadas em ordem decrescente:

E claro que quando uma das transformacoes descritas acima puder
ser executada, teremos uma bijecao entre as particoes de n em um
ntumero par de partes distintas e as particoes de n em um niimero
impar de partes distintas.

No entanto, essas duas transformagoes nao podem ser sempre ex-
ecutadas. Existem exatamente dois casos, ilustrados abaixo, em que
a linha r passa através do ultimo ponto da menor parte. Isso ocorre
quandoa =boua=0>b+1.

E fdcil ver que nas figuras abaixo nao podemos executar nenhuma
das duas transformacoes descritas. Lembre-se que, executada uma
dessas transformacgoes, devemos ter partes distintas e dispostas em
ordem decrescente.
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Nas figuras acima temos

n:a+(a+1)+(a+2)+...+(a+(b71)):w.

Logo, no caso a = b+ 1 temos

b(3b+1)
—s

n=
Neste caso, se b, o numero de partes, for par, teremos

p(n| ntim. par de partes dist.) — p(n| nim. par de partes dist.) = 1
e se b for impar, teremos

p(n| ntm. par de partes dist.)—p(n| ndm. par de partes dist.) = —1.

Isto é, teremos exatamente uma particdo com um nimero par (impar)
de partes excedendo aquelas com um nimero impar (par) de partes.
No caso a = b, teremos

b(3b — 1)
2

n =

e a mesma andlise feita acima serd vélida, ou seja,

p(n| nim. par de partes dist.) — p(n| nim. fmpar de partes dist.) =
(—1)°, o que conclui a demosntracdo do Teorema dos Niimeros Pen-
tagonais de Euler.

Na préxima segdo apresentamos uma outra prova bijetiva que
relembra essa que acabamos de estudar.

3.3 Numeros Triangulares

Nesta segao, apresentamos uma prova bijetiva para uma identidade
envolvendo a funcao geradora para os Nimeros Triangulares descritos
na secao anterior. Essa prova é semelhane aquela dada por F. Franklin
para o Teorema dos Niumeros Pentagonais de Euler.
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Teorema 3.5. Para |q| <1

(1_Q) (1_92n) on1 o nlntn)
1+qg+ g = q 2 3.1
Z G R L S DU

Em [4] hd uma demonstracao diferente para esta identidade.

Sabemos que a soma no lado esquerdo de (3.1) gera partigoes cujas
partes sao maiores do que 1, as partes pares sao distintas, a maior
parte é impar e tendo um peso associado dado por (—1)™, sendo m o
nimero de partes pares. Também néo é dificil de ver que os expoentes
de ¢ no lado direito de (3.1) sdo os numeros triangulares.

Uma simples manipulagdo algébrica nos parmite reescrever (3.1)
como

i (=)= )1 ) o 5 s g
— —qg9)--- — g2nt+1 : :
(1= =g (1—gt) =
Para provarmos a identidade (3.2), devemos mostrar que o coefi-
ciene de ¢" no lado esquerdo é 1 se n é um nimero triangular e 0 caso
contrdrio. Em outras palavras, se p.(n) (p,(n)) denota o nimero de
partigoes de n geradas pelo lado esquerdo de (3.2) tendo um nimero
par (fmpar) de partes pares, entdo devemos mostrar que
1, se n é um namero triangular
pe(n) = po(n) = { 0, caso contrario (3.3)

Demonstragao do Teorema (3.5):

No conjunto P(n) da parti¢es de n em partes maiores do que 1
tendo as partes pares distintas e a maior parte impar, definimos a
seguinte transformagdo. Dada uma particio A = Ay + -+ + As €
P(n) consideremos seu Gréafico de Ferrers. A partir deste diagrama,
removemos as duas ultimas colunas para formarmos uma nova parte
As+1, ficando, pois, com uma particao A\ = )\/1 4+ XS den—Ag41.
Inserimos esta nova parte abaixo da menor parte de N quando Ag41 <
A e /\; ¢ fmpar ou Asy1 < /\; e )\; é par, resultando na partigao

?/ 7 ’
A =M+ + A+ Asp1 € P(n). Por exemplo:
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Mas, se Ag+1 > )\/S ou A\g41 = )\; e )\IS é par, nao podemos executar
esta operagdo de modo a ainda obter uma particdo em P(n). Neste
caso, removemos a menor parte Ay, para formar duas novas colunas
que sdo iguais (quando As é par) ou diferem por 1 (quando Ay é
fmpar). Adicionamos essas colunas ao Gréfico de Ferrers da partigao
M+ -+ As_1. E facil verificar (Por qué?) que a particdo assim
obtida estd em P(n). Por exemplo:

e el

f———

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

*—eo—o

e

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] I—I

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
f——

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Note que, quando n é um ntmero triangular, isto é, tem forma

k(k+1 ~ .
n = %, nenhuma das duas operagoes que acabamos de definir

pode ser aplicada aquela particio em P(n) tendo % partes k + 1,

2
quando k é par ou k%l partes k, se k é impar. De fato:
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e se removermos as duas tltimas colunas da particao que tem %

partes k+ 1, quando k é par, a nova parte terd tamanho 2% =k
e, consequentemente, nao podemos coloca-la abaixo da menor
parte k +1 — 2 = k — 1. Inversamente, removendo a menor
parte cujo tamanho é k+ 1, nao podemos colocar as duas novas
colunas obtidas (uma tendo tamanho £ + 1 e a outra £) em
frente & dltima coluna (que tem tamanho g — 1) da partigao

com a menor parte removida.

e se removermos as duas ultimas colunas da particao que tem

% partes k, quando k é impar, a nova parte teria tamanho
2% = k + 1 e, por isso, nao poderiamos colocé-la abaixo da

menor parte k — 2. Por outro lado, removendo a menor parte
cujo tamanho é k, nao podemos colocar as duas novas colunas
(a maior tendo tamanho %) em frente & tltima coluna (que
tem tamanho %) da particdo com a menor parte removida.

Por exemplo, nao é possivel aplicar nenhuma das duas operagoes
nas particoes de 15(k = 5) e 21(k = 6) abaixo:

Para finalizar a demonstragao, devemos mostrar que as trans-
formagoes descritas acima, quando aplicadas, mudam a paridade do
numero de partes pares. Fazendo isso teremos mostrado que (3.3) é
valida.

Para aquelas parti¢coes em P(n) nas quais podemos remover as
duas tltimas colunas do Grafico de Ferrers, temos duas possibilidades:
se as colunas tém o mesmo tamanho, nao modificamos o nimero de
partes impares e a nova parte terd tamanho par, o que modifica a
paridade do ntumero de partes pares; se as colunas diferem por 1
perdemos uma parte par e obtemos uma parte impar como nova parte
modificando a paridade do nimero de partes pares. Estes argumen-
tos podem ser facilmente invertidos para mostrar que a outra trans-
formacao também modifica a paridade do nimero de partes pares..
|
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3.4 Exercicios

1. Responder a pergunta deixada na demonstracao do Teorema
(3.5).

2. Sejam py(n) o nimero de partigoes de n em exatamente k partes
e grx(n) o nimero de partigoes de n formadas por exatamene k
partes distintas (por exemplo ¢3(8) =2: 1+2+5e 1+ 3+4).
Mostrar que gx(n + (’;)) = pr(n).

3. Provar combinatorialmente as seguintes identidades:

i 1 - > qrak
(®) Hmiz(1—q)(1—q2)~-~(1—qk)'

i=1 k=0
. 00 1 B s qk2xk
R Y S R DY e P e
© Lo+ =2 mga-—m—a-a

00 ] 00 kak
@ [+ =3 == g o=

4. Se A é uma particao de n, seja fr(A\) o ndmero de vezes que k
aparece como uma parte de A e seja gx(\) o nimero de partes
distintas de A que aparecem pelo menos k vezes (por exemplo,
foB+2+242+14+1)=3egpB+2+2+2+1+1)=2).

Mostrar que
> N =D g,
AEP(n) AEP(n)

sendo k um inteiro postivo fixo e P(n) o conjunto de todas as
partigoes de n.



Capitulo 4

Coeficientes ¢-binomiais

Nossas consideracoes sobre particoes e fungoes geradoras feitas nos
capitulos anteriores nos permitem fazer generalizagoes interessantes
dos Niimeros binomiais e suas varias identidades. Descrevemos, neste
capitulo, os chamados Polinomios Gaussianos, também chamados de
numeros q-binomiais ou coeficientes q-binomiais.

4.1 Os numeros binomiais

Lembremos que os numeros binomiais (?) sao definidos combinato-
rialmente como o nimero de maneiras de se escolher j elementos de
um conjunto de n elementos sem ordend-los. Esses ntimeros tém uma
férmula simples:

n n! .
. :,'7.', paraanZO.
i) gln =)

Relacionados aos nimeros binomiais temos o Teorema binomial
enunciado abaixo.

Teorema 4.1. (Teorema binomial)

(14 2)" = XL: (?)zﬂ

Jj=0

63
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Para poténcias negativas temos a chamada Série binomial:
Teorema 4.2. (Série binomial)
n .
n -1\ .
- =3 ("I
=0~ Y
para |z| < 1.

Listamos a seguir algumas propriedades importantes satisfeitas
pelos nimeros binomiais. Suas demonstracoes sao deixadas a cargo

do leitor.
n+j\ _ (n+7\.
J ~\n )
Foérmula recursiva:

Simetria:
()= (51 (o) porans
= . + | . , paran>j>0;
J J J—1

Duas férmulas interessantes:

Z(fl)j (n> =0, paran > 1.
— J

Vamos, agora, introduzir os nimeros g-binomiais. Para isso, con-
sidere o seguinte problema. Quantos caminhos existem do ponto (0, 0)
no plano até o ponto (2,2) nos quais cada passo corresponde a uma
unidade verticalmente para cima ou horizontalmente para a direita?
A resposta e essa pergunta é 6, o que pode ser verificado escrevendo
cada um desses caminhos:

e B e R
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. ~ s 242 , .
A explicacao para a resposta é 6 = ( ;r )7 o numero de maneiras de

escolher dois passos horizontais de um total de quatro passos. Argu-
mentando dessa maneira pode-se mostrar que o nimero de caminhos
. . (N+
de (0,0) até o ponto (N,m) é (V™).
Podemos olhar para esses 6 = (2‘2"2) caminhos como as “fron-
teiras” dos possiveis Graficos de Ferrers de partigoes que cabem den-

tro de um quadrado 2 x 2:

FHPE

0 1+1 2 241 242

Analogamente a defini¢ao dos nimeros binomiais, definimos um
numero q-binomial como sendo a fungao geradora na variavel ¢ para

essas (2‘52) partigoes:
2+2 PO " L T 4?2 — O 1902 4 0B g
9 =q Tq q +q"+q +q =q t+q +2¢+q" +q".

De maneira mais geral, temos a seguinte definicao para os ntimeros
g-binomiais.

Definicao 4.1. Os numeros q-binomiais sao definidos por:

= Zp(n| no mdzimo m partes, cada parte < N)g".
n>0

]

Esses ntimeros sao chamados ¢-andlogos dos niimeros binomiais

o N+m
pelo fato deste polinomio no ponto ¢ = 1 nos fornecer < >
m
Muitas das propriedades dos ntimeros binomiais tém seus analogos

para os numeros ¢g-binomiais. Por exemplo, a propriedade de simetria

(4.1)

2 )-1750)

pode ser facilmente provada pela conjugacao dos caminhos entre (0, 0)
e (N,m).
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Podemos escrever a relacao de recorréncia para os niimeros bino-
miais como

N+m\ (N+m-1 N+m-—-1
)=o) = ()
Em termos dos caminhos entre (0,0) e (N, m), esta relacdo diz que
o conjunto dos caminhos que cabem numa caixa N x m pode ser
particionado em dois conjuntos disjuntos: aqueles que cabem numa
caixa N x (m —1) e os que nao cabem. Neste ultimo caso, a primeira

coluna das partigoes obtidas tém primeiras colunas com tamanho m,

as quais, apdés removidas, resultam em partigoes que cabem na caixa
(N —=1) xm:

[1] [ 1]
| |

Em termos de partigoes temos:
p(n| no maximo < m partes, cada parte < N)g" =
p(n] no maximo < m — 1 partes, cada parte < N)g"™
+ p(n —m| no maximo < m partes, cada parte < N — 1)g" ™.

Somando em n, obtemos a seguinte g-analoga relacao de recorréncia:

[N;:m]:{Nntmfl}‘Lqm[N;ml—l} (4.2)

Note que, conjugando o argumento acima, obtemos uma outra
relagao de recorréncia:
N+m N+m-—1 N+m-—1
R R N |

m m—1 N -1 (4.3)
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Os ndmeros binomiais tém uma férmula bastante conhecida:
N _N(N—l)(N—Q)---(N—m+1)
m) m(m—1)(m—2)---1 '

Vamos deduzir uma férmula g-andloga para os ntimeros g-binomiais.
Em (4.2) e (4.3) substituimos N por N —m + 1 para obter:

{Nﬂtl]{mql}”m[ffm] (4.4)

[Nr;li—l}:quJrl{mzil]_’_[N]l[m]. (4.5)

Agora, por (4.1), temos:

vl ]

Assim, podemos reescrever (4.4) e (4.5) como:

[Ngl}:[m]il%qm“x} (4.6)

{Nﬂ:l]:q]vmﬂ{m{l%{Z] (47)

Subtraindo (4.6) de (4.7), obtemos:

{N} :MM{ N

m (1—gm) | m—1
- (1 _ qN—m-l-l)(l _ qN—m+2) |: N
o =gm(—gmY m—2

(1-¢M)(A—¢" ") (1—g" ) [ N ]
(1—gm)(@—gm 1) (1-q) 0
A férmula g-analoga para os nimeros ¢-binomiais é:
[ N ] (=M A =¥ (A —gMm
m (l—gm)(d—gm=t)--(1—q) ~

. N 1
Jaque | o | =1
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4.1.1 Exercicios
1. Explicar combinatorialmente por que os nimeros g-binomiais
. C e N N
satisfazem a condigao inicial o 1=l NI

4.2 O Teorema e a Série g-binomiais

Queremos agora encontrar g-andlogos ao Teorema binomial e a Série
binomial. Demonstraremos inicialmente o Teorema g-binomial.

Teorema 4.3. (Teorema g-binomial)

N e’} N

A m(m-+1)/2 m
1_[1(1+zq])—2q {m}z .
j=

m=0

Demonstracao: Consideremos a seguinte identidade:

N oo oo
H(l—i—ij)zz Z p(n| m partes distintas, cada parte <N)z"q".
Jj=1 n=0m=0

(4.8)
E facil observar que as partigoes enumeradas pelo lado direito
de (4.8) tém m partes distintas cada uma sendo < N, enquanto

- N | .. (s -
que as particoes contadas por [ m téem no maximo m partes, nao

necessariamente distintas, cada uma sendo < N — m. No entanto,
existe uma bijecao simples entre esses dois conjuntos de partigoes:
do primeiro conjunto de partigoes, remova ¢ da i-ésima menor parte
parai=1,...,m:

N m N-—1

[ 1] []
l l

m — + m

Nesta bijegdo, removemos 1 +2+ 3+ ---+m = m(m + 1)/2
quadrados. Assim, temos o Teorema g-binomial. [ ]
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Teorema 4.4. (Série ¢-binomial)

A oI Ntm-17 .
jl;[ll_ij:Zq [ m }Z’

m=0

para |z| <1 elq| < 1.
Demonstragao: Consideremos a identidade:

N

1 oo o0
H T :Z Z p(n| m partes, cada parte < N)z"¢". (4.9)
m=0

j=1 n=0

Neste caso, temos um problema semelhante mas uma solugao
ainda mais simples. Devemos transformar particoes com m partes
em particoes com, no maximo, m partes sendo cada parte < N — 1.
A solugdo é remover a primeira coluna (de tamanho m). Como a
partigao original tinha m partes, cada qual < N, a partigao obtida
terd, no maximo, mﬁfartes cada uma sendo ]%N — 1.

[ 1] [ ]
l l

m — + m

Com esta bijecao concluimos a demonstragao do teorema. |

Vale mencionar, uma vez mais, que nestes dois teoremas quando
substituimos a varidvel ¢ por 1 obtemos, respectivamente, o Teorema,
binomial e a Série binomial. Por esta razao dizemos tratar-se de uma
g-extensao.

4.3 Os Polindmios de Gauss

Os numeros g-binomiais também sao chamados Polinémios Gaus-
sianos ou Polinémios de Gauss. Estes sdo polindbmios em ¢ e pela
férmula apresentada acima,

[ N ] (=g —g"h (A gV
m (I—gm)(1—gm 1) (1-q)
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é claro que seu grau é mN —m(m—1)/2—m(m+1)/2 = mN —m? =
m(N —m).
A férmula que apresentamos a seguir foi provada por Gauss.

Teorema 4.5. (Férmula gaussiana)
Zn:(—l)j { n ] _{ 0 ) semn € impar
= j Q-1 —¢)(1—q¢") - (1—¢""") sen épar.

Demonstragao: Se n é impar, entao

donde segue a primeira linha da Féormula gaussiana.

Vamos denotar o lado esquerdo da férmula gaussiana por f(n).
Substituindo N 4+ m por n e m por j na relagao de recorréncia (4.3)
para os nimeros g-binomiais, obtemos

o g (7 e [171)

§=0
ZjZO(—l)j { "j ! } +j=0( 1)/q" [ ;L:ll }
csoos g {1
= fln=1)+ (=" Y (-1 [ Z:; }

= f(n—1) +<71)”i<71>ﬂ'qﬂ‘ [ neol ] ,
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enquanto (4.2) produz

f(n1)+i0(1)jqj et

Agora, somando as duas expressoes acima para f(n), obtemos,
para n,

=- Z(*l)j(l —¢%) [ " j_ 1 } (pela Férmula Gaussiana)

=0

=1 -q¢""f(n-2).
Portanto, quando n é par,

fn) =1-q¢"Hf(n-2)

( )
=(1-¢""NA=¢"?)f(n—-4)
=1 =g H1=q"7%)- (1= ¢°)(1 - q)f(0)
=(1-¢""NHA-¢"?)-(1-¢*)(1-9q)
como queriamos provar. [ |

Vamos apresentar agora uma férmula g-andloga a seguinte igual-
dade envolvendo os nimeros binomiais:

>(;) = ()
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Teorema 4.6. . )
2l n | 2n
Zq [j]_{n] (4.10)
7=0

Demonstracao: Pelo Teorema g-binomial,

2n o 2n
szqmzﬂ)[ ] H1_|_Zq

=0 j=1
TL n
= H 1+ zq (1+ (2¢")
i~ =
o . J(7+1) n k k(’<+1) n
-S| ];zq i)
— =0

Comparando os coeficientes de z™ nos dois lados da igualdade
acima, vemos que

2n - n n
n(n+1)/2 _ (n—k)(n—k+1)/2 nk+k(k+1)/2
R X ot Joeee ]

n _
k=0
n

2
_ n(n+1)/2+k2 | T
1 k

k=0

Cancelando ¢™"*+1/2 obtemos (4.10). ]

4.3.1 Exercicios

1. Provar que

n qjl:m+]:|:|:n+m+1:|
! n

4.4 Polinémios Gaussianos, outras inter-
pretacoes
Na primeira secao deste capitulo, definimos os nimeros g-binomiais

[Ner

m } como sendo a fungao geradora para particoes em, no
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maximo, m partes sendo cada parte menor do que ou igual a N. Nesta
secao, apresentamos duas outras interpretagoes para tais nimeros.

Considere todos os caminhos no primeiro quadrante comegando
em (0,0) e terminando em (n — k, k) composto de n passos, cada um
sendo de uma unidade para cima ou para a direita. O cason =2 e
k =1 esta ilustrado abaixo:

No primeiro caso, nao ha area abaixo do caminho; ja no segundo,
a area é 1. Vamos separar os (Z) caminhos de acordo com a &rea
sob a curva. Podemos representar os possiveis movimentos usando a
expressao

(x +y)? =2z + 2y +yx + yy,

onde = representa um movimento para a direita e y para um movi-
mento para cima. Podemos controlar a area reescrevendo cada termo
colocando os xs primeiramente e adicionando uma unidade a area
sempre que yz for trocado por zy. Vamos usar ¢ para contar as
unidades de drea, de modo que

Yyr = qry,

note que a area abaixo de xy € 0, ja a area abaixo de yx é 1. Como
vamos querer colocar os ¢gs juntos, vamos assumir também que

Yq=4qy e xq=qr.

Para exemplificar o que estamos dizendo, observe que o coeficiente
de 2%y? em (x +y)* é 1+ q+ 2¢*> + ¢ + ¢*. De fato:

o zayy = 22y
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ryzy = vqryy = quiy?:

Tyyr = ryqry = rqyry = qrqryy = ¢>x’y*:

yray = quyzy = qrqryy = ¢*x?y*:

yryr = qryyr = qryqry = ¢ ryry = ¢ xy*:

yyrz = yqryr = qyryr = qqryqry = q*z?y*:
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De forma mais geral temos
n
(x+y)" Z { } T (4.11)

n . .
j; | geram as areas abaixo dos
caminhos entre (0,0) e (n,n) obtidos por movimentos unitdrios para
a direita ou para cima.

Vamos, a partir de (4.11), obter de uma maneira diferente a

ou seja, os nimeros g-binomiais

férmula para [ Z ] que foi obtida ao final da Secao 4.1.

Lembremos que yx = qxy, xq = qx e yq = qy. Assim, tomando a
igualdada
(@ +y)" " = (@ +y)" (@ +y),
obtemos usando (4.11):

n

St feeoiay

ey

k=0 k=0
n n n
_ n—k_ k n—k k+1
NS S E
k=0 k=0
Como
yFz = ¢ ay”,
temos

VR L] e

Pelo mesmo argumento, considerando a igualdade

(z+y)" =@ +y)(z+y)"

]

Agora, como foi feito na Secao 4.1, basta combinar (4.12) e (4.13)

para obter
n]_(A=¢""HT n
El (1-q~ E—1 |’

obtemos
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cuja iteragao resulta em

SR )

Portanto, temos novamente a férmula:

[n ] I ) R C ')
k (I=¢")---(1-q)

Apresentamos a seguir nossa tltima interpretacao para os niimeros
g-binomiais.  Vamos mostrar que esses numeros contam certos
subespagos vetoriais.

Seja V' um espaco vetorial n-dimensional sobre o corpo finito
GF(q)'. O ntimero de vetores em V é ¢" (todas as possiveis n-uplas
que podem ser formadas com ¢ elementos). Note que o niimero de
k-uplas linearmente independentes em V é

(@ =1@"—q) (" =),

o que pode ser verificado pelo fato de que um conjunto de vetores é
linearmente independente se, e somente se, nenhum vetor pertence
ao espaco vetorial gerado pelos demais vetores.

Agora, um subespaco k-dimensional de V é gerado por k ve-
tores linearmente independentes. Mas um dado subespago terd quan-
tas bases diferentes? Exatamente o nimero de k-uplas lenearmene
independentes em um espago de dimensao k, o qual é dado pela
mesma férmula acima substituindo-se n por k. Portanto, o nimero de
subespagos k-dimensionais é
(" -D@" —q)(¢"—¢"")

(¢ =1(¢"—a)--(¢" —¢*71)

("= Dg(g" =) g (g -
(¢" = Dalg" ' =1)---¢" (g —1)

_ (=D -1 (@ 1) [ n }
(" =D =1)--(¢—1) k]

Lcorpo finito de ordem g
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4.5 Quadrado de Durfee

Nesta secao, vamos considerar os chamados Quadrados de Durfee, ja
vistos no Capitulo 2.

Uma interpretagao para o Quadrado de Durfee é a seguinte: uma
particao tem Quadrado de Durfee de lado m se a m-ésima parte
(numerada da maior para a menor) é > m, mas a (m + 1)-ésima
parte é < m.

Ja sabemos que o numero g-binomial

2n
]
é a funcao geradora para todas as partigoes com, no maximo, n partes
sendo cada parte < n. Vamos encontrar agora, uma fungao geradora
para as parti¢coes acima que tém Quadrado de Durfee de lado j. Para
tanto, consideremos uma representagao genérica de alguma destas

partigoes: ] ]
J n—j

O Quadrado de Durfee j x j é, obviamente, gerado por ¢/ = ¢7°.
Pela definicdo dos nimeros ¢-binomiais, a parte superior direita do
grafico acima é gerada por

j )

enquanto a parte inferior é gerada por

)
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Portanto, a funcao geradora para particoes em, no méaximo, n partes,
cada parte < n e com Quadrado de Durfee de lado j é:

aRIEARE

. 2 ..
Como cada particao enumerada por [ T:L } tem um unico Quadrado

de Durfee de lado j, com 0 < j < n, temos:
e n]? 2n
> ¢ il =
3=0
que ¢é exatamente a equacao (4.10).

4.5.1 Exercicios

1. Mostrar que a funcao geradora para partigoes auto-conjugadas
com cada parte < N é

N N
> {j}ﬁ

Jj=0

sendo { ]]V } o polinémio gaussiano [ ]]V ] com ¢ substituido
q2

por ¢2.

2. Construir uma prova bijetiva para a afirmagao: o nimero de
particoes de n em partes fmpares e distintas, cada qual
< 2N —1, é igual ao niimero de particoes autoconjugadas de n
cujas partes sao < .

4.6 O Produto Triplo de Jacobi

Apresentamos nesta secao uma identidade que tem sido largamente
aplicada em demonstragoes de outras indentidades. Antes, porém,
introduzimos o chamado Simbolo de Frobenius.
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Olhando o Gréfico de Ferrers, podemos contruir uma representagao
para a particdo que revela o tamanho do Quadrado de Durfee e a
particao conjugada. Esta representacao é chamada de Simbolo de
Frobenius da partigao. Vejamos como podemos construir este simbolo
por meio de um exemplo. Considere o Gréfico de Ferrers da partigao
44+44+24+1+1:

[]
L]

O simbolo consiste numa matriz de duas linhas com entradas inteiras
nao-negativas em ordem decrescente. O nimero s de elementos em
cada linha é igual a dimensao do lado do Quadrado de Durfee. No
nosso exemplo, s = 2. A j-ésima entrada na primeira linha consiste
do nimero de quadrados (ou pontos) na j-ésima linha do Gréfico
de Ferrers & direita da diagonal (destacada no exemplo acima). A
j-ésima entrada na segunda linha consiste do nimero de quadrados
na j-ésima coluna do Grafico de Ferrers abaixo da diagonal. Assim,
o Simbolo de Frobenius para a particaso 4 +4+2+1+1 ¢

(11)

E fécil ver que, a partir deste simbolo, podemos reconstruir a particao.
Vamos examinar o coeficiente de 2% no produto

(14 (2¢)¢°) (1 + (2¢)¢") (1 + (2¢)¢*) (1 + (29)¢%) - - -]
(14271 A+ 27 1) A+ 271" A+ 271%) -] (4.14)

Quando multiplicamos este produto, podemos ver que para obter z°
precisamos do mesmo numero, digamos s, de segundos termos de
cada produto contido entre colchetes. Assim, um termo terd a forma

s aitaz+--+as

: b1+bat--+bs
q°q e )

q

coma; > ag > - > as > 0eb >by > .- > b, >0, 0que
corresponde ao Simbolo de Frobenius

al a2 .. aS
by by --- by )’
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relacionado & uma unica particdo de s+ > a; + > b;.
Como existe uma bijecao entre os Simbolos de Frobenius e as
particdes de n, podemos concluir que o coeficiente de 20 em (4.14) é

> rmg =] 5 jqn. (4.15)
n=0 n=1

Apresentamos a seguir um famoso teorema de Jacobi.

Teorema 4.7. (Produto Triplo de Jacobi)

oo

Z ann(’n2+1) _ 1_q ]-_i_zqn)(l_’_Zflqnfl)7 (416)

n=-—o00 n=1

para |q] <1 ez #0.

Demosntracgao:
Definimos

2)= [ +zgm@+2"1g" ).
n=1
Expandinho J(z) em uma Série de Laurent em torno de z = 0,

obtemos -
> An(g)2™ (4.17)

n—=—oo

Além disso, temos

J(zq) = [[(1+2¢")A+2"1"2)
n=1
=(1+z"Y¢ _1)H (14 2z¢") H 1+ 27 1" h
-1 71 H 1+zq H(1+271qn71)
n=1 =
—1 _1J(Z)

Comparando os coeficientes de z™ em ambos os lados, podemos
ver que

ann(Q) = qilAn+1 (Q)
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Iterando esta relacao de recorréncia obtemos:

n(n+1)

An(g) =q 2 Ao(a) (4.18)

Agora, por (4.15) e pelos comentérios apds (4.14), segue que

Ao =[] = (£19)

n=1

Combinando (4.17), (4.18) e (4.19) obtemos
(14 2q)(1+ 27" = J(2)

o0
n(n+1)
Ao(q) Z 2"q

n=—oo

8

n=1

oo

a 1 n(nt1)
:gl—q" 2 AT

n=—oo

o que é equivalente ao produto triplo de Jacobi. |

4.6.1 Exercicios

1. Trocando ¢ por ¢ e z por —g~ ', deduzir o Teorema dos Nimeros
Pentagonais de Euler a partir do Produto triplo de Jacobi.

2. Provar a indentidade:

n=—oo n=1

3. Provar a indentidade:

e i (1-—gq
2 = — - 7
;q H (1+q2n—1)
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Capitulo 5

Nova representacao
matricial para particoes

5.1 Representando particoes irrestritas

Neste capitulo apresentamos uma nova interpretagao para partigoes
que foi introduzida em [10]. Trata-se de representar parti¢oes como
matrizes de duas linhas satisfazendo certas condigoes. Muitas con-
seqiiéncias estao sendo obtidas, ver por exemplo [4].

Ja vimos, no capitulo anterior, uma representacao matricial para
partigoes chamada de Simbolo de Frobenius. Vamos ilustrar esta
nova representacao apresentando trés interpretacoes para particoes
irrestritas, isto é, particoes cujas partes nao tém propriedades es-
pecificas.

A primeira das interpretacoes tem uma propriedade muito
interessante: descreve, de maneira completa, a particao conjugada.

Teorema 5.1. O numero de particoes de n € igual ao numero de
matrizes de duas linhas da forma

C1 C2 C3 s Cg
(dl dy ds - ds>’ (5:1)
sendo cs = 0,¢p = g1 +dyay € Zle ¢ + Zle d; =n.

83
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Demonstragao:

Seja A = A{+Aa+- - -+ g uma particao de n. Vamos mostrar como
podemos associar a esta particao uma matriz de duas linhas da forma
(5.1). A idéia é dividir cada A; em duas partes de modo a formar a
i-ésima coluna da matriz. Como devemos ter ¢, = 0, vamos escolher
ds = Xs. Como cs_1 = ¢s +ds = A, escolhemos ds_1 = As_1 — As.
Sendo ¢s_9 = cs_1+ds_1 = As_1, vamos escolher ds_o = A\g_o—Ag_1.
Continuamos assim até obter ¢; = Ay e di = Ay — As.

Inversamente, dada uma matriz da forma (5.1), tudo o que temos
a fazer é adicionar as entradas em cada coluna para obter novamente
a particao inicial. [ |

Exemplo 5.1. Paran =6 a tabela a sequir mostra quatro particoes
sendo representadas por matrizes dadas pelo teorema anterior.

’ p(6) \ Representagcao Matricial
: ;

541 b ?)

e [(2T)

4+1+1 (; é ?)

Vejamos agora que a segunda linha das matrizes da forma (5.1)
nos fornece uma completa descrigao da partigao conjugada. Con-
sidere a partigao 6 + 5 + 2 e sua representagao:

5 2 0
6+5+2«><1 3 2).

Note que a segunda linhas (1 3 2) descreve a partigdo conjugada
a 6 + 5+ 2, pois nos diz o nimero de 1s, 2s e de 3s na particao
conjugada: 3+ 3+ 2+ 2+ 2+ 1. Inversamente, a segunda linha da
representacao matricial de 3+3+242+2+1,queé (0 1 0 0 1 1),
descreve 6 + 5 4 2, pois diz que nao ha nenhum 1, um 2, nenhum 3,
nenhum 4, um 5 e um 6.
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Apresentamos, a seguir, a segunda representagao matricial para
partigoes. A demonstragao que apresentamos aqui pode ser vista em
[4].

Teorema 5.2. O numero de particoes de n € igual ao numero de
matrizes de duas linhas da forma

C1 C2 C3 Cs
(d1 dy dy - d, ) (52)
sendo ¢g > 0,6, > 2+ iy +dipr e e+ di =n.

Demosntragao:

Vamos construir uma bijecao entre o conjunto das partigoes de n
e o conjunto das matrizes de duas linhas da forma (5.2).

E suficiente, para cada s > 1 fixado, estabelecer uma bijecao entre
o conjunto das partigoes de n com Quadrado de Durfee de lado s e
o conjunto das matrizes da forma (5.2) com a exigéncia adicional de
que tenham s colunas.

Por exemplo, a partigdo A = A1 + A2 + ... + A (At > Aig1) com
Quadrado de Durfee de lado 3 é completamente caracterizada uma
vez que se saiba quantas vezes cada um dos nuimeros 1, 2 e 3 aparece
como uma parte de \ e se também sabemos suas trés maiores partes
A1, A2 € Az de A\. Devemos associar a A uma matriz 2 X 3 que controle

estes seis nimeros. Seja
c1 cy ¢
1 C2 C3 (5.3)
dy do ds

a matriz que estamos procurando. Por (5.2) podemos escrever
cs =1+js3, (5.4)
c2=3+j2+Jjs+ds (5.5)
c1 =541+ j2+Js +d2+ds.

com j1,ja2,j3 > 0. Logo, a matriz (5.3) pode ser reescrita como

(5.7)

S5+j1+jotjstdot+de 3+jo+ja+ds 1473
dq do d3
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ou ainda como a soma
5 3 1 N 0 0 O n d 0 0 N d3 d3 O
0 0 O d 0 0 0 do O 0 0 ds
Jji 0 0 Jj2 Jj2 O Jz J3 J3
5.8
* ( 0 0 O > * ( 0O 0 O ) + < 0O 0 O ) (58)

Pelo que dissemos acima, segue que a particao A pode ser caracteri-
zada pelos nimeros

d; — o numero de vezes que 1 aparece como parte de A
dy — o numero de vezes que 2 aparece como parte de A

ds —> o numero de vezes que 3 aparece como parte de A, sem
contar aqui eventuais partes iguais a 3 contidas no Quadrado de
Durfee

Jj1 —> A1 — Ag, isto é, o ntmero de vezes que 1 é uma parte da
particao conjugada N’

Jjo — A2 — A3, isto é, o nimero de vezes que 2 é uma parte de \’

js —> Az — 3, isto é, o nimero de unidades que A3 excede o lado
do Quadrado de Durfee.

Note que as primeiras trés partes sao completamente determinadas:
A3 =3+73, da=3+j2+J3e A =3+71+J2+ Js

Por exemplo, considere a particao A =5+4+4+4+2+2+1 de
n = 18.
Decompomos o Grafico de Ferrers de A\, como
mostrado na figura ao lado, levando em
-] consideragao o tamanho do Quadrado de Durfee
e o niumero de vezes que 1, 2 e 3 aparecem como
partes de A e da particdo conjugada \'. Neste
exemplo, d1 = 1, dQ = 2, d3 = 0, j1 = 1, jg =0
e j3 = 1. Esta decomposicao sugere a seguinte
soma de matrizes:

3 é ) do Quadrado de Durfee,

/N
S Ot
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00 0Y,(200Y_(200Y)
1.0 0 02 0) 1 9 o )Pordue aparece

uma vez e 2 duas vezes como partes de \ e

100+111_211 2 36d
0 00 0 0 0 - OOO7POISeuasvezes

parte de )\, mas aparece apenas uma vez fora do Quadrado de Durfee
e 1 é parte de \' apenas uma vez.

Portanto, a matriz correspondente a particao A é

5 3 1 n 2 0 0 . 2 1. 1\ (9 4 2
0 0 0 1 2 0 ooo0/) \120)/
O que acabamos de descrever pode ser facilmente invertido de

modo que, dada uma matriz da forma (5.2), usando (5.8), podemos
obter a particao. [ |

Existe uma maneira mais facil de se obter a
representacao matricial da particao. Nao pre-
cisamos escrever primeiramente a soma de ma-
trizes (5.8). De fato, no exemplo contido na
demonstracao anterior, note que a soma das
colunas 10, 6 e 2 sao os comprimentos dos ar-
cos de pontos mostrados na figura ao lado. Na
segunda linha, as entradas 1 e 2 indicam que
o salto vertical do arco correspondente com
respeito ao anterior e 0 indica o salto verti-
cal dos 1ltimos arcos com respeito a base do
Quadrado de Durfee.

0 0 0
que as entradas 5, 3 e 1 da primeira linha sao precisamente o nimero
de elementos que cada arco de pontos tem em comum com o Quadrado
de Durfee.

A matriz ( 5 3 ) corresponde ao Quadrado de Durfee. Note
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Exemplo 5.2. Determine a particao representada pela matriz
15 9 5 1

( 2 3 01 ) '
O Quadrado de Durfee tem lado 4 e os
comprimentos dos arcos sao 15 + 2 = 17,
9+3 =12, 5+0 =5el+1 = 2. Js J2 J1
Além disso, a segunda linha da matriz indica
que o primeiro arco comega duas unidades
abaixo do segundo, o qual, por sua vez,
comegca trés unidades abaixo do tergeiro arco. dy
Este tercgeiro arco comeca no mesmo nivel do
quarto e este dltimo tem inicio uma unidade  d2
abaixo do Quadrado de Durfee. Isto é tudo
o que precisamos saber para determinar o d1
Grafico de Ferrers da particao, mostrado na

figura ao lado. Assim, a partigdo correspon-
dente é A = 84+7+54+44+44+242424+1+1.

[o oo o ofefe o o

No teorema a seguir apresentamos uma tergeira representagao ma-
tricial para particoes. A demonstracao que veremos para este resul-
tado, da mesma forma que aquela do teorema anterior, pode ser vista
em [4].

Teorema 5.3. O nimero de parti¢coes de n é igual ao nimero de
matrizes de duas linhas da forma

C1 C2 C3 ce Cs
( dl d2 d3 . ds > b (5~9)
sendody > 0,¢, > 1+ ¢y +dip1 e > i+ > di =n.

Demosntracao:

Vamos construir uma bijegao entre o conjunto das partigoes de n
e o conjunto das matrizes da forma (5.9). Para isso, vamos reescrever
a condigao ¢; > 1+ ¢441 + dy41 como

Cy = 1 +]t + Ct+1 + dt+1 Vi < S, (510)
Cs = Js, (5.11)
ji > 0. (5.12)
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Vamos definir uma bijecao entre o conjunto das partigoes de n com
Quadrado de Durfee de lado s e o conjunto das matrizes da forma
(5.9) satisfazendo (5.10), (5.11) e (5.12), com s colunas.

Por exemplo, se s = 3, entao

di ds ds ) d ds ds
721O+000+d200+d3d30
L0 0 0 d 0 0 0 do 0 0 0 ds

a 00 Jje Jjz O Js  Js Js
+<000)+<000>+<000>'
Compare (5.13) com a figura ao lado.
As entradas di, dy e ds3 na segunda
linha da matriz sao todas nao-nulas e in-
dicam os tamanhos dos subconjuntos no
Grafico de Ferrers na figura. Os elemen-
tos na primeira linhas da matriz, por sua
vez, indicam o nimero de unidades ainda
necessarias para completar os arcos de pon-

tos. Os js podem ser nulos, mas d; # 0
para qualquer t.

<Cl C2 Cs) <2+j1+j2+j3+d2+d3 1+j2+73+ds3 ]3> (5.13)

Na figura ao lado, mostramos o exem-
plo da particao A =8+6+4+3+2+2+
24+2+4+1+1paraaqual dy =3, dy =5,
d3:2,j1:2,j2:26j3:1. A matriz
associada a esta particao é, portanto,

14 6 1
3 5 2 )°

A correspondéncia descrita por (5.13) ou, alternativamente, de
uma maneira ilustrativa, na figura acima, fornece a prova que estavamos
procurando para o teorema. Como na representagao obtida antes a
partir de (5.7), o nimero de colunas na matriz é igual ao lado do
Quadrado de Durfee da partigao correspondente. [ |
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5.2 Exercicios

1. Mostrar que o niimero de particoes de n em partes impares,
sendo cada parte maior do que 1, é igual ao nimero de matrizes

da forma

C1 C2 C3 tee Cs

di dy ds --- ds )’
sendo cs = 2 ou 3, d; par para qualquer ¢, Zle ci+ Zle d; =
ne

® Se ¢ € Cpqq SAo0 pares, entao ¢ = ciy1 + diy1;

® se ¢y é par e ¢y € impar, entao ¢, = 1+ ¢p41 + dit1;
e se ¢; é fmpar e ¢pq1 € par, entdao ¢ = 1+ cpp1 + diy1;
® se ¢; e ¢y41 sao impares, entdo ¢ = 2 4 ¢p41 + dyy1.

2. Mostrar que o nimero de partigoes de n cujas partes diferem
por pelo menos 2 é igual ao numero de matrizes da forma

¢ C2 €3 - Cg
dy dy d3 -+ ds )’
sendo s =1,¢, =2+ ¢p1+dipr e Y i G+ di=n.

3. Generalizar o exercicio anterior, isto é, encontrar uma repre-
sentagao como matrizes de duas linhas para as particoes de n
cujas partes diferem por pelo menos k e as partes sao maiores
do que r.
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