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Introducao

O que sistemas de equagodes polinomiais, coloracao de mapas e
origamis possuem em comum? Todos podem ser abordados utilizando
Bases de Grobner!

O objetivo destas notas é oferecer ao leitor uma introducao as
Bases de Grobner e algumas de suas muitas e interessantes aplicacoes.

O conceito de Bases de Grobner e o algoritmo para obté-las, apre-
sentado por Bruno Buchberger em sua tese de doutorado em meados
de 1960 sob orientacao de Wolfgang Grébner, impressiona pela ge-
nialidade, simplicidade e pelo grande niimero de aplicagdes nas mais
diversas areas. Inicialmente desenvolvida para ideais polinomiais, a
teoria de Bases de Grobner foi estendida para ideais dos anéis de séries
de poténcias, médulos, subdlgebras e outras estruturas algébricas.

Nestas notas serviremos um aperitivo desta teoria para ideais poli-
nomiais. Esperamos que isto estimule o apetite do leitor na busca de
mais detalhes, profundidade e aplicacoes deste assunto.

A estrutura destas notas segue a seguinte trilha: Iniciaremos
(re)vendo o anel de polinémios em uma indeterminada passando na
sequéncia para o estudo de anéis de polinémios em varias variaveis,
maneiras de ordenar monomios, ideais e uma generalizagao do algo-
ritmo da divisao.

Na sequéncia, introduziremos o conceito de Bases de Grobner e
nos concentraremos em sua construcao, para tanto seguiremos os pas-
sos de Buchberger definindo S-polinémio e apresentando seu famoso
algoritmo.

Como aplicagoes do algoritmo de Buchberger, veremos como re-
solver sistemas de equagoes polinomiais. Como subproduto desta
aplicacao, veremos como modelar algebricamente o problema da co-
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loracao de mapas com trés cores sem que regioes adjacentes rece-
bam uma mesma cor, de modo que sua solugao possa ser obtida por
meio de Bases de Grobner. Finalizaremos abordando uma recente
aplicacao, dada pelo préprio Buchberger, que consiste em validar uma
construgao realizada com Origami via Bases de Grobner. Em par-
ticular, veremos como um dos problemas cldssicos da Geometria, a
trisec¢do do angulo, embora ndo possa ser realizado com régua (néo
graduada) e compasso, pode ser realizado via Origami.

Meus agradecimentos a Comissao Organizadora do I Coléquio de
Matematica da Regiao Sul por ter aceitado a proposta do minicurso
que originou estas notas, a Wesley Griitner Martins e Jorge Luiz
Deolindo Silva que sob minha orientacao desenvolveram trabalhos de
iniciagao cientifica no tema.

Registro ainda, um agradecimento mais do que especial & Maria
Elenice Rodrigues Hernandes que leu, apontou sugestoes e corregoes
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Capitulo 1

Anéis de Polinomios

A esséncia deste livro é apresentar uma introducao a teoria Bases
de Grobner para ideais de anéis de polinébmios em vérias variaveis,
bem como aplicagoes desta teoria. Neste capitulo abordaremos con-
ceitos e propriedades ligados aos anéis de polinémios sem a intengao
de esgotar o assunto e sim de fornecer subsidios para o restante das
notas.

Os pontos centrais do capitulo sao: o anel de polindmios em varias
varidveis, o conceito de ordens monomiais e o algoritmo da pseudo-
divisao.

1.1 Um pouco da teoria geral de Anéis

Nesta secao introduziremos o conceito de anel, bem como al-
gumas propriedades a ele relacionadas, o leitor que possui alguma
familiaridade com tal estrutura pode avancar para a proxima segao
sem prejuizo algum.

Varias vezes faremos uso da nogao de operac¢ao bindria sobre um
conjunto C'. Tal conceito se refere simplesmente a uma aplicagao
* que associa a cada par de elementos de C' um outro elemento do
conjunto C, ou seja,

*: OCxC —» c
(a,0) —  *(a,b).
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Vamos sempre indicar *(a,b) por a xb.

Definigao 1.1. Seja A conjunto nao vazio munido de duas operagoes
bindrias
d: AxA — A ®: AxA — A

e

(a,b) — adb (a,b) — a®b.

Dizemos que (A, ®,®) é um anel se as sequintes propriedades sao
satisfeitas:

1. a®(b®c) = (adb)®c para quaisquer a,b,c € A (Associatividade
de ®).

2. Para todos a,b € A, temos a @b = b ® a (Comutatividade de
®@).

3. Eziste z € A tal que a ® z = a para todo a € A. O elemento z
serd chamado elemento neutro de P.

4. Para todo a € A, existe s(a) € A tal que a @ s(a) = z. Denom-
inaremos o elemento s(a) de simétrico ou oposto de a.

5. Para quaisquer a,b,c € A, temos a ® (b®c¢) = (a®b) ®¢
(Associatividade de ®).

6. Temos a® (bdc) = (a@b)@(a®c) e (adb)Oc = (a®c)PB(bOC)
para todos a,b,c € A (Distributividade de ® com respeito a @ ).

Dizemos que um anel (A, ®, ®) tem elemento unidade, se existe
u € A tal que a ®u = u ® a = a para todo a € A. Neste caso, um
elemento a € A é chamado de invertivel, se existe um elemento
i(a) € A tal que a ®i(a) =i(a) ® a = u. Chamamos i(a) de inverso
do elemento a. Um anel (A, @, ®) é dito comutativo se ac©b=b0a
para todos a,b € A.

Exemplo 1.2. O conjunto (N,+,:) dos nidmeros naturais munido
com as operacoes usuais de adi¢cdo e multiplicacdo nao é um anel.
Por outro lado, o conjunto (Z,+,-) dos nimeros inteiros, (Q,+,-) dos
ndmeros racionais, (R, 4+, ) dos nimeros reais e (C,+, ) dos nimeros
complexos, com as operacoes de adicao e multiplicacao usualmente
adotadas, sao exemplos de anéis comutativos e com unidade. Nestes
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casos, z = 0, s(a) = —a e u = 1. Além disto, os tnicos elementos
invertiveis de (Z,+,-) sio —1 e 1, enquanto para os outros anéis
todos os elementos distintos de 0 sdo invertiveis.

Para aliviar as notagoes e nao sobrecarregarmos o texto de uma
simbologia desnecessaria, sempre que nos referirmos a um anel qual-
quer, utilizaremos a notagao (A, +,-), 0 para o elemento neutro, 1
para o elemento unidade (quando A o admitir), —a para o simétrico
de a, a~! para o inverso de a (se a o admitir) e ab para indicar a-b com
a,b € A. Além disto, quando tratarmos de um anel (A, +,-) cujas
operagoes sao as usualmente adotadas, o denotaremos simplesmente
por A.

Os exemplos de anéis dados anteriormente, podem sugerir er-
roneamente que um anel deve possuir obrigatoriamente um niimero
infinito de elementos. Para afastar totalmente esta ideia apresenta-
mos abaixo, exemplo de anéis com um numero finito de elementos.

Exemplo 1.3. Dado um inteiron > 1, denotemos por Z,, o conjunto
{0,1,...,n— 1} e consideremos as operagoes

D: Zn XZLp —> D, ®: Zp XLy —> .
(a, b) — a+bmodn (a,b) — a-bmodn

onde a +b mod n e a-b mod n indicam respectivamente, o resto da
divisao de a+b e a - b por n.

O leitor pode verificar, sem maiores dificuldades, que (Zp,®,®)
€ um anel comutativo com unidade cujo simétrico de um elemento a
é€n—a.

Dizemos que um anel comutativo (A, ®,®) é um dominio (de
integridade), se dados quaisquer a,b € A tais que ab = 0 temos que
a=0o0ub=0.

Os anéis Z,Q,R e C sdo dominios. Enquanto o anel (Zg, P, ®),
como definido acima, nao o é, pois temos que 2 ® 3 = 0.

Exercicio 1.4. Mostre que (Z,,®,®) como definido anteriormente
€ um dominio se, e somente se, n € um nUMero pPrimo.

Um dominio A é chamado corpo se todo elemento a € A\ {0} é
invertivel. Assim, os anéis Q,R e C sdo corpos, mas Z néo o é.
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Exercicio 1.5. Mostre que todo dominio que possui um numero finito
de elementos € um corpo. Conclua que (Zy,®,®) € corpo se, e so-
mente se, n € um numero primo. Calcule o inverso de todos os
elementos nao nulos do corpo Zy. Deduza um método para obter
o inverso de qualquer elemento nao nulo de Z, com n um numero
Primo.

Exercicio 1.6. Seja A um dominio e considere o conjunto

K:{S; p,qEAcomq;«éO}

cujos elementos estao sujeitos as relagoes:

1 p1 _ P2

o = o Se, e somente se, p1qy = Paq1.

2. L =p, isto ¢, identificamos A como subconjunto de K.

Mostre que K € um corpo, chamado corpo de fragoes do dominio
A, munido com as operagoes

P P2 _ P1@ +P2.q1 o P1oP2_ Db
q1 qz q1-92 q1 g2 qaq

Exemplo 1.7. O corpo de fracoes de Z € Q.

Dizemos que um elemento a € A\ {0} divide b € A, ou equiva-
lentemente, que b é divisivel por a, que indicaremos a | b, se existe
c € A tal que b = ac.

Observagao 1.8. Note que se A € um corpo, entdo temos que um
elemento a # 0 divide qualquer outro elemento b € A. De fato,
como a # 0, existe a~! € A, assim a~'b € A e portanto, temos que
b=1.b= (aa")b=a(a™'b).

Se a divide b, entao o elemento ¢ € A, tal que b = ac, quando nédo

dado explicitamente, sera denotado por 3.
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1.2 Anéis de Polinomios em uma indeter-
minada

Nesta segao abordaremos um anel particular: o anel de polinémios
em uma indeterminada.

O leitor certamente j4 manteve um primeiro contato com polinémios
em uma indeterminada e nao encontrara obstaculos em aceitar como
corretos os calculos:

(32% 422 — 1) + (3z +5) = 32% + 5z + 4

(322 + 22 — 1).(3z + 5) = 92° + 212% + 7z — 5.

Poderiamos simplesmente utilizar os conhecimentos prévios do
leitor para o que necessitamos, mas optamos por uma apresentagao
mais rigorosa e precisa.

Seja (A, +,-) um anel e considere o conjunto

Alz] ={apz" + ...+ a1z +ao; n € Nea; € A}.

Um elemento de A[z] é chamado um polinémio na indeterminada
x com coeficiente em A.

Dizemos que apz™ + ...+ a1x + ag, by ™ + ... + bz + by € Alx]
sao iguais se, e somente se, n = m e a; = b; para todo 0 < i < n.

Convencionando que az® = a, temos que A C A[z]. Um polinémio
é chamado de constante se ele pertence a A. Além disto, podemos
munir A[z] com operacgées que o tornam um anel e que estendem as
operagoes do anel A. Para tanto, dados polindmios f = > 1 a;x’,
g =Y 1", bz’ € Alz], definimos

a; + b; se i < min{n,m}

T
f+g= Zcixi comr = max{n,mlec; =4 a;semin{n,m} <ier=n
i=0 b; se min{n,m} <ier=m.
n+m
fg= Z ciz' com ¢; = Z a;by.
=0 k=i

No restante destas notas, vamos considerar apenas anéis comuta-
tivos com elemento unidade.



6 Sistemas Polinomiais, Mapas e Origamis

Exercicio 1.9. Sejam (A,+,-) um anel e o conjunto A[z] munido
com as operagoes acima definidas.

1. Mostre que (Alx],+,) € um anel que é comutativo se A também
o for.

2. Conclua que se A possui elemento unidade, entdo o mesmo
ocorre com Alx].

3. Mostre que Alx] é um dominio sempre que A o for e que, neste
caso, 0s Unicos elementos invertiveis de Alx| sao os elementos
invertiveis de A.

A operacdo de multiplicacdo acima, nos assegura que 0z’ = 0 para
todo ¢ € N. Deste modo, temos que

Az + ... farx+ag=0z"+ ...+ 0" +a, 2" + ... Faiz+ap

para qualquer r > n, ou seja, a; = 0 para todo 7 > n, e assim, pode-
mos redefinir a soma de elementos f = Y jaz’, g = Y iy bix’ €
Alz] como

maz{n,m}
f+g= Z cix’ com ¢; = a; + b;.
=0

Dado um elemento f = Y7 ja;z" € Alz] nao nulo, chamamos de
termo de f a cada parcela a;x* ndo nula, a; é chamado coeficiente e
2 é chamado mondmio. O monomio z° serd denotado por 1. Além
disto, indicaremos o conjunto de todos o mondémios de f por M(f).

Definicao 1.10. Seja f = > ja;z" € Alz] ndo nulo. Chamamos
de grau de f e denotamos por gr(f) o inteiro max{i; x* € M(f)}.
Vamos convencionar que gr(0) = co.

O termo lider de f € ti(f) = ana™, cl(f) = an € chamado de
coeficiente lider e ml(f) = 2" de monoémio lider onden = gr(f).

Um polinémio é dito modnico se seu coeficiente lider é 1. Note
ainda que dado f € Alz] nao nulo temos que mi(f) = Z((fc) Além

—

disto, temos que gr(f) = 0 se, e somente se, f € A\ {0}.
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Exemplo 1.11. Sejam f =22+ 42 +2 e g = 32% + 3 € R[z].

Temos que f+g = bz’ +4x+5 e fg = 6x* +1223 +1222 4+ 12246
possuem grau 2 e 4 respectivamente. No entanto, considerados como
elementos de Z3[x] temos que f +g=2x%>+x+2 e fg =0 possuem
grau 2 e oo respectivamente, enquanto que tomados como elementos
de Zs[z] temos que f+g = 4x e fg = v* +22% + 222 + 22+ 1 possuem
grau 1 e 4 respectivamente.

O exemplo acima nos instiga relacionar o grau de f+ g e fg com
os graus dos polinémios f e g. Vejamos o que podemos concluir.
Dados f =) 1" aiz",g = > iwybiz’ € Alz], temos que

M(f + g) € M(f) UM(g).

De fato, lembremos que os termos de f + g sdo da forma (a; + b; )z’
com a; + b; # 0 para todo 0 < j < maz{n,m}. Deste modo, todo
mondémio de f + g é um monémio de f ou de g.

Segue assim que

gr(f+g) =maz{i;z* € M(f +g)} < maz{i;z" € M(f)UM(g)}
= max{max{i;z* € M(f)}, maz{i;z* € M(g)}}
= maz{gr(f),gr(g)}.
Note que se gr(f) # gr(g), entéo
mazx{i;z* € M(f + g)} = max{i;2" € M(f) UM(g)}
e consequentemente gr(f + g) = maz{gr(f),gr(g)}-

Além disto, dados f = Y1 ja;z’ e g = Y. bx?, temos que
gr(fg) = oo se fg = 0. Por outro lado se fg # 0,a, # 0 e b, # 0,
isto é, gr(f) = n e gr(g) = m, entdo como fg = S.1-0" ¢z’ com
Ci = 4 p=; @bk temos que gr(fg) < n+m = gr(f) + gr(g) com
igualdade se ¢p1m = anby # 0. Note que esta condigdo é satisfeita
sempre que A é um dominio. No que segue vamos nos restringir a
este caso, ou seja, consideramos A e consequentemente A[z] dominios
(veja Exercicio 1.9). Neste caso, se convencionarmos que

0041 =00€ 00+ 00 =00
para todo ¢ € N, entao temos que
L7 (f +9) < maz{gr(f), gr(9)} | e|gr(fg) = gr(f) +9r(9) |

para quaisquer f,g € Alz].
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1.2.1 Algoritmo da divisao em K][z]

Nestas notas, o problema de decidir se um polinémio divide outro
é a questao central de toda a teoria que abordaremos. Exploremos a
nocao de divisibilidade para elementos de A[x] iniciando com o caso
em que os polinémios envolvidos possuem apenas um termo nao nulo.

Sabemos que em A[x], um termo nao nulo ax® divide bx’ se, e so-
mente se, existe g € Alx] tal que bz? = g-ax’. Tal igualdade nos indica
que gr(g) = j—1, ou seja, uma condicio necessaria para que ax’ | bz’
é que i < j. Suponha que bz’ = g.ax’ e g = cj,iacj’i +...4+c1x+co,
ou seja, br! = ¢;_;ax? 4+ ...+ ciax 4 cpa, que consequentemente
nos dé que b = ¢;_;a, equivalentemente a | b e cya = 0 para todo
0<k<j—i. Como A éum dominio e a # 0, devemos ter que ¢ = 0
para todo 0 < k < j —i. Assim, az® | bz’ se, e somente se, i < j e
a|b.

Pela Observacao 1.8, se A é um corpo, entdo a condigdo a | b
sempre é satisfeita para a # 0. Para nossos propdsitos, a hipdtese
de A ser um corpo serd suficiente para atingirmos os objetivos pro-
postos. Seguindo a tendéncia de simplificarmos as notagoes, conven-
cionaremos nestas notas que K denota um corpo. Desta forma em
K[x] temos que az® divide bx’ se, e somente se, i < j e neste caso,
e

Um outro conhecimento que certamente faz parte da cultura mate-
mética do leitor é o algoritmo da divisdo em K[z], cuja descrigao e
justificativa apresentamos no teorema abaixo.

Teorema 1.12. (Algoritmo da Divisao) Dado g € K|z] \ {0},
para qualquer f € Klz| existem q,r € K[z] unicamente determinados
pelas condicoes

f=qg+r, comr=0 ougr(r)<gr(g).

DEM: (Ezisténcia:) Se f = 0, entdo basta considerar ¢ =r =0
e teremos f = 0 = 0.9 + 0 = gg + r satisfazendo as condigoes do
teorema.

Seja f # 0, vamos proceder a demonstracdo por indugdo sobre

gr(f)-
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Se gr(f) < gr(g), entdo tomando ¢ =0er = f temos f = 0.9+ f
e obtemos o desejado.
Por outro lado, se gr(f) > gr(g), entao ti(g) divide ¢I(f) e assim,

tf)

t(f —tl
(f) = (o) (9)-
Se f — Z(g)g = 0, entao tomando ¢ = % e r = 0 temos o
desejado.
Se f — g # 0, entao

r ( - Zigg> <gr(f)

e por hipétese de indugao, existem polinémios ¢1,71 € Kz] tais que

ftlifigqlg+m

com r; = 0 ou gr(ry) < gr(g). Assim,

Agora, tomando g = ZEB + ¢q1 e 11 = r temos o almejado.

(Unicidade:) Suponha que existam q1, ga2, 71,72 € K[z] tais que

f=qg+rief=qg+mr

com r; = 0 ou gr(r;) < gr(g) para i € {1,2}, isto é, temos que
gr(g) > max{gr(ri), gr(r2)}. Segue que

0=f—f=(q—q)g+ (r1 —r2),

ou seja,
T2 =11 = (q1 — q2)g.

Se ro # r1, entao

gr(g) > max{gr(r),gr(r2)} > gr(ra — 1) = gr((q1 — 42)9) = gr(g).
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Um absurdo!
Assim, ro =11 e 0 = (¢1 —¢2)g. Como K|z] é um dominio e g # 0,
segue que g1 — g2 = 0 e obviamente q; = ¢o, provando o teorema. W

Os polindmios ¢ e 7, cuja existéncia e unicidade foram garantidos
no teorema acima, sao chamados, respectivamente de quociente e
resto de f por g. Além disto, a demonstracao do resultado anterior
carrega a esséncia de um algoritmo computacional que permite obter
qger.

Por um algoritmo computacional entendemos uma sequéncia de
passos dados explicitamente e descritos de modo claro que depen-
dem de dados iniciais e apés um numero finito de etapas fornece o
resultado desejado.

Reunindo as instrugoes dadas na demonstracao do resultado acima
temos:

ALGORITMO DA DIVISAO PARA POLINOMIOS EM K]z].
ENTRADA: f,g € K[z] com g # 0;
DEFINA ¢g:=0er:= f;

ENQUANTO 7 # 0 E gr(r) > gr(g) FAGA

SAIDA: ¢ E r SATISFAZENDO f = qg + 7
coM r =0 ou gr(r) < gr(g).

O simbolo “:=" nas instrugoes acima, que chamamos de atribuicao,
indica que devemos substituir o objeto a esquerda pelo que estd a di-
reita do simbolo. Deste modo, se h := 2, entao h := h + 1 indica que
h assume o valor 3.

Exemplo 1.13. Apliquemos o algoritmo acima para obter o quo-
ciente e o resto da divisdo de f = 2° +x — 1 por g = 222 +1 em
Riz].
Inicialmente temos que q =0 er = f =2° +x — 1.
Passo 1: Comor #0 e b5 =gr(r) > gr(g) = 2 fazemos
5

1 1 1
q:()—&—;?:ixg er=x5+x—1—§x3(2x2+1):—§x3—|—x—1.
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Passo 2: Temos que r = —3z3 + 2 —1 €3 = gr(r) > gr(g) = 2,
entao
13 _%953 13

1 1 1
5% + 5,2 = g% —gTer= —§m3+m—1—<—1m) (2z°+1) = gm—l.

q:

Passo 3: Uma vez quer = 3z—1+# 0, mas 1 = gr(r) < gr(g) = 2,

o algoritmo finaliza fornecendo como quociente e resto
14 1 5
=-z"—-zxer=-x—1
1=9% 71 1

Em geral a aplicacao do algoritmo da divisao é feita por meio de
um dispositivo pratico que facilita e simplifica sua utilizacao. Tal
dispositivo consiste em alocar f,g,q e r como abaixo.

I Lyg
roq

com f e g tendo seus termos ordenados segundo as poténcias decres-
centes de seus monomios. No caso do exemplo considerado acima

temos
2 +z—1 222 + 1

Na sequéncia procedemos a divisao do termo lider de f pelo termo
lider de g, como indica o algoritmo, obtendo %xS que ¢é alocado sob

g como ilustrado abaixo.
to—1 +1
S)

1.3
21‘
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Agora multiplicamos %x?’ por g e subtraimos de f colocando o
resultado da operacgao embaixo de f, como apresentamos a seguir.

P +r—1 222 + 1
O L 0\
S 37

—x —%m
3

—%x?’—kx—l

Continuamos com o algoritmo, com —%x3 + x — 1 assumindo o

papel de f. Assim, temos

A 222 | +1
513 Q
2
® 1,3

2

—

=

f%x:i +z—1

e repetimos o processo enquanto o ultimo polindmio obtido a esquerda
no dispositivo for nao nulo e seu grau for maior ou igual ao grau do

polinémio g.

5
4

rz—1

Finalizando o processo obtemos:
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Exercicio 1.14. Sejam f,g,q € K[z] tais que q € o quociente da
divisao de [ por g. Mostre que gr(q) = gr(f) — gr(g).

Exercicio 1.15. Determine ay,as,as, aq,as5,a € R de modo que o
quociente e o resto da divisdo de x° + 2x* + 223 + a12? + = + ao por
azz? + agx + 2 sejam respectivamente x> + asx? —x — 3 e agr + 7.

Exercicio 1.16. Determine o quociente e o resto na divisao de f
por g em cada caso.

1. f=a5+62" — 1023 + 922 — 242 + 5 e g = 322 + 62 em Q[z].
2. f=22*—6V20% 4+ 922 —dx -2 eg =222 -3z +1 em R[x].

S f=ixd — (1 +d)at +iz® —2iz2 —1eg=2>+iz+1 em
Clz] (i% = —1).

4. f=a5+62 +62° +42% +4x+4 e g = 42? + 52 + 3 em Z7[x].
Exercicio 1.17. Sejan € N com n > 0. Encontre o quociente e o
resto na divisao de x™ — 1 por x — 1.

Um conceito intimamente ligado a polindmios em uma indetermi-
nada é a nogao de raiz que (re)lembramos abaixo.

Definicao 1.18. Seja f = apz™+...+a1x+ao € K[z]. Um elemento
k € K € chamado de raiz de f, se apnk™ + ...+ a1k +ag = 0.
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Obviamente um polindémio pode admitir mais de uma raiz, como
é o caso de 72 — 5x + 6 € Q[x], cujas raizes sdo 2 e 3, bem como o
polinémio nulo que admite qualquer elemento de K como raiz. Por
outro lado, um polinémio pode nao admitir raiz, como ocorre com
22 4+ 1 € R[x], embora possua raizes i e —i se o considerarmos como
elemento de Clz].

Nestas notas, nao é nosso objetivo apresentar férmulas, métodos
ou algoritmos para o calculo de raizes de polinomios em uma inde-
terminada em termos de seus coeficientes.

No entanto, nao podemos deixar de explorar a relacao intima
entre o algoritmo da divisao e raizes de polinéomios, como expomos
nos resultados abaixo.

Proposigao 1.19. Seja f = apa™ + ...+ a1z + ap € K[z]. O resto
da divisdo de f por x —k € a,k™ + ...+ a1k + ag € K.

DEM: Aplicando o algoritmo da divisao para f e x — k, obtemos
polinémios ¢ = b, 12" 1 + ... + byx + bg,r € K[z] com r = 0 ou
entao gr(r) < gr(x — k) = 1, o que implica que r € K. Além disto,

anx" +. . Aarx4ao = q.(x—k)+r = (bp_12" 4. . Fbrz+bo).(x—k)+7.

Assim,
ank™ 4+ ...+ ark +ag = (bp 1 K"+ bk 4+ bo).(k— k) 47,

ou seja,
r=apk™ +...+a1k + ag.

Exercicio 1.20. Calcule o resto de f por g nos casos abaizo, sem
aplicar o algoritmo da divisao.

1. f=3z*-223 522+ Tz —leg=x—4.

2. f=a"4+a2" 1+ .. +x+leg=x—1.
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Como consequéncia da proposi¢ao anterior temos o seguinte coroldrio.

Coroldrio 1.21. Seja f = apa™ + ...+ a1z + ag € K[z]. Temos que
k € K € raiz de f se, e somente se, f é divisivel por x — k.

DEM: Pela proposigao anterior, o resto da divisao de f por x —k
é ank™ + ...+ a1k + ag. Por hipdtese, k é raiz de f. Assim, temos
ank™ 4+ ...+ a1k +ap =0, isto é, f é divisivel por z — k.

Reciprocamente, se f é divisivel por = — k, entao o resto da di-
visao é zero. Mas novamente, pela proposicao anterior, temos que o
resto é ank™ + ... 4+ a1k + ag, ou seja, a, k™ + ...+ a1k+ a9 =0e
consequentemente k € raiz de f. |

O préximo resultado nos da um limitante para o nimero de raizes
de um polinémio nao nulo.

Proposicao 1.22. Sejam f € K[z]| ndo nulo e k1, ..., k, € K raizes
distintas de f, entdo (x — k1) -... - (x — k) divide f. Em particular,
o numero de raizes distintas de f € menor ou igual a gr(f).

DEM: Seja f = apa™ + ...+ a1z + ag. Como ky é raiz de f,
segue do resultado anterior que x — ky divide f, ou seja,

f=a (z—-Fk),

com qp =by_12™ M4 ..+ biz+ by €K
Mas ko € K também é raiz de f. Assim,

0= amkgn—&—...—kalkg—kao = (bm_lk;n_l—F...+b1k2+b0)-(k‘2—]4}1).

Como K é um corpo (em particular um dominio) e kg # k1, devemos
ter que bm,lk’;“l +...4+b1ka+by = 0, ou seja, ko é raiz de q;. Deste
modo, novamente pelo resultado anterior, temos que x — ko divide ¢,
ou seja, g1 = g2 - (x — ks) e assim,

fZQQ(.’E—kQ)($—k1)
Repetindo o argumento para as demais raizes de f temos que

f:qn'(xfkn)""'(xfkl%
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ou seja, (x —ky) - ... (x — k1) divide f. Além disto, da igualdade
acima, temos que
gr(f) =gr(gn) +n =n,

isto é, ntimero de raizes distintas de f é menor ou igual a gr(f). H

Exercicio 1.23. Mostre que se a, 8 € K sao distintos, entdo o resto
da divisao de f € K[z] por (x —a) - (x — 5)é

(f(ao)éig(ﬁ)) - (af(ﬂo)é:gf(a)) ,

onde f(a) e f(B) denotam respectivamente os restos da divisdo de f
por x —a e porx — 3.

E muito comum nao dar a devida importancia a diferenca entre
os conceitos de polinémio e funcao polinomial. Esta tultima refere-se
a uma funcao da forma

p: K — K
T = apx”+...+ a1+ aop,

com a; € K para todo i € N. Apesar de muitas vezes indicarmos
tal fungao por p(z) = a,z™ + ...+ a1z + ap quando o corpo K ficar
subentendido, devemos tomar o cuidado para nao a confundir com
um polindmio. Sejamos mais claros.

Se denotarmos o conjunto de todas as fungoes polinomiais de K
em K por P(K,K), entdo temos que a correspondéncia

o K[z] - P(K,K)
p: K — K
T = apx"+...+a1x+ ao,

(1.1)

anz” +...+a1x+ay —

estd bem definida e é claramente sobrejetora.

No entanto, ndo temos necessariamente que ¢ é uma bijecao, ou
seja, nao podemos, em geral, identificar um polinémio com uma
fungao polinomial. De fato, considere K = Zy e 2% + x € Zs[x],
claramente x2 + z ndo é o polindémio nulo, por outro lado a funcao

p: Z2 — ZQ
T x2+m
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se anula em todo elemento de Zs, consequentemente, trata-se da
fungao nula. Assim, 2% + x # 0, mas p(2? + ) = ¢(0), ou seja,
® nao ¢ injetora.

O fato de que a aplicagdo ¢ em (1.1) ndo ser uma bijegdo é um
comportamento que depende do corpo K. De fato, temos o seguinte
resultado:

Teorema 1.24. Seja K wm corpo infinito. A funcio p : K — K
definida por p(x) = apa™ + ...+ a1z + ag € nula se, e somente se, o
polinémio anz™ + ...+ a1z + ag € Klz] € nulo.

DEM: Obviamente temos que se a,z™ + ...+ a1x + ag € Klz] é
nulo, entdo a fungdo p : K — K dada por p(z) = apz”+. ..+ a1x+ag
é nula.

Por outro lado, suponha que f = a,z™+...+a1x+ap € K[z] ndo
seja nulo, entao pela Proposicao 1.22, o niimero de raizes distintas de
f é menor ou igual a gr(f) < mn. Como K é infinito, existe k € K tal
que a,k™ + ... 4+ a1k + ag # 0, ou seja, p(k) # 0, consequentemente
p: K — K nao é a funcao nula. |

Nestas notas, sempre que K for um corpo infinito utilizaremos
livremente a correspondéncia ¢, apresentada em (1.1), entre o polino-
mio f = ap2"™ + ...+ a1z + ag € K[z] e a func¢do polinomial que
denotaremos por f(x). Deste modo, o resto da divisdo do polindémio
f=apx™+...+a1x+ag porx—ké f(k)=ak"+ ...+ a1k + ao,
notagao que foi utilizada previamente no Exercicio 1.23.

Exercicio 1.25. Mostre que para todo n € N maior que 1, existe um
polinémio ménico ™ + an_12" "t + ... + a1z + ag € Zy[z] ndo nulo
tal que a fungao polinomial

p: Ly — Zyp
z = 4 a1z . Fax+ao
€ a func¢ao nula.

Esperamos que esta breve (re)visdo de conceitos e resultados sobre
polinémios em uma indeterminada permita que o leitor nao encontre
maiores dificuldades no estudo dos objetos centrais destas notas que
passamos a explorar na préxima secao.
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1.3 Anéis de PolinoOmios em varias inde-
terminadas

No inicio da se¢ao anterior abordamos o anel Afy] com A um
anel arbitrario e y uma indeterminada. Se considerarmos A = Klz],
entdo temos o anel K[z|[y] que é um dominio, uma vez que K[z] o é
(veja Exercicio 1.9). Os elementos de K[z][y] podem ser expressos na
forma

fay™ + foay™ T+ fiy + o,
com f; = 37" aa’ € Klz], n,m; € Nya;; € K para todo indice
1=0,...,n.
Com tais notagoes e variacoes de indices, temos que

Klz]ly] = {fay" + fa—ry" "' +...+ fry + fo}
= {( iy anjx7> Yyt + (E;”:lo aljxj) Y+ ( o aojxj)}
= { (X0 atm,, yl) a4 (0 a“yl) z+ (X aloyl)}
= Kly][z]

com my, = maz{m;; 0 <i < n} e a;; =0 sempre que j > m;.

Deste modo, indicaremos K[z][y] (= K[y][z]) por K]z, y].

Analogamente introduzimos o dominio K[z,...,2,] que chama-
mos anel de polindmios nas indeterminadas zq,...,x, com
coeficientes no corpo K.

Um termo de K[z1,...,z,] é um elemento da forma a, []}, 2
com o = (a1,...,a,) € N* q, € K é chamado de coeficiente
do termo e [[;_, 2" é denominado monémio. O grau (total) do
monémio [[1, 25 é dado por gr([T, =) =>" ,a; € N.

Embora K[zq, ..., x,] seja um anel comutativo, seguiremos a con-
vengao de expressar um mondmio escrevendo (a partir da esquerda) as
poténcias das varidveis segundo a ordem que aparecem na notagao do
anel a qual pertence. Assim, embora x3yz2, yz223, 2223y € K[z, y, 2]
sejam iguais, vamos adotar a representacdo z>yz2.

Analisando os elementos de K[z1, ..., z,], concluimos que um el-
emento nao nulo f € K[zy,...,2,] é uma soma finita de termos, ou
seja,

f: Zaanﬁli,

acJ i=1
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com a, € K e J C N” finito.

Dado (k1,....kn) €K"e f =3 o aa [l 2 € Kz, ..., 2]
denotaremos Y, s aq [T k" € K por f(ki,... k).

Seguindo as mesmas notagoes utilizadas para polindmios em uma

n
indeterminada, dado f = Z Ao, Hx? € K[zy,...,x,], denotamos
acJ =1

M(f) = {Hx;”;aa # 0}
i=1

o conjunto de todos os monoémios de f e chamamos

gr(f) = maz {_Z a; _H afi € M(f)}

de grau (total) de f.

Algumas (poucas) vezes, sentiremos necessidade de considerar um
polinémio f € K[zy,...,z,] como um polinémio na indeterminada
x; com coeficientes no anel K[zy,...,2;—1,%iy1,...,%s]. Neste caso,
o grau de f em z; é dado por

por

gra, (f) = max {ai; H:Ef‘ € M(f)} .

i=1

Do mesmo modo que no caso de polindbmios em uma indetermi-
nada, o leitor nao encontrard dificuldades em constatar que

Lgr(f +9) < maz{gr(f),gr(9)}| |97(f9) = gr(f) +97(9)]

e gre, (f) < gr(f) para todos f,g € K[z, ..., 2,)].

Exercicio 1.26. Calcule gr(f+g), 9r(f9), gr=(f+9), gry(f+9), gr=(f9)
e gry(fg) nos casos abaizo.

1. f=322+1y® eg=—y> + 2%y em R[z,y].

2. f=g=x em R[z,y].
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Embora a adi¢do e multiplicagdo de polindmios em K|[z] sejam
naturalmente estendidas para K[z1,...,z,], 0 mesmo ndo se pode
dizer da divisao.

Revisitando o algoritmo da divisao para polindmios em uma in-
determinada, notamos que a primeira dificuldade consiste em definir-
mos o conceito de termo lider de polinomios em Klz1,...,z,]. Num
primeiro momento poderiamos ser tentados a utilizar o conceito de
grau (total) de modo similar ao que fizemos em K[z]. No entanto,
um pequeno instante de meditagao nos leva a procurar um outro
caminho, pois facilmente podemos exibir polindmios em mais de uma
indeterminada que possuem varios monomios distintos com o mesmo
grau (total). Por exemplo, o polinémio

22y2? + 2292 + 3xty 4 32322 — ytz 4 22tz 4 5a%y?L?

tem varios termos de mesmo grau.

Temos assim que tragar uma outra estratégia para ordenar os ter-
mos de um polinémio em K|z1, . .., x,] que serd abordada na subsegao
seguinte.

1.3.1 Ordens Monomiais

Uma vez que temos em mente a busca de uma generalizacao do
algoritmo da divisao para polindmios em K[z, ..., x,], fagamos uma
analise mais refinada sobre cada passo para que tentemos superar os
obstéaculos encontrados.

Como ja comentamos, um primeiro conceito que necessitamos é o
de termo lider de um elemento f € K[zq,...,z,]. Este conceito por
sua vez se baseia em como ordenamos os termos (ou monémios) de
f. Como a resposta que procuramos deve se ajustar a qualquer ele-
mento de K[z1, ..., z,], tal ordenac@o necessita se aplicar a qualquer
mondmio deste anel.

Definicao 1.27. O conjunto de todos os monémios de K[z1,. .., xy]
serd denotado por M, ou seja,

n
Qg
M, = sz Q1,0 €N
i=1

0 0

O monomio x3 - ... x; serd denotado por 1.
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Nao podemos resgatar todos os conceitos que utilizaremos neste
livro, pois corremos o risco de criar um efeito cascata, de modo que a
cada conceito relembrado, outros surgirao e, ao invés de avancarmos
na direcao de nosso objetivo, estaremos caminhando em dire¢ao opos-
ta. No entanto, podemos nos dar o luxo de recordar alguns deles,
como o préximo conceito.

Uma relagao de ordem, ou uma ordenacao, sobre um conjunto
C' (néo vazio) é uma relacao =< satisfazendo:

1. ¢ < ¢ para todo ¢ € C (propriedade reflexiva).

2. Se c1,c0 € C sao tais que ¢; =X ¢cg € cg =X ¢1, entao ¢ = ¢
(propriedade anti-simétrica).

3. Sejam c¢1,c9,c3 € C. Sec; = co e o =X c3, entao ¢; =X c3
(propriedade transitiva).

Se ¢1 = ¢g, mas ¢; # co, entao indicaremos ¢; < co.

Temos, por exemplo, que a relacio dada por o < 8 (« é menor
ou igual a ) sobre N, Z,Q ou R, bem como a relagdo « | 8 (o divide
B) sobre N sao relagoes de ordem. No entanto, a relagdo « | 8 sobre
Z,Q ou R nao é de ordem. De fato, 1| —1e —1 |1, mas —1 # 1, ou
seja, a relagdo nao é anti-simétrica.

Mais do que uma simples relagao de ordem sobre M,,, gostariamos
de poder relacionar quaisquer dois de seus elementos, isto é, dese-
jamos que a relacao de ordem seja total. Uma relacao de ordem =
sobre um conjunto C' é total se para quaisquer c1, ce € C temos que

c1 < €2, €3 <C1 Ou ¢ = Ca.

Note que a relagao de ordem « < 3 é total sobre N,Z,Q ou R,
enquanto a relacao de ordem « | 8 nao é total sobre N ou Z.

Uma relagao de ordem total < sobre M, ja seria suficiente para
definirmos termo lider de um elemento f = > aq [[;q 2" # 0.
De fato, bastaria definirmos mi(f) = maz{[]\_, z{" € M(f)}, onde
0 méximo é tomado com respeito a ordem = fixada e considerar o
termo lider de f como a, - mi(f).

No entanto, hé outros pontos que merecem nossa atencao no al-
goritmo da divisdo de um polindémio f por g em K[z]. Digamos
que tU(f) = aa [[1=, 2 e tl(g) = ag[[i—, xf, devemos verificar se
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tl(g) | tL(f), isto &, se existe my = [[;_, 2" € M, e a, € K tais que
ti(f) = ay - mq - ti(g), ou equivalentemente,

n n n n
ap i Bi | _ i+8:
aa”xi = awllw;’ aﬁ”xi —aﬂ,a[g”x;’ ,

i=1

que ocorre se, e somente se, §5; < «a; para todo i = 1,...,n, uma
condigao facil de ser verificada. Em caso afirmativo, devemos calcular
f —7-mq - g e repetir o argumento para o resultado obtido.

Lembremos que, no caso de polindmios em uma indeterminada,
encontramos gr(f — v -my - g) < gr(f), que pode ser reescrito, uti-
lizando a nogao de monémio lider, como mi(f —~-my - g) < mi(f).
Uma propriedade aparentemente simples, mas importante se esconde
nestas condigdes, ou seja, nas expressoes tl(f) = v - mq - tl(g) e
ml(f—y-mi-g) < ml(f). De fato, a iltima condicao, nos revela que se
ma € M(g) e ma < ml(g), entdo temos my -ma < my-ml(g) = mi(f),
ou seja, uma ordem total sobre M, deve ser compativel com o pro-
duto, dito de outro modo, se mi,mo € M,, sao tais que m; < mao,
entao my - mg =< my - mg para todo mz € M,,.

Um ultimo, mas nao menos importante, aspecto do algoritmo da
divisao reside na garantia de finalizarmos tal procedimento em um
nimero finito de etapas, fato que também se assenta sobre a condigao
ml(f —~-my-g) <ml(g) em cada etapa do algoritmo.

Tal condigao pode ser traduzida, requisitando que a ordem total <
sobre M, seja uma boa ordem, isto é, que todo subconjunto nao vazio
de M,, admita um menor elemento com respeito & <. Um exemplo
de uma boa ordem em um contexto conhecido é a relagao < sobre N.

No que segue, consideramos sobre M, ordens que possuem as pro-
priedades destacadas acima, para as quais reservamos uma designagao
prépria dada na definicao abaixo.

Definicao 1.28. Uma ordem monomial < sobre M,, é uma relagao
de ordem total que satisfaz:

1. se my,mo € M, sao tais que mi; = msy, entdo mims = Moms
para todo mg € M,,.

2. Todo subconjunto ndo vazio de M,, admite um menor elemento
com respeito 4 <.
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O lema a seguir é na realidade uma reformulacdo da segunda
condicao na defini¢ao acima.

Lema 1.29. Seja < uma ordem monomial em Klx1, ..., x,], entdo
qualquer sequéncia decrescente (com respeito a <) de mondmios €
finita.

DEM: Seja mq = mso = mg > ... uma sequéncia decrescente de
elementos de M,,, entdo, o conjunto S = {m;; ¢ = 1,2,...} admite
um menor elemento com respeito a <, ou seja, a sequéncia ¢ finita.
]

Exercicio 1.30. Seja My, isto €, o conjunto de todos os mondomios
de K[z]. Mostre que a ordem < dada por

my = mgy se, e somente se, gr(my) < gr(ms)
€ a unica ordem monomial sobre M.

Vamos usar um pouco de nossa intuicao e o fato de sabermos
ordenar monoémios em uma variavel, como dado no exercicio acima,
para exibirmos uma ordem monomial em Klz1, ..., z,].

Dado um polinémio néo nulo f € K[zy,...,z,] podemos, como
vimos, considera-lo como um polinémio em xz; com coeficientes em
Klza,...,x,]. Agora por um argumento indutivo, ou seja, usando
indugao sobre o nimero de indeterminadas, podemos supor que saiba-
mos ordenar os monémios em K|za, ..., x,] de modo similar.

Apliquemos tal ideia ao polinémio f = z2yz? + z%y%z + 3zty +
32322 —ytz4+22 2+ 5229?22, Considerando f € K[y, z][z] e ordenando
pelo grau em x temos

f= (224 3y)z* + 32223 + (y2° + 322 + 5y? %)% — ¢z

Agora considerando os coeficientes, que sao elementos de Kly, 2],
como polinémios em y com coeficientes em K[z] e ordenando pelo
grau em y e seus coeficientes pelo grau em z temos

= By +22)z* +32%2% + ((52% + 2)y* + 2%y)2? — 2y,
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ou ainda, efetuando as multiplicagoes indicadas e usando a convengao
de representar um monomio listando suas poténcias em x, seguidas
pelas poténcias em y e pelas poténcias em z, temos

f=3aty + 22tz + 32322 + 5229?22 + 22y 2 + 2%y — oz

Note que ao seguir tal estratégia, o que fizemos foi listar os termos
do polinémio de modo que um monémio z*1y#1 27 precede x2552 272
se, e somente se,

1. a1 > as ou
2. a1 =ag e B > By ou

3. a1 =ag, B =P2ev1 > 0.

Tal modo de ordenar os monémios é uma ordem monomial? Antes
de responder tal pergunta, vamos formalizar o que fizemos para mono-
mios M, .

n o n Bi Iy .
Dados [[;,_; 7", [, «;* € M, distintos, diremos que

n

n
Hscf‘ < Hmf’
i=1

i=1

se, e somente se, existe ¢ € {1,...,n} tal que o; < B; e a; = f; para
todo j < 7, ou equivalentemente, a primeira coordenada nao nula, a
partir da esquerda, da n-upla (81 — az,..., 8, — ay) é positiva.

Claramente <j, é uma relagao reflexiva sobre M, .
Dados T[], 2%, [T/, /" € M, tais que

n

n n n
a; Bi Bi a;
Ilzi 5LH3«"¢ e”mi jLH:ci
i=1 i=1 i=1

i=1

temos que [, =8 =[], xf De fato, se [[i—, =8 # [, 9357
entdo existe k € {1,...,n} tal que oy # B e seja i o menor tal
indice. Caso a; < f3;, entdo nao podemos ter []_; xfl =<p [T, .
Se f3; < «a;, entdo nao podemos ter [[\_, = <y [, mlﬂ’ Seguindo

n o n Bi ‘ ST
que [[,_, 2" =T[;_; ;" e que = é anti-simétrica.
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Agora suponha que

n

n n n
a; Bi Bi Vi
[Tt <0 TTe0 e T2 <0 T
=1 =1 i=1

i=1

Se ocorre igualdade em algum dos casos, entao é facil constatar
n (7 n Yi
que J[;Zq i =p [Ty ="
Vamos admitir que nenhuma das igualdades ocorre. Deste modo,
existem ¢,k € {1,...,n} tais que

a; < B; e aj = fj para todo j <ie

Br < i e By = para todo | < k.

Se i =k, entdo a; < ; e aj = y; para todo j < i.

Se i < k, entdo a; < B; =; e aj = B; = y; para todo j < i.

Se k < i, entdo a = B < vr € gy = B =y para todo [ < k.

Deste modo, qualquer uma das possibilidades permite concluir
que [0, 28 < [T, 2], ou seja, <, é transitiva.

Temos assim, que =7, é uma relacao de ordem sobre M, e argu-
mentos similares aos utilizados para garantir que tal relagao é anti-
simétrica, nos levam a concluir que a relagdo é uma ordem total.

Mostremos agora que <y, é compativel com o produto. Considere
| Y ff’}l_[?:l o]t € My, com ;L 7 =<1 [, zi.

Se [T, 2% = [/, =/, entdo é ébvio que

n n n n

SIERRIIEREA | EZORI ) Bt

i=1 i=1 =1 i=1

Por outro lado, se [, % <z [[i, 2", entdo existe um indice
ke{l,...,n} tal que ay < By ¢ aj = B, para todo j < k. Mas deste
modo v +ay < v+ Br e v; + oy = y; + B para todo j < k, ou seja,

n n n n n n
({1 ) (T ) - f B - (f1 ) (1)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Para verificar que <y, é uma boa ordem, considere um subconjunto
nao vazio S C M, e S(1) o conjunto de todos os monoémios m € S com
a propriedade de que gr,, (m) < grs, (s) para todo s € S. O conjunto
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S(1) é ndo vazio, uma vez que N é bem ordenado com respeito a ordem
< e o conjunto {grs, (s); s € S} C N néo é vazio. Note que dado
m € S(1), temos que m =<, s para todo s € S\ S(1).

Consideramos S(2) = {m € S(1); grz,(m) < gry,(s), Vs € S(1)}
que também é nao vazio, pois O # {gr.,(s); s € S(1)} C N. Temos
que gry, (my1) = grg, (me) para todo my, mg € S(2) e dado m € S(2)
tem-se que m <, s para todo s € S\ S(2). Procedendo desta forma,
temos que

S(n) ={m e S(n—1); gry, (m) < gry, (s) paratodo s € S(n—1)}

é ndo vazio e gry, (m1) = gry, (ms) para todo my, ms € S(n) e qual-
quer i = 1,...,n—1. Como 0 # {gr,, (s); s € S(n)} CNeNé¢
bem ordenado, segue que {gr,, (s); s € S(n)} admite um elemento
minimo «. Tomando m € S(n) tal que gr,, (m) = «, temos que
m <p s para todo s € 9, ou seja, S admite um menor elemento.

Temos assim que <7, é uma ordem monomial sobre M,, que chama-
remos ordem lexicografica. Por comodidade e futuras referéncias,
a apresentamos na defini¢ao abaixo.

Defini¢ao 1.31. (Ordem Lexicografica <1) Dados dois mondmios
| AT | x? € M,,, dizemos que

n

n
a; Bi
[T =c 1=
i=1

i=1

se oy, = By para todo k € {1,...,n}, isto €, [[i—, x5 =], xf", ou
existe i € {1,...,n} tal que oy; < B; e aj = B; para todo j < i.

A expressao ordem lexicogrdfica é usada para designar o modo que
as palavras aparecem no dicionario. De um certo modo é justamente
como estamos ordenando os mondémios. Se, por exemplo, escrevermos
os monodmios z2y%z e x2y%23 como xryyyz e xrYyz22, entio xryyyZz
apareceria antes da “palavra” zzyyzzz no dicionario. O que coin-
cide com o modo de ordenarmos os monoémios com respeito a ordem
lexicografica, ou seja, x2y22> <, z2y32.

Enquanto em M essencialmente temos apenas uma ordem mono-
mial, em M, tal fato estd longe de ocorrer. Abaixo apresentamos
outras ordens monomiais sobre M,, para as quais o leitor é convidado
a justificar.
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Defini¢ao 1.32. (Ordem Lexicografica Graduada <) Dados
| AT | x’fl € M,,, dizemos que

n

n
Qg Bi
[# =ee [1=
i=1

i=1

se:
o gr([Ti, o) < gr(ITis, =) ou

o gr(I[iy 27") = gr(ITiz :z:f) e [limy 28 20 [Ty xf
Defini¢ao 1.33. (Ordem Lexicogrifica Graduada Reversa <.gr)
Dados [[;—; x5, [T, xfl € M,,, dizemos que

n

n
[T+ uon [
i=1

i=1

S€!

o gr(TT0, af) < gr(IT, ") ou

o gr([Ti—, =) = gr(IT, xfl) e existe k € {1,...,n} tal que
o > B e aj = B para todo j > k.

Definicao 1.34. (Ordem Ponderada =<*) Sejam =< uma ordem
monomial sobre M, e p = (p1,...,pn) € N*. Dados dois mondmios
| J S | :cf e M,,, dizemos que

7
n n
(o7 P Bi
[T = 1]
i=1

i=1

Se.
o Y pic < X0 pifli ou

* Z?:l PiCy = Z?:l piBi e H?:l zit =2 HzT'L:l xzﬁ

Chamamos p € N" de peso ¢ o intiim gOZP(Hzlzl :U?) = Z?:1 PiC;
de grau ponderado do mondmio [[;_, z7" com respeito a p.

Observe que se p = (0,...,0), entdo <P coincide com = e tomando
p=(1,...,1), entao =% ¢ a ordem lexicogrifica graduada.
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Vejamos como as ordens monomiais acima atuam de modo dis-
tinto sobre um mesmo conjunto de monomios.

Exemplo 1.35. Considerando as ordens monomiais definidas acima

e 0s monémios wy323, xy?2t, 22yt 2% aty, 23y 2 € Ko, y, 2], temos
que:
wy?at =y mPd =g 22yta? =g 202 <y oty
oty 2pe 2y’ <o 2y 2pe 27yt g 2yt
4 2.4 3.3 323 2 4.2
Y 2LGR XY 2T LR TY 2 e Y 2T JLGR XY 2
1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3
sc4y j(L ):cy3z3 j(L )x2y4z2 j(L )x3y223 f(L )my2z4,

Exercicio 1.36. Ordene os monémios de f = 2x3y%z — xy?2® +

323322 + 5229322 € Qlx,y,2] com respeito as ordens monomiais
2,1,6
=L, 216G, =LGR € j(L )

Exercicio 1.37. Mostre que se < é uma ordem monomial sobre M,,,
entdo 1 < m para todo m € M,,.

Exercicio 1.38. Considere a sequinte relagdo de ordem sobre M, :
Dados T[22, []l-, 7" € M, dizemos que
n n
a; Bi
[IoF e ]I
i=1

i=1

se existe k € {1,...,n} tal que ag, > Pi e aj = B para todo j > k.
Mostre que <pr nao ¢ uma ordem monomial sobre M,,.

Exercicio 1.39. Mostre que nenhuma ordem total sobre C compativel
com a soma, ou seja,

se z1 =X zo, entao z1 + z3 =X 2o + z3 para todos zy1, z9, z3 € C
satisfaz a propriedade
sez1 =X z9 e0 < 23, entdo z1 - 23 = 29 - 23.

(Sugestdo: mostre que se existe uma ordem total < com as pro-
priedades acima, entdo 2> = 0 para todo z € C).
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1.3.2 Algoritmo da divisao em Klzy, ..., x,]

Apos as esplanagoes da segao anterior, temos todos os ingredientes
para apresentar o algoritmo da divisao em K[zq,...,zy].
O primeiro passo é dado na definigao abaixo.

Definicao 1.40. Fizemos uma ordem monomial = sobre Ml,,. Dado
feXKz,...,z,]\ {0} chamamos mi(f) = maz<M(f) de monémio
lider de f.

O termo tl(f) = a-ml(f) presente na expressao de f é chamado
de termo lider de f e cl(f) = a € K é chamado de coeficiente
lider de f.

Exercicio 1.41. Calcule o termo lider de f = 223y?z — xy?2> +

3z3y322 + 52%y32% € Qla,y,2] com respeito as ordens monomiais
2,1,6

=L,2LG,LGR € j(L L8)

Exercicio 1.42. Fizada uma ordem monomial < em K[z1,...,z,]

mostre que se ml(g) | ml(f), entao mi(g) < mi(f).

Antes de apresentar o resultado que nos propomos, facamos uma
répida inspegdo nos passos do algoritmo da divisdo em K[z] tentando
ajustar ao anel K[zq, ..., 2,].

Dados f, g € K[z] com g # 0, iniciamos o algoritmo da divisao or-
denando os monomios de f e g segundo a ordem monomial < de
K[z] dada pelo grau dos mondémios. Em seguida, verificamos se
gr(f) > gr(g), isto é equivalente a dizer que ml(g) < mi(f), ou
ainda, que mli(g) | ml(f). Em caso negativo, finalizamos o algoritmo

tL(f)

com r = f e ¢ =0. Caso contrério, (o) serd um termo do quociente

e 0 processo se repete com f — %g tomando o lugar de f.

Note que, no caso de uma indeterminada, se mi(g) = ml(f) for
falsa, ou seja, se mi(f) < mi(g), entdo além de ml(g) nao dividir
ml(f), temos que mi(g) nao divide todos os mondmios de f. Mas, no
caso de varias indeterminadas isto pode nao ocorrer, ou seja, mesmo
que ml(g) t ml(f), pode ocorrer que outros mondémios de f sejam
divisiveis por mli(g).

Por exemplo, se considerarmos a ordem lexicogréfica graduada e
f=v>+2%g=2 e Kz, y] temos que mi(g) = z t y> = ml(f) mas
mi(g) = x | z2. O que podemos dizer do quociente q e do resto r na
divisao de f por g neste caso?
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Imitando o critério de finalizacdo do algoritmo da divisao para o
caso de uma indeterminada, ou seja, repetir os passos até que encon-
tremos mi(g) t mi(f), terfamos que ¢ = 0 e r = f = y> + x2. Mas
seria este o resultado que nossa intuicao matemadtica esperava?

A ideia bésica da divisdo de numeros naturais, apresentada &
estudantes do ensino bésico, consiste em extrair de um ndmero (o
dividendo) o maior miiltiplo do divisor. Neste caso, as experiéncias
remanescentes desta época de nossa instrugao, nos levam a intuir que
no exemplo acima, o mais aceitavel seria considerar f = 33 + 22 =
z.g+y3, ouseja, g =z er =y

Deste modo, simplesmente substituir a condicao gr(r) < gr(g)
pela condicdo mi(g) t mi(r) ndo é a opc¢ao mais indicada, pois o que
esperamos é que ml(g) t m para todo m € M(r).

Teorema 1.43. (Algoritmo da Divisao em K[z1,...,x,]) Firada
uma ordem monomial < e dado g € K[z1,...,z,])\{0}, para qualquer
polinomio f € Klzy,...,x,] existem q,7 € K[z, ...,xz,] unicamente
determinados pelas condigoes

f=qg+r, comr=0 ouml(g)tm para todo m € M(r).

DEM: (Ewzisténcia:) Se f =0, entdo f =0=0.9g4+0=q.g+r,
ou seja, ¢ = r = 0 satisfazem as condigoes do teorema.

Sejam fo = f 0 e o conjunto S(fo) = {m € M(f); mi(g) | m},
se S(fo) = 0, entéo definimos ¢ = 0,7 = f e temos o resultado.

Se S(fo) # 0, entdo tomamos mg = max<S(fo),a0 € K o coefi-

ciente de mg que ocorre em f e definimos f; = f — i?g)og

Agora consideramos o conjunto S(f1) = {m € M(f1); mi(g) | m},
se S(f1) =0, entao definimos ¢ = %, r = f1 e temos o resultado.

Se S(f1) # 0, entao tomamos m; = max<S(f1),a1 € K o coefi-
ciente de mi que ocorre em fi e definimos fo = f; — ‘E(’;)l g. Note
que mg = mq, uma vez que M(f1) € M(f) UM(J’(L—;)Q).

Repetindo o processo, definimos S(f;) = {m € M(f;); ml(g) | m},
m; = maxr<S(f;) e a; € K o coeficiente de m; que ocorre em f; e
obtemos uma sequéncia mg > mq = ms = .... Mas, pelo Lema 1.29,
tal sequéncia deve ser finita, ou equivalentemente, existe k£ € N tal

que S(fx) = {m € M(fx); mi(g) | m} = 0.
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Pelo modo como definimos f%, existe ¢ € K|xy,...,2,] tal que
fi = f —q- g e se denotarmos r = fj, teremos o resultado.

(Unicidade:) Suponha que existam q1,¢q2,71,72 € Klz,...,2,]
tais que

Qg+ri=f=qg+re

com r; = 0 ou mi(g) ¥ m para todo m € M(r;) para i € {1,2}, isto é,
ml(g) 1 m para todo m € M(ry) UM(ry) 2 M(rg — r1).

Segue que 0 = f — f = (q1 — q2)g + (r1 — r2), ou seja,

o —T1 = (Q1 - QQ)Q-

Se ro # rq, entao

ml(g) | mi(re —r1) € M(rg — r1).

Um absurdo!

Assim, ro =11 € 0 = (¢1 — ¢2)g. Sendo K[z1,...,z,] um dominio
e g # 0, segue que ¢; — g2 = 0, ou seja, g1 = ¢2, provando o teorema.

Como no caso de uma indeterminada, chamaremos os polinémios
q er, tais que f = g.g+r cuja existéncia e unicidade foi garantida pelo
teorema anterior, respectivamente de quociente e resto da divisao
de f por g.

Além disto, uma andlise minuciosa da demonstracao do teorema
acima, indica que podemos encontrar o resto e o quociente da divisao
de f por g # 0 em K[z, ..., x,] seguindo as seguintes instrugoes:
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ENTRADA: f,g € Klz1,...,2,] COM g # 0;

DEFINA ¢ :== 0,7 :=0E h = f;
ENQUANTO h # 0 FAGA

SE mi(g) | mi(h),

ENTAO
L ti(h) .
q'qurTg))’
ti(h
hZ:h W‘g,
SENAO
r:=r+tl(h);

h:=h—tl(h);
SAIDA: ¢ E r SATISFAZENDO f = qg + r COM

r =0 ou ml(g) t m PARA TODO m € M(r).
ALGORITMO DA DIVISAO PARA POLINOMIOS EM K[z,

R
Exemplo 1.44. Vamos utilizar o procedimento acima para encontrar

o quociente e o resto da divisdo de f = xy* + x* + 23y + y> por
g=1y>+ 2% em Q[z,y] com respeito a ordem lexicogrifica graduada.
O procedimento inicia com ¢ =1 =0 e h = zy* + 2* + 23y + 3.
Passo 1: Temos que h # 0 e mi(g) = y> | zy* = mi(h), entdo
fazemos
ti(h) xy?
¢g=q+ —~=0+— =uay
t(g) y?
e
ti(h oy
_ ) )g =ayt + 2t + 2Py + o8 - i:,)(y3 +2?) = 2t 495,
ti(g) y
fazemos

Passo 2: Como h = x* +y3 # 0 e ml(g) = y> { 2*

ml(h)
r=r+th)=0+zt =2 eh=h—tl(h) =" + 9> — 2t = 4>
Passo 3: Uma vez que h = y> # 0 e ml(g) = v* | v> = mi(h),
obtemos

o am 1(h)

3 3 2 2
g=vy" —1l(y"+2°) = —z°.
i(g) W+ )

Passo 4: Temos que h = —z% # 0 e ml(g) = y> 1 2% = mi(h).
Assim, fazemos

r=r4+tl(h)=z*—2> eh=h—tl(h) =
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Passo 5: Agora como h =0, o algoritmo finaliza fornecendo como

quociente e resto ¢ = xy + 1 e r = x* — 2, respectivamente.

O mesmo dispositivo utilizado para obter rapidamente o quociente
e o resto na divisao de polinémios em uma indeterminada pode ser
usado para polinémios em K[z, . .., x,], bastando lembrar de ordenar
0s monomios com respeito a ordem monomial fixada e deslocar um
monomio sempre que este contribuir para o resto.

Para que fique mais claro o que dizemos, vamos ilustrar o uso do
dispositivo utilizado, para os polinémios dados no exemplo acima.

No Passo 1, temos que ml(g) = 3° | xy* = mi(f) e ¢ = zy.
Multiplicando xy por g e subtraindo de f, obtemos:

[ @

+at + 23y + 48

Prosseguindo com o algoritmo com z* + 3% no papel de f, temos
que ml(g) = y> t 2* e assim 2* contribui para o resto r, que alocare-
mos, por comodidade, abaixo do quociente q.

zyt + 2t + 23y + o3 Y3 + 2

—zyt =2’y
- = xy

q
] 443 r=
[
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zyt + 2t + 2Py + P y® + 22
—ayt — 2’y
Ay R——

Agora y3 assume o papel de f.

+2?

:vy4+x4+:1c3y+y3

—ayt —a’y

zyt + 2t + 23y + o3

4 3
—ayt — %y
©
&'+ y° r=a
® P — 2
S/ 2

2

Uma vez que ml(g) = y* { 2, temos que —z? contribui para o

resto 7 e o algoritmo finaliza.

zyt + 2t + 23y + o3 Y3 + 2

—ayt — 2%y
q=wy+1
K o8 r= gt
_yg_xz
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zyt + 2t + 2Py + P y® + 22

—xyt — 23y q=uxy+1
Kt o3 =gt _ g2

P —a?

_jg\2

Como o algoritmo da divisao utiliza varias vezes o conceito de
termo lider e monomio lider é previsivel que o quociente e o resto
possam variar de acordo com a ordem monomial escolhida.

Para ilustrar tal situagao, aplicando novamente o algoritmo da
divisdo para f = xy* + 2* + 23y + ¢ e g = 3 + 22, fixando agora a
ordem lexicografica obtemos:

ot + 23y 4+ xyt + o8 2?2 493

S

la=2*+ay—?]

71,3y _ xy4

—a2¢8 4P
2243 4
¥+
Exercicio 1.45. Determine o quociente e o resto na divisdo do

polinomio f = zty + x3y> + 2y* por g = v + vy em Rlx,y] com

respeito & =, <ra € j(Ll’Q).



Capitulo 2

Bases de Grobner para
ideais em Kz, ..., zy]

Muitas vezes, ao estudarmos uma estrutura algébrica como espagos
vetoriais, grupos, anéis, corpos, etc., os elementos que estamos in-
teressados formam uma subestrutura, ou seja, um subconjunto que
mantém as propriedades operatérias, os quais denotamos por sub-
espagos vetoriais, subgrupos, subanéis, subcorpos, etc. No caso de
anéis, subconjuntos com uma outra particularidade despertam inter-
esse, 0s quais sao personagens principais destas notas.

2.1 Ideais

Iniciemos esta secao introduzindo o objeto algébrico que desem-
penhara papel central no que segue.

Definicao 2.1. Seja (A, +,-) um anel. Dizemos que um subconjunto
nao vazio I C A é um ideal se:

1. f+g €1 para quaisquer f,g € I.
2. h-f el para todo f €I e todo h € A.
Observe que um ideal I é fechado para a adigao, enquanto que

o produto de um elemento qualquer do anel por um elemento de [

36
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ainda é um elemento de I. Note ainda, que segue diretamente da
defini¢do acima, que {0} e A sdo ideais de A, chamados de ideais
triviais.

Exercicio 2.2. Seja (A, +,-) um anel. Mostre que:

1. 0 € I para todo ideal I de A.

2. Se I é um ideal de A e um elemento invertivel pertence a I,
entao I = A.

Exercicio 2.3. Sejam I e J ideais de um anel A. Mostre que I N J
é ainda um ideal de A.

Dado um subconjunto néo vazio S de um anel (4, +, -), o conjunto

<S>{Zh¢~f¢; neN, fiese}h‘EA}

i=1

¢ um ideal de A.
De fato, sejam ay = Y22 hi - fi,by = 3752, g5 - g; € (S), temos
que

ni+ng

atas =Y hi-fi+» ¢-gi= Y, hifre€(S),
i=1 j=1 k=1

com hp, 15 = gj € fny 45 = gj-
Além disto, se h € A, entao claramente temos que

ni

heay=hY hi-fi=>Y (h-hi)- fi € (S).

=1 i=1

O ideal (S) é chamado ideal gerado por S, e no caso em que
temos S = {f1,..., fr} indicaremos (S) por {f1,..., fr). Um ideal é
chamado principal, se ele pode ser gerado por um tnico elemento.

Uma vez que nosso ambiente é K[z, ..., x,], vamos nos concen-
trar neste anel a partir deste ponto.
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Exemplo 2.4. Dado a € K, o conjunto
I'={f € Klz]; f(e) = 0}
¢ um ideal de Klz], onde f(a) = ana™ + ...+ a1+ ag € K para

f € K[z].
De fato, dados quaisquer f,g € I e h € K[z], temos que

(f +9)(a) = f(a) +9(e) =0+0=0,

(h- f)(a) = h(a) - fla) =h(a)-0=0

ou seja, f+g,h-fel.
Como x — «a € I, temos

(x—a)={h-(r—a); heKz]} CI.

Por outro lado, dado f € I, temos que a € raiz do polinémio f,
pois f(a) = 0. Assim, pelo Coroldrio 1.21, temos que x — « divide f,
ou seja, existe h € Klz], tal que f = h-(x — ), isto é, f € (x — a).
Deste modo, I C (x — a).

Portanto, temos que I = (x — &). Em particular, I € principal.

Vejamos um exemplo de um ideal no anel de polindomios em mais
de uma indeterminada.

Exemplo 2.5. O conjunto

I'={f €Klz,y); f(£°,¢*) = 0}

¢ um ideal nao nulo de Kz, y].

A justificativa nao reserva segredos e seque o que fizemos no ex-
emplo anterior.

Vamos mostrar que I = (2% — y°).

Claramente se f € (x* — y3), entdo f = h- (2® — y3) para algum
heKlz,y] e

F,6) = (%, 2) - (%) — (1)) = h(t*, %) -0 = 0,

consequentemente, f € I.
Por outro lado, se f € I, entao aplicando o algoritmo da divisao a
f por g = 2% —y® com respeito & ordem lexicogrdfica, existem unicos
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q,r € Klz,y], tais que f = q-g+7r comr =0 oumi(g) = 2>t m
para todo m € M(r).

Se r # 0, entdo a condicdo x> ¥ m para todo m € M(r), implica
que r = hy -x+ hg com hg, hy € K[y] nao simultaneamente nulos, ou
seja, temos a igualdade f = q- (22 —y3) + h1 -z + ho.

Como f € I, temos que

0= f(t%,1%) = q(t*,1*) - ((¢°)* = (¢*)°) + "o (t?) - £ + ho(¢?),

ou ainda,

hi(t?) - t3 = —ho(t?).

Agora note que em hy(t?) e ho(t?) temos somente monémios de
grau par (em t), ou seja, gri(hi(t?)) = 2a e gri(ho(t?)) = 28 para
algum o, B € N. Mas, deste modo,

3+ 2a = gri(hi(t%) - %) = gre(ho(t)) = 28,

que é um absurdo. Assim, devemos terr =0 e f = q- (2% —y3), ou
seja, f € (2% —y°).
Portanto, I = (x? — y3).

Uma pergunta natural, ao analisarmos o exemplo anterior é: como
nos ocorreu o polinémio 22 — y> e como sabfamos que se tratava do
gerador do ideal?

Preferimos manter o suspense, dizendo apenas que os argumentos
acima se tornarao obsoletos, serdao simplificados e justificados se o
leitor continuar atento a estas notas.

Os dois exemplos apresentados anteriormente, podem sugerir que
todo ideal de K[z1,...,z,] é principal, ou seja, pode ser gerado por
um unico elemento.

A proposicao a seguir assegura que tal fato é uma certeza matematica
em Klz].

Proposigao 2.6. Todo ideal I de K[x] € da forma I = (g) para algum
g € K[z].

DEM: Se I = {0}, entao naturalmente I = (0).
Se I # {0}, entao tomemos g € I tal que gr(g) < gr(f) para todo
fel
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Como I é ideal e g € I, temos que h - g € I para todo h € K]z],
ou seja, (g) C I.

Por outro lado, dado f € I, o algoritmo da divisao aplicado a
f e a g, garante a existéncia de ¢,r € K[z] tais que f = ¢q-g+r
com r = 0 ou gr(r) < gr(g). Como f,g € I e I é ideal, temos que
r=f—q-g€l.

Se r # 0, entdo gr(r) < gr(g) o que contraria a escolha de g.
Resta-nos assim, concluir que r = 0e f = ¢-g, ouseja f € (g9) e
1< (g).

Portanto, I = (g). |

O resultado acima poderia ser mais uma indicagao de que os ideais
de K[z1,...,z,] sAo sempre principais. Porém, o exemplo abaixo poe
um ponto final nesta especulagao.

Exemplo 2.7. O ideal I = (x,y) C Kz, y] nao é principal.
Suponha que (x,y) = (f) para algum f € K|z,y]. Neste caso,
deveriam existir g, h,p,q € K[z, y] tais que

r=g-f, y=h-f e f=p-x+q-y.

Assim, temos

1=gr(g) +gr(f) e 1=gr(h)+gr(f).

Tais equacdes e o fato de que f &€ K, pois caso contrdrio teriamos
(x,y) = K[z, y], permitem concluir que gr(f) =1, bem como ue g =
B1,h = B2 € K\{0}. Mas deste modo, devemos ter que f = a1x+asy
com ay, a0 € K e ag # 0 ou ag # 0.

Assim,

r=pfilaz+ay) e y=Pfa(x+ agy).

A primeira igualdade nos dd que Sia; = 1 e Pfras = 0, ou seja,
ag = 0, enquanto que a sequnda igualdade acima oy = 0. O que nao
pode ocorrer.

Como nenhum erro foi cometido em nossos argumentos, resta-nos
concluir que a suposi¢ao de que existe f € K[z, y] tal que (f) = (z,y)
é falsa, ou seja, I = (x,y) ndo pode ser principal.
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Exercicio 2.8. Sejam (1,...,08, € K. Mostre que:
1. o congunto I = {f € Klzy,...,xn]; f(B1,-..,0n) =0} € ideal

2. I:<.’I}1—51,...7.’En—ﬁn>.

O exercicio anterior e os exemplos dados nos levam a formular a
seguinte questao:

Problema 2.9. Todo ideal de K[z1,...,x,] € finitamente gerado?

A resposta desta indagacao é sim! Este resultado é conhecido
como o Teorema da Base de Hilbert e é um dos primores da Algebra
Comutativa.

Na verdade, o Teorema da Base de Hilbert pode ser provado em
um contexto mais geral, ele garante que se A é um anel em que
todo ideal é finitamente gerado®, entdo o mesmo se verifica para
Alz]. Como em K[z1] todo ideal ¢ finitamente gerado, na verdade
um ideal principal, conforme a Proposigao 2.6, temos que todo ideal
de K[z1][z2] = K[z1, 2] também é finitamente gerado e por indugao
sobre o niimero de indeterminadas, temos que o mesmo se verifica
para K[z1,...,zp].

Vamos adiar a demonstragao do Teorema da Base de Hilbert até
a secao 2.3, porém vamos usa-lo livremente, ou seja, no que segue
assumiremos que dado qualquer ideal I de K[zy,...,z,], existam
91,---,9s € K[zq,...,2z,] tais que I = {(g1,...,9s).

Sem receio de cometermos exageros, o cerne destas notas e da
teoria das Bases de Grébner reside na busca de uma resposta para a
seguinte questao:

Problema 2.10. Dado um ideal I = {(g1,...,9s) C K[z1,...,z,] €
um elemento f € Klzy,...,x,], como decidir se f € 1?

Como subproduto da resposta da questao acima, temos um modo
de decidir se dois ideais I = (g1,...,9s) ¢ J = (f1,..., fx) do anel
Klz1,...,z,] sdo iguais. De fato, se I = J, entdao g; € J e f; € I
paratodoi=1,...,setodoj=1,... k.

1Quando um anel possui esta propriedade, o chamamos de anel Noetheriano.
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Reciprocamente, se g; € J para todo ¢ = 1,...,s, entao dado
qualquer g € I, temos g = E;Zl hjg; € J com h; € K[z1,...,2,], ou
seja, I C J. Analogamente, provamos que J C I e portanto, I = J.

Note que a resposta afirmativa do Problema 2.10 consiste em
garantirmos a existéncia de hq,..., hs € K[z, ..., z,] tais que

fzhl'gl—l—...—kh(g'gs

Se I é um ideal principal, ou seja, se temos a existéncia de um
polinémio g € Kz1,...,x,], tal que I = (g), entdo a afirmagao f € I
é equivalente a existéncia de h € K[z, ..., z,] tal que

f:h’ga

que corresponde a garantir que o resto da divisao de f por g é zero.
Algo que podemos verificar facilmente por meio do algoritmo da di-
visao.

Mas, e quanto ao caso de ideais que nao sao principais?

Antes de analisarmos o caso geral, vejamos um caso particular de
ideais, os ideais monomiais, para os quais o problema da decisao de
quando um elemento pertence ou nao a um ideal tem uma solugao
facil.

Definicao 2.11. Um ideal I C Klz1,...,xz,] € chamado de ideal
monomial, se existe um conjunto de monémios que geram I.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.12. O ideal I = (z3 + 2y*,y?) C K[z,y] é um ideal
monomial.

Basta observar que I = (x3,y?). Claramente, I C ( ,y%) e como
temos 2° = (3 + zy*) — 2y? - (y?) € I, seque que (x3,y*) C I, donde
seque que I = (x3,9?).

Exemplo 2.13. O ideal I = (x + 1) C K[z] nao € ideal monomial.

Se I fosse monomial, entao existiria um conjunto {x**, ... x' ...}
de mondémios que gerariam I. Neste caso, € facil constatar que
I ={(x") comi=min{iy,... is,...}.

Além disto, se (x + 1) = I = (2*), entdo existiriam h,g € K[z]
tais que _ ‘
x+1l=h-2* e z*=g-(x+1).
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Assim,
1=gr(h)+i e i=gr(g) +1,

ou seja, 1 = gr(h) + gr(g) + 1. Donde concluimos que gr(g) =0 e
gr(h) =0, isto é, g = a,h =0 € K\{0} ei =1, ou seja, x+1 = Bz,
igualdade esta que nao pode ocorrer. Portanto, I nao pode ser um
tdeal monomial.

Vamos fornecer uma resposta afirmativa ao Problema 2.9 quando
o ideal é monomial.

Teorema 2.14. (Lema de Dickson) Seja I um ideal monomial
de Klz1,...,2,], entdo existe um conjunto finito de mondémios que
geram 1.

DEM: Se I = {0}, entdo obviamente o conjunto {0} gera I.

Vamos considerar que I # {0} e provar o teorema usando indugao
sobre o nimero de indeterminadas.

O caso de uma indeterminada é imediato, uma vez que em K[z1]
todo ideal é principal, ou seja, I = (f) com f € K[z;]. Dado um
monomio m € I temos que m = h - f para algum h € Klz1]. Pela
igualdade de polinémios, segue que f deve ser um mondémio.

Vamos supor que o teorema seja valido para ideais em anéis de
polindmios com n — 1 indeterminadas.

Seja I um ideal monomial nao nulo de K[z, ...,z,] e escolha um
monémio f; = g1 - 23t € I, onde g1 € M,,_1 e oy € N é 0 menor
possivel.

Se I = (f1), entdo o teorema estd demonstrado. Caso contrério,
escolha um mondémio fo = go - 222 € I\ (f1), onde go € M, e an
é o menor possivel. Note que obrigatoriamente temos que as > ag,
pois caso contrario fi; nao teria sido escolhido de maneira a ter oy
minimo.

Se I = (f1, f2), entdo provamos o teorema. Caso contrdrio con-
tinuamos com este procedimento.

Vamos supor que este procedimento continua indefinidamente,
ou seja, que possamos obter uma sequéncia infinita de monoémios
fi, fa,... €1 tal que f; = gi-a:,oji S I\<f1, .. .,fi_1> com g; € M,,_1,
«; € N o menor possivel e a;; > a;_1 para todo i > 1.
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Por hipétese de indugao, temos que o ideal J de Klzy,...,z,_1]
gerado pelos monoémios ¢1,92 ... € M,,_; é finitamente gerado, ou
seja, existem mondmios my, ..., m, € M,,_1 tais que J = (mq,...,m,).

Tome um mondémio g; como acima, temos que g; € (my,...,m),
ou seja, existe um monoémio p € M, _; de modo que g; = p-m;
para algum j € {1,...,r}. Por outro lado m; € J, entao existe um
monoémio g € M,,_; tal que m; = g - g para algum g, como descrito
acima. Deste modo, temos que g; =p - q - gk-

Sei=k,entdo p-¢g =1, ouseja, p=ca € K\ {0} e g, =a-m,.
Como a sequéncia g1, ga, ... € M,,_; € infinita, nao podemos ter este
caso indefinidamente, ou seja, existem indices i # k tais que gx | g,
digamos g; = m - g, com m € M, _1.

Sem perda de generalidade podemos supor 7 > k. Deste modo,

(o7 Qi — Qg

= g - . . %k — Lp®iT Ok
fi_gl xn m gk xn J"n =m 1:”7. fk

e fi € {(fx) C {f1,..., fr) contrariando o modo com que escolhemos
fi-

Segue assim, que existe um indice s € N tal que I = (f1,..., fs),
ou seja, I é finitamente gerado por monoémios. |

Gragas ao teorema acima, podemos considerar um conjunto finito
de geradores para um ideal monomial e estamos aptos a formular
um critério que permite decidir quando um elemento pertence ou
nao a um ideal monomial, respondendo ao Problema 2.10 para ideais
monomiais.

Proposicao 2.15. Um polinomio f € Klxy,...,x,] pertence a um
ideal monomial I = (mq,...,ms) se, e somente se, m € I para todo
m € M(f).

DEM: Inicialmente, note que se m € I para todo m € M(f),
entao é imediato que f € I.

Por outro lado, suponha que f € I, entdo temos f = >.0_, gim;
com g; € Klxy,...,2,]. Agora, fixada uma ordem monomial sobre
M, temos que ml(f) € Ji_; M(gim;), ou seja, mi(f) = rjm; onde
r; € M(g;) para algum j = 1,...,s, que é equivalente a dizer que
ml(f) € I.
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Como f1 = f —tl(f) € I, podemos repetir o raciocinio para fi.
Tal argumento permite concluir que m € I para todo m € M(f). B

O resultado acima nos dd4 um modo de decidir facilmente se um
elemento f € Klx1,...,z,] pertence a um ideal monomial I. Para
tanto, consideramos um conjunto finito de geradores {my,...,ms} de
I e verificamos se cada mononio de f pertence ao ideal I, e isto ocorre
se, e somente se, cada monomio é divisivel por um dos monomios
geradores de I. De fato, seja m um monoémio e um ideal I monomial
I ={(my,...,mg). Se m € I, entdo como vimos na demonstracio da
proposicao anterior temos que m = r;m; onde 7; é um monoémio e
m; é um dos geradores do ideal I.

Exemplo 2.16. Os polinémios f = 6z* + 4xy? — 323y e g = 22+ +
S5xy? — 812y pertencem ao ideal I = (x3 + xy*,y?)?

Como vimos no Exemplo 2.12, I é um ideal monomial, a saber,
I=(a3y%).

Uma vez que 2%, xy?, 2%y € I e 2?y € I, seque que f €l eg & I.

O primeiro passo para respondermos ao Problema 2.10, merece
uma seg¢ao prépria que introduzimos a seguir.

2.2 O Algoritmo da divisao revisitado

Como vimos, dado um ideal I = (g1,...,gs) e um elemento f de
K[z1,...,x,], afirmar que f € T é equivalente a garantir a existéncia
de q1,...,qs € K[zq,...,x,] tais que

f=a -g1+...+¢-9s.

Na secao anterior, analisamos situagoes particulares que corre-
spondem ao caso em que temos s = 1, ou seja, o ideal I é principal e
0 caso em que ¢g; ¢ um monomio para todo i =1,...,s. Resta agora
o caso geral para a qual a equagao anterior é o ponto de partida.

A equagdo acima pode ser livremente (e tendenciosamente) in-
terpretada como sendo obtida pela divisao de f por g1,...,gs, onde
qi,---,qs correspondem a quocientes e o resto é nulo.
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Divisao de um polinémio f por varios polinémios g, . .., gs? Como
poderiamos realizar tal procedimento?

A ideia, mais intuitiva que nos ocorre, é tentar aplicar o algoritmo
da divisao que conhecemos e apresentamos no Teorema 1.43 para f e
g1 enquanto possivel, entre outras coisas, isto implica em fixar uma
ordem monomial. Antes de alocar um termo ao resto, ou seja, um
termo que néo é divisivel por tl(g;), tentamos proceder a divisao por
tl(g2), em caso de impossibilidade, passamos para gs e assim sucessi-
vamente. Deste modo, um termo contribuird para o resto apenas se
este nao for divisivel por tl(g;) para todoi=1,...,s.

Note que tal processo pressupoe uma prioridade entre os elementos
do conjunto {g1,...,9s}

Ao que tudo indica, parece que tal processo funciona. Em ver-
dade, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.17. (Algoritmo da Pseudo-Divisao) Fizada uma or-

dem monomial < e dados f,g1,...,9s € K[x1,...,2,] com g; # 0
para todoi =1,...,s, existem polindmios q1, . ..,qs,7 € K[z1,..., 2]
tais que

s
F=Y agi+r
i=1
com ml(g;) 1 m para todo m € M(r) e todo i =1,...,s.

DEM: Vamos demonstrar o teorema apresentando e justificando
um procedimento que fornece o resultado esperado.

Considere o seguinte algoritmo:
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ENTRADA: f,¢1,...,9s € K[z1,...,2,] COM g; # 0
PARA TODO 1 =1,...,s;
DEFINA ¢1 :=...:=¢qs:=7:=0E h:= f;
ENQUANTO h # 0 FAGA
SE EXISTE ¢ € {1,...,s} TAL QUE mi(g;) | mi(h)
ENTAO

ESCOLHA O MENOR TAL INDICE i E FAGA
— ti(h) .
Qi = ¢ + Wgs)’
(h) .

b= b= g
SENAO

r:=r+tl(h);

h:=h—tl(h);
SADA: qi,...,qs BT TAIS QUE f = 30 qjg; +7

E ml(g;) t m PARA TODO m € M(r)

E TODO i =1,...,s.
ALGORITMO DA PSEUDO-DIVISAO EM Kz, ..., zy]

Como primeira observacao, devemos notar que as intrugoes acima
sempre nos fornecerdo uma resposta, ou seja, independente dos da-
dos de entrada, obteremos dados de saida apés um numero finito
de passos. Tal garantia é dada, pois independente do resultado da
condicional “SE” sempre redefinimos h de modo que seu monémio
lider m; satisfaz m; < m;_1, onde m;_; é o monomio lider de h no
passo anterior.

De fato, se existe i € {1,..., s} tal que mi(g;) | mi(h), entdo temos

obrigatoriamente que mi(h) > ml (h - % gi). Caso contrério temos

que ml(h) = mi(h — ti(h)).

Pelo Lema 1.29, toda sequéncia decrescente de monémios é finita,
ou seja, em algum momento obteremos h = 0 e consequentemente o
algoritmo finaliza.

Agora vamos justificar porque o algoritmo acima nos dé uma re-
sposta adequada.

Note que em cada passo executado no algoritmo temos a igualdade
f= 22:1 gjg; + 7+ h. De fato, iniciamos com h = f,r=0e ¢ =0
para todo i = 1,...,s, assim a afirmagao inicia verdadeira.

Se existe i € {1,...,s} tal que ml(g;) | mi(h), entao redefinimos
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q; por q; + ttll((:i)) e h por h — ttll((:i)) g; e temos

" a0+ (w20, A0 Y S e
;QJQJ‘F (Qz“r tl(gi)>gz+r+( - tl(gi)gz> —;q]gj +r+h=Ff

J#i

Caso contrério, redefinimos r por r + ti(h) e h por h — ti(h) e
temos

qugj + (r+tl(h)) 4+ (h —ti(h)) = qugj +r4+h=7f.

Jj=1

Deste modo, a equacgao f = Z;:l gjg; + 7+ h se verifica em todos
os passos do procedimento. Como o algoritmo finaliza com h = 0,
temos ap6s um numero finito de etapas f = 25:1 qjg9; + 1.

Além disto, pelas instrugoes do procedimento acima, vemos clara-
mente que ml(g;) { m para todo m € M(r) e todo j =1,...,s 0 que
prova o teorema. |

Como nos Teoremas 1.12 e 1.43, podemos utilizar um disposi-
tivo pratico para efetuar os passos do algoritmo contido na demon-
stracao do teorema anterior. A unica modificagao, com relacao ao
caso tratado no Teorema 1.43, que faremos é de permitir acrescentar
mais do que um divisor e consequentemente obter um “quociente”
para cada um deles. Deste modo o dispositivo terd a seguinte con-
figuracao:

g1
f :
9s
q1
0 :
qs
T

Pela seguranga obtida na aplicagdo do algoritmo da divisao de um
polinémio por outro, acreditamos que podemos seguir diretamente
para a apresentacao de um exemplo utilizando o dispositivo acima.
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Vamos encontrar polindémios ¢1, s e r satisfazendo as condigbes
do teorema anterior para f = y3 — 332y + 22 4+ y2 +x,01 = y2 -,
g2 = 2y — y € R[z,y] com respeito & ordem lexicografica graduada,
aplicando o algoritmo contido em sua demonstracao, que passaremos
a nos referir simplesmente como Algoritmo da Pseudo-Divisao.

Seguindo as instrugoes temos que mi(gy) | mi(f), assim:

’ @

¥
f:—x2y+x2+y2+x 7_11

=TYXY

Yty e\ |®
S, —y+ i +ay+yi+o @ =[v]
Q2 =
r =

Como mi(g1) = y? t 2%y = mi(—22y + 2% + vy + y* + 1), mas
temos mi(ge) = xy | 2%y, procedemos a divisiao usando gs:

®
©

Temos ml(gy) = y? 1 22 = ml(2? +y* + ) e ml(g2) = xy | 22,
desta forma o termo z2 contribui para o resto.
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2
. g=Yy -
f=y—dty+a>+y° +u
—y® +xy
—2Py+at+ay+y’+a “=y
g2 = —

2’y — zy . :_
j

Agora continuamos o procedimento, dividindo y? + z por g; e go.

2—$

f:yg—x2y+x2—|—y2+;l:

g1 = |y
, g/ﬁoy
-y} +ay : =

¢ =y+[1]

—?y+2* +zy 47+

) G2 = —Z
2’y —ay © . g2
i (1] 1
-+

2z

Uma vez que ml(g1) = y> t x = ml(2z) e mi(g2) = zy { x, temos
que 2z contribui para o resto e o algoritmo finaliza com os polindémios
=y+1l,qo=-ver=a?+2z.

2
g1=Yy -
=y —2®y+2+y* +x

g2=xy—y
—y° +ay
—e?y+a? +ay+yP +a a=y+l
) G2 = —Z
iy — xy r =224 [22]
+y?+x
_y2_|_x

2]
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f=y —ay+a?+y2 +a

—y° +ay

—2Py+at+ay+y’+a n=y+l
) Q2 =—z
ry- r=a?+2z
K4 y?

—yi+a

2

Note que hd uma sutil diferenca entre o teorema acima e os Teo-
remas 1.12 e 1.43 para a qual o leitor deve atentar: nao anunciamos
unicidade dos polinémios ¢, ..., qs e ! Tal fato nao foi um descuido,
uma vez que nao podemos garantir que isto ocorra, como fica evidente
no proximo exemplo.

Exemplo 2.18. Fizemos a ordem lexicogrdfica graduada. Aplicando
o algoritmo contido na demonstracao do teorema anterior para o0s
polinomios f = xy? —x,91 = y?> —x,92 = 2y —y € Klx,y] e para estes
mesmos polinémios trocando a prioridade entre y> —x e xy — y, ou
seja, considerando g1 = xy—y e go = y>—x, obtemos respectivamente:

F=zy?—z g1 =y —x F=zy?—z lexéjfy
9, o |92TTY—Y 9, o |H2TY -
—ry*+a Ty  +y

2_ =z 2_ g =Y
KX 2=0 Y ) q2 =
r=x’—z Yy AT r=
0
Exercicio 2.19. Aplique o algoritmo da pseudo-divisao a f e g1, ..., gs

para escrever f = Zle qigi + 7.

L f=y¥*+22+2y,g1 =9y>+2x ego=2ay+ 1 com respeito a
ordem lexicogrdfica graduada.
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2. f=y +2® +ay,g1 =v>+a e gy = ay + 1 com respeito a
ordem lexicogrdfica.

S f=y +22+ay, g1 =xzy+1egy =1y>+x com respeito a
ordem lexicogrdfica.

4o f=2>+ 1y +2%2, 01 =y, 92 =y +2 e g3 =2+ 1 com respeito
a ordem lexicogridfica graduada.

O exemplo acima ilustra que, se ao aplicarmos o algoritmo da
pseudo-divisao obtemos r = 0, entdo f = Zle q:9i, 0 que indica
que f € (¢1,...,9s), mas a reciproca ndo é verdadeira, ou seja, se
temos f =7, ¢ig; +r com r # 0, entdo nao podemos afirmar que
tenhamos f & (g1,...,9s).

Poderiamos ser tentados a acreditar que para verificar se f per-
tence ao ideal (gi,...,¢s), bastaria aplicar o algoritmo da pseudo-
divisao para todas as enumeragoes possiveis dos elementos g1, ..., gs,
ou seja, para s! maneiras, o que é um nimero monstruosamente
grande a medida que s aumenta.

Mesmo se aceitassemos o arduo trabalho, ainda assim, nao teria-
mos garantia de uma conclusao para o problema, como vemos no
exemplo a seguir.

Exemplo 2.20. Podemos afirmar que o polinémio f = x?y* — z2
pertence ao ideal I = (y?* — x, 2y —y)?

Fizando a ordem lexicogrdfica graduada e aplicando o algoritmo
da pseudo-divisdo para f,g1 = y> —x e go = 2y — y, bem como para
fLoi=xy—yegs= y2 — x, obtemos respectivamente

2
f= a2yt — 22 G =y -z f= a2yt — 22 g1 =2y -y
= = 2
9 =Ty — p =y’ —x
—aPyt | T T

T q = z%y® +2° zyt — 2? a1 :1’2y3+y3+y
-y’ + 2t a2 :3 —zy* +y* 2=y ;1
W r=x*—x y4—7 r=-z’+uz

—yt + oy

ry® — 2°

—ay® 4y

—ﬁs;2+y2

_y2+x

¥
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Ou seja, para todas as enumeragdes dos elementos do conjunto
G = {zy —y,y* — 2}, a reducdo de f por G ndo é zero. No entanto,
temos que f = (22y? + ) - (y* — x) + (2%y + zy) - (vy — y), isto &,
feley—y,v*—x).

O exemplo anterior alerta para o fato de que o algoritmo da
pseudo-divisao, mesmo que aplicado para todas as enumeragoes possi-
veis do conjunto {gi,...,gs} ndo é um modo eficaz para verificar se
um elemento f pertence ao ideal I = (g1, ..., gs).

Como dissemos no final da se¢ao anterior tal algoritmo é o primeiro
passo na dire¢ao de uma estratégia efetiva. Chegou o momento de
introduzirmos os conceitos que nos conduzirao na busca desta es-
tratégia.

2.3 Bases de Grobner

Constatamos, na segao anterior, que o problema de decidir se
um polindémio f € K[zy,...,z,] pertence ou ndo a um ideal I é uma
questao nao trivial, que respondemos apenas para o caso em que [
é um ideal principal ou monomial. Nesta secao apresentaremos as
nogoes bésicas da teoria de Bases de Grobner, que permite respon-
dermos completamente tal questao.

Um dos grandes estudiosos desta questao foi o matematico alemao
Grobner. Dentre suas principais contribuigoes neste assunto, esta um
argumento que garante que todo ideal de K[z, ..., z,] admite con-
juntos finitos de geradores “especiais” chamados posteriormente de
Bases de Grobner, os quais possibilitam facilmente decidir se um
elemento pertence ou nao ao ideal dado. No entanto, apesar de ap-
resentar uma prova da existéncia de tais geradores e comprovar sua
existéncia em um nudmero consideravel de exemplos nao dispunha
de um método sistemdtico para computa-los. Coube a um de seus
alunos, Bruno Buchberger, na sua tese de doutorado em 1967, de-
pois de aproximadamente 15 anos da descoberta de tais conjuntos de
geradores, formular um algoritmo para obter os mesmos.

Muitas vezes, o assunto de uma tese de doutorado, em matematica,
pode ser tao profundo e especifico que é necessdrio varios conceitos,
definicoes e resultados para que possamos desfrutar dos avancos que
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o trabalho apresenta. A tese de Bruno Buchberger é uma rara e pre-
ciosa excecao a este padrao, contém ideias simples e principalmente
procedimentos que podem ser implementados, tornando o método
eficaz e poderoso.

Os resultados obtidos por Buchberger nao tiveram de imediato
uma repercussao como se imagina. Apenas uma década apds a di-
vulgagao de seus resultados, aplicacoes nas mais variadas areas colo-
caram o método em evidéncia, principalmente pela surpreendente
simplicidade e genialidade.

Definicao 2.21. Sejam I C K[z1,...,z,] um ideal e < uma ordem
monomial fizada. Um subconjunto nao vazio e finito G de I € uma
Base de Grobner para I, com respeito a =<, se para todo f € I
existe g € G de modo que ml(g) | ml(f).

Vamos aproveitar situagoes abordadas anteriormente para apre-
sentar alguns exemplos.

Exemplo 2.22. Dado um ideal principal I = (g) C Klz1,...,z,],
entdo G = {g} €é uma Base de Grébner para I com respeito a qualquer
ordem monomial.

Exemplo 2.23. Se I = (mq,...,m,) C K[z1,...,2,] € um ideal
monomial, entdo seque da Proposicio 2.15 que G = {mq,...,m,} €
uma Base de Gréibner para I com respeito a qualquer ordem mono-
mial.

Para que nao criemos a falsa imagem de que todo conjunto de ger-
adores de um ideal é uma Base de Grobner, apresentamos o seguinte
exemplo.

Exemplo 2.24. Considere o ideal I = (y* — z,2y —y) C K[z,y],
entdo G = {y? — x, 2y — y} ndo é uma Base de Grébner para I com
respeito a ordem lexicogrdrica graduada.

De fato, temos que > —x = (—x+1)(y?> —2) +y(xy —y) € I, mas
considerando a ordem lexicogrdfica graduada temos ml(z? — ) = 2*
nao ¢ divisivel pelos monomios lideres dos elementos de G.

A propriedade de um conjunto ser uma Base de Grobner nao é
uma propriedade intrinseca, ou seja, nao depende apenas do conjunto,
mas depende também da ordem monomial considerada.
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Exemplo 2.25. Analisemos o ideal I = (z+y?,y*) C K[z,y]. Temos
que G = {x+y?,y?} ndo é uma Base de Grébner para I, com respeito
a ordem lezicogrdfica graduada, pois x = (y*>+z)—y? € I, no entanto
temos que ml(y? + x) = ml(y?) = y* f x.

No entanto, G € uma Base de Grébner para I com respeito a
ordem lexicogrifica. De fato, dado f € I ndo nulo, entdo existem
p,q € K[z, y] tais que

f=p- @@+ )+a vy =p-az+p+aq - v

Assim, ml(f) € M(p-z) UM((p + q) - v?).

Se ml(f) € M(p - z), entao mi(f) = ml(p) - x e obtemos que
mil(x +y?) = x | ml(f). Por outro lado, se ml(f) € M((p + q) - y?),
entdao temos que ml(f) = ml(p+ q) - y* e mi(y?) = y? | ml(f).

Portanto, G = {x + y?,y?} é uma Base de Grébner para I com
respeito a ordem lexicogrdfica.

Muitas vezes, uma propriedade pode ser expressa de varias maneiras
equivalentes, o que pode auxiliar a sua verificagdo, pois dependendo
da situacao particular pode-se tornar mais facil analisar uma situagao
em detrimento de outra. O teorema a seguir, nos da outras caracter-
izagOes para uma Base de Grobner de um ideal.

Teorema 2.26. Fize uma ordem monomial <. Dados I um ideal nao
nulo de K[zq,...,2,] e G={g1,...,9s} C I, entao sdo equivalentes:

1. G € uma Base de Grébner para o ideal I com respeito a ordem
monomial <.

2. (ml(I)) = (ml(Q)), onde mi(I) e ml(G) indicam o conjunto
dos monomios lideres de todos os elementos de I e G respecti-
vamente.

3. f € I se, e somente se, o resto da pseudo-divisao de f pelos
elementos de G € zero.

4. [ €I se, e somente se, podemos escrever f = > " | q; - g; tal
que ml(f) = maxi<;<s{ml(g;)mi(g;)}.
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DeEMm: 1) = 2). Como G C I, certamente mi(G) C mi(I) e
consequentemente (ml(G)) C (ml(I)).

Por outro lado, seja m € ml(I), entdo existe f € I, tal que
ml(f) = m. Como G é Base de Grobner para I, existe g; € G tal
que ml(g;) | m, ou seja, existe um monoémio m; € M,, de tal modo
que m = m; - ml(g;), ou seja, m € (MI(G)) e ml(I) C (mi(G)).

Deste modo, dado h € (mi(I)) existem polinémios hq,...,h; em
Klz1,...,2zs) e f1,..., fr €I tais que

K
h = Zhi -ml(f;).
=1

Como mli(f;) € ml(I) C (ml(G)), temos que h € (mi(G)), ou
seja, (ml(I)) C (ml(Q)).

2) = 3). Como ¢1,...,9s € I, se o resto da pseudo-divisdo de
f por gi,...,gs é zero, ou seja, se existem qi, ..., qs € K[z1,...,zy]
tais que podemos escrever f = Zle q; - gi, entao f € I.

Por outro lado, suponha que (mi(I)) = (mi(G)) e que f € I.
Aplicando o algoritmo da pseudo-divisao para f e g1,...,gs, existem
polinémios 7, q1, . ..,qs € Klz1,...,xz,] tais que

fzth'gi—i—?“
i=1

com 7 = 0 ou mi(g;) t m para todo m € M(r). Assim, temos que
T:f*Zleqi’giGI.

Se r # 0, entdo temos que mi(r) € mi(I) C (ml(I)) = (ml(G)),
ou seja, existe g; € G tal que ml(g;) | mi(r), um absurdo! Seguindo,
desta maneira, que r = 0.

3) = 4). Esta implicagdo segue imediatamente do algoritmo da
pseudo-divisao (Teorema 2.17).

4) = 1). Seja f € I, como ml(f) = mazi<i<-{mi(q;) - ml(g;)},
existe g; € G tal que ml(g;) | mi(f) e, por definicdo, G é uma Base
de Grobner para I. |

Uma nota digna de mengao é que, se G é uma Base de Grobner
para um ideal I C K[zy,...,z,], entdo, pelo teorema anterior (item
4), G é também um conjunto de geradores para I.
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No Exemplo 2.18 tivemos oportunidade de constatar que o resto
da pseudo-divisdo de um polinémio f por gi,...,gs em K[z1,...,z,]
pode variar conforme a prioridade dada para os elementos g1, ..., ¢gs,
este é um fato que nao ocorre para Base de Grobner, como fica claro
no resultado abaixo.

Corolario 2.27. Se G = {¢1,...,9s} € uma Base de Grébner para
um ideal I com respeito a uma ordem monomial, entao o resto da
pseudo-divisao de um elemento f € K[z, ..., x,] pelos elementos de
G € dnico (nao importando a enumeragio de seus elementos).

DEM: Consideremos r; e ro restos da pseudo-divisao de um

polinémio f € K[zy,...,z,] pelos elementos de G enumerados de
alguma forma.
Assim, existem polindmios p1,...,ps,q1,.-.,qs € Klz1,..., 2]

tais que f— >0 1 qi-gi=r1€e f—Y i pi-g = re. Deste modo,
temos que
S

ri—ra=Y (pi—a) g€l

=1

Se 11 # 13, entao como G é uma Base de Grobner para I, deve
existir g; € G tal que mi(g;) | mi(r1 —r2) € M(r1) UM(rs), o que
nao pode ocorrer, pois 11 e 19 sao restos da pseudo-divisao de f pelos
elementos de G. Segue assim, que 1 = r3. |

Note que o teorema anterior, nos da4 uma solucao para a Pergunta
2.10 apresentada na primeira segao deste capitulo. De fato, se G é
uma Base de Grobner para o ideal I, para determinar se um elemento
f € K[z1,...,x,] pertence ou nao a I, basta computar o resto da
pseudo-divisao de f pelos elementos de G, ou ainda, verificar se existe
g € G tal que ml(g) | mi(f). Isto explica porque, ndo casualmente,
conseguimos responder a questao para o caso em que o ideal I é
principal ou gerado por um nimero finito de monomios, tinhamos em
nossas maos uma Base de Grobner, como constatamos nos Exemplos
2.22 e 2.23.

Desta forma, para nosso objetivo basta computar uma Base de
Grdébner para o ideal I dado. Tudo estaria concluido se nao tivéssemos
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passado sob alguns pontos fundamentais. Todo ideal de K[z1, ..., z,]
possui uma Base de Grébner? Em caso afirmativo, como obter uma
delas?

Na sequéncia, vamos responder a primeira destas perguntas. Ja
sabemos que ideais principais e ideais monomiais admitem Base de
Grdébner, a saber, o préprio conjunto gerador do ideal.

Proposigao 2.28. Todo ideal nao nulo I de K[zy,...,x,], possui
uma Base de Grébner com respeito a uma ordem monomial fixada.

DEM: Seja I C Klz1,...,2,] um ideal ndo nulo e considere o
ideal monomial J = (ml(I)).

Pelo Teorema 2.14 temos a garantia da existéncia de um niimero
finito de monémios my,...,ms € J tais que J = (my,...,mg).

Agora escolha elementos f1,..., fs € I tais que ml(f;) = m; para
todo i = 1,...,s. Afirmamos que G = {f1,..., fs} é uma Base de
Grobner para I. De fato, dado f € I temos que mi(f) € mi(I) C J.
Assim, existe i = 1,...,s tal que m; = ml(f;) | ml(f) e por definigdo
temos que G = {f1,..., fs} ¢ uma Base de Grobner para I. |

Mais do que garantir a existéncia de uma Base de Grobner para
qualquer ideal ndo nulo I de Kz, ..., x,], o resultado anterior nos dé
uma resposta a questao 2.9, ou seja, uma demonstracao para o Teo-
rema da Base de Hilbert, que como comentamos, é uma das pérolas
da Algebra Comutativa. Embora enunciemos tal resultado como um
corolario do resultado anterior, relembramos que o Teorema da Base
de Hilbert é mais abrangente do que o caso apresentado aqui para
anéis de polindmios.

Corolario 2.29. (Teorema da Base de Hilbert) Se I é um ideal
de K[x1,...,2,], entdo I € finitamente gerado.

DeEM: Se I = {0}, entdo {0} é um conjunto gerador para I. Por
outro lado, se I # {0}, entdo a proposi¢ao anterior nos assegura que
I admite uma Base de Grobner com respeito a uma ordem monomial
fixada, mas como observamos logo apds o Teorema 2.26, uma Base
de Grobner é um conjunto finito de geradores para I. |
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Como uma importante consequéncia destacamos:

Coroldrio 2.30. Sejam I; C Klzy,...,2,] com i € N ideais tais
que I; C ;41 para todo i € N, entao existe m € N de modo que
I, = Iy para todo j € N.

DEM: Inicialmente note que I = {J;c fi € K[z1,...,2,] é um
ideal (Exercicio), seguindo do Teorema da Base de Hilbert acima que
existem f1,..., fr € K[zy,...,2,] tais que I = (f1,..., fr).

Para cada k = 1,...,r temos que f; € I;, para algum i, € N.
Tomando m = max{iy,...,i,}, segue do fato de que I; C I;1 que
fi,oosfr€lpmel ClIy C Iy C... C 1. Portanto, temos que
I, = Iy para todo j € N. [ |

Note que a demonstracao do corolario acima utiliza apenas o fato
de que todo ideal de K[z1,...,x,] é finitamente gerado (Teorema da
Base de Hilbert).

O leitor deve ter percebido a auséncia de exercicios nesta secao,
justamente a que trata do assunto central destas notas. Questoes
interessantes e computaveis envolveriam necessariamente o calculo
de uma Base de Grobner para um dado ideal, para o qual até o
momento nao dispomos de um procedimento para sua obtengao.

Para saciar nossa curiosidade, resta agora tomar conhecimento do
método, idealizado por Bruno Buchberger, que permite, a partir de
um conjunto finito de geradores de um ideal, encontrar uma Base
de Grobner com respeito a uma ordem monomial fixada. Este é o
assunto da préxima secao deste capitulo.

2.4 Algoritmo de Buchberger

Como comentamos no inicio deste capitulo, os conceitos por tras
do método obtido por Buchberger sao simples. Vamos introduzir os
ingredientes para o procedimento que permitird obter uma Base de
Grobner a partir de um conjunto finito de geradores de um ideal de
Klz1,...,z,).
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Definigao 2.31. O minimo miltiplo comum, ou simplesmente
. A n a; n Bi ; A
MMC, de dois monémios [[,_, 7", [[;_, ;" € M, é o monémio

n n n
MMC (Hmf‘,Hmf) = Hx;”,
i=1 i=1 i=1
onde v; = max{ay, B;} para todoi=1,... n.
E realmente f4cil constatar que dados mqy, mg € M,, temos que:
my | MMC(my1,ma), ma | MMC(myi,msa)

e se my | ma, entdo MMC(my,mg) = ma.
Exercicio 2.32. Para qualquer ordem monomial <, mostre que:

it (MMCmI(),mi(9)) s ) = mt (rarC (), mite)) o)

para quaisquer f,g € Klzq,...,z,] \ {0}.

A ideia fundamental do algoritmo que apresentaremos encontra-se
no conceito de S-polindmio que apresentamos abaixo.

Definicao 2.33. Fizada uma ordem monomial em M,, e dados ele-
mentos f,g € K[zy,...,z,]\ {0}, o S-polindmio ou S-processo de
f e g, que denotamos S(f,g) € o polinémio

S(fag)—MMC(ml(f),mz(g)),(tl(ff)tliq))

Exemplo 2.34. Fizemos a ordem lexicogrdfica graduada. O S-poli-
nomiode f=y> -z eg=ay—1vy é

2
Y-z wy-—y
S(fvg)=$y2< 2y >=—$2+y2-

Exercicio 2.35. Para qualquer ordem monomial <, mostre que:

1. S(f,9) = —S(g, ) para quaisquer f,g € Klzy,...,z,]\ {0}.
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2. Se mi,ms € M, entdo S(mq,ma) = 0.

3. Para quaisquer polindmios f,g € Klxy,...,zy] \ {0} temos
mi(S(f,9)) < ml (MMC(mi(f),ml(9)) kg7 ) = MMC(m(f),m(9)).

Agora estamos aptos a apresentar o resultado crucial para um al-
goritmo que nos fornece uma Base de Grobner. Tal resultado, nos da
uma outra caracterizacao de uma Base de Grobner via S-polindmios.

Proposigao 2.36. Fizada uma ordem monomial < sobre Ml,,, temos
que um congunto G = {g1,...,9s} C K[z1,...,2,] € uma Base de
Grébner para o ideal I = {gy,...,gs) com respeito a < se, e somente
se, o resto da pseudo-divisao de todo S-polinémio S(g;,g,) pelos ele-
mentos de G € nulo.

DEM: Se G é uma Base de Grébner para I, entao como todo
S-polinémio S(g;, g;) de elementos de G é um elemento de I, segue
do Teorema 2.26 que o resto da pseudo-divisao de S(g;,g;) pelos
elementos de G ¢é nulo.

Para a reciproca, vamos supor que o resto da pseudo-divisao de
qualquer S-polinémio S(g;, g;) pelos elementos de G seja nulo. Basta
mostrarmos que para todo elemento f € [ existe gr € G, tal que

ml(gk) | mi(f).
Para tanto, dentre todas as representagoes de f na forma

f= Z(h “ i (2.1)
i=1

comgqi,...,qs € Klxy,...,z,] tome aquelas para os quais o mondmio
m = maxi<;<s{mi(¢; - ¢;)} seja o minino possivel e, dentre estas,
escolha uma representagdo de modo que H = {j; mi(g; - g;) = m}
tenha o menor nimero de elementos.

Podemos ter duas situagoes:

Caso 1: m = ml(f). Neste caso, existe um elemento g; € G tal
que ml(g;) | mi(f) e G é, por definicao, uma Base de Grobner para
1.

Caso 2: mi(f) < m. Como ml(f) = ml(>>;_, ¢ - gi) devemos
ter #H > 2, ou seja, existem ao menos duas parcelas na representagao



62 Sistemas Polinomiais, Mapas e Origamis

(2.1) com monoémios lideres iguais a m. Sem perda de generalidade
podemos supor que

tl(qr - g1) = —tl(q2 - g2)- (2.2)

Temos que

q1-91+q2-92 = th(q1)-g1+tl(q2) g2+ (g1 —tl(q1)) - 91 + (g2 — tl(q2)) - g2-

(2.3)

Note que ml((q1 — tl(q1)) - g1) < m e mi((g2 — tl(g2)) - g2) < m.
Além disto,

thq1) - g1 +tl(q2) - 92 =tl(qr-g1) - (Zﬁgi)g‘ﬁ + Zﬁgf’;ji)

(2.2) tl(q1)- tl(g2)-
2 ti(ar - gr) - (ks - ek

(2.4)

g1

=tl(q1 - g1) - (m - ”(979220

- tl(q1-91)
- MMC’(m?(lgf)l,ml(gz))S(gla92)~

Por hipétese, ao aplicarmos o algoritmo da pseudo-divisao ao S-
polinémio S(g1, g2) pelos elementos de G, obtemos resto nulo, ou seja,

encontramos polindémios hq, ..., hs € Klz1,...,2z,] tais que
S
S(g1,92) = Zhi “ i (2.5)
i=1

e ml(S(g1,92)) = ml(h; - g;) para um tnico indice j € {1,...,s}.
Pelo Exercicio 2.35, item 3, temos

ml(S(g1,92)) < ml (MMC(ml(gl)’ml(QQ)tl(g;))

e assim,

tl(q1-91) _ ml(q1-g1)
mi (MMC<m7<1gf>lmz<gz>>S (91’92)> = WCmi(g )ity " (S (91, 92))

<ml(q1 - g1) = m.
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Substituindo (2.5) em (2.4), e este por sua vez em (2.3), obtemos
uma nova representagao para f, a saber

tqr-g1)
MMC(ml(g1), ml(g2))

S

S
f= hi-gi+ (a1 —tl(a1))- 91+ (a2 —tl(g2))- g2+ _ 49
1 =3

(2.6)

i=

Agora observe que nesta nova representacao para f, as Unicas
parcelas que podem ter monomio lider igual a m estao em 2;3 Qi Gi-

Se ndo houver uma tal parcela, entao a representacao (2.1) foi mal
escolhida, pois (2.6) contraria a minimalidade de m.

Se por outro lado, existe uma parcela em Ef:3 ¢;-g; com mondémio
lider m, entdo a representacao (2.1) nao é uma que possui fH minimo?.

Qualquer uma destas possibilidades nos levam a uma contradicao,
permitindo concluir que apenas o Caso 1 pode ocorrer, ou seja, existe
gi € G tal que mi(g;) | mi(f) e portanto G é uma Base de Grobner
para o ideal I. |

A demonstracao rebuscada do resultado acima pode obscurecer a
ferramenta poderosa que temos em maos.

Antes de apresentar o algoritmo formulado por Buchberger, faca-
mos algumas observagoes sobre as ideias contidas nesse procedimento.

O ponto central, que é ao mesmo tempo, simples e genial, é partir
de um conjunto finito de geradores F' de um ideal nao nulo I de
K[z1,...,x,] e acrescentar elementos de I tais que o seus mondmios
lideres nao sao divisiveis pelos monomios lideres dos elementos do
conjunto de geradores, a saber, acrescentamos o resto da pseudo-
divisao dos S-polindémios dos geradores do ideal por F', sempre que
tal resto for nao nulo. Deste modo, obtemos um novo conjunto de
geradores de I para o qual aplicamos novamente o procedimento.

Como veremos abaixo, este processo € finito, o que o torna um al-
goritmo e passivel de implementacao. Mais ainda, o conjunto de ger-
adores obtido apds a aplicagao deste processo é uma Base de Grobner
para o ideal gerado por F.

Teorema 2.37. (Algoritmo de Buchberger) Fizada uma ordem
monomial e dado {g1,...,9s} C K[z1,...,2,], podemos obter uma

20 sfmbolo f indica nimero de elementos.
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Base de Gréobner G para o ideal I = (g1,...,gs) aplicando o sequinte
algoritmo:

ALGORITMO DE BUCHBERGER
ENTRADA: {¢1,...,9s} C K[z1,...,z,];

DEFINA Go =0, Gy :={g1,...,9s} Ei=1;
ENQUANTO G;_1 # G; FACA
SE EXISTIREM f,h € G; TAIS QUE O
RESTO 7 DA PSEUDO-DIVISAO DE S(f,h) POR
G,; E NAO NULO

ENTAO
Gi+1 =G; U {’I“};
SENAO
Giy1:= G;
1:=1+1;

SAIDA: G := G; BASE DE GROBNER PARA I.

DEM: Se em algum momento a condicional “SE” dada nos pro-
cedimentos acima for negativa, entdo pela proposicdo anterior, G;
é uma Base de Grobner para o ideal gerado por G; e consequente-
mente para I, uma vez que todos os S-polinémios dos elementos de
G; deixam resto nulo na pseudo-divisao por G;.

Resta mostrarmos que a referida negativa ocorre apés um niimero
finito de passos.

Suponha que o procedimento acima nunca finalize. Neste caso,
terfamos uma sequéncia infinita de conjuntos

Gr GGG GG G-,

onde G;11 ¢é obtido a partir de G; pela adjuncao de um elemento
r # 0 tal que mi(g) 1 mi(r) para todo g € G;.
Deste modo, teriamos uma sequéncia infinita de ideais monomiais

(ml(G1)) & (ml(G2)) G- & (ml(Gi) -

No entanto, isto nao pode ocorrer, pois como vimos no Teorema
2.14, todo ideal monomial de K[z, ..., x,] é finitamente gerado. M
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Nao nos preocuparemos com a questao de otimizagao do algoritmo
acima, no entanto algumas observagoes merecem destaque. Por ex-
emplo, é claro que se 0 S-polindémio S(f, g) tem resto nulo na pseudo-
divisdo por um conjunto de polindémios, entao h - S(f,g) também o
terd para qualquer h € K[z1,...,x,], em particular, isto nos diz que
analisando o S-polinémio S(f, g) ndo temos que nos preocupar com
o S-polinémio S(g, f).

Além disto, observe que se um S-polinémio fornece resto nao nulo
r na pseudo-divisao por um conjunto G;, entao, no passo seguinte do
algoritmo de Buchberger, este mesmo S-polindmio terd resto nulo na
pseudo-divisao pelo conjunto G;41 uma vez que G;+1 = G; U {r}.

Estas observacoes embora imediatas permitem diminuir nossos
esforcos na aplicagao do algoritmo.

E 0 momento de apresentarmos um exemplo da aplicagao do al-
goritmo acima. Dentre todas as escolhas que nos ocorre, nenhuma
parece ser melhor do que retomar o Exemplo 2.24, onde apresenta-
mos um conjunto de geradores de um ideal que nao é uma Base de
Grobner.

Exemplo 2.38. Fizemos a ordem lexicogrdfica graduada. Como vi-
mos no Exemplo 2.24, o conjunto {f = y*>—x,9 = xy—y} ndo é uma
Base de Grobner para o ideal I = (f,g). Vamos aplicar o algoritmo
de Buchberger, a fim de obter uma tal base.

Passo 1: Consideramos G1 = {f,g}. Como vimos no Exemplo
2.84, S(f,9) = —x2+y?, cujo resto da pseudo-divisio pelos elementos
de Gy éh=—2%+z.

Passo 2: Agora consideramos Go = {f,g,h}. Os S-polinémios
que merecem andlise sio S(f,h) = y* — 2% e S(g,h) = y* — xy,
lembre-se que pelo comentdrio acima, nao necessitamos nos atentar
a S(f,g) neste passo.

Como S(f,h) = (y* +1)- f+y-g+(z+1)-heS(g,h) =y-f,
ou seja, o resto da divisao por Go € nulo, temos que G = Gy =
{y? —x,2y —y, —2? + 2} é uma Base de Grébner para 1.

Recomendamos a resolucao do exercicio abaixo, uma vez que o
utilizaremos em outras passagens destas notas.

Exercicio 2.39. Cualcule uma Base de Grébner para os sequintes

ideais, utilizando a ordem lexicogrifica e a ordem lexicogrdfica gra-
duada.
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1. (z* +y°,2* + y° + 1) C Clz, y).

2?2+ 2+ 22— 4,22 +2y% — 5,2y — 1) C Clz, v, 2].
2t =33 +22—1, 24yt —22-2, y+3y3 —22—22+1) C C[z, v, 2].

(a*
2. (2°
3.
4. (2% +2y% —y — 2z, 2% — 8y? + 10z, 2% — Tyz) C Cla,y, 2].
5. (2 +y? + 22— 22, —yz —z,7 —y+22) C Cla,y,2].

6. (

r+y—z—2,x—y+2z2x+2y—2z—2) CClz,y, 2.

O leitor deve ter observado que nos referimos sempre a uma Base
de Grobner, o que sugere que um ideal pode admitir varias Bases
de Grobner. Isto é evidente ao observarmos que se acrescentarmos
um elemento qualquer do ideal & uma Base de Grobner, continuamos
com uma Base de Grobner.

Isto sugere que podemos ter elementos redundantes em uma Base
de Grobner, ou seja, elementos que podemos desconsiderar de modo
ainda a continuar com uma tal base. A proposicdo abaixo indica
como proceder tal mecanismo.

Proposicao 2.40. Seja G ={q,...,9s} wma Base de Grébner para
um ideal I com respeito a wma ordem monomial fixada. Se temos
ml(g;) | mi(g;) parai,j € {1,...,s} com i # j, entdo H =G\ {g;}
€ ainda uma Base de Grébner para I.

DEM: Seja f € I. Como G é uma Base de Grébner para [,
existe g € G tal que mi(gr) | mi(f). Se gr # g;, entdo g € H.
Por outro lado, se gx = g;, entdo como mi(g;) | mi(g;) = mi(gx) e
ml(gx) | ml(f) temos que ml(g;) | mi(f) e g; € H. Portanto, de
qualquer modo, dado f € I existe ¢ € H tal que mi(g) | mi(f),
indicando assim, que H é uma Base de Grobner para [I. |

O resultado anterior clama por uma definigao.

Definicao 2.41. Seja G uma Base de Groébner para um ideal I
com respeito a uma ordem monomial. Dizemos que G é uma Base
de Grébner Minima para I, se temos ml(g;) 1 mi(g;) para todos

gi,g; € G com g; # g;.
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Um fato que decorre facilmente, é que duas Bases de Grébner
minimas G e H de um ideal I, com respeito & uma mesma ordem
monomial, possuem o mesmo numero de elementos. De fato, para
cada g € G temos f,h € H tais que mi(f) | mi(g) e ml(g) | ml(h),
ou seja, mi(f) | mi(h). Como H é Base de Grébner minima, segue
que f = h e ml(g) = ml(f), o que estabelece uma bijecao entre os
elementos de G e H.

Mesmo possuindo o mesmo numero de elementos, nao podemos
garantir a unicidade de uma Base de Grobner minima para um ideal
com respeito & uma ordem monomial fixada. Isto é facilmente verifi-
cado no préximo exemplo.

Exemplo 2.42. Como tivemos a oportunidade de verificar no Ex-
emplo 2.38, o conjunto G = {y* — z,xy — y, —x? + x} é uma Base
de Grébner para o ideal I = (y?> — x, 2y —y) com respeito a ordem
lexicografica graduada.

Substituindo —x? + x por —2% +y* = (—2* + ) + (y* —2) € I,
temos que H = {y* — x, 2y — y, —2% + y?} € também uma Base de
Grobner para I.

E imediato verificar que ambas sdo minimas e que G # H.

Exercicio 2.43. Encontre uma Base de Grobner minima a partir de
cada uma das Bases de Grébner obtidas no Ezxercicio 2.39.

Podemos no entanto, refinar um pouco mais nossas exigéncias
sobre Bases de Grobner.

Definigao 2.44. Uma Base de Grébner Minima G para um ideal 1
€ chamada de Base de Grobner Reduzida, com respeito a uma
ordem monomial, se os elementos de G sdo ménicos e para qualquer
g; € G, ml(g;) t m para todo m € M(g;) com i # j e para todo

m € M(g;) \ {mi(g;)}-

Todo ideal nao nulo admite uma Base de Grobner reduzida?

Em caso afirmativo, como obter uma tal base?

Podemos garantir que uma Base de Grobner reduzida para um
ideal é tnica?

Responderemos a todas estas questoes de uma sé vez por meio do
seguinte resultado.
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Proposigcao 2.45. Fizada uma ordem monomial e dado um ideal
I={g1,...,9s) ndo nulo de K[zy,...,x,], exviste uma tUnica Base de
Grébner reduzida.

DeM: (Existéncia) Tomemos uma Base de Grobner minima
G para o ideal I, cuja existéncia é garantida pela Proposicao 2.40.
Trocando cada elemento g € G por %, continuamos com uma Base
de Grobner minima cujos elementos sao monicos.

Agora para cada g € G considere o resto 4, da pseudo-divisao de
g—ml(g) pelos elementos de G. Note que g—ml(g) = > i_, ¢i-gi+7y
eml(g)+ry=9—> .1 ¢-9; €I. Deste modo, temos que o conjunto
H = {ml(g) +r4; g € G} é uma Base de Grobner reduzida de I.

(Unicidade) Tomemos G ¢ H duas Bases de Grébner reduzidas
para o ideal I com respeito & ordem monomial fixada, em particular,
Bases de Grobner minimas. Assim, G e H possuem o mesmo nimero
de elementos.

Para cada g € G, existe h € H tal que mi(g) = ml(h), cuja ex-
isténcia é garantida pelo comentario que segue a Defini¢ao 2.41. Se
tivéssemos g # h, entdo g — h € I\ {0}. Mas deste modo, terfamos
que m = mi(g—h) # ml(g) = ml(h). Como g—h € I'\ {0} existiriam
elementos de G e H com mondmios lideres iguais que dividiriam o
mondmio m € M(g) UM(h), mas isto ndo pode ocorrer, pois G e H
sao Bases de Grobner reduzidas. Seguindo que g = h, e consequente-
mente, G = H. |

Exemplo 2.46. O Exemplo 2.42 nos garante que o conjunto dado
por {y? — x,xy —y, —x> + x} € uma Base de Grébner minima para
I = (y* —x,2y —y) com respeito a ordem lexicogrifica graduada.
Aplicando o método descrito na demonstracao da proposicdo anterior,
temos que G = {y* —x,zy —y, 2% — x} € a Base de Grébner reduzida
para I.

Exercicio 2.47. Encontre a Base de Grébner reduzida para cada
ideal dado no Exercicio 2.39, a partir de uma Base de Grobner minima
obtida no Ezercicio 2.43.



Marcelo Escudeiro Hernandes 69

2.4.1 Implementacgoes

O algoritmo de Buchberger nao reserva dificuldades para im-
plementacdo em softwares de manipulagao algébrica. A maioria dos
aplicativos que manipulam polinémios contém alguma rotina que cal-
cula uma Base de Grobner para um ideal.

Citemos alguns dos sistemas mais difundidos.

CoCoA (Computations in Commutative Algebra) software gratu-
ito e disponivel em http://cocoa.dima.unige.it.

Maple cujo site oficial hitp://www.maplesoft.com é um software
comercial.

Mathematica programa computacional algébrico comercial cujo
site oficial é http://www.wolfram.com.

Singular disponivel em hitp://www.singular.uni-kl.de gratuita-
mente.

Algumas das aplicagoes mais interessantes e nao triviais das Bases
de Grobner envolvem ideais com um niimero relativamente grande de
geradores em muitas variaveis o que pode tornar a aplicacao do algo-
ritmo de Buchberger uma tarefa drdua e nada estimulante sem uso
de um sistema computacional. Deste modo, ndo mais indicaremos os
passos intermediarios, como calculo de S-processos e pseudo-divisoes,
apresentando apenas a Base de Grébner do ideal manipulado, para
as quais utilizamos, na maioria das vezes, um sistema computacional
algébrico.



Capitulo 3
Aplicacoes

Bases de Grobner para ideais de K[z, ..., 2,] reservam interes-
santes aplicagoes nos mais variados ramos da matematica.

Nao é uma tarefa facil selecionar que aplicagbes abordar nestas
notas. Optamos por trés delas que aparentemente sugerem Aareas
distintas da matemadtica: estudar sistemas de equagoes polinomiais
(um problema algébrico), como decidir se um mapa pode ser colorido
utilizando apenas trés cores (um problema de origem topoldgica) e
como validar construgoes realizadas com Origami (um problema cujas
raizes sao geométricas).

O leitor sentird diferenga da abordagem feita nos capitulos ante-
riores e este. Enquanto nos anteriores nosso objetivo era apresentar
com detalhes e rigor os resultados para construir uma base sélida da
teoria, neste capitulo objetivamos as aplicagoes.

3.1 Sistemas de Equacoes Polinomiais

Uma das aplicagoes mais poderosas e conhecidas das Bases de
Grobner, encontra-se no estudo de sistemas de equagoes polinomiais,
ou seja, sistemas da forma

fi==fm=0, (3.1)

onde f; € K[z1,...,x,] parai=1,...,m.

70
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Para facilitar nossas consideracoes e fazer uso de algumas poderosas
ferramentas de Geometria Algébrica, a partir deste ponto vamos con-
siderar K = C. Na verdade, poderiamos considerar um corpo algebri-
camente fechado® qualquer.

Por “estudar” um sistema como (3.1), entendemos poder decidir
se o sistema admite solugao(des). Caso o sistema possua solugao(oes)
gostariamos de avaliar o nimero delas e em caso de um ntmero finito
determinar todas elas.

Embora o conceito de solugao do sistema (3.1) é bem intuitivo,
sejamos mais rigorosos.

n
Dado f = Z Qg H zy" € Clxy, ..., z,] dizemos que um elemento

acJ =1
(#1,...,2n) € C" é uma solugdo de f =0, se
n
f(z1,.0020) = Zaanzf‘ =0.

acJ i=1

Uma solugao para o sistema (3.1) é uma solugdo de f; = 0
paratodoi=1,...,m.

O primeiro resultado que apresentaremos é o tnico destas no-
tas que nao vamos demonstrar completamente. Uma demonstragao
provocaria um desvio de nossa rota e atrasariamos a aplicagao pro-
priamente dita das Bases de Grébner que temos em mente.

Teorema 3.1. (Teorema dos Zeros de Hilbert-Versao Fraca)
O sistema (3.1) admite solugdo se, e somente se,

1€ (f1,--s fm)-

DEM: Inicialmente note que as solugoes do sistema (3.1) sdo

solugdes de qualquer elemento f € (f1,..., fm)-
De fato, se f € (f1,..., fm), entdo f = hy-f1+... 4 hyp - frn com
hi,... hm € Clay,...,z,]. Agora, se (z1,...,2,) € C™ é solugdo do

I1Dizemos que um corpo K é algebricamente fechado, se todo f € K[z], se
expressa como produto de fatores lineares, isto é, f = a-(r —a1) ... - (x — ag),
com o, ay, ..., € K.
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sistema, entao

m

fz,o 20) = Zhi(zl,...,zn)fi(zl,...,zn) =0.

i=1
Deste modo, se 1 € (f1,..., fm), entdo o sistema considerado nao
admite solugao.

Para a reciproca veja Teorema 1 do Capitulo 4 de [S]. |

O resultado anterior determina um modo de verificar se um sis-
tema f; = ... = fn, = 0 com fi,..., fm € Clzy,...,2,] possui ou
nao solugao utilizando a teoria apresentada no capitulo anterior, pois
como vimos no Teorema 2.26, basta calcular uma Base de Grobner
G para o ideal (fy,..., fin) e utilizar o algoritmo da pseudo-divisao
para verificar se o resto de 1 por GG é nulo ou nao.

Uma variante do teorema anterior que nos auxiliara, é a que ap-
resentamos em seguida.

Teorema 3.2. (Teorema dos Zeros de Hilbert-Versao Forte)

Sejam f, fi,..., fm € Clz1,...,2,] \ {0}. A equagdo f =0 admite
todas as solugoes do sistema f1 = --- = f,, = 0 se, e somente se,
existe s € N\ {0} tal que f° € (f1,..., fm)-

DEM: Claramente, se f* € (f1,..., fm) para algum s € N\ {0},
entdo toda solu¢ao do sistema f; = --- = f,, = 0 é também uma
solugao de f° = 0 e consequentemente, da equagao f = 0.

Para a reciproca, considere uma indeterminada auxiliar y e tome
oideal J = (f1,..., fm,9) C Clz1,...,2pn,y], com g = 1—yf. Vamos
mostrar que 1 € J.

Se (21,...,2n,2) € C" éumasoluciode f) = -+ = f,, = g =0,
entdo temos h(zi,...,2,) = 0 para todo elemento h € I e assim
0=g(z1,-..,2n,2) =1—2f(z1,...,2,) = 1, um absurdo!

Assim, o sistema f; = --- = f,, = g = 0 ndo admite solugao e,
pelo teorema anterior, temos que 1 € J = {(f1,..., fm,g), ou seja,
existem h, hq,..., hy, € Clzy,. .., z,,y], tais que

1—h9+zhfz—h (L—y-f)+ Zh fi

i=1
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Substituindo y por % na equagao acima temos

G 1
1= th (xl,...,xn,f) -fi(xl,...,xn).
i=1

Podemos eliminar os denominadores da 1iltima expressao multipli-
cando por uma poténcia f° conveniente, donde obtemos polinémios
Gis--yGm € Clzy,...,z,) tais que f5=>"" g, fi € I. [ ]

Extraindo o essencial do teorema anterior, temos:

Corolario 3.3. Sejam f um polinomio e I = (f1,..., fm) um ideal de
Clx1,...,zn]. A equagdo f =0 admite todas as solugées do sistema
fi=---= fm =0 se, e somente se,

le <f177fm71_yf> Q(C[xl,...,xn,y].

DEM: Segue diretamente dos argumentos contidos na demon-
stracao do teorema anterior. |

Antes de continuarmos as consideracoes sobre um sistema polino-
mial qualquer, vejamos um exemplo que retrata uma situacao partic-
ular, um sistema linear.

Exemplo 3.4. Considere o sistema

20 +y+2+1=0
3r—y+224+1=0
—r+y—2z=0
Tomando o ideal I = 2x+y+2z+1,3x—y+2z+1,—ax+y—=2) ¢
calculando uma Base de Grébner G com respeito a ordem lexicogrdfica

temos

G={2z4+y+2z+1,3z—y+22+1,—x+y—25y—z+1,—-2z+2}
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e facilmente verificamos que 1 € I, ou seja, o sistema admite solugdo.

Além disto, note que uma Base de Grébner minima para o ideal
I é dada por {2z+y+2+1,5y—z2+1,—2z+2} e a Base de Grobner
reduzida € {x + 1,y,z — 1}.

O exemplo anterior chama a atencao para um fato curioso: a Base
de Grobner minima para o ideal gerado pelas equagoes do sistema,
nos forneceu um novo sistema escalonado e que claramente é equiv-
alente, isto é, possui as mesmas solugoes do sistema original. Além
disto, a Base de Grobner reduzida nos presenteou com um sistema,
equivalente ao original, cuja solugao nao poderia ser mais facil de ser
obtida, a saber x = -1,y =0e 2z = 1.

Na verdade, nas entrelinhas do que se esconde neste exemplo re-
side um modo de obter as solugbes de um sistema como (3.1).

O teorema abaixo evidencia e esclarece os detalhes ocultos no
exemplo anterior.

Teorema 3.5. Sejam fi,...,fm € Clz1,...,2,]. O sistema de
equacoes f1 = -+ = fp, = 0 admite um numero finito de solucoes
se, e somente se, ao considerarmos I = (f1,..., fm), com respeito

a ordem lexicogrdfica, x]* € ml(I) para algum ~; € N\ {0} e todo
t1=1,...,n.

DEM: Se o sistema f; = --- = f,;, = 0 admite um ntimero k > 0
de solugoes

(2117...,an),...,(zlk,...,znk) S (Cn,

entao os possiveis valores para as i-ésimas coordenadas das solugoes,

satisfazem h; = Hj‘zl(xz — 2i5) = x4 -+ ajnx + a0 € Clz;] com

0 < a; < k. Como as solugoes do sistema f; = -+ = f,, = 0 séo
solugdes de h; = 0, pelo Coroldrio 3.3 existe 8; € N\ {0} tal que
h? € (f1,..., fm) e consequentemente ml(hiﬁ") = x?’ﬁ’ € ml(I) para

todoi=1,...,n.

Para a reciproca, lembremos que com respeito a ordem lexicogra-
fica temos x,, <1 Tn_1 <[ ... <L To <[ T1.

Por hipétese, existe v; € N de modo que 2} € mli(I) para todo
i=1,...,n, entdo temos g, € I, tal que mi(g,) = a7, além disto,
a ordem lexicografica nos garante que g, € C[z,] e o nimero de
solugoes de g, = 0 é limitado por grs, (gn) = Vn.
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Yn—1

Como z,"7" € ml(I), temos um elemento g,—1 € I tal que
Yn—1

ml(gn—1) = z,7'. Como estamos considerando a ordem lexicogréfica
segue que g1 € Clzp_1, z,].

Para cada solugao z, € C de g, = 0, temos um numero finito de
solugbes para gn—1(Tn—1,2n), & saber, limitado por gry, ,(gn-1) =
Yn—1. Deste modo, o nimero de solugoes de g, = gn_1 = 0 é finito e
limitado por Vn—1 - V-

Procedendo deste modo, podemos garantir a existéncia de polinébmios

G1s---s9n € I com g; € Clxy,...,z,] e mi(g;) = z]' para todo
i =1,...,n cujo ntimero de solugoes de gy = ... = g, = 0 é finito e
limitado por vy - ... Vn.

Agora, como g; € I, ouseja, g; = Z;”:l g;fjcomqj € Clzy,. .., z,],
temos que todas as solugoes de f; = - = f,, = 0 sao também
solugoes de g1 = -+ = g, = 0. Como este tltimo sistema admite
apenas um numero finito de solugbes, o mesmo acontece com o sis-
tema original. |

Observe que o teorema anterior, mais do que uma condi¢ao necesséria
e suficiente para que um sistema de equagoes polinomiais admita um
nimero finito de solugoes, nos fornece um modo de encontrar tais
solugoes, basta para tanto, tomar uma Base de Grobner minima ou
reduzida para o ideal gerado pelos polinémios que define o sistema.

Analisando o método descrito na demonstragao do resultado acima,
vemos que no caso de um sistema de equagoes lineares, o processo da
eliminacao Gaussiana que efetuamos normalmente, corresponde ao
processo de redugao dos S-polinémios obtidos pelas equagoes que de-
finem o sistema. Ou seja, o método descrito na demonstracao do
resultado anterior pode ser considerado como uma generalizacao da
Eliminagdo Gaussiana.

Vejamos um exemplo do estudo de um sistema de equagoes poli-
nomiais nao lineares.

Exemplo 3.6. Vamos encontrar as solugdes, caso existam e sejam
em um numero finito, do sistema de equagoes polinomiais
2 b2 2 =4
22 +2y°2 =5
rz=1.
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Ao computarmos uma Base de Grobner minima para o ideal I
dado por (x? +y? + 2% — 4,22 +2y?> — 5,22 — 1) com respeito a ordem
lezicografica, obtemos

G={r+25 32,92 — 2% —1,22" — 3%+ 1}.

Constatamos que 1 € I, ou seja, o sistema admite solu¢do e, uma
vez que x,y% 2t € mi(I), o 4ltimo teorema garante que o sistema
dado tem um ndmero de solugoes menor ou igual a

gre(@? +22° —32) - gry(y? — 22 — 1) - gr.(22* — 322 + 1) = 8.

Além disto, podemos obter todas as solugoes. De fato, a equacdo
224 — 322 +1 =0 admite como solucio 1 e i%.

Substituindo cada uma das possibilidades em x + 223 —32 =0 e
y? — 22 —1 =0, temos que as solu¢des do sistema sdo:

(17i\/§7 1) ) (717:&\/5771) ) \/§7i@7@ ) 7\/§ai@aiﬁ .
27 2 2 2
Exercicio 3.7. Estude os sistemas polinomiais abaizo.
Caso possuam um nimero finito de solugao, determine-as.

1. (2*=3y3+22 -1, 2t +y*—22-2,y* +3y> —22—22+1) € C[x, y, 2].
2. (2% +2y? —y — 22,22 — 8y? + 102,22 — Tyz) € Clx,y, 2].

3. (2 +9y?+22—22,—yz—x,0 —y+22) € Cla,y,2].

3.2 Coloracao de Mapas

Tome ou, mais radicalmente, desenhe um mapa com regioes bem
delimitadas. Qual o niimero minimo de cores necessarias para colorir
o mapa de forma que regides vizinhas? ndo recebam uma mesma cor?

Esta questao foi levantada pela primeira vez em 1852 por Francis
Guthrie, enquanto coloria um mapa da Inglaterra. Guthrie conjec-
turou que o niimero minimo de cores necessarias para colorir qualquer
mapa seria quatro. Tal conjectura ficou conhecida como o Problema
das quatro cores.

2Regibes que se tocam em apenas um ponto nio sdo consideradas vizinhas.
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A primeira demonstragdo para este fato foi dada em 1976 por Ken-
neth Appel e Wolfgang Haken e se baseia na redugdo a um nidmero
finito de situagoes a serem testadas. Para se ter uma ideia, o nimero
de situagoes era tao grande que foram necessarias mais de mil horas
de uso de computadores de alta velocidade. Tal fato causou polémica,
uma vez que os calculos envolvidos sao impossiveis de serem verifica-
dos humanamente.

Em 1994, no Congresso Internacional de Matematica, em Zurique,
Paul D. Seymour, Neil Robertson, Daniel P. Sanders e Robin Thomas
apresentaram uma demonstracao simplificada para o Teorema das
Quatro Cores, reduzindo a quantidade de célculos para um nivel
tolerdavel. No entanto, ainda nao conseguiram dispensar o uso de
computador, fato que continua a despertar o interesse de muitos.

O problema das quatro cores pode ser reformulado em termos de
grafos. No entanto, nao serd esta nossa abordagem. Na verdade,
estaremos interessados em um problema derivado do Teorema das
Quatro Cores.

Uma vez que todo mapa pode ser colorido com quatro cores e é
imediato decidir se um mapa pode ser colorido com duas cores, basta
nao termos regioes com uma triplice fronteira, a questao que se poe
é de como decidir se um mapa pode ser colorido utilizando apenas 3
cores? Em caso afirmativo, como proceder a coloracao?

Para apresentar uma solucao para este problema, que chamare-
mos de Problema das Trés Cores, vamos “algebrizar” tal questao,
ou seja, vamos expressar por meio de um sistema de equagoes poli-
nomiais todas as informacgoes necessarias para caracterizar a situagao
observada no mapa dado.

Para modelagem do problema iremos utilizar alguns resultados so-
bre nimeros complexos, mais especificamente, sobre raizes da unidade,
que para comodidade do leitor reunimos na subsegao a seguir.
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3.2.1 Raizes da Unidade

Vamos recordar alguns fatos e resultados sobre niimeros com-
plexos os quais utilizaremos em nossa abordagem na subsecgao seguinte.

O Teorema Fundamental da Algebra assegura que todo polinémio
p € C[z] admite gr(p) rafzes. Deste modo, o polinémio p = 2™ — 1
admite n raizes que chamamos de raizes n-ésimas da unidade.

As raizes n-ésimas da unidade sdo todas distintas e sdo precisa-
mente os elementos do conjunto

U {COS<W>+i'56n<M);k0,...,711}.
n n

O ntmero complexo

w=cos| — | +1-sen| —
n n

é chamado uma raiz primitiva n-ésima da unidade e temos que

& (2k7r> , <2k7r>
w'=cos| — | +r-sen| — |,
n n

ou seja, as raizes n-ésimas da unidade sao {w*;k =0,...,n —1}.
Exercicio 3.8. Sejam 1,w e w? as raizes cubicas da unidade, isto é,
as raizes do polinémio p = x> — 1. Mostre que as Unicas solucdes da
equacdo yy + yo +ys = 0 tais que y; € Uz = {1,w,w?} sdo aquelas
para as quais Y1,y € ys assumem valores todos distintos.

3.2.2 O Problema das Trés Cores

Vejamos agora com modelar o problema das trés cores.

Inicialmente, indicaremos cada uma das cores a serem usadas por
uma raiz ctibica da unidade, usando as notacoes da secao anterior, as
trés cores serdo interpretadas como 1,w e w?.

Cada uma das regides sera representada por uma indeterminada.
Assim, se 0 mapa consiste de n regides, o anel de polinémios consid-
erado serd Clzy, ..., Zy].
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Note que, podemos expressar o fato de que cada regiao pode ser
colorida por uma das cores, isto ¢, 1, w ou w?, indicando que a resposta
para o problema, encontra-se entre as solugoes do sistema

x?—le; para todoi=1,...,n.

Ainda devemos “equacionar” a restricao de que duas regioes viz-
inhas x; e x; ndo podem ser coloridas com uma mesma cor. Isto pode

ser feito observando que z? = 23, ou ainda,

% VR

x} — ) = (v — x;) - (2] + iz + 25) = 0.
Como z; — z; nao deve ser nulo, pois isto indicaria que as regioes x;
e x; receberiam a mesma cor, devemos ter 7 4 x;x; + 5 = 0.
Agora estamos aptos a resolver o problema. De fato, para decidir
se um mapa M de n regides pode ser colorido com trés cores, de
modo que regides adjacentes recebam cores distintas, basta estudar

o sistema 5
{8 o (32)
T} +zijx + 21 =
onde i = 1,...,n, x; e x} percorrem todas as regides que possuem

fronteira comum.
Como vimos, no Teorema 3.1, o problema tem solugao se 1 ¢ I,
onde I é o ideal gerado pelos polindémios envolvidos no sistema (3.2).
Para ilustrar o descrito acima, verifiquemos se é possivel colorir a
regiao nordeste do territorio brasileiro, usando apenas trés cores.
Para tanto, vamos utilizar a seguinte associagao:

Estado indeterminada
Maranhao T
Piaui To
Ceard T3
Rio Grande do Norte Ty
Paraiba x5
Pernambuco Te
Alagoas T7
Sergipe T
Bahia Tg
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Maranhao

Figura 3.1: Regiao Nordeste do Brasil.

Observando as regides no mapa, o sistema a ser estudado é

r3—-1=0
a3+ ajry +ap =0,

comi=1,...,9e(j,k) € {(1,2),(2,3),(2,6),(2,9),(3,4), (3,5),(3,6),
(4,5),(5,6),(6,7),(6,9),(7,8),(7,9), (8,9)}.

O proximo passo € aplicar o algoritmo de Buchbeger para o ideal T
gerado pelos polindomios envolvidos no sistema anterior com respeito
a ordem lexicografica.

Calculando a Base de Grobner reduzida para o ideal I gerado
pelos polindmios envolvidos no sistema anterior com respeito a ordem
lexicografica, obtemos:

G= {o3—1,23 + xswg + 2}, 7 + x5 + 29,26 — T3, T5 + T3 + To,
2
Ty — Ty, T3 — Tg, Ty + Ty + L9, T{ — T12g — T1Tg + TgTo}.

Podemos constatar facilmente que 1 € I e o Teorema 3.1 garante
que o sistema admite solucao, ou seja, o mapa pode ser colorido com
3 cores sem que duas regioes adjacentes admitam a mesma cor.

Além disto, a Base de Grobner G nos indica como colorir o mapa
a partir das solugoes do sistema. Para tanto, temos agora que fazer
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o caminho contrario ao que realizamos ao modelar algebricamente o
problema, ou seja, devemos interpretar o que cada polinémio de G
representa.

A equagdo z3 — 1 = 0, indica que podemos escolher qualquer
cor para Tg, digamos a cor ¢;. Como vimos, x3 + zgxg + 25 = 0 é
interpretada como o fato de que a cor de zg nao pode ser a mesma
que xg assume. Assim, atribuimos a zg a cor c;. Uma vez que a
equagao x7+ g+ x9 = 0 deve admitir solugoes entre as raizes cibicas
complexas da unidade, o Exercicio 3.8, indica que z7,zg e g devem
assumir valores distintos, ou seja, x7 deve ser colorida com uma cor
distinta das cores utilizadas para zg e zg. O mesmo se pode dizer
das equagoes x5 + xg + 9 = 0 e 92 + g + x9g = 0. Assim, reservamos
a Ccor c3 para Iy, Ts € Ta.

As equacgoes rg —rg = 0 e x4 —xg = 0 correspondem a informagao
de que xg e x4 assumem a mesma cor de xg, isto é, ca. Do mesmo
modo que a equagao x3 — g = 0 indica que devemos associar & x3 a
mesma cor dada a xg9. Analisemos agora a equagao

0= x% — T1x8 — T1Xg + TgTg = (1 — x38) - (T1 — T9).

Note que temos as possibilidades: z; —xs = 0 ou 21 — zg = 0.
Portanto, atribuimos a x1 a mesma cor de xg ou a cor usada em xg.

Resumindo os dados oriundos da interpretagao das equagoes obti-
das pelos elementos de G temos duas situagoes:

Situagao 1: Situagao 2:
Cor | Regiao Cor Regiao
C1 T1,x3,T9 C1 I3,x9
C2 Ty,T6,T8 C2 T1,24,%6, T8
€3 | T2,T5,%7 c3 T2, X5, X7

Devemos observar que as duas situacgoes acima para colorir o mapa
da regiao nordeste do Brasil, sao precisamente os tinicos modos de
fazé-lo, a menos de permutacao das trés cores.

Exercicio 3.9. Decida se o mapa da América do Sul pode ser col-
orido com apenas trés cores. Em caso afirmativo, encontre os modos
distintos de proceder tal coloragdo.
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Figura 3.2: Situagoes 1 e 2.

3.3 Validagao de Origamis

Nas secoes anteriores apresentamos algumas aplicagoes voltadas
a algebra e a topologia. Iremos agora apresentar uma interessante
forma de utilizarmos as Bases de Grobner para a validagao matematica
de Origamis.

A palavra Origami se deriva das palavras japonesas Oru que
significa dobrar e de Kami cujo significado é papel.

O Origami nada mais é do que a arte de fazer dobras em uma
peca de papel, onde nao é permitido realizar cortes ou colagens.

Mais do que um simples entretenimento, por tras do Origami
encontramos muitas aplicagoes, para se ter uma ideia, o problema do
Origami rigido, que consiste em substituir o papel por metal, é de
grande utilidade e tem sido estudado e usado para levar ao espaco
grelhas de painéis solares para satélites.

Hoje, a arte do Origami, tem tomado varias direcoes e os artistas
cada vez mais utilizam livremente sua criatividade para construir suas
pecas. No entanto, o Origami classico segue determinadas regras ou
operacoes basicas que sdo chamadas de Axiomas de Huzita que sao
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realizadas sobre um papel de formato obrigatoriamente quadrado.
Os Axiomas de Huzita sao:

1. Dados dois pontos A e B, podemos realizar uma dobra através
deles.

2. Dados dois pontos A e B, podemos fazer uma dobra sobrepondo
um dos pontos ao outro.

3. Dadas duas linhas® r e s, podemos fazer uma dobra sobrepondo
as duas linhas.

4. Dados um ponto A e uma linha r, podemos realizar uma dobra
que é perpendicular a r e passa por A.

5. Dados dois pontos A e B e uma linha r, podemos fazer uma
dobra passando por B tal que a dobra sobrepoe A e r, ou essa
dobra é impossivel.

6. Dados dois pontos A e B e duas linhas s e r, podemos realizar
uma dobra sobrepondo A a s e B ar, ou essa dobra é impossivel.

Note que os Axiomas 5 e 6 tém limitacoes geométricas, ou seja,
nem sempre podem ser aplicados a quaisquer configuragoes de pontos
e linhas. Por exemplo, se a reta determinada por A e B é perpendicu-
lar a reta r com A entre B e r, entao nao se pode aplicar as operagoes
descritas nos Axiomas 5 e 6.

Além de criar figuras de animais, flores e outros objetos para
distracao e deleite de muitos, um dos interesses que o Origami tem
despertado nos matematicos é a possibilidade de realizar certas con-
strucoes que ferramentas cldssicas como régua (sem graduagao) e
compasso nao permitem.

3Uma linha é o vinco no papel que obtemos ao realizarmos uma dobra e
desdobrarmos.
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E um capitulo particularmente interessante, o estudo dos trés
problemas classicos da Geometria Grega que envolvem construgoes
com régua e compasso:

1. (Quadratura do circulo) Como construir um quadrado com
area igual a de um circulo dado?

2. (Trisecgao do angulo) Como dividir um &ngulo dado em trés
partes de mesma medida?

3. (Duplicac¢do do cubo) Como construir um cubo com o dobro
do volume de um cubo dado?

Estes problemas impulsionaram o desenvolvimento da Teoria de
Grupos e culminaram com os célebres trabalhos do jovem e precoce
Galois. Os resultados contidos em seus estudos permitiram garan-
tir a impossibilidade das construgoes requisitadas nos 3 problemas
classicos.

No entanto, os axiomas de Huzita permitem realizar construgoes
que vao além das possiveis com régua e compasso. Dentre tais con-
strucoes encontramos uma que resolve o Problema da Duplicacao do
Cubo.

Vejamos o que estd por tras deste problema. Se o cubo dado tem
aresta de medida «, entdo seu volume é o. O cubo a ser construido
deve ter volume 20, ou seja, deve ter aresta de comprimento av/2.

Dados dois segmentos, por meio de régua e compasso, podemos
construir um segmento com comprimento igual ao produto e ao quo-
ciente dos comprimentos dos dois segmentos. Como « é dado, o
problema estard resolvido se pudermos construir um segmento de
comprimento 2.

Na figura a seguir apresentamos como realizar a construcao de /2
utilizando os Axiomas de Huzita.

Vamos identificar os axiomas utilizados nas construgoes realizadas:

Passo 1: Sobrepomos as retas AC e BD (Axioma 3) e determi-
namos o ponto P em AB.

Passo 2: Desdobramos.

Passo 3: Realizamos uma dobra sobrepondo C' a P (Axioma 2)
o que determina o ponto £ em BD e o ponto K em C'A.

Passo 4: Fazemos uma dobra que é perpendicular a reta BD
passando por E (Axioma 4) determinando o ponto F' na reta AC.
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Figura 3.3: Construcao de v/2 via Origami.

Passo 5: Sobrepomos as retas AB e F'E (Axioma 3) que nos dd
os pontos G em BD e H em AB.

Passo 6: Desdobramos.

Passo 7: Realizamos uma dobra sobrepondo F' a reta HG e C a
reta BD, determinando o ponto J.

Deste modo, temos que

BJ=1JD V2.

H4 uma questao que nao podemos deixar de levantar: o que
garante que a construgao realizada realmente nos fornece o resultado
e ndo uma aproximagao grosseira? Nao estamos aqui questionando a
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acuidade visual, nem a falta de precisao ao realizar as dobras. Dig-
amos que estamos em uma situagao ideal, ou seja, nao temos proble-
mas e erros de natureza fisica. Como validar o resultado obtido pelas
dobras realizadas?

A ideia é, como no caso da coloracao de mapas, modelar o prob-
lema de modo a traduzir as operagdes realizadas no Origami e os
objetos envolvidos em termos de um sistema de equagoes polinomiais
hi=...=hy = 0. O mesmo é feito com o resultado que suspeitamos
ser verdadeiro, ou seja, expressamos sob a forma t; = ... =1t¢, = 0.

Para tanto, vamos fazer uso da Geometria Analitica, uma vez que
esta permite “equacionar” os objetos geométricos envolvidos, bem
como suas propriedades. Uma vez obtidas as equacoes, consideramos
o ideal I dado por {(hi,...,hm).

Para verificar que a construcao realizada através do Origami é
verdadeira e garantir que a mesma é vélida para qualquer situacgao,
basta verificarmos se todas as solugoes do sistema h; = ... = h,, =0
sao também solucoes de t; = ... =t, = 0. Isto por sua vez pode ser
verificado invocando o Teorema dos Zeros de Hilbert (Versao Forte)
3.2, ou ainda, o Corolario 3.3, isto é, basta verificarmos se 1 pertence
a(hi,...,hpm, 1 —y-t;) para todo j € {1,...,r}.

Vamos aplicar o descrito acima no exemplo dado da construgao
de ¥/2 via Origami.

Para facilitar as expressoes, sem perda de generalidade, podemos
atribuir um sistema de coordenadas cartesianas ao quadrado ABDC
de modo que C = (0,0),D = (1,0),A=(0,1) e B = (1,1).

Os Passos 1 e 2, nos dao que as coordenadas de P sao (%, 1).

O Passo 3 determina os pontos E = (1,a) e K = (0, k), tais que

d(C,K)=d(K,P) e KP 1L PE,

que nos dao respectivamente

1\2 5

= — 1_ 2 — —

k \/<2> L=k = k=
1 1 1
<2,1k>~(12,a1)0 = a=g,

ou seja, os Passos 1,2, 3 e 4 permitem dividir um segmento (no caso
BD) em trés partes iguais.
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Nos Passos 5 e 6, obtemos os pontos G = (1, %) e H= (O, %)

Finalmente, chegamos ao tdltimo passo, que é crucial para nossa
conclusao. O fato de justapor o ponto C' em BD originando o ponto
J = (1,j) e o ponto F em HG obtendo o ponto M = (m, %), pode
ser modelado pelas condigoes:

d(C,F)=d(J,M), CFM=FMJ e CJ\\FM.

Denotando por a e § a medida de CFM e FMJ respectivamente,
temos que o = 3 é equivalente a

cos(a) = cos(B) < EC - MF = MF M
- [FC|-|MF|  |MF|-|MJ|

ou em termos polinomiais, por meio de relacoes conhecidas da Ge-
ometria Analitica,

. 2
(L=m)?+(j=3) —5=0
Ltam - l-m+i-(i-2)=0 (3.3)
j-m+%=0.

A afirmacio que queremos verificar é BJ = JD - ¥/2 que pode ser
expressa por

(1—4)3 =253 ouseja, (1—35)°—253=0.

Como comentamos, para validar a construcio devemos verificar
se todas as solugoes do sistema 3.3 sdo solucoes de (1 —5)3 —25% =0,
que é equivalente a verificar se 1 € I onde

I=((1—m)2+(j—§)2—;7—;+m'(1—m)+;"j'(j—§>7

jom =y (1= )" = 2),

0 que é constatado ao calcularmos a Base de Groébner reduzida para
o ideal I com respeito a ordem lexicografica. Portanto, realmente a
construcao nos d4 um modo de obter /2 e o problema da duplicacio
do cubo pode ser resolvido por meio de Origami.
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Exercicio 3.10. Mostre que na sequéncia de passos a sequir, o angulo
KAB tem medida igual a um terco da medida do angulo EAB para
qualquer posicao do ponto E sobre o segmento C D, provando assim
que o problema da trisec¢ao do angulo pode ser resolvido por meio de
Origami.

D FE C A L B
G F

A B Passo1

D _F C D ) c

Ghovoo WFA B
1

A Pasoz P T Passo3

D _F C
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D E C D 1) C
L
F O F
H I J H
L o
Passo 6 B A Passo 7 B

Abaizo identificamos os axiomas utilizados nas construgoes real-
izadas:

Passo 1: Sobrepomos as retas AB e DC (Azxioma 3), determi-
nando o ponto G em AD e o ponto F' em BC.

Passo 2: Desdobramos.

Passo 3: Realizamos uma dobra sobrepondo AB a GF, de acordo
com o Axioma 3, o que determina o ponto I em AD e o ponto H em
BC.

Passo 4: Desdobramos.

Passo 5: Procedemos uma dobra sobre os pontos A e E, ou seja,
utilizamos o Azioma 1.

Passo 6: Realizamos uma dobra sobrepondo A a reta IH ¢ G a
reta AE, determinando os pontos K em IH e L em AE (Azioma 6).

Passo 7: Desdobramos e obtemos que

KAB tem medida igual a um terco da medida de EAB.
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elemento neutro, 2
elemento, simétrico de um, 2

fechado, corpo algebricamente, 71
fragoes, corpo de, 4

Grobner Minima, Base de, 66
Grobner Reduzida, Base de, 67
Grobner, Base de, 54

graduada reversa, ordem lex., 27
graduada, ordem lexicografica, 27
grau, 6

grau (total), 18, 19

grau em z;, 19

grau ponderado, 27

Hilbert, Teo. dos Zeros, 71, 72
Hilbert, Teorema da base, 58
Huzita, axiomas de, 82

ideais triviais, 37
ideal, 36
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ideal monomial, 42

ideal principal, 37
igualdade de polinémios, 5
integridade, dominio de, 3
invertivel, elemento, 2

lider, coeficiente, 6, 29

lider, monomio e termo, 6, 29
Lema de Dickson, 43
lexicografica graduada reversa, 27
lexicografica graduada, ordem, 27
lexicografica, ordem, 26

Minima, Base de Grobner, 66
minimo multiplo comum, 60
monico, polinémio, 6

Maple, 69

Mathematica, 69

MMC, 60

monodémio, 6, 18

monomio lider, 6, 29
monomial, ideal, 42
monomial, ordem, 22

neutro, elemento, 2

operagao bindria, 1

oposto de um elemento, 2
ordem lex. graduada reversa, 27
ordem lexicografica, 26

ordem lexicografica graduada, 27
ordem monomial, 22

ordem ponderada, 27

ordem total, 21

ordem, boa, 22

ordem, relagao de, 21

origami, 82

peso, 27

93

polinémio, 5

polinémio constante, 5
polinémio monico, 6
polinémio, raiz, 13
polinémios, anel de, 18
ponderada, ordem, 27
primitiva da unidade, raiz, 78
principal, ideal, 37

Problema da coloragao, 76, 77
pseudo-divisao, 46

quadratura do circulo, 84
Quatro cores, problema das, 76
quociente da divisao, 10, 31

raizes n-ésimas da unidade, 78
raiz de polinémio, 13

Reduzida, Base de Grobner, 67
relacao de ordem, 21

resto da divisao, 10, 31

reversa, ordem lex. graduada, 27

simétrico de um elemento, 2

Singular, 69

Teo. dos Zeros de Hilbert, 71, 72
Teorema da Base de Hilbert, 58
Teorema das Quatro Cores, 76
termo, 6, 18

termo lider, 6, 29

total, grau, 18

total, ordem, 21

Trés cores, problema das, 77
triseccao do angulo, 84

triviais, ideais, 37

unidade, elemento, 2
unidade, raizes n-ésimas, 78

Zeros de Hilbert, Teo. dos, 71, 72



