“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page i — #1

Introducao a Analise

Matematica na Reta

Claus I. Doering

Instituto de Matematica
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

1° Coléquio de Matematica da Regiao Sul

UFSM — Santa Maria
26 a 30 de abril de 2010



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page ii — #2

Nenhuma parte deste livro pode ser reproduzida, por
qualquer processo, sem a permissao do autor.

COPYRIGHT (© by Claus I. Doering



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page iii — #3

Para a Luisa e o Guilherme



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page iv — #4

Sumario

Prefacio vi

1 Ntumeros

1.1 Racionais . . ... .. . . . .. ... ... . 1
1.2 Reais. . . . . . . . . . e 11
1.3 Exercicios . . . . . . . . . 24

2 Sequéncias

2.1 Sequéncias. . . . . .. ... 28
2.2 Convergéncia . . . . . .. .. ... 34
2.3 Subsequéncias . . . . . .. ... 43
2.4 Exercicios . . . . . .. ... o 48
3 Continuidade
3.1 Continuidade num Ponto . . . .. . ... ... .... 53
3.2 Continuidade num Intervalo . . . . . ... .. ... .. 58
3.3 Exercicios . . . . . . ... ... 66
4 Derivada
4.1 Derivada num Ponto . . . . . . ... ... ... . ... 71
4.2 Derivada num Intervalo . . . .. ... .. ... .... 82
4.3 Primitivas . . . . . . ... 88
4.4 Exercicios . . . . . .. ... o 92

iv



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page v — #b5

SUMARIO

5 Integral
5.1 Imtegral . . . . .. .. . ...
5.2 O Teorema Fundamental . . . . . .. ... .......
5.3 Exercicios . . . . . . .. ...

Apéndice

Al Logica e Teoria de Conjuntos . . . . . ... ... ...
A2 Corpos Ordenados . . . .. ... ... .........
A3 Os Completamentos de um Corpo . . . . .. .. ...
A4 Completamentosde Q . . . . .. ... ... ... ...
A5 Exercicios . . . .. ...

Bibliografia

Indice Remissivo

95
105
111

115
125
132
140
146

152

155



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page vi — #6

Prefacio

O 1° Coldquio de Matematica da Regiao Sul esta sendo promovido
pela Sociedade Brasileira de Matematica e serd realizado na Universi-
dade Federal de Santa Maria, de 26 a 30 de abril de 2010. Inspirados
pelo que vem acontecendo hi décadas nos Coléquios Brasileiros de
Matemaética, os organizadores solicitaram que houvesse um texto para
cada minicurso oferecido nesse evento inédito, para que os ouvintes
nao precisassem tomar (muitas) notas durante as apresentagoes.

Nosso objetivo nas cinco aulas de cinquenta minutos do nosso mi-
nicurso de mesmo nome é partir da reta real na primeira aula e chegar
ao Teorema Fundamental do Célculo na quinta aula; na segunda aula
trataremos de sequéncias, na terceira de continuidade e na quarta
de derivada e integral. Em todas as aulas, discutiremos somente os
conceitos e resultados que sao necessarios para enunciar e demonstrar
aquele teorema.

O contetddo deste texto estd em concordancia com o que seréd apre-
sentado no minicurso. Entretanto, estimamos que somente a metade
do texto oferecido poderd ser abordado em sala de aula.

Cada um dos cinco capitulos apresenta uma pequena lista de
exercicios. O grau de dificuldade da resolucao dos exercicios varia
bastante, indo desde os de fixacao de compreensao do contetido até
alguns mais desafiadores, talvez mais indicados para os leitores que
nao estejam vendo este assunto pela primeira vez.

Um sexto capitulo, o Apéndice, apresenta vérios tdpicos que nao
serao abordados no minicurso, mas que entendemos serem de inte-
resse num primeiro contato com a Andlise Matemédtica. Na primeira
secao apresentamos uma introducao a Légica Matematica necessaria
para desenvolver o assunto e que pode ser considerada pré-requisito.

vi
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Na segunda secao do Apéndice tratamos da estrutura dos corpos or-
denados e nas tltimas duas segoes apresentamos, primeiro, as vérias
equivaléncias do axioma do supremo e, depois, esbocamos as duas
construgoes dos numeros reais, criadas por R. Dedekind e G. Cantor.

Todos os assuntos desenvolvidos neste texto sao de conhecimento
publico e aparecem, ha décadas, numa quantidade enorme de livros,
escritos em todos os idiomas do planeta, bem como, especialmente
neste milénio, na internet. Na bibliografia e nos epilogos ao final de
cada capitulo apresentamos sugestoes de estudo e leitura para depois
do minicurso.

No entanto, nao podemos deixar de ressaltar que, ao contrario
dos outros textos, desenvolvemos todo nosso material sem, jamais,
utilizar um tnico argumento do tipo € — § (em particular, tampouco
aparecem limites de fungdes). Em vez disso, utilizamos somente limi-
tes de sequéncias, ou seja, sé precisamos de e. Isso até é comum para
introduzir o conceito de continuidade, mas a versao de Weierstrass—
Carathéodory que utilizamos para a derivada é muito menos conhe-
cida. Entendemos que, num primeiro contato com a Anélise Ma-
temdtica na reta, essa abordagem é mais indicada.

Varias partes deste texto foram usadas como notas de aula nas dis-
ciplinas de Analise Real dos Cursos de Licenciatura em Mateméatica
da UFRGS, e nao poderiamos deixar de agradecer a todos os alunos
que nos ajudaram a melhorar aquelas notas. Evidentemente, ficari-
amos muito felizes se os leitores interessados mandassem sugestoes,
criticas e indicagoes de erros (de Matemética ou de impressao!) para
nosso endereco eletronico cdoering@mat.ufrgs.br.

Bom minicurso.

Porto Alegre, 20 de fevereiro de 2010

Claus I. Doering
UFRGS
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Capitulo 1

Numeros

O que sao derivadas e integrais? Limites. O que sao limites? Nume-
ros. E o que sao niimeros?

1.1 O Corpo Incompleto dos Racionais

O conjunto Q de todos os numeros racionais possui uma estrutura
matematica conhecida como corpo, basicamente herdada das opera-
¢oes usuais dos niimeros inteiros que, por sua vez, provem das duas
operagoes mais elementares, a soma e o produto de niimeros naturais.

Para fixar a notagao, denotamos o conjunto dos niimeros naturais
1,2,3,... por N e o dos inteiros 0,£1,+2,... por Z. Nao veremos,
aqui, a axiomatizacao de N (onde vale a indugdo matemdtica) nem a
construcao de Z a partir de N e a de Q a partir de Z; basta lembrar
que, com as devidas identificagoes, temos as inclusoes

NCZcCQ.

O conjunto dos naturais é fechado em relacao a soma e ao produto
de naturais, mas nao é fechado em relacao a diferenca de naturais.
O conjunto dos inteiros é fechado em relagao a soma, ao produto e a
diferenca de inteiros, sendo que 0 é o elemento neutro da soma e 1 o
do produto, mas nao é fechado em relagao a divisao de inteiros.
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2 CAPITULO 1. NUMEROS

No entanto, Q é fechado em relagao a soma, ao produto e a ambas
diferengas e divisao (por racional ndo nulo), sendo a soma e o produto
associativos e comutativos, e o produto distributivo perante a soma.
Por isso, o conjunto Q dos racionais, com a soma e seu neutro 0 e
com o produto e sua unidade 1, possui a estrutura de um corpo.*

Entretanto, lembre que ha uma infinidade de maneiras diferentes
de escrever o mesmo racional, ja que, para m,n,p,q € Z, temos

m _ P —
W = g = mq=pn.
Observe, entretanto, que cada racional positivo pode ser escrito de
maneira Unica como a/b, com a,b € N primos entre si, isto é, tais
que 1 é o unico divisor comum de a e b. Se a e b sao primos entre si,
entao de
a m
= (1.1)
b n
sempre decorre que m = pa e n = pb, para algum p € Z.

Em @Q também temos uma ordem total, compativel com as opera-
¢oes de soma e produto, herdada da ordem natural dos inteiros, em
que a diferenga entre dois inteiros consecutivos

<4< -3<-2<-1<0<I<2<3<4<

é sempre igual a 1 e cada racional fica “entre” dois inteiros consecuti-
vos. De fato, em Z vale o algoritmo da divisao geral, qual seja, dados
m € Z e n € N quaisquer, sempre m = gn + r, para certos ¢,r € Z,
com “resto” 0 < r < n. Assim, gn < m < (¢ + 1)n e, portanto,
dividindo por n, temos ¢ < < ¢ + 1 para o racional x = 7+ € Q.

Essa interpretagao geométrica dos racionais é muito 1til. Numa
reta infinita, marcamos dois pontos quaisquer e os identificamos com
0 e 1; é costume marcar 0 a esquerda de 1. A partir dessa escala,
podemos marcar todos os inteiros ao longo dessa reta, espagados por
uma unidade, que é a “distancia” entre 0 e 1, bem como os racionais.
Por exemplo, % fica na metade entre 0 e 1, sendo que os multiplos
% m de % ficam igualmente espacados entre si, bem como os miultiplos

1 11
de 3 40 5o etc.

*No Apéndice A2, pode ser encontrada a algebra dos corpos.
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A totalidade dos nimeros racionais pode, portanto, ser interpre-
tada como uma “reta” que se estende indefinidamente em ambos
sentidos, sendo que x < y se, e sO se, x esta a esquerda de y.

Figura 1.1 A reta racional

Observe que, se o racional x estd a esquerda do racional y, entao
existe pelo menos o racional z = %(:c + y) entre os dois, que é o
ponto médio entre x e y. Consequentemente, existe uma infinidade
de racionais entre dois racionais quaisquer.

—t—t——t——q Q
Y
Figura 1.2 Q tem uma infinidade de elementos em toda parte

A ordem nos permite definir o valor absoluto |z| de x, como sendo
r,sex > 0,e —x, se z <0, que interpretamos como a distancia de x
& origem. Assim, sempre |z| > 0, com |z| = 0 se, e 86 se, x = 0. Em
particular, interpretamos |« — y| como a distancia entre x e y.

De posse da nogao de distancia podemos introduzir em Q, como
em qualquer corpo ordenado, todos os conceitos basicos da Anélise
Matematica, tais como sequéncias convergentes, fungdes continuas,
fungoes derivaveis e a integral. No entanto, em corpos ordenados
muito gerais, podem nao ocorrer algumas propriedades que estamos
acostumados a usar, por exemplo, a convergéncia da sequéncia %
a 0. Essa propriedade, entretanto, pode praticamente ser vista na
representagao de Q como uma reta.

Teorema 1.1. Dado qualquer x € Q positivo, existe n € N tal que

1
0< 2 <um.
11
97
- : Q
0 iliil 1 1
8654 3 2

Figura 1.3 Q é um corpo arquimediano
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Demonstragao. A afirmagado é evidente para x maior do que % Se
0 <z <1, entao x é uma fragao -, com r,m € Ne 0 < r < m.

Assim, temos 1 < 2r e, portanto, 0 < ﬁ <=z O

Em virtude dessa propriedade, dizemos que Q é um corpo orde-
nado arquimediano.” Entretanto, mesmo sendo arquimediano e tendo
uma infinidade de elementos em toda parte da reta, nada funciona
direito em Q.

Vejamos, por exemplo, o seguinte problema. A pardbola de equa-
cao y = x? tem o aspecto familiar quando esbocada no produto car-
tesiano de Q por Q, como segue.

y :{E2
Q Y
4
x
0 2 Q

Figura 1.4 O gréfico da parédbola y = z*, com = € Q

Se olharmos com cuidado, veremos que a parabola tem, pelo me-
nos, um furo. Ha mais de dois mil anos, os gregos descobriram — para
seu maior constrangimento, ji que afirmavam que “tudo é nimero”
— que nao hé numero racional algum que represente o comprimento
da diagonal do quadrado unitario.

o 1
./ T‘ O : Q
0 17 2

Figura 1.5 Falta alguém em Q

*Ver Apéndice A2.
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Segundo o Teorema de Pitdgoras, o comprimento § dessa diagonal
satisfaz 62 = 12+12 = 2, mas sabemos mostrar que nao existe niimero
racional algum cujo quadrado seja 2. Logo, falta, pelo menos, esse
ponto é no grafico da parabola.

y :{EQ
Q Y
4
2,
1,
+ x
00 162 Q

Figura 1.6 Falta um ponto no grifico da pardbola y = z?

H4 outros furos em Q e na parabola? Ora, sendo Q um corpo,
-6, 20 e %(5 também nao podem estar em Q, ja que o simétrico, a
metade e o dobro de qualquer niimero racional sao, também, niimeros
racionais.

y :{E2
Q Y

T

-0 o & Q
Figura 1.7 A pardbola furada em =+, :I:%(S, :I:%J e :I:%J

Mais que isso: dado qualquer racional nao nulo r, no ponto que
marca uma distancia 7d de 0 nao pode estar um nimero racional,
j& que, nesse caso, 0 = %7"5 também seria um racional. Assim, h&
toda uma “cépia” de Q, obtida por r «— rd, que falta em Q. Como
isso vale para cada racional, constatamos que esse um furo J enseja
uma infinidade de cépias idénticas a Q mas totalmente constituidas
de buracos na reta racional.
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A parabola e a reta Q ficam bastante furadas. E tem mais, pois,
além de ¢, faltam muitos outros pontos.

Teorema 1.2. Todo racional positivo cujo quadrado € natural, tam-
bém € um natural.

. 2 2 ~
Demonstragdo. Dados a,b € N, se 7z = (%) = n, entao § = nb,

Tomando a e b primos entre si, (1.1) garante que a = mb e, portango,
%:me:m, para algum m € N. O

Poderiamos argumentar que esses “furos” sao somente algébricos,
quando estamos preocupados com a reta racional na Analise Ma-
tematica. Mas observe que o que vimos mostra que a pardbola y = z2
cruza a reta y = 2 sem haver um ponto de corte e, mais, essa parabola
também “passa” pelas retas y = 3,5,6,7,8,10,11,... sem ponto de
corte, portanto, essa propriedade do valor intermedidrio, geometrica-
mente evidente, de que duas curvas que se cruzam tém um ponto de
corte, nao vale em Q.

Nao é possivel desenhar a parabola y = x° em Q por Q, mas,
mesmo assim, podemos mostrar que a fungao definida por f(z) = x?
¢ continua e derivdvel em Q, com derivada f'(z) = 2z.

Nao s6 faltam raizes quadradas em Q, como muitas poténcias fra-
cionarias. Por exemplo, nao existe racional cujo cubo seja 2, portanto
a funcao definida por

f(m){ 1, se z3>2,

-1, se 23<2,

2

é continua e derivavel em toda a reta racional Q, com derivada
f'(z) = 0. No entanto, f néo é constante! Em particular, ndo va-
lem os teoremas do valor intermediario nem o do valor médio em Q,
ja que f pula de —1 para 1 sem passar por 0 e nao é constante, mesmo
tendo derivada nula em todos os pontos da reta Q.

Em Q também temos sequéncias crescentes e limitadas que nao
convergem, COMO X, = (1 + %)n Em particular, temos conjuntos
limitados sem supremo, sequéncias limitadas sem subsequéncias con-
vergentes e sequéncias de Cauchy que nao convergem. Também
Yn = (1 + %)nﬂ é decrescente e limitada, com 0 < y, — x, con-
vergente a zero, de modo que a sequéncia de intervalos encaixados
dada por I, = [, ys] tem intersecdo vazia.
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O caso mais gritante de que Q néo serve para o Célculo (que dird
a Anélise) pode ser observado nos graficos das fungoes exponencial e
logaritmo em @Q por Q.

Y
Todo o Q
grafico de y = e” Todo o
grafico de y = logx
1e
g T
of 1 Q

Figura 1.8 Os gréficos de y = € e y = logz em Q

De fato, dado r € Q, a exponencial e¢” = lim (1 + %)n de r s6
existe em Q se r = 0. Em particular, logr € Q s6 se r = 1.

Assim, tudo isso que conhecemos como sendo “ébvio” no Célculo,
nao ¢ valido em Q. E um desastre. Precisamos de uma reta menos es-
buracada. Poderiamos simplesmente acrescentar a Q todos as raizes
de todos os racionais ou, mais generosamente, todas as raizes de to-
dos os polinomios de coeficientes racionais. Com isso até obteriamos
um corpo ordenado algebricamente fechado, mas ainda nao topolo-
gicamente fechado: a sequéncia crescente e limitada z,, = (1 + %)n
continuaria sem limite.

Precisamos ser mais radicais: encontrar um corpo ordenado que
contenha Q como “subcorpo” ordenado e que nao tenha esses buracos
todos. Uma saida bastante atraente é usar a representacao dos racio-
nais em alguma base, por exemplo, 10. Sabemos que cada racional
tem uma representacao decimal finita ou periddica, isto é, é dado por
uma, dizima periédica, ou, simplesmente, uma dizima. A dizima é
finita, como % = 0,075 ou infinita, como % =0,333..., dependendo
de o denominador possuir somente divisores 2 e 5 (que dividem a
base 10) ou ndo. Além disso, devemos cuidar com as dizimas que
terminam em 999..., que identificamos com as dizimas “uma casa
acima”; por exemplo, 1,431999... = 1,432. Reciprocamente, a cada
representagao decimal pode ser associado um ponto da reta.
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Agora, para “completar” nossa reta, basta acrescentar todas as
representagoes decimais com digitos de 0 a 9 que nao sejam periédicas.
Dessa forma, nao hé mais pontos que faltem na reta. Por exemplo,
agora, o ponto 6, que falta ha milénios, e hoje é denotado por v/2,
pode ser representado por

V2 = 1,4142135623730950488 . . .

Essa extensao de Q como o espago de todos os inteiros antes da virgula
e de todas as sequéncias infinitas de digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
ou 9 (identificando as dizimas que terminam em 999... com uma
casa acima) certamente pode ser formalizada com uma estrutura de
corpo ordenado, que evidentemente contém Q, definindo as operagoes
de soma e produto passo a passo em cada casa decimal, e a ordem
natural dos nimeros decimais.

Além de arquimediano, o corpo ordenado assim obtido também
nao tem furos pois, agora, todo ponto da reta completa pode ser de-
terminado por uma expansao decimal. Também poderiamos mostrar
que toda sequéncia de intervalos compactos encaixados desse corpo
tem intersecao nao vazia, ou que toda sequéncia limitada desse corpo,
que seja crescente ou decrescente, tem limite, bastando acompanhar
as casas decimais. Por exemplo, a sequéncia definida indutivamente
porx; =2e xpy1 = %(zn + 2/xn), para n € N, conhecida pelos ba-
bilénios de quatro mil anos atras, é decrescente e tem /2 como limite
exato. Olhando sé para os racionais da sequéncia, isso pode muito
bem ser deduzido j4 a partir de poucos termos (gragas a convergéncia
quadrética), como segue, em que utilizamos vinte casas decimais.

x1 =2

9 =1,5

r3 = 1,41666666666666666666 . . .
zg4 = 1,41421568627450980392 . . .
rs = 1,41421356237468991062.. . .
re = 1,41421356237309504880. . .
x7 = 1,41421356237309504880. . .

V2 = 1,41421356237309504880 . . .
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Entretanto, a arbitrariedade da base escolhida e os trés pontinhos
ao final de todos ntimeros nao racionais e de muitos racionais, nao
tém sido interpretados como suficientemente rigorosos. Dedekind,
por exemplo, argumentava que néo se conhece (e nunca se conhecers)
toda a expansao decimal de v/2, nem a de v/3 e nem a de V6, mas,
mesmo assim, se afirma, sem piscar, que V2 - v/3 = /6.

Depois da criacao do Calculo por I. Newton e G. W. Leibniz na se-
gunda metade do século XVII, passou-se mais de um século, durante
o qual essa nova ferramenta mostrou-se inacreditavelmente poderosa
para resolver inimeros problemas que atormentaram geragoes de ci-
entistas e, somente aos poucos, foi sentida a necessidade de colocar
todo esse desenvolvimento em bases mais rigorosas. Os primeiros
que se destacaram nessa busca de fundamentacao mais sélida para o
Calculo foram J. L. Lagrange e G. L. Dirichlet, sendo que, um pouco
depois, B. Bolzano e L. A. Cauchy (independentemente) praticamente
comecaram a Analise Matematica.

Para exemplificar, um problema crucial era a propriedade do valor
intermedidrio (duas curvas que se cruzam tem um ponto de corte em
comum), que era admitido como evidente, até pelo préprio K. F.
Gauss, em sua primeira demonstracao do teorema fundamental da
Algebra, em 1799.

Durante a segunda metade do século XIX, vérios mateméaticos
partiram para outras maneiras de “completar” a reta racional, insti-
gados e liderados por K. Weierstrass, tentando apresentar uma estru-
tura aritmética logicamente coerente para a reta real, dentre os quais
se destacaram M. Ohm, Ch. Méray, E. Heine e o préprio Weierstrass,
mas as duas construgoes que obtiveram maior éxito foram as que R.
Dedekind e G. Cantor publicaram, independentemente, em 1872.

Dedekind introduziu a nogao de corte dos ntimeros racionais, se-
gundo ele inspirada na teoria de propor¢oes de Eudoxo, e provou que
a colecao desses cortes tem uma estrutura de corpo ordenado que
contém Q e que nado tem furos (além do que, agora, nesse corpo,
pode demonstrar que v/2-v/3 = v/6). Utilizando uma abordagem to-
talmente distinta, Cantor introduziu uma identificacao de sequéncias
de Cauchy de nimeros racionais e provou que a colecao desses classes
de sequéncias de Cauchy tem uma estrutura de corpo ordenado que
contém Q e que nao tem furos.

A construgao de Cantor tem aplicagOes mais gerais, por indepen-
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der da ordem usual de Q, ao contrario dos cortes de Dedekind, que
dependem. Assim, com a técnica de completamento de Cantor, pode-
mos até completar corpos ordenados nao arquimedianos ou completar
Q com outros tipos de valor absoluto (os corpos “p-ddicos”), e até,
mais geralmente, espagos métricos quaisquer.

Nao veremos nenhuma dessas construcoes aqui, por total falta de
espaco; no entanto, as idéias basicas dessas duas construgoes podem
ser encontradas no Apéndice A4. O nosso objetivo é desenvolver os
resultados bésicos da Andlise Matematica e, para isso, nao interessa
a personalidade individual de cada ntimero real, mas tao somente sua
atuacgao em conjunto, de modo que, na proxima segao, ja partimos
dos ntimeros reais como um corpo ordenado axiomaticamente livre de
furos. Em todo caso, prova-se (ver Teorema A.10, no Apéndice A3)
que todos os corpos obtidos nessas e quaisquer outras construgoes sao
iguais, pelo menos do ponto de vista algébrico, via isomorfismo, de
modo que existe, formalmente, apenas um corpo como a reta real.

Resta a opcao final de como definir furos, ou a auséncia deles,
num corpo ordenado. Qualquer uma das propriedades seguintes é
equivalente, em corpos ordenados arquimedianos, a todas as demais.*
Nenhuma delas, como vimos, vale em @Q, mas qualquer uma delas
significa a inexisténcia de furos e pode, portanto, servir como axioma
fundamental dos niimeros reais.

1. Todo conjunto nao vazio e limitado superiormente tem supremo.
2. Todo corte de Dedekind tem elemento separador.

3. Toda sequéncia mondtona e limitada converge.

4. Toda func¢ao continua tem a propriedade do valor intermediario.

5. Toda sequéncia de intervalos encaixados fechados e limitados
tem intersecao nao vazia.

6. Toda sequéncia limitada tem subsequéncia convergente.

7. Toda sequéncia de Cauchy converge.

*Ver uma demonstragdo no Teorema A.8, no Apéndice A3.
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As cinco primeiras afirmacoes s6 fazem sentido em corpos ordena-
dos, mas as duas tultimas afirmagoes (e uma reformulagio da quinta)
fazem sentido em espagos muito mais gerais. Para nosso corpo orde-
nado sem furos, escolhemos a primeira afirmacao como axioma, que
é a maneira mais popular desde o século passado, por ser, talvez, a
que menos conceitos envolve e, portanto, a mais pedagdgica. Todas
as demais afirmacoes, entao, nao poderao ser consideradas axiomas e
deverdo (se as quisermos usar) ser demonstradas.

1.2 O Corpo Completo dos Reais

O conjunto R de todos os nimeros reais possui uma estrutura de
corpo ordenado, como o conjunto Q dos nuimeros racionais. Assim,
R é fechado em relagao a soma, ao produto e a ambos diferengas e
divisdo (por real n@o nulo), sendo a soma, com seu neutro 0, e o
produto, com sua unidade 1, associativos e comutativos, e o produto
distributivo perante a soma.

Em R também temos uma ordem total, compativel com as ope-
ragoes de soma e produto, com o que podemos identificar, dentro de
R, os naturais 1 < 2 < 3..., os inteiros e os racionais, ou seja, ja
partimos do fato de que as inclusées

NCZCQCR

sao vélidas. Além disso, o corpo ordenado R é completo, pois vale,
em R, a propriedade do supremo, como segue.

Axioma Fundamental da Andalise Matematica: cada sub-
conjunto de R que é nao vazio e limitado superiormente tem supremo.

Todos os resultados que apresentamos neste texto dependem da
propriedade do supremo — o que nao depende dele, nao é Analise Ma-
temédtica na reta. Para entender esse axioma, precisamos entender
sua terminologia. Dados um conjunto X C R e um ponto ¢ € R
quaisquer, dizemos que o é uma cota superior de X se nenhum ele-
mento de X for maior do que o.

A menor dentre todas as cotas superiores de um conjunto é de-
nominada supremo do conjunto. Se X C R, denotamos por sup X o
supremo de X. Por defini¢ao, temos o = sup X se, e somente se,
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(S1) x <o, paracadaz € X e
(S2) sey € R é tal que y < o, entdo existe x € X tal que y < z.

A afirmagao S1 significa que o é cota superior de X e a afirmacao
S2 que todo real menor do que o nao é cota superior de X; observe
que a forma contrapositiva de S2 afirma que, se y € R é uma cota
superior de X, entao y > o.

Assim, no corpo ordenado completo R, existe o supremo de qual-
quer conjunto nao vazio e limitado superiormente. Uma primeira
consequéncia fundamental desse axioma é que, assim como Q, o corpo
dos reais também é arquimediano. De fato, o conjunto N C R de to-
dos naturais nao é vazio, de modo que existe ¢ = sup N, a menos que
N nao seja limitado superiormente. Mas se ¢ = supN, entao ¢ — 1
nao seria cota superior de N e, portanto, por S2, existiria n € N tal
que ¢ — 1 < n, o que acarretaria ¢ < n + 1, ou seja, ¢ = sup N nao
seria cota superior de N. Desse modo estabelecemos o fato seguinte,
que equivale a R ser arquimediano.*

Proposigao 1.3. N nado ¢é limitado superiormente em R. O

Evidentemente, nossa primeira preocupagao é ver se R nao conti-
nua tendo os furos histéricos de Q. Vejamos a existéncia de v/2.

Exemplo 1.4. Consideremos o conjunto
X={zecR:2>0 e 2*<2}.

Temos 1 € X e de & > 2 decorre 2 > 4, portanto cada x > 2 é uma
cota superior de X. Pelo axioma fundamental, existe o = sup X e
sabemos que o > 1. Dado = € X, observe que

1222 1
(z+2)" =2+ —f 5 < +n(2x+1)<2,

bastando que n € N satisfaga

20+ 1
2 -2

*Ver as Proposigoes A.5, no Apéndice A2, e A.6, no Apéndice A3.
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Pela Proposigao 1.3, a expressao a direita nao pode ser cota superior
de N, de modo que existe um tal n € N. Assim, nenhum z € X
pode ser cota superior de X, ja que sempre podemos encontrar um
elemento x + % de X maior do que x. Em particular, o ¢ X.

Por outro lado, observe que, se 0 < y e 2 < y2, entdo y é uma
cota superior de X, j4 que de 0 < y < x decorre que 2 < 32 < 22 < 2,

20
uma impossibilidade. Digamos que o2 > 2. Para n > prR temos
o2 —

2 1 2
(a—l)2202——0+—2>02——0>2,
n o n n

portanto, pela propriedade arquimediana, decorre que o — % é cota
superior de X, o que contradiz que o = sup X é a menor cota superior
de X. Assim, 02 < 2 e, como o ¢ X, concluimos que 02 = 2. ©

Pelo exemplo, existe um numero real positivo cujo quadrado é
igual a 2. Evidentemente, denotamos esse ntiimero por /2. De ma-
neira totalmente andloga, podemos mostrar que cada natural tem
raiz quadrada (Unica) em R e, mais (ver Exercicio 1.13), que para
qualquer real z nao negativo existe um unico real nao negativo y tal
que y% = x, que é a raiz quadrada de z, denotada por y/x. Observe,
em particular, que, por exemplo, v/9 = +3 é uma afirmacao falsa, ja
que V9 > 0, sempre. O maximo que podemos afirmar é que v9 = 3
e que —/9 = —3.

Exemplo 1.5. Observe que x < Va2, para qualquer z € R, e que,

dados x,y > 0, temos
vy = \/5\/3]

De fato, se * > 0, entao, por definicao, x = Va2 e, se © < 0,
claramente @ < V2. Alids, como (—z)? = 2, nesse caso x < 0
Vale\/ac_2:—ac>O.Seﬁ>06ﬂ>0,temosﬁ\/§206,
como (v/z,/y)* = (v/x)*(/y)? = zy, obtemos a segunda afirmagao.
Em particular, provamos a observacdo v/2v/3 = v/6 de Dedekind, &

péagina 9. ©

Além das raizes quadradas, cada real nao negativo possui uma
Unica raiz enésima nao negativa (ver Exercicio 1.14 ou, adiante, a
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Proposicao 3.10.) Dado qualquer x > 0 em R, denotamos por ¥z a
(Gnica) raiz enésima de x. Esses elementos de R que, sabidamente,
nao sao racionais, sao denominados i¢rracionais, no sentido de nao
serem uma razdo de dois nimeros naturais.

Além das raizes enésimas de reais positivos, existirao mais irracio-
nais em R? Usando a argumentacao arquimediana, vemos que, dado
qualquer x > 0, existe n € N tal que %\/5 < n, ou seja, tal que

0<ive<a

Mas v/2 /m néo pode ser racional, portanto existe uma infinidade de ir-
racionais arbitrariamente préximos de 0; somando-os com os inteiros,
vemos que os irracionais, assim como os racionais, estao espalhados
por todo o corpo R. Nao ¢ dificil mostrar que entre dois reais quais-
quer, sempre existem, pelo menos, um racional e um irracional, do
que podemos concluir que existe uma infinidade de racionais e outra
de irracionais entre dois reais quaisquer. Diz-se que o conjunto Q dos
racionais e o conjunto R — Q dos irracionais sao densos em R.

Agora que o corpo ordenado completo dos reais estd devidamente
apresentado, vejamos a terminologia e as propriedades usuais em R.
Antes de mais nada, continuamos interpretando R como a reta real,
na qual z < y é visto como z estar a esquerda de y. Pelo visto, essa
reta estd repleta de racionais e irracionais, mas agora, sem furos.

I I R
Figura 1.9 z < y na reta real

Em primeiro lugar, observamos que a assimetria do axioma funda-
mental é apenas aparente. Podemos definir, de maneira perfeitamente
andaloga, cota inferior, conjunto limitado inferiormente e infimo de
um conjunto e verificar que, dualmente, todo conjunto nao vazio e li-
mitado inferiormente possui infimo em R, de modo que nosso axioma,
fundamental equivale a existéncia de supremo e infimo de conjuntos
nao vazios e limitados superior e inferiormente. (Ver Exercicio 1.8.)

Da mesma forma, os conceitos de conjunto ilimitado inferiormente
e ilimitado superiormente nao precisam de maiores explicacoes. Fi-
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nalmente, dizemos que um conjunto limitado inferior e superiormente
é limitado, ao passo que um conjunto é ilimitado se nao for limitado.

Para fixar esses conceitos, apresentamos um resultado que sera
atil no Capitulo 5.

Lema 1.6. Sejam X,Y C R conjuntos ndao-vazios e suponha que
x <y, para quaisquer x € X ey € Y. Entao existem sup X e inf Y
e vale sup X < infY. Além disso, supX = infY se, e s se, dado
qualquer z € R positivo, existem x € X ey €Y tais que y —x < z.

Demonstracdo. Cada x € X é cota inferior de Y e cada y € Y é cota
superior de X, portanto, pelo axioma fundamental, existem ambos
sup X e infY e vale sup X < inf Y. Suponhamos que sup X < inf Y
e seja z = inf Y —sup X. Entao z > 0 é tal que, dados quaisquer
reXeyeY valex <supX <infY <y, ouseja, y—x > z. Dessa
forma, mostramos, por contraposicao, que se para qualquer z € R
positivo dado, existirem z € X e y € Y tais que y — x < z, entao
sup X > inf Y, ou seja, sup X = inf Y.

Suponhamos, agora, que supX = infY = ¢ e seja z um real

1

‘s = 1 1
positivo qualquer. Entao 5z > 0 e, como 0 — 52 < 0 < 0 + 52,

temos que o — %z nao é cota superior de X e o + %z nao é cota
inferior de Y, de modo que, por defini¢ao, existem z € X ey € Y
tais que

a—%z<x<a<y<a+%z,

ou seja, y —x < z. O lema estd demonstrado. |

Vejamos a terminologia associada ao valor absoluto e intervalos.
Dados elementos z e y de R, denotamos por max{z, y} o maior desses
dois elementos. Portanto, x < max{z,y}, v < max{z,y} e x =
max{z,y} se, e s6 se, y < x.

Dado z € R, definimos || = max{z, —z} e dizemos que |z| é o
valor absoluto de x. Assim, sempre |z| > 0, com

2| xr, se
€Tl =
—x, se

Em particular, || = 0 se, e sé se, z = 0. Também é imediato verificar

0,
0

8 8
NNV

que |x| = Va2, |- z| = |z| e que |zy| = |z]||y|, para z,y € R. Além
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disso, é muito 1til observar que, para quaisquer x,y € R,
|z| <y se, e s0 se, —y<z<y.

A propriedade geométrica basica do valor absoluto é a desigualdade
triangular, valida para quaisquer z,y € R,

lz+yl < [z[+yl, (1.2)
ou sua versao mais geral*
le] = lyl| < |z =yl <] +yl.

Interpretamos o valor absoluto |z| de  como a distdncia de = &
origem. Em particular, interpretamos |z — y| como a distancia entre
xewy.

[z —y]
1 1 R
z Y

Figura 1.10 A distancia |z — y| entre z e y

Dados a,b € R, com a < b, definimos os intervalos de extremida-
des a e b por

(a,b) ={z €R:a <z <b}, (a,b) ={xr €eR:a < x < b},
[a,b) ={reR:a<x<b} e [a,b]={zecR:a<z<b}
Esses quatro tipos de intervalos sao limitados e temos, por exemplo,

x€(a—c,ate) <= a—e<zx<a+te << —e<zx—a<e
= —e<a—-zr<¢e = |a—z|<e,

para quaisquer a,x,€ € R, com € > 0.
€ €

— 1 R
a—e T a a-+e

Figura 1.11 z € (a—¢,a+¢) < |a—z| <e.

*Para uma demonstracao, ver a Proposicdo A.3 do Apéndice A2.
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Além desses, também consideramos os intervalos ilimitados
(a,00) ={x eR:a <z}, (—o00,b) ={z e R:z < b},

[a,00) ={z€R:a<z} e (—o0,b)={reR:z<b}.

O corpo R todo também pode ser interpretado como o intervalo ili-
mitado R = (—o00,00), mas o caso {a} = [a,b] em que a = b, ndo
serd considerado um intervalo. J4 o caso especial [a, b] é destacado
com terminologia especial: dizemos que esses intervalos limitados que
contém ambas extremidades sdo intervalos compactos.

Exemplo 1.7. Dados a,b € R, com a < b, temos

a = inf[a, b] = inf(a, b] = inf(a, co) = inf[a, 00)

b = sup|a, b] = sup[a, b) = sup(—o0, b) = sup(—o0, b].

Mostremos que a = inf(a, b]. Por definigdo, a é cota inferior de (a, b] e,
se y > b, entdo y nao é cota inferior. Agora, dado qualquer y € (a, b),
o ponto médio x = %(a +y) € R entre y e a satisfaz a < z <y < b,
de modo que y nao pode ser cota inferior de (a, b]. Logo, a = inf(a, b].
Deixamos os demais casos como exercicio. ©

No que segue, utilizamos a seguinte caracterizacao de intervalo.

Proposigao 1.8. Seja X C R um conjunto com, pelo menos, dois
elementos. X € um intervalo se, e sd se, [x,y] C X, para quaisquer
z,y € X tais que xz < y.

Demonstracao. E f4cil verificar que R e qualquer um dos oito outros
tipos de intervalos tem a propriedade dada no enunciado. Reciproca-
mente, seja X C R um conjunto nao vazio que satisfaz essa proprie-
dade e mostremos que X é um intervalo. Fixemos g € X. Se X for ili-
mitado inferiormente, para cada n € N podemos encontrar y € X tal
que y < —n, de modo que [—n, 2] C X, pela propriedade de X. Como
isso vale para cada n € N, resulta que (—oo, z9] C X. Analogamente,
se X for ilimitado superiormente, necessariamente [zg,00) C X.

Se X for limitado superiormente, considere b = sup X. Entao
X C (—o0,b] e,dado y € X, de zp < y < b decorre [zg,y] C X, pela
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propriedade de X. Como isso vale para cada z¢p < y < b, resulta que
[z0,b) C X. Analogamente, se X for limitado inferiormente, conside-
ramos a = inf X e mostramos que (a,zo] € X C [a, 00).

Agora podemos concluir que X é um intervalo. De fato, se X for
limitado inferiormente e ilimitado superiormente, entdo X = [a, 00),
ou X = (a,00), dependendo somente de a = inf X pertencer, ou
nao, a X. Se X for ilimitado inferiormente e limitado superiormente,
entdo X = (—o00,b), ou X = (—00,b] e se X for ilimitado inferior e
superiormente, entao X = R. Finalmente, no ultimo caso, em que X
é limitado, obtemos as quatro opgoes de intervalos limitados. O

Uma outra consequéncia do axioma fundamental é a propriedade
dos intervalos encairados.

-

Proposicao 1.9 (Intervalos Encaixados). Se R 2 I3 D I D -+ €
uma sequéncia decrescente de intervalos compactos, entao existe pelo
menos um numero real ¢ tal que

ceE ﬂ[n:hﬁlgﬂ
neN

Demonstra¢ao. Denotemos I,, = [, yn]. Como a sequéncia de inter-
valos é decrescente, para cada n € N temos

1< < STy SYn S - < Y2 <Y1

Entao o conjunto X = {z1,x2,...,Zn,. ..} das extremidades esquer-
das é nao-vazio e limitado superiormente por cada y,. Seja ¢ = sup X.
Por definicao, z,, < ¢ < y,, para cada n € N. O

O supremo e o infimo de um conjunto podem pertencer, ou nao, ao
conjunto. Sesup X € X, entao dizemos que sup X é o maior elemento
de X, ou o elemento mdximo de X ou, simplesmente, mdzimo de X
€ escrevemos

o = max X.

Utilizamos o artigo definido pois, como o supremo, o maior elemento
de um conjunto é sempre tunico (a menos que nao exista). Observe
que o0 = max X se, e s6 se, 0 € X C (—o0,0]. Assim, o miximo de
X é uma cota superior de X que pertence a X.
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Exemplo 1.10. Cada conjunto nao vazio de inteiros tem elemento
minimo. Isso é o principio da boa ordem dos inteiros, que é equiva-
lente ao principio da indugao matemaéatica dos naturais. Assim, cada
conjunto nao vazio de inteiros que seja limitado superiormente tem
méaximo. De fato, o conjunto de suas cotas superiores é limitado
inferiormente e, portanto, tem elemento minimo. A

Se X C R for um conjunto finito, o0 médximo de X sempre existe
e é, simplesmente, o maior de seus elementos. Isso ja foi observado
para conjuntos de dois elementos. O caso geral pode ser mostrado por
indugao, usando a segunda das trés propriedades arroladas a seguir,
cuja demonstragao é deixada como exercicio (Exercicio 1.6).

Proposigao 1.11. Sejam X, Y C R dois subconjuntos de R.

(i) Se X eY sao limitados (superior ou inferiormente), entdo a
unigo X UY de X eY € limitada (superior ou inferiormente).

(ii) Se o =maxX en=maxY, entdo max(X UY) = max{o,n}.
(i) SeY € finito e X —Y possui mdximo, entdo X possui mdximo.

Na demonstracao do Teorema 2.17 de Bolzano-Weierstrass utili-
zamos a forma contrapositiva da terceira afirmagao dessa proposigao,
a saber, que se X nao possui miximo e Y ¢ finito, entdo X — Y
também nao possui maximo.

No entanto, conjuntos infinitos, mesmo limitados superiormente,
podem possuir, ou nao, elemento méximo. Por exemplo, os intervalos
[a,b], (a,b] e (—o00,b] de R possuem o méximo b, mas os intervalos
[a,b), (a,b) e (—o0,b) ndo possuem elemento maximo em R. De fato,
se x € R pertence a um desses intervalos, basta tomar o ponto médio
y= %(bJr:L') € K entre x e b para obter x < y < b.

Dualmente, definimos o conceito de menor elemento, elemento
minimo ou, simplesmente, minimo de um conjunto X, denotado por
min X. Como ocorre com o maximo, temos ¢ = min X se, e sé se,
o€ X Clo,00).

Vejamos as poténcias de nimeros reais. J4 utilizamos as poténcias
naturais b! = b e b2 = b - b; mais geralmente,

bn+1 =bp- bn7
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para cada real b € R e cada natural n. Dizemos que 0™ é a poténcia
enésima de base b, ou b elevado a enésima poténcia.
Duas igualdades 1teis envolvendo poténcias inteiras sao

l-2)1+z+2*+--+2")=1—z"H (1.3)
paraz € R, n € N, e a expansao

(x+y)" = 2" 4+na"ly+ —n(";l) 2"y 4y oy

n—1
n!
mz::l m!(n —m)!

= Z_ (::1) " y™ (1.4)

m=0
para z,y € R e n € N, conhecida como binomio de Newton, em que

. . " n!
k! =1-2-3---k indica o fatorial de k € N e (m) = ol —m)!
indica o nimero das combinacoes de n elementos tomados m a m.
(Ver Exercicio 1.21.)

Ordenando os niimeros combinatorios (;fb) em linhas por n e co-
lunas por m, obtemos o triangulo de Pascal, assim denominado em
homenagem a B. Pascal, publicado no Ocidente pela primeira vez em
1527, um século antes do nascimento de Pascal, e que ja aparece (até
a oitava linha) num manuscrito chinés de 1303.

Duas desigualdades 1teis envolvendo poténcias inteiras sao
(I+2z)" 21+ nz, (1.5)

para todo real x > —1 e natural n € N, denominada desigualdade de
Bernoulli e

(14+2)" > In(n —1)2, (1.6)

para todo real x > 0 e natural n € N, ambas decorrentes da expressao
(1.4) do bindémio de Newton (Exercicio 1.22).

Se b # 0, ja escrevemos 1/b para o reciproco de b; em geral,
definimos as poténcias de expoentes negativos por

=)= ()" = (g) ~
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para n € N. Assim, a poténcia b" estd definida para quaisquer base
b # 0 e expoente n € Z. Valem as regras fundamentais de exponen-
ciacao. Temos

b = bn-‘rm, (bn)m —prm e p . = (b . C)n,

para quaisquer n,m € Z e b,c € R, desde que a base seja nao-

nula no caso de expoente negativo. Todas essas regras podem ser

deduzidas por indugao. Por exemplo, a segunda decorre da primeira

por inducao: de fato, (b”)1 = b = b"™! e, supondo que (b”)m =pm,

obtemos (bn)mJr1 = ()" (b")l = prm.prt = prmdnel — pre(mt)
Por inducao também decorre que, para b > 0 e n € Z, valem

<" <b se O0<b<l e "> >b, se b>1,

bem como, para cada n € N, vale b < ¢ se 0 < b < c. Observe
que poténcias negativas invertem a ordem, isto é,

a<b<0<c<d << i<i<co<i<i

Com a existéncia de raizes enésimas (Exercicio 1.14) em R, tam-
bém podemos definir poténcias racionais de niimeros reais. E claro
que definimos ¥/0 = 0. Se 0 < b < ¢, vale Vb < {/c e, para cada
p €N,

b< Vb < "™Wb<1 se 0<b<1

b>¥b > "Vb>1 se b>1.

Dados p € N, m € Z e b > 0, definimos a poténcia de base b e
expoente racional = m/p por

b=0br = (Vb)".

Em particular, escrevemos ¢/b = b7 e definimos 0" = 0. Novamente,
mostra-se (por inducdo) que valem as regras fundamentais de expo-
nenciagao: b" - b% = b5 BT " = (b-o)" e (br)S = b"%, para
quaisquer 7,5 € Q e b,¢ € (0,+00). Também temos, para b > 0 e
re@Q,seb>1,entao " >1 <= r >0¢e s 0 <b <1, entao
b" <1 <= r > 0. Também mostra-se que " < ¢" se 0 < b < ¢
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e r > 0. Mais que isso, mostra-se que, dado b > 0, se o racional r
estiver entre os racionais s,t entdo também b” estd entre b* e b.

a+b

2
é sua média aritmética; se ambos forem nao-negativos, dizemos que

G = G(a,b) = Vab é sua média geomélrica; finalmente, se ambos
forem positivos, dizemos que

Dados numeros reais a e b, dizemos que A = A(a,b) =

-1, 31, _
aQ—T—bb:(a J2rb )1

é sua média harménica. Observe que

H = H(a,b) =

L1 o1y G(a,b)

Al 0N 7 = H(a,b) = 2L

[ (a’ ? ):I (a’7 ) A(a, b)
Pelo Exercicio 1.24, sabemos que H < G < A sempre que a,b > 0;
mais que isso, se 0 < a < b, vale

a< H<G< A<D

Podemos estender esses conceitos e resultados para um ntimero finito
qualquer de parcelas.

Proposigao 1.12. A média aritmética de n numeros nao-negativos
nunca € menor do que sua média geométrica, isto ¢,

ay+az+---+an _ n
Z Vai-az - an,

n
sempre que ai,as,...,an = 0. A igualdade vale se, e so se, todos os
numeros ai, as, - . ., Gy, forem iguais.

Demonstracao. Procedemos por indugao. O caso n = 1 é imediato e
n = 2 é o contetido do Exercicio 1.24. A afirmacao também ¢é imediata
se algum valor aj for nulo. Assim, vamos supor que a afirmagao seja
vélida para n € N nimeros positivos e provar que também ¢é valida
para n + 1 nimeros positivos. Por indugao, isso termina a prova da
proposicao.

Fixados n € N e n + 1 ntimeros reais aj,as, ..., an+1, podemos
supor, sem perda de generalidade (reordenando os niimeros, se ne-
cessdrio), que 0 < a; = min{ay} e an+1 = max{ax}. Se todos ay, fo-
rem iguais, nada ha para provar, portanto podemos supor que, pelo
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menos, duas parcelas sejam distintas, com o que a; < an4+1. Pela
nossa hipdtese de inducgao, temos

. a a a
G — /al-a2~~~an< 1taz+---+ n_ oy
n

Pelo Exercicio 1.25, a hipdtese a1 < a,41 garante que A < an41 €,
como

A 7a1+a2+~~~+an+an+1771'A+an+17A+an+1*A
te n+1 B n+1 N n+1 "’

podemos concluir, pela desigualdade do bindémio (1.4), que

Ap+1 — A

A n+1
) n+1

An+1: (A+an+1_
! n+1

n n
=A" - ap41 2G" - apy1 =01 a2 Qp - Gpil,

> A" 4 (n 1) A"

ou seja, extraindo a raiz (n+1)-ésima, que a média aritmética é maior
do que a geométrica. O

Epilogo

As propriedades bésicas de nimeros reais que acabamos de ver sao
suficientes para estudar as sequéncias reais no préximo capitulo. No
entanto, apenas tocamos o assunto de ntimeros reais.

Sabemos que a expansao decimal de v/2 nao é periédica. Em vista
disso, pode parecer surpreendente que também possamos escrever

V2=1+
2+
2+

1
24+...

ou seja, que V2 possa ter uma expansao em fracdo continua periddica

Outra pergunta: quem é melhor aproximado por racionais, um
nimero racional ou um numero irracional? Ha toda uma galdxia
nesse universo, que inclui a expansao de numeros reais em fragoes
continuas e a teoria de aproximacoes diofantinas. A referéncia para
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esses assuntos sao os livros de Teoria de Numeros, considerada, por
muitos, o mais nobre ramo da Matematica.

Outros tépicos, bem mais simples, sao a construgao de N, Z e Q
a partir de axiomas dos naturais, ou da Teoria de Conjuntos. No
Apéndice Al iniciamos esse assunto. Mais complexa é a efetiva cons-
trucao de R via cortes de Dedekind ou sequéncias de Cauchy, que
apenas indicamos no Apéndice A4. E claro que a incompletude de Q
leva ao estudo de completamentos algébricos de Q e, finalmente, ao
completamento final do corpo C dos complexos. Esses assuntos nao
costumam ser tratados em livros de Andlise, mas sdo encontraveis em
livros de Algebra, por exemplo, o livro [10] de Lang.

Muito interessante é a leitura da histéria da “aritmetizacao” da
reta real que, cronologicamente, foi o ultimo assunto a ser formali-
zado, de todos os abordados neste texto. Essa histéria fascinante
pode ser encontrada nos classicos livros [14] de C. H. Edwards, Jr. e
[13] de C. B. Boyer e, também, em [12].

1.3 Exercicios
1.1. Seja X = {1/n :n € N}. Mostre que inf X = 0.

1.2. Seja X = {l,% in,m € N}. Mostre que X C (—1,1); em particular,

n
—1 e 1 ndo podem ser os elementos minimo e maximo de X. Prove que, no

entanto, inf X = —1 esup X = 1.

1.3. Seja X C R. Mostre que:

1. X é limitado se, e somente se, existe um intervalo limitado I tal que
XCI;

2. X é limitado se, e somente se, existe ¢ € R tal que X C [—¢,];

3. X ¢ limitado superiormente se, e somente se, existe ¢ € R tal que
X C (—o0,q].

1.4. Sejam X,Y C R conjuntos nao-vazios e limitados de nimeros reais.
Mostre que sup X + supY = sup Z, se os conjuntos limitados X,Y e Z
satisfizerem as condigbes seguintes.

1. Dados x € X ey €Y, existe z € Z tal que z + y < z.
2. Dado z € Z, existem x € X ey € Y tais que z < = + .
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1.5. Mostre que, para cada x € R, vale

z=sup{r € Q:r <z} =sup{z€R—-Q:z <z} =sup(—oo,z).

1.6. Demonstre a Proposigdo 1.11, a pédgina 19.

1.7. Sejam X,Y C R conjuntos nio-vazios e limitados de nimeros reais e
c € Rdados. Denote X +Y ={z+y:z€X,yeY}, cX ={cx:zv€ X}
e—-X=(-1X.

1. Mostre que X 4+ Y, ¢X e —X s@o nao-vazios e limitados.
2. Prove que sup(X +Y) =sup X +supY einf(X+Y) = inf X +inf Y.

3. Suponha que ¢ > 0. Prove que
sup(cX) =csupX e inf(cX)=cinfX.

4. Mostre que inf X = —sup(—X) e sup X = —inf(—X).

5. Suponha que ¢ < 0. Prove que sup(cX) = cinf X e inf(cX) =
c sup X.

1.8. Use o exercicio precedente e o Axioma Fundamental da Andlise para
provar que todo subconjunto de R que é nao vazio e limitado inferiormente
tem infimo.

1.9. Sejam o,7n € R dados.
1. Mostre que o > 0 se, e s6 se, o > «x, para cada z < 0.

2. Mostre que o < 7 se, e s6 se, o < x, para cada = > 7.

<
<

3. Mostre que 0 <7 <= (Ve eR)[e >0=>0<n+e¢|

1.10. Em Q, ndo vale a caracterizagdo de intervalo da Proposicao 1.8.
Considere o subconjunto X = {z € Q: 2% < 2} de Q.

1. Mostre que X tem, pelo menos, dois elementos.
2. Mostre que [z,y] C X, para quaisquer z,y € X, com z < y.

3. Mostre que X nédo é um intervalo com extremidades em Q.

1.11. Mostre que {x € Q : < 0 ou 2 < 2} é ndo vazio, limitado supe-
riormente e sem elemento maximo.
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1.12. Mostre que {z € Q : ® < 2} é ndo vazio, limitado superiormente e
sem elemento maximo.

1.13. Mostre que, dado n € N, existe, e é Unica, a raiz quadrada de n em
R. Mais geralmente, mostre que dado = € R positivo existe um tnico y € R
positivo tal que y* = z, que definimos como a raiz quadrada y = /z de .

1.14. Mostre que, dados b € R positivo e n € N, existe um tnico ¢ € R
positivo tal que ¢ = b, que definimos como a raiz enésima ¢ = Vb de b.
(Sugestao: considere fixados b € R, com b > 0e b # 1, e n € N. Prove que
o conjunto

Xp={z€eR:z>0ez" <b}
possui supremo ¢ = sup X, e que ¢" =b.)
1.15. Mostre que, se b > 1, entdo 1 = inf{¥/b : n € N} e que,se 0 < b < 1,
entdo 1 = sup{¥/b : n € N}. (Sugestdo: escreva b = (1 + )" e use a
desigualdade de Bernoulli (1.5).)

1.16. Mostre que 1 = inf{ {/n : n > 2}. (Sugestdo: escrevan = (1+z)" e
use a desigualdade (1.6).)

1.17. Fixado 0 < a < 1, mostre que inf{n-a" : n € N} = 0.
1.18. Dados a,b € R, mostre que

min{a,b} = 2[a+b—]a—b|]] e max{a,b}=131[a+b+|a—1b|].

1.19. Dado a € R, defina a parte positiva a™ de a e a parte negativa a~ de
a por

a+:%[|a|+a] e a =3z[la]—al.
Mostre que a™ = max{a,0} > 0 e a~ = max{—a,0} > 0, bem como
a=at—a" e la/=a" +a".

1.20. Mostre (por indugdo) que, para quaisquer n,p € N, vale

1_1+1_1++(—1)"
n n+1l n+2 n+3 n+p

1
< —.
n
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1.21. Para cada k € N, denotamos por k! =1-2-3---k o fatorial de k.
Por conveniéncia, definimos 0! = 1 e os simbolos (8) =1, para cadan € N.
Finalmente, dados quaisquer naturais m < n, escrevemos

n n!
(m) - ml(n —m)!’

1. Mostre que, para quaisquer naturais m < n, vale a relagao

n+1 n n
m m m—1
2. Mostre, por indugao, que ( ) € N, para quaisquer naturais m < n.

n
m.

1.22. Demonstre (por indugao) a expressao (1.4) do binémio de Newton e
deduza as desigualdades (1.5) e (1.6).

1.23. Demonstre as desigualdades seguintes.
1. 14+ 2z)" > 1+ nz, paratodoreal 0 # z > —1 e natural n > 2;
2. (1+2)?" > 1+ 2nz, para todo real z # 0 e natural n;
3. 0< < %(x + E), para quaisquer reais positivos z, y.

x

1.24. Sejam a e b dois nlimeros reais positivos quaisquer. Mostre que

. 2ab a+b
< < < < .
min{a, b} < ait S vab < 5 S max{a, b}

Mostre que alguma dessas desigualdades é uma igualdade se, e s6 se, todas
desigualdades sao igualdades, o que ocorre se, e sé se, a = b.

1.25. Dados n numeros reais a1, az, ..., an, defina m = min{a,...,an} e
M = max{ai,...,an}. Mostre quen-m < a1 +az+---+a, < n-M.
Considerando a soma (a1 — m) + (a2 — m) + -+ + (an — m) e a soma

(M—a1)+(M—a2)+---+ (M —an), mostre quen-m =ai+az+---+an
se, e 86 se, a1 +az + -+ -+ an, = n - M. Mostre que

n-m<a+a+--+a,<n-M

se, e sO se, pelo menos duas parcelas a;, a; forem distintas.
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Capitulo 2
Sequéncias

O limite é o conceito fundamental da Andlise Matemaética.

2.1 Sequéncias

Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao = : N — R. Costu-
mamos escrever x, para o valor z(n) de x em n e dizemos que z,
é o enésimo termo da sequéncia x, ou entao, seu termo geral, sendo
n o indice desse termo. O primeiro termo x; é o termo inicial de x.
Muitas vezes, é mais conveniente comecar os indices em 0 ou, entao,
em algum outro inteiro m.

R
T =X,

Tn

T3

o )

Zs

! i/l /I/—o—»N

1 2 3 45 6 7 n

Figura 2.1 Uma sequéncia é uma funcdo = : N — R

28
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Em vez de z : N — R, também é costume escrever

(Zn)nGN ou (l‘l,l‘g,l‘3,...),

ou simplesmente (z,,), quando o indice do termo inicial estiver sub-
entendido, mas nunca utilizamos chaves. Essas sao reservadas para
conjuntos, no caso, o conjunto

X =2(N)={z, :n e N} ={zy,29,23,...}

de todos os termos da sequéncia x, ou seja, sua imagem, nao podendo
ser usadas para denotar a sequéncia.

[ [ I I I R
L L T T T
Iy T3 ITg X T X2 I

Figura 2.2 Parte da imagem em R de uma sequéncia

O motivo dnico para essa distingao é que toda sequéncia € infinita,
no sentido de que para cada indice n temos o enésimo termo, mas esses
valores podem nao ser todos distintos e, até, constituir um conjunto
finito. Isso devera ficar esclarecido com alguns exemplos.

Exemplo 2.1. Considerando z,, = , para n € N, obtemos a

+1
sequéncia

win

r= (%, ,%,...) com dominio N e imagem X = {%,%,%,...}.
Exemplo 2.2. Considerando z,, = $(1 4+ (—1)"*1), para n € N,
obtemos a sequéncia

x=(1,0,1,0,1,0,...) com dominio N e imagem X = {0,1}.

_n_
n+1
confundir a sequéncia com sua imagem, sendo a sequéncia nada mais

do que uma enumeracao explicita dessa imagem. Ja no caso em que a
14(—1)"+1 )
2

Assim, quando a sequéncia for injetora, como ( ), podemos até

sequéncia nao for injetora, como ocorre com ( , existe uma

diferenca enorme entre a imagem da sequéncia e a prépria sequéncia.
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Exemplo 2.3. Um objeto em movimento retilineo permanece confi-
nado a uma reta durante sua trajetéria. Ao longo de séculos tentou-se
entender a relagao entre o tempo ¢ decorrido e o deslocamento s em
varias situagoes.

Num movimento uniforme, o objeto percorre distancias iguais
em tempos iguais, digamos, A unidades de distancia a cada uni-
dade de tempo: no primeiro intervalo de tempo, o objeto percorre
A, no segundo, A, no terceiro, A, e assim por diante. Denotando por
S$n 0 deslocamento total desde uma distancia inicial sg, a partir da
qual inicia a medicao, até a enésima unidade de tempo n, obtemos
S1 =80+ A, 82 =81+ A=50+2\, s3 =352+ =350+3\ e, em geral,
Sp = Sp—1 + A = sg + nA, que é uma simples relagdo afim entre o
deslocamento total e o tempo decorrido.

Dessa forma, obtemos uma sequéncia (s,) aritmética, cujos ter-
mos formam uma PA de primeiro termo sy e razao A.

Bem mais complicado foi entender um movimento nao uniforme,
por exemplo, o de um objeto em queda livre. No século XIV, R.
Suiseth e N. Oresme conseguiram avancar os estudos de Arquimedes
e estabeleceram que, para um objeto em movimento uniformemente
acelerado, a distancia percorrida no segundo intervalo de tempo é o
triplo da distancia percorrida no primeiro intervalo de tempo.

No inicio do século XVII, no alto de sua carreira cientifica, Galileu
estendeu aquela descoberta, mostrando que para um objeto em movi-
mento uniformemente acelerado, as distancias percorridas no terceiro
e quarto intervalos de tempo sao o quintuplo e o séptuplo da distancia
percorrida no primeiro intervalo de tempo, e assim por diante.

Denotando por s,, o deslocamento total num movimento uniforme-
mente acelerado desde uma origem, a partir da qual inicia a medicao,
até a enésima unidade de tempo n, obtemos ss = s; + 3s; = 4s1,
S3 = 82+581 =981, S4 = s3+7s1 = 1651 e, em geral, s,, = n?si, que
é, agora, uma relagao quadrdtica entre os deslocamentos e o tempo
decorrido. No caso de um objeto em queda livre, obtemos uma se-
quéncia (s,) quadrdtica que, passado mais um século, pode ser escrita
como s, = — é gn?, em que g é a constante que denota a aceleracdo
da gravidade. ©

Uma das familias mais importantes de sequéncias é a das geomé-
tricas, como segue.
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Exemplo 2.4. Fixado a € R, a sequéncia geométrica de razaor = a
¢é definida por z,, = a™, paran > 0, com o que obtemos a sequéncia

n

(1,a,a?,a®,...,a",...). Por exemplo,

(n) = (1,-2,4, 8, ..., (—1)"2",...)

é a sequéncia geométrica de razao r = —2 e

(Tn)=(1,3, 3.8 r35--)

é a sequéncia geométrica de razao r = % Observe que essa familia
inclui duas sequéncias constantes, (1,1,1,...)e (0,0,0,...), de razdes
1 e 0, respectivamente, sendo que, na segunda, tomamos n € N.  ©

Exemplo 2.5. Muitos exemplos de sequéncias sao obtidos definindo
zn, = f(n) a partir de um funcéo real f, desde que o dominio de
f contenha o intervalo ilimitado [1,00). As sequéncias dos exemplos
precedentes sao, todas, desse tipo.

R
N e

Te -
L] ——> <9
x5 Tn \\ '/

T4
——N
1 23 45 6 7 n

Figura 2.3 A sequéncia dada por uma funcédo f : [1,00) — R

T2

T3

De fato, as sequéncias dos Exemplos 2.1 e 2.3 podem ser definidas
pela fungéo racional f(x) = z/(x+1), pela funcdo afim f(x) = b+ax
e pela funcao quadrética f(z) = —% gx?, respectivamente, e a se-
quéncia geométrica de razao r = a > 0 pode ser definida pela fun-
¢ao exponencial f(z) = a®. Observando que cosmx = (—1)%, para
z € N, também a sequéncia geométrica de razao r = a < 0 pode ser
definida por uma fungao, a saber, a fungéo f(z) = a® = (—=1)*|a|* =
|a|* cos . ®
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Nunca devemos dar uma sequéncia especificando apenas alguns
de seus valores e acrescentando “e assim por diante”. O correto é
sempre deixar claro qual é o enésimo termo.

Exemplo 2.6. Considere a sequéncia “2,4,8 e assim por diante”.
Qual serd seu préoximo termo, depois de 87 Ora, poderia ser qualquer
numero real: nada impede que seja 7, por exemplo. Se imaginarmos
que os proximos quatro termos sejam 16, 32, 64, 128, etc., é porque
estamos pensando na sequéncia geométrica de razao r = 2. No en-
tanto, por que nao poderiam os préximos quatro termos ser 8, —2,
—28, —767 Isso ocorre se (e por que nao?) estivermos pensando na
sequéncia definida por z, =8 — 12n 4+ 7™n? —n3, com n € N. ©

Nao obstante, podemos especificar uma sequéncia dando alguns
termos e uma regra de formagao. Por exemplo, a “sequéncia geomé-
trica 1, 3, 9, etc.” e a “sequéncia (1,3,...) dos naturais impares” nao
carecem de definigao explicita do enésimo termo, nem a “sequéncia
2, 3, 5, etc. dos nimeros primos”, inclusive porque essa nem possui
férmula explicita.

Muitas vezes, é mais conveniente utilizar alguma outra letra para
a sequéncia ou seu indice, por exemplo, s, t, u e k, [, m, respectiva-
mente, com o que obtemos sequéncias (sg), (t1), (um), etc.

Dizemos que uma sequéncia x é uma sequéncia do conjunto X
ou, simplesmente, de X se cada termo de z for um elemento de X.
Em particular, dizemos que x é uma sequéncia de naturais (ou de
inteiros, ou de racionais, ou de reais positivos) se x, for natural (ou
inteiro, ou racional ou real positivo), para todo n € N. Assim, a se-
quéncia (2n) dos pares, a sequéncia (2n—1) dos {mpares, ou mesmo a
sequéncia (p,) dos primos, sdo sequéncias de naturais. Dependendo

_n_

n+1
sequéncia do intervalo [0, 1] ou, entdo, de racionais ou, ainda, de reais
positivos.

Para simplificar a escrita, abreviamos “para todo n a partir de
algum indice”, ou “para todo n suficientemente grande”, por

n > 0.

do que desejarmos enfatizar, dizemos que ( ), por exemplo, é uma

Assim, dizemos que uma propriedade P(n) vale para n > 0 se existir
N € N tal que P(n) seja valida para todo e qualquer n > N.
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Certos tipos especiais de sequéncias merecem terminologia préopria
compativel com a de fungoes de uma variavel real.

Se a imagem X = {z, : n € N} de uma sequéncia (z,) for um
conjunto limitado inferiormente em R, dizemos que a sequéncia (z,,) é
limitada inferiormente e, se for um conjunto limitado superiormente,
dizemos que a sequéncia é limitada superiormente. Se uma sequén-
cia for limitada inferior e superiormente, dizemos que a sequéncia é
limitada.

As sequéncias dos Exemplos 2.1 e 2.2 sao limitadas, pois todos
seus termos pertencem a [—1,1]. Observe que (z,) é uma sequén-
cia limitada se existir ¢ tal que |z,| < ¢, para n > 0. J& a se-
quéncia geométrica de razao —2 nao é limitada nem superior nem
inferiormente. De fato, basta observar que z,, = 2" > n, com n par,
e x, = —2" < —n, com n impar.

Sequéncias que nao sao limitadas (inferior ou superiormente) sao
ditas ilimitadas (inferior ou superiormente).

R

4
0
Figura 2.4 As sequéncias x, = (%)n I — (%)"

De acordo com seu crescimento, uma sequéncia (z,,) é dita
e crescente se Ty, < Typ4+1, para n > 0;

® nao decrescente se T, < Tpi1, para n > 0;

® nao crescente se T = Tny1, paran > 0;

e decrescente se x, > Tp41, para n > 0.
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Frizamos que esse determinado comportamento deve ocorrer para
todos os termos, a partir de algum indice, pois, dois termos conse-
cutivos de qualquer sequéncia, para cada n € N, sempre satisfazem
Tp € Tptl, OU Ty = Tppt1-

Observe que toda sequéncia crescente é nao decrescente e toda
decrescente é nao crescente. Em geral, dizemos que uma sequéncia é
mondtona se for nao crescente ou nao decrescente.

As sequéncias geométricas de razao a > 0 sdo todas mondtonas.
De fato, de 0 < a < 1 decorre a™*! < a™, portanto (a™) é decrescente,
e de 1 < a decorre a™ < a™™1, portanto, (a™) é crescente (ver Figura
2.4, na pdgina precedente).

2.2 Sequéncias Convergentes

Voltemos aos nossos dois primeiros exemplos de sequéncias. E geo-

: ; 12 3 99 e
metricamente evidente que os termos 515021000 - do primeiro

exemplo estao arbitrariamente préximos de 1 para indices n suficien-
temente grandes. De fato,
n n+l—n 1

]-*xn:]-* — — ,
n+1 n—+1 n—+1

para cada n € N, ou seja, a distancia de z, a 1 éigual a 1/(n + 1).
Para garantir, por exemplo, que a distancia de z,, a 1 seja menor do
que 1/100, basta tomar n > 100. Para garantir que a distancia de z,,
a 1 seja menor do que 1/5000, basta tomar n > 5000, e assim por
diante. Faz sentido, portanto, dizer que 1 é o limite dessa sequéncia.

g;lHlWH ) R

8

NI
SN
oo+

! !
T T
1 2
2 3

Figura 2.5 O limite de (RLH) é 1.

A sequéncia do segundo exemplo, (1,0,1,0,1,0,1,0,...), entre-
tanto, tem um comportamento distinto, pois x, oscila entre 0 e 1
sem parar em nenhum desses dois niimeros. Tudo que podemos dizer
é que, nos termos de indice n = 2k par, temos xo, = 0, e nos termos
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de indice n = 2k + 1 impar, temos x2;+1 = 1. Desse modo, embora
faga sentido dizer que o limite dos termos pares seja 0 e o dos impares
seja 1, nao existe nimero algum que seja o limite de todos os termos
dessa sequéncia.

Sejam (x,) uma sequéncia e ¢ € R um nimero dados. Dizemos
que o é o limite de (z,,) se, uma vez fornecido um nimero real positivo
€ > 0 qualquer, por menor que seja, sempre for possivel encontrar
algum nimero natural N = N(e) tal que a desigualdade

|2, — 0] < & (2.1)

seja satisfeita para cada natural n € N tal que n > N. Nesse caso,
escrevemos
o =limz, ou Ty — O.

Assim, a afirmagdao o = limz,, significa que, para todo e qualquer
e > 0, a desigualdade |2, — 0| < &, ouseja, 0 —e < x, < 0 +¢, é
valida a partir de algum indice, ou seja, para n > 0.

€ €

— 1 R
o—€ Tp O o+e

Figura 2.6 |z, —o| <cequivaleaoc —ec <z, <o+¢
Dizemos que uma sequéncia (x,,) é convergente, ou que converge,

se existir algum ndmero real o € R tal que limz,, = 0.

Voltando, mais uma vez, a sequéncia (%, %, %, ey ) , podemos afir-

mar que essa sequéncia converge, com limite 1, ou seja,
. n
lim —— =1.
n+1

O primeiro dos dois resultados mais importantes sobre sequéncias
convergentes € o seguinte.

Teorema 2.7. Toda sequéncia mondtona e limitada € convergente.

Mais precisamente, mostramos que se (x,) ¢ nao decrescente e
limitada, entao lim z,, = sup{x, } e, se (z,,) é ndo crescente e limitada,
entdo lim z,, = inf{xz,}.
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Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia nao decrescente e limitada.
Sua imagem é um conjunto nao vazio e limitado superiormente, por-
tanto, podemos tomar o = sup{z,}. Por definigdo, temos z,, < o,
para cada n € N.

T2 Ts5 L7 Tn

1 —+

L
T
T1 X3 T4 Tg Tn+1

Figura 2.7 Se (z,) é crescente, entdo lim z, = sup{z,}

Dado ¢ > 0, sabemos que o — £ nao é cota superior de {z,},
portanto podemos encontrar algum xy tal que o — e < zn. Por ser
nao decrescente, temos xy < xn, para cada n > N. Assim,

c—e<zNy < Th, <O,

para cada n > N. Como ¢ foi tomado arbitrariamente, isso mostra,
que limz, = 0. A demonstracdo para sequéncias nao crescentes e
limitadas é analoga. O

Vejamos mais propriedades de sequéncias convergentes.

Lema 2.8 (Permanéncia do Sinal). Seja (z,) uma sequéncia con-
vergente tal que limx, > \. Entdo x, > X, para n > 0. Resultado
andlogo vale se limx, < A.

Demonstragdo. Seja (x,) uma sequéncia convergente e denotemos
limz, = 0. Dado A < o, temos ¢ = 0 — A > 0 e, portanto, podemos
tomar algum N € N tal que |z, — o] < €, para cada n > N. Assim,
A=o0—¢e <z, <0+e¢ e, em particular, A\ < z,, para cada n > N.
A demonstragdo para o caso A > o é andloga. O

Esse resultado também é muito usado em sua forma contraposi-
tiva. Por exemplo, se x, > A, paran > 0, e x,, — 0, entao o > A.
No caso A = 0, isso justifica a terminologia usada: uma sequéncia con-
vergente de niimeros nao negativos, por exemplo, nao pode ter limite

1

negativo. Entretanto, observe que % > 0, para cada n, mas ;- — 0.

Assim, essa forma contrapositiva nao é vélida com sinal estrito, bem
como a proposigao, que nao permanece valida com desigualdade nao
estrita.
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Exemplo 2.9. Se (z,) é uma sequéncia convergente do intervalo
[a, b], entdo limx,, € [a,b]. De fato, se a < z, < b, para cada n € N,
e x, — 0o, entao a < o < b, pela permanéncia do sinal. Nesse
sentido, os intervalos fechados sao “fechados” para limites de sequén-
cias convergentes de seus pontos. ©

Proposicao 2.10. Seja (x,) uma sequéncia convergente. Entao
(i) (xn) € limitada e também a sequéncia dos valores absolutos
(i1) (|zn|) € convergente, com lim |z, | = | im x,,|.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia convergente, digamos, com
limite lim x,, = 0. Dado € > 0, a convergéncia garante que podemos
escolher N € N tal que |z, —o| < ¢, para cada n > N. Em particular,
para cada n > N, pela desigualdade triangular, obtemos

‘|xn| —|0‘|‘ < |zp — 0| <e,

de modo que lim|x,| = |o|. Tomando, agora, ¢ = 1, podemos es-
colher N € N tal que |z, — 0| < 1, para cada n > N, ou seja,
Zpn € (0 —1,0+1), para cada n > N. Como o conjunto dos primeiros
termos {1, 22,...,2n—1} é limitado (por ser finito), a imagem da
sequéncia esta contida na uniao de dois conjuntos limitados, que é
limitada (ver Proposigao 1.11). Assim, (z,) é limitada. O

No céalculo de limites, convém dispor das regras algébricas dos
limites.

Proposicao 2.11 (Propriedades Operacionais de Limites). Sejam
(xn) € (yn) duas sequéncias convergentes quaisquer com limites o
e n, respectivamente, e seja A € R fizado. As sequéncias definidas
termo a termo pela combinagdo linear (x, + A - yn) e pelo produto
(Tn - Yn) dessas sequéncias sdo convergentes; no caso n # 0, também
é convergente o quociente (Tn/yn) termo a termo. Além disso,

(i) lim(z, + A yn) =limz, + A-limy, =0+ A-n,
(ii) lim(xy, - yn) = limz, -limy, =o0-n e

(iii) lim(xy,/yn) =lima,/limy, = o/n, se n # 0.
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Demonstragdo. Sejam (zy) e (yn) duas sequéncias e A € R fixado.
Vamos supor que limz, = o e que limy, = n e mostrar que vale
a primeira afirmagao. Essa afirmagao é 6bvia se A = 0, portanto,
supomos A # 0. Comegamos com a estimativa

[(@n+X-yn) = (@ +A-0)| = |(xn —0) + X+ (yn — )|
e —o| + A Jyn — 1| < &1+ A - 62 = ¢,

em que utilizamos a desigualdade triangular. Para fazer sentido, essa
estimativa deve ser lida de tras para frente, sendo que o final dessa
estimativa é s6 vontade, pois ainda nao sabemos se vale. Entretanto,
de posse dessa conta, podemos comegar tudo pelo comeco, como se-
gue. Seja € > 0 dado arbitrariamente. Entao e; = %E > 0 e podemos
tomar N; € N tal que |z, — 0| < &1, para cada n > N;. Também vale
g2 = €/2|A| > 0 e podemos tomar N € N tal que |y, — 1| < €2, para
cada n > Na. Agora definimos N = max{N1, No} e tomamos n > N.
Em particular, n > N; e n > N, portanto, da estimativa feita no
infcio, agora decorre que |(zn + A+ yn) — (0 +A-n)| < e. Como & > 0
¢ arbitrério, vale (i).

Para mostrar que vale a segunda afirmagao, comecamos com a
estimativa

(@0 yn) = (0 0)| =120 Yn— 0 Yn+0-yn — 01|
<|on = 0ol ynl ol lyn —nl <e1- M+ C- ez =e.

A sequéncia convergente (y,,) é limitada, pela Proposic¢ao 2.10, por-
tanto, tomamos M > 0 tal que |y,| < M, para todo n € N. Para nio

dividir nos dois casos |o| = 0 e |o] > 0, denotamos C' = |o| + 1
e temos C' > 0. Seja ¢ > 0 dado arbitrariamente. Procedendo
como na demonstragdo da primeira afirmagdo, e1 = ¢/2M > 0 e

g9 = ¢/2C > 0 fornecem Nj e Ny para as convergéncias de (x,) e
(yn) € N = max{Ny, Np} é tal que |(2, - yn) — (0 - )| < € é vélido
para cada n > N. Como € > 0 é arbitrdrio, vale (ii).

A terceira afirmagao decorre da segunda, pois o quociente (z,,/yy)
é igual ao produto x, - (1/yx), desde que provemos a convergéncia da
sequéncia de reciprocos (1/y,), com lim(1/y,) = 1/n, quando n # 0.
Supomos, entao, que 1 # 0. Para mostrar que vale essa afirmagao,
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comecamos com a estimativa

|77_yn| 2e9 _
< €2 _
nlgnl  Inl?

1 1‘_‘77—%

Yo | |1 Yn

O Lema 2.8 garante que lim |y,| = || > 3|n| > 0 e a permanéncia de
sinal garante que, para algum N7 € N e para cadan > Ny, vale |y, | >
1In|. Seja e > 0 dado arbitrariamente. Entao e; = 3[n|%c > 0 fornece

N, para a convergéncia de (y,,) e, novamente, N = max{Ny, Nao} é tal
que |1/y, —1/n| < € vale para cada n > N. Como € > 0 é arbitrério,
provamos que lim(1/y,) = 1/n. O

Proposicao 2.12 (Critério do Confronto). Sejam (x,,), (yn) € (2n)
sequéncias quaisquer tais que

Yn < Tn < Zn, n > 0.

Se (yn) e (zn) forem convergentes e tiverem o mesmo limite, entdo
(xn,) também é convergente, com o mesmo limite.

Demonstragdo. Sejam (yy,) e (z,) duas sequéncias convergentes com
mesmo limite, que denotamos por o, tais que y, < z,, para n > 0.
Dado & > 0, sabemos que ambos |y, — o] e |t, —o| sdo menores do que
e, para n > 0. Assim, em particular, temos 0 — e < y,, < 2, < 0+ €,
paran > 0. Se y, < =, < zp, para n > 0, segue que

O—e<Yp STy <2p<o+e

e, portanto, |acn —a| é menor do que ¢, paran > 0. Assim, mostramos
que limz,, = o. O

Um caso particular muito usado é quando uma das duas sequén-
cias, y, ou z,, é constante.

Exemplo 2.13. Seja X C R um conjunto limitado superiormente,
com ¢ = sup X. Para cada n € N, como ¢ — % nao é cota superior

de X, podemos escolher z,, € X tal que o — % < xp < 0. Assim,

obtemos uma sequéncia (z,) de X que converge a o, pelo confronto.
No entanto, essa sequéncia pode nao ser crescente. De fato, se 0 € X,
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nada impede que tenhamos escolhido, sempre, z,, = o. Inclusive, se
o for o elemento maximo isolado de X, essa é a tnica sequéncia que
poderemos obter.

No entanto, se o € X, entao sempre existe uma sequéncia de X
convergente a o que seja crescente. De fato, 0 — 1 nao é cota superior
de X, portanto, podemos escolher z; € X tal que 0 —1 < x; e, como
o & X, necessariamente 7 < o. Entdo x1 néo é cota superior de X,
portanto, podemos escolher x5 € X tal que 1 < 29 € 07% < xy < 0.
Dessa forma, construimos uma sequéncia crescente tal que, para cada
n €N, vale 0 — % < x, < o. Pelo confronto, x,, — 0. ©

Exemplo 2.14. Consideremos a sequéncia (x,,) definida por

1 1 1 1
=1_—- 4+ - ... _1)ntlz
o SR I S A
ou entao, na notagao concisa de somatorio, por
n

Ty = Z(fl)’”l% , comn €N,

k=1
: _ _ 11 _ 1 1_5 _ 5 1 _ 7
Assun,acl—1,$2—1—§—§,$3—§+§—g,$4—g—z—ﬁ7
5 = % + % = % e assim por diante. Certamente sempre podemos

calcular o termo seguinte, mas alguém consegue vislumbrar algum
padrao nessa sequéncia

e

17 2

(e[S
®|>J>
[N

y @y g e

N[ =
—

ou seja, uma férmula “fechada” para x.,,, que calcule x,, sem precisar
calcular, antes, os termos que o precedem? Se conseguir, ganha um
bombom.

Sequer mondtona essa sequéncia é, pois x1 > To, Xo < X3, T3 > T4,
ry < x5, e essa alternancia continua, de modo que nao podemos
utilizar o Teorema 2.7 para estabelecer a convergéncia dessa sequén-
cia. No entanto, temos uma alternancia controlada dos termos, pois

O<ra<ay<--- <<z <21 <1.

Geometricamente, os termos estao se cercando e “entrando” para o
limite. Numa circunstancia dessas, até poderia ocorrer que os termos
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cercassem mais e mais, nao sé6 um ponto, que seria o limite da sequén-
cia, mas todo um intervalo, e nao terifamos um limite. Entretanto,
isso nao ocorre aqui, pois a diferenga entre termos consecutivos s
diminui, ja que, para cada n,

|$n+1 - In' = %J,_l)

como nao ¢é dificil verificar.

1
1 1

I5
Il N 1 |I3 R
AN )1

o4

T4

Figura 2.8 O padrdo alternado da sequéncia (z,)

Entao, essa sequéncia (z,) tem todo o jeitdo de uma sequéncia
convergente, mas, como provar que é convergente se, para isso, preci-
samos ter, antes, o “candidato” a limite? Lembre que (x,) converge
se existir o € R tal que limz,, = 0. Sem ¢, nao hé convergéncia. Foi
para esse tipo de situacao, em que uma sequéncia parece convergir
mas, por outro lado, ndo hd uma opc¢ao razoavel para o limite, que B.
Bolzano e A. L. Cauchy conceberam a idéia de garantir a convergéncia
de uma sequéncia sem precisar determinar, antes, seu limite.

Segundo Bolzano e Cauchy, uma sequéncia (x,,) converge se mos-
trarmos que, dado qualquer € > 0, por menor que seja, existir N € N
tal que |z, — Zn4p| < €, para quaisquer n,p € N com n > N. Mas,
pelo Exercicio 1.20, sabemos que |2, — Zn4p| < %H, portanto, dado

e > 0, basta tomar N > e~! para ter |z, — Tnp| < n%_l < % < e,
para quaisquer n,p € N com n > N.

Assim, a menos do Teorema 2.16, enunciado a seguir, podemos
concluir que essa sequéncia converge, mesmo que nao tenhamos can-
didato a limite algum. ©

Uma outra maneira de provar a convergéncia da sequéncia (zy,)
desse exemplo, é utilizar a propriedade dos intervalos encaixados,
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vista na Proposigdo 1.9. De fato, basta tomar Iy = [zak,Tok+1] €
mostrar que o ponto limite dessa sequéncia de intervalos é tinico e é o
limite da sequéncia (x,,) (ver Exercicio 2.20). No Exemplo 2.20 apre-
sentamos uma terceira maneira de estabelecer a convergéncia dessa
sequéncia.

Dizemos que uma sequéncia (z,,) é de Cauchy se, dado qualquer
e > 0, existir NV € N tal que |z, — Znp| < €, para quaisquer n,p € N
com n > N (ou, equivalentemente, tal que |z, — z4] < €, para
quaisquer m,q > N.) Em mais palavras, uma sequéncia (z,) é de
Cauchy se seus termos se tornarem e permanecerem arbitrariamente
préximos uns dos outros, desde que tomemos indices suficientemente
grandes.

Observe que nao ha mencao de limite algum na definicao de se-
quéncia de Cauchy.

Proposigao 2.15. Toda sequéncia convergente € de Cauchy e toda
sequéncia de Cauchy € limitada.

Demonstragdo. Seja (x,) uma sequéncia convergente. Digamos que
lim x,, = 0. Dado € > 0, temos %E > 0 e, portanto, podemos encontrar
N € N tal que |z, — o] < %5, para cada n > N. Logo, usando a
desigualdade triangular, para quaisquer n,p € N com n < N, obtemos

|Tn, — Tntpl = [Tn — 0 + 0 — Tnpl
<|on — 0|+ |Tngp — 0| < 26+ 2e =

Como ¢ é arbitrério, resulta que (x,) é de Cauchy.

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Tomando £ = 1, obtemos
N € N tal que |z, — Tn1p| < 1, para quaisquer n,p € N com n > N,
portanto, |xny — x,| < 1, para qualquer n > N. Isso mostra que
{zp, :n > N} C (zy — 1,zy + 1), de modo que {z, : n > N} é
limitado. Como {z,, : n < N} é finito, decorre que a sequéncia (zy,)
¢ limitada (ver Proposi¢ao 1.11). O

Teorema 2.16 (Critério de Cauchy). Uma sequéncia é convergente
se, e somente se, é de Cauchy.

Ja provamos que toda sequéncia convergente é de Cauchy. A
demonstragao da reciproca pode ser encontrada a pagina 46; antes
disso, convém estudar as subsequéncias de uma sequéncia.
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2.3 Subsequéncias

Dadas duas sequéncias (z,) e (yn), dizemos que (y,) é uma subse-
quéncia de (x,) se existir uma sequéncia crescente de naturais (k)
tal que y, = =z, , para cada n € N. Em particular, sempre temos
k., = n, para cada indice n € N. Duas subsequéncias faceis de uma
sequéncia (x,) dada sdo a dos pares (x2,) e a dos fmpares (Tany1),
em que k, = 2n e k, = 2n + 1, respectivamente.

Vejamos o segundo dos dois resultados mais importantes sobre
sequéncias convergentes.

Teorema 2.17 (Teorema de Bolzano-Weierstrass — TBW). Toda se-
quéncia limitada tem alguma subsequéncia convergente.

Uma maneira pratica de provar o TBW pode ser encaminhada
como segue. Considere uma sequéncia limitada, digamos, tal que
a < r, < b, para n € N. Utilizamos o ponto médio ¢ = %(a +b)
do intervalo [a, b] para escolher [a, ¢] ou [c, b] dependendo de qual dos
conjuntos de indices, {n € N: z,, € [a,c]} ou {n € N: z, € [c,]]} for
infinito. Denotamos por [a1,b;1] o intervalo escolhido (se ambos con-
juntos forem infinitos, escolhemos um deles, digamos, o subintervalo
a esquerda) e escolhemos k1 € N tal que x, € [a1,b1]. Retoma-
mos o processo de dividir ao meio o subintervalo [a1, b1], escolhendo,
agora, k3 > k1 no conjunto infinito de indices n tais que z,, pertenca
ao subintervalo escolhido de [ag, b2]. O processo continua indefinida-
mente e, pela propriedade dos intervalos encaixados (ver Proposigao
1.9), obtemos um ponto pertencente a todos subintervalos escolhidos
e para o qual, por construgdo, tende a subsequéncia (xy, ).

A prova do TBW que apresentamos a seguir, substitui o processo
de infinitas escolhas de subintervalos e a propriedade dos intervalos
encaixados pelo axioma fundamental.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia limitada. Pelo lema a se-
guir, existe um subsequéncia de (z,,) que é mondtona e, certamente,
limitada. Pelo Teorema 2.7, essa subsequéncia é convergente. |

Lema 2.18. Toda sequéncia possui alguma subsequéncia mondtona.
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Demonstrag¢ao. Dada uma sequéncia (x,,) qualquer, escrevemos

Xk = {xk,$k+17xk+2, cee }a

para cada k € N. Por exemplo, X; é a propria imagem da sequéncia.

Pode ocorrer (como ocorre com sequéncias decrescentes) que, para
cada k € N, o conjunto X possua maior elemento. Nesse caso,
escolhemos o maior elemento x,, da sequéncia toda e definimos k; =
m. Em seguida, escolhemos o maior elemento z,, de X, +1; definindo
ko = m, temos ky > k1 e xp, < Tk, jad que Xi, +1 € X;. Continuando,
nesse caso obtemos uma sequéncia crescente (k,,) de naturais tal que
(zk, ) é uma subsequéncia nao crescente de (zy,).

Caso contrério, existe algum k € N tal que X; nao tem maior
elemento (como ocorre com sequéncias crescentes). Dai decorre que,
para cada m > k, também X,, nao tem maior elemento, ji que a
diferenca {z,Zk11,...,Tm—1}, como todo conjunto finito, sempre
tem maior elemento (ver Proposi¢do 1.11). Entao definimos k; = k
e, como X nao tem maior elemento, podemos escolher m > k; tal
que ,, > x,. Definindo ko = m, temos ky > k1 e, como Xj, nao
tem maior elemento, novamente podemos escolher m > ko tal que
Ty > Tk,. Continuando, nesse caso obtemos uma sequéncia crescente
(ky,) de naturais tal que (z, ) é uma subsequéncia crescente de (zy,).

Como nao hd mais casos, concluimos que (z,) possui alguma
subsequéncia mondtona. O

Vejamos algumas propriedades que relacionam a convergéncia de
sequéncias e de subsequéncias.

Proposigao 2.19. Toda subsequéncia de uma sequéncia convergente
€ convergente, com mesmo limite. Se as subsequéncias dos pares e
dos impares de uma sequéncia convergirem para um mesmo limite,
entdo a prépria sequéncia serd convergente (com o mesmo limite).

Demonstragdo. Seja (xg,) uma subsequéncia da sequéncia conver-
gente (z,,) de limite 0. Dado € > 0, podemos encontrar N € N tal
que, para cada n > N, temos |z, —o| < €. Como (k,) é crescente em
N, existe N1 € N tal que, para cada n > Ny, vale k, > N, de modo
que, para cada n > Nj, temos |zg, — 0| < €. Como ¢ é arbitrario,
resulta que z, — o.
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Supondo, agora, que limzs, = o = limxs,41, seja € > 0 ar-
bitrario e tomemos Ny € N tal que |z2, — 0| < €, para cada n > N;
e Ny € N tal que |zo,41 — 0| < e, para cada n > N3. Tomando
N3 = max{Ny, Nz} e definindo N = 2N3 + 1, obtemos |z, — 0| < ¢,
para cada m > N. De fato, dado m > N, se m = 2n for par, entao
n = Nj e, se m = 2n+1 for impar, entao n > Ns. Como € é arbitrario,

resulta que lim x,, = o. [l
Exemplo 2.20. Voltemos a sequéncia 1, %, %, 1—72, %, ... definida por
1 1 1 1
xn:1_§+§—1+"'+(—1)n+15, comn € N,
do Exemplo 2.14. Vimos que 0 < 29 < x4 < -+ < x5 < 23 <

r1 < 1 e, no Exercicio 2.20, pede-se para mostrar que, em geral,
Top < Topto < Tapts < Tont1, Para n € N. Assim, a subsequéncia
(z2n,) dos pares é crescente e limitada, ao passo que a subsequén-
cia (2,41) dos {mpares é decrescente e limitada. Pelo Teorema 2.7,
ambas sao convergentes. Digamos que o = limzg, e n = lim xg,,41.
Como x2, < x2n+1, para cada n, a permanéncia do sinal garante
0 < Zan+1, para cada n € N, portanto, pelo mesmo motivo, decorre
o < n. Mas o, < 0 <1 < Zanpy1, portanto, |o—n| < |x2nt1 —Ton| =

T{H, para cada n. Logo, pelo confronto, 0 < |0 — n| = 0, ou seja,
o = n. Pela Proposicao 2.19, a sequéncia original (z,) converge, mas
do valor do limite s6 sabemos que limz,, € (0,1); com a teoria deste

texto, nao ha nem como adivinhar o valor exato desse limite.* ©

Possuir alguma subsequéncia convergente nao é suficiente para
que uma sequéncia arbitraria convirja. Basta lembrar, por exemplo,
da sequéncia (1,0,1,0,1,0,1,...) do Exemplo 2.2. No entanto, isso é
suficiente para as categorias especiais das sequéncias monétonas (ver
Exercicio 2.16) e das sequéncias de Cauchy.

Proposigao 2.21. Se uma sequéncia de Cauchy possuir alguma sub-
sequéncia convergente, entdo a propria sequéncia converge.

Demonstragao. Sejam (x,) uma sequéncia de Cauchy com uma sub-
sequéncia (xy,) convergente, digamos, limzy, = o. Dado ¢ > 0,

*Para acabar o suspense: prova-se (ver [2], p. 166) que limz, = log2 ~ 0,7.
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temos %5 > 0 e, portanto, podemos encontrar N; € N tal que

|xg, — o] < %5, para cada n > N;. Como (z,) é de Cauchy, po-

1 .
demos encontrar N € N tal que |z, — 24| < 3¢, para quaisquer

m,q = Ni. Como de hdbito, denotemos N = max{Ny, No}. Como
(kn) é crescente em N, temos ky > N. Entao, para qualquer n € N,
com n > N, obtemos

|x’ﬂ 70—| = |£En — Ty T Thy 7O—|

<lon — Tpy |+ |Thy — 0| < 3e+ 3e=e.

Como ¢ é arbitrario, resulta que limz,, = o. O

Agora estamos em condicoes de provar a reciproca do critério de
convergéncia de Cauchy.

Demonstrag¢ao do Teorema 2.16. Seja (x,) uma sequéncia de Cau-
chy. Pela Proposigao 2.15, (z,,) é limitada e, portanto, pelo Teorema
2.17 de Bolzano-Weierstrass, (z,) possui alguma subsequéncia con-
vergente. Pela Proposicao 2.21, a sequéncia (x,,) converge. O

Terminamos esse capitulo examinando o que ocorre com uma se-
quéncia que ndo converge. Se uma sequéncia (x,) nao converge,
dizemos que (x,,) diverge, ou é divergente.

Exemplo 2.22. Seja (z,) uma sequéncia de R — {0}. Se x,, — 0,
entdo a sequéncia (1/x,) dos reciprocos diverge, por ser ilimitada.
De fato, para cada M > 0, obtemos N € N tal que |zyx| < 1/M, de
modo que M < |1/xp|. ©)

Uma sequéncia diverge se nao existir um limite em R, como ocorre,
por exemplo, com sequéncias ilimitadas, ou se a sequéncia é limitada
mas oscila entre dois ou mais candidatos a limite, como ocorre, por
exemplo, com a sequéncia (1,0,1,0,1,0,...), que é divergente, pois
nao é possivel encontrar um ndmero real que seja seu limite. Ocorre
que pode ser bem incomodo mostrar que limz, # o, para todo e
qualquer nimero real o. Mais conveniente é ter critérios explicitos.

Corolario 2.23. Uma sequéncia diverge se possuir duas subsequén-
cias convergentes de limites distintos.
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Demonstracdo. A afirmacdo é simplesmente uma forma contraposi-
tiva da primeira afirmacao da Proposicao 2.19. |

Exemplo 2.24. A sequéncia (1,0,1,0,1,0,...) ndo pode convergir
porque a subsequéncia dos pares é constante igual a 0 (portanto,
convergente a 0) e a dos fmpares é constante igual a 1 (portanto
convergente a 1). ®

Epilogo

As propriedades bésicas de sequéncias reais que acabamos de ver sao
suficientes para estudar a continuidade de fungoes reais no préximo
capitulo. No entanto, apenas tocamos o assunto de sequéncias.

O leitor deve aprimorar sua educagao com um estudo da topo-
logia da reta, do mesmo nivel de dificuldade (ou facilidade) deste
capitulo. Assim, poderd conhecer os conceitos de pontos de aderéncia,
de acumulacao, de fronteira, interiores e isolados, bem como conjun-
tos abertos, fechados, compactos e perfeitos, todos caracterizaveis via
sequéncias. Isso pode ser encontrado nas referéncias bésicas [1] e [2].

Em seguida, recomendamos o estudo de um tipo muito especial
de sequéncias, as séries numéricas, que sequer apresentamos, exceto
a do Exemplo 2.14, que é a série harmonica alternada. Este é um
capitulo historicamente relevante, tendo sido nesse contexto de séries
que Bolzano e Cauchy formularam suas versoes de sequéncias “de
Cauchy”. Além do que, é uma porta de entrada para o universo de
séries de fungoes, como as séries de poténcias e as de Fourier.

Continuando, o leitor deveria estudar todos esses assuntos com
sequéncias de pares (z,,yn), ou seja, sequéncias de pontos do plano
R? ou, entdo, de nimeros complexos, e, mais geralmente, nos espacos
euclidianos R". Nestes, continuam valendo quase todas as proprieda-
des que estudamos (ver [8]), exceto, é claro, as relacionadas & ordem,
ausente nesses espacos. No entanto, em todos esses espagos e, mais
geralmente, em espacgos vetoriais normados, ha a norma, que substi-
tui o valor absoluto da reta e faz o papel da distancia, permitindo o
desenvolvimento dos conceitos da Anélise.

O contexto ideal para o estudo das propriedades de sequéncias é
o de espagos métricos, para o que recomendamos o ja classico livro
[15] de Elon Lima. O salto quantico no estudo de sequéncias é dado
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com o estudo de sequéncias de fungoes (ver [1] e [2]), em que cada
funcao pode ser interpretada como um ponto de um espago (métrico)
de fungoes. Nesse contexto, por exemplo, resolvemos equagoes dife-
renciais ordindrias, interpretando cada solugao como um ponto fixo
de uma aplicacao definida num espago conveniente de fungoes.

2.4 Exercicios

2.1. Sejam b € R e © = (zn)nen uma sequéncia tais que

po P2 _ s _ T4 T
xr1 T2 xs3 Tn ’

para cada n € N. Mostre (por indugdo) que zn41 = z1b", para cada

n € N, de modo que = é a sequéncia geométrica (xl,xlb,xle,...) =

x1(1,b,b%,...) de razao r = b, em que cada termo é multiplicado por z;.

2.2. Defina as sequéncias parte positiva z* e parte negativa £~ de uma

sequéncia x = (z) pondo, (ver Exercicio 1.19) para cada n € N

zh = L|zn| + 2n] = max{z,,0} e a, = i[|za] —24] = max{—zn,0}.

Mostre que z = 2t —z~ e que |z| = zt 427 . Mostre que z é uma sequéncia
em (0,400) se, e s6 se, x~ é identicamente nula.

2.3. Escolha xo,z1 € R e, paran > 2, defina o enésimo termo da sequéncia
z pela relagao de recorréncia z,, = %(mn_l + xn_g), ou seja, cada termo
T, é a média aritmética dos dois termos precedentes. Escreva os cinco
primeiros termos dessa sequéncia. Mostre que (x,) é limitada. Obtenha
uma férmula para x, que independa dos termos zj, com k < m, no caso
em que zo = 0 e 1 = 1. Generalize essa férmula para o caso geral.

2.4. Seja (zn) uma sequéncia tal que exista uma cota inferior positiva para
o médulo de seus termos, ou seja, existe ¢ € R tal que 0 < ¢ < |z,|, para
todon € N. Mostre que é limitada a sequéncia (¢, ) dos reciprocos, definida,
para todo n, por t, = 1/x,.

2.5. Fixado r € Q, mostre que a sequéncia (n") é mondétona. Mostre que
(n") é crescente se, e s6 se, r > 0 e é decrescente se, e s6 se, r < 0.

2.6. Fixado 0 < a < 1, mostre que a sequéncia (n - a™) é decrescente.
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2.7. Seja (zn) uma sequéncia convergente tal que cada z, é uma cota su-
perior de um certo conjunto X C R. Mostre que lim z,, é uma cota superior
de X. Enuncie e demonstre um resultado andlogo para cotas inferiores.

2.8. Fixado b > 0, mostre que a sequéncia x definida por x, = b = b
é mondétona. Mostre que = é decrescente se, e s6 se, b > 1 e é crescente se,
e s6 se, 0 < b < 1. Fixado um numero real b > 0 positivo, mostre que

lim Vb = 1.

(Sugestao: se b =1, a sequéncia é constante. Se b # 1, lembre do Exercicio
1.15 e use o Teorema 2.7.)

2.9. Seja (zn) uma sequéncia convergente com lim 2, = o. Mostre que

1. dados a,b € R quaisquer, se a < o < b, entdo a < =, < b, para
n > 0;

2. se 0 # 0, entdo |o| < 2 |zn|, para n > 0.

3. se 0 # 0, entdo a sequéncia (1/x,) é limitada. (Ver Exercicio 2.4.)

2.10. Sejam (x,) uma sequéncia limitada e (y») uma sequéncia convergente
com limy,, = 0. Mostre que a sequéncia produto termo a termo (x, - yn) é
convergente, com lim(zy, - yn) = 0.

2.11. Seja (zn) uma sequéncia em (0, +00) e defina a sequéncia (t,) por

Tn+1
tn:n—+, com n € N.
Tn

Mostre que se existir algum real 0 < ¢ < 1 tal que 0 < t,, < ¢, paran > 0,
bn

entdo limx, = 0. Mostre que, fixado b > 0, lim—| = 0. Mostre que se

n!

(tn) for convergente, com lim ¢, < 1, entdo lim z, = 0. Mostre que, fixados

na

=0.
bn

b>1lea>0,lim

2.12. Sejam (), (yn), (z5,) € (y,) quatro sequéncias limitadas. Mostre
que, se Tn —Yyn — 0 e 2, — y,, — 0, entdo também

! ’
Tn *Yn — Tp - Y — O.
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2.13. Considere duas sequéncias (un) € (tn) quaisquer e duas sequéncias
(un) e (vp) de termos nao-negativos tais que u, + v, = 1, para n > 0.
Mostre que, se limu, = 0 = limt,, entdo lim(t, — z,) = 0 e, também,
lim (un + Sn + vn - tn) = 0.

2.14. Fixado ¢ > 0, defina z, = v/n+c — /n, com n € N. Mostre que
(zn) converge, com limz, = 0. (Sugestdo: multiplique e divida o termo

geral x,, pelo seu conjugado v/n +c ++/n.)

2.15. Escolha zg € R e, para n € N, defina o enésimo termo da sequéncia
(zn) pela relagio de recorréncia

Tp = i(l +:vn,1).

Escreva os cinco primeiros termos dessa sequéncia. Use indugao para mos-
trar que z é crescente e limitada superiormente se a escolha for zop = 0
e é decrescente e limitada inferiormente se a escolha for x¢p = 1. Mostre
que, em ambos casos de zo, a sequéncia (z,) é convergente. Mostre que
limz, = % (Sugestao: observe que lim z,—1 = limz,, e tome o limite das
duas sequéncias dos dois lados da equagao dada, obtendo o = i(l + a).)

2.16. Mostre que se uma sequéncia (x,) for mondtona e tiver uma subse-
quéncia convergente, entdo (z,) é convergente e tem o mesmo limite da
subsequéncia.

2.17. Sejam (zy, ) € (zp, ) duas subsequéncias de uma sequéncia x = (sn)
qualquer tais que cada termo x, de x aparece exatamente em uma dessas
duas subsequéncias. Se ambas subsequéncias forem convergentes e tiverem
o mesmo limite, entdo x também é convergente e tem o mesmo limite das
duas subsequéncias.

2.18. Seja (zn) a sequéncia definida, para cada n € N, por

PREES SR S S
"Tn+1 n+2 n+3 2n

Mostre que (z5) é crescente e limitada em (0, 1], portanto, convergente,
com limz,, € (%, 1].



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page 51 — #59

2.4. EXERCICIOS 51

2.19. Considere uma sequéncia de intervalos compactos I, = [Zn, yn| en-
caixados, ou seja, tal que I,, DO I,,+1, para cada n € N. Use o Teorema 2.7
para mostrar que existe pelo menos um ponto, denominado ponto limite da
sequéncia (I), que pertence a cada intervalo. Em outras palavras, mostre
que a intersegao de todos os intervalos I, ndo é vazia. (Assim, temos uma
prova alternativa da propriedade dos intervalos encaixados, j4 demonstrada
na Proposicao 1.9.) Se, além disso, y» — zn — 0, mostre que existe um
tnico ponto limite da sequéncia (In,).

2.20. Considere a sequéncia (z,) do Exemplo 2.20. Mostre que, para cada
n € N, vale 2, < Tonto < Tonts < Tont1. S€jam Sy = Tap € tn = Tant1,

de modo que |ty — sn| = |[T2nt+1 — T2n| = para cada n. Defina I, =

_1
2n+1°
[sn,tn] e estabele¢a que existe um tdnico ponto limite o dessa sequéncia

(I) de intervalos encaixados. Conclua que lim z, = o.

2.21. Considere a sequéncia (z,) definida por o = 1 e, para n € N, por
T = Tn_1+ (—1)"%. Escreva os quatro primeiros termos de (z,) e mostre

que, para cada n € N, sempre x2, — Tan4+1 = m e

O=z1<23< - <Toapt1 <+ < Tap < - < x4 <82 <x0=1.

Mostre que (z) é convergente, com limz, € (0,1).

2.22. Dada uma sequéncia (Zn)nen, defina uma nova sequéncia (tn)nen
pelas médias aritméticas
1+ T2t + T

ln = ;
n

para n € N. Escreva os quatro primeiros termos da sequéncia t. Mostre que
(tn) é limitada sempre que (x,) for limitada. Mostre que se Tnt1 = Tn,
para todo n € N, entdo tn+1 > tn, para todo n € N (e, analogamente,
trocando > por <). Mostre que, se z, — 0, entdo t, — 0. Mostre que
se (sn) for convergente, com o = lim x,, entdo (t,) é convergente, com o =
lim ¢,. Supondo que (z,) seja uma sequéncia em (0, +00), com limz, =
o > 0, use logaritmo para mostrar que também as médias harmonicas

n

Un = \/T1 X2 Ty, commn€EN,

convergem, com lim u, = o.
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2.23. Fixado o € R, mostre que uma sequéncia (x,) é convergente com
limz, = o se, e somente se, qualquer subsequéncia de (z,) tiver, por sua
vez, uma subsequéncia convergente de limite o.

2.24. Suponha que (z,) néo convirja a 0 em R. Mostre que podemos esco-
lher £ > 0 e alguma subsequéncia (z, ) de (zn) tal que xi,, > €, para cada
n € N, ou entao alguma subsequéncia (x;,,) de (z,) tal que z;,, < —¢, para
cadan € N.

2.25. Seja (zr) uma sequéncia de Cauchy de R. Mostre que vale exatamente
uma das alternativas seguintes.

1. limz, = 0.
2. Existem ¢ > 0 e N € N tais que z,, > ¢, para cadan > N,
3. Existem ¢ > 0 e N € N tais que z,, < —¢, para cada n > N,

2.26. Sejam (zn) e (yn) duas sequéncias de Cauchy de R. Mostre que a
soma e o produto termo a termo (Zn + yn) € (Tn - yn) dessas sequéncias
também sdo sequéncias de Cauchy.
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Continuidade

As funcoes continuas se distinguem por preservar limites.

3.1 Continuidade num Ponto

Neste capitulo, X e Y denotam intervalos ou uma unioes finitas de
intervalos de R. Sejam f : X — R uma funcao real qualquer e o €
X um ponto qualquer do dominio de f. Dizemos que a funcao f é
continua em o se f(x,) — f(0), para cada sequéncia (x,,) de X tal
que z,, — 0. Em menos palavras, f é continua em o se

f(limacn) = lim f(z,),

sempre que limz,, = o.

Y
ﬂx}?;i y=f(x)
/ Tno Tn+i g

Figura 3.1 A continuidade de f em o

93



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page 54 — #62

54 CAPITULO 3. CONTINUIDADE

Para estabelecer a continuidade de uma fungao num ponto o de
seu dominio X, a definicao exige que verifiquemos se f(z,) — f(0)
para toda e qualquer sequéncia (z,) de X tal que z, — o. Serd
isso, de fato, necessario? Na verdade, nao é preciso verificar isso para
todas as sequéncias que tendem a o, bastando considerar as sequén-
cias monotonas que tendem a o. Mais que isso, como a sequéncia
constante x,, = o sempre leva & sequéncia constante f(x,) = f(0),
basta considerar as sequéncias de X — {o} que tendem a o e, dessas,
apenas as crescentes e as decrescentes. (Exercicio 3.13).

Se uma fung@o nao for continua num ponto de seu dominio, di-
remos que ela é descontinua nesse ponto. Para estabelecer que f é
descontinua num ponto ¢ de seu dominio X, basta encontrar uma
Unica sequéncia (x,,) do dominio X que seja convergente a o mas tal
que a sequéncia (f(z,)) da imagem nao convirja a f(o). Isso ocorre
se a sequéncia ( f (mn)) divergir ou, entao, se convergir a algum valor
distinto de f(o). y

Figura 3.2 O gréfico da fungdo continua f(z) = 1/z

Dizemos que uma funcao f : X — R é continua em Y C X se
f € continua em cada ponto de Y. Dizemos, simplesmente, que uma
funcao é continua se for continua em cada ponto de seu dominio.

Pelas propriedades operacionais dos limites de sequéncias (Pro-
posicao 2.11), decorre que combinagoes lineares e produtos de fungoes
continuas (num ponto) sdo continuas (nesse ponto). Também é, auto-
maticamente, continua a funcao composta de duas fungoes continuas:
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se f é continua em o e g é continua em f(o), entdo g o f é continua
em o, sempre que essa composta exista, ou seja, se f(X) C Y, onde
f:X—>Reg:Y —>R.

Exemplo 3.1. Pela Proposicao 2.10, é continua a funcao valor ab-
soluto, definida por

z, se x>0,
f(@) =z = Va2 = g
—x, se x<0.
As fungoes constantes e a identidade f(z) = z sdo, claramente,

continuas. Segue dai que sao continuas todas as fungoes polinomiais
de uma varidvel real. Também ji vimos que 1/x, — 1/0, sem-
pre que x, — o #* 0; agora, isso significa que é continua (em seu
dominio) a fun¢ao racional definida por f(z) = 1/x (Figura 3.2). ®

Exemplo 3.2. Fixado a € R, seja f, : R — R a fungao real definida

por
1, se z>0,
falx) =14 a, se x=0,
-1, se <0,

cujo grafico pula do gréfico constante de g(x) = —1 em (—o0,0) para

o de h(z) =1 em (0,00). Essa funcdo é continua em R — {0}, mas é

descontinua em 0.
Y

a
-1

Figura 3.3 O gréafico da fung¢do f, descontinua em 0

De fato, f é continua em cada ponto de R—{0}, por ser constante.
No entanto, f, é descontinua em 0, pois as duas sequéncias definidas
por x- = +1/n convergem a 0, mas f(z;}) — le f(x;) — —1,
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de modo que pelo menos uma dessas duas sequéncias nao converge a
f(0) = a, independentemente do valor a escolhido para f(0). ©

Da mesma forma que nao foi possivel definir a fungao f, do exem-
plo precedente de modo a torna-la continua em 0, ndo existe maneira
de estender o dominio da funcao racional continua do Exemplo 3.1,
definida por f(z) = 1/z, de R — {0} para R de maneira continua. De
fato, dada qualquer sequéncia (z,,) convergente a 0, sabemos (Exem-
plo 2.22) que f(z,) = 1/x, diverge.

Em geral, se soubermos que f : I — R é uma fungao continua
num ponto ¢ € I de um intervalo I, entao existe uma unica opgao
para o valor de f em o, a saber,

flo) =lim f(x,),

para alguma (ou qualquer) sequéncia (z,) de I convergente a o.

Por outro lado, se tivermos uma funcao definida num intervalo I,
exceto num ponto o € I, e se lim f(z,) = A, para cada sequéncia
(zp,) de I — {o} convergente a o, entdo f é uma funcdo continua em
o se, e s6 se, definirmos f(o) = A.

Yy
y = f-1(z),
y = foa(a), ser€Q
ser e R—-Q
x

Figura 3.4 O grafico da fungdo descontinua f_1

Exemplo 3.3. Fixado a € R, seja f, : R — R a fungao real definida

por
falz) = x2, se z€Q,
¢ alx—1)+1, se zeR-Q,
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cujo grafico pula entre os gréficos da pardbola g(x) = 22 e da reta
por (1,1), de inclinagao a. Essa funcdo sé é continua nos pontos o de
R tais que ponto (o, 02) da pardbola pertenca a retay = a(z—1) +1.

De fato, se (x,,) é uma sequéncia qualquer que converge a o, entao
x2 — o2 por valores racionais de z,, e a(x, —1)+1 — a(c—1)+1
por valores irracionais de x,. Mas 02 = a(oc — 1) + 1 se, e s6 se,
02 —aoc+ (a—1) =0, ou seja, se e s6 se 0 = 3(a =+ |a — 2[). Com
a # 2, obtemos dois pontos o de continuidade de f,, ao passo que fa
tem o tnico ponto de continuidade o = 1, em que a pardbola y = z2
é tangente aretay =2(x—1)+1=2z— 1.

Observe que, fixando a € Q, a parte y = a(x — 1) + 1 de f, é
uma bijecao de R — Q sobre R — Q, mas f, é s6 injetora de Q em Q,
sem ser sobrejetora. Por exemplo, os unicos y € N da imagem de f,
(nesse caso a € Q) sao os inteiros que sao quadrados perfeitos. ©

Lema 3.4 (Permanéncia do sinal). Seja f : X — R uma funcdo
continua num ponto o € X. Se f(o) > A, para algum X € R, entdo
existe r > 0 tal que f(x) > A, para cada x € X N (o —r,o + 7).
Resultado andlogo vale se f(o) < A.

o—r o o+r

Figura 3.5 A permanéncia do sinal de f em o

Demonstra¢ao. Usamos contraposicao. Digamos que A € R seja tal
que, para cadan € N, exista z,, € X tal que |o—xz,| < % e flzn) < A
Entéo x, — o e, portanto, f(z,) — f(o), por continuidade de f
em o. Como f(z,) < A, para cada n, a permanéncia do sinal de
sequéncias (Lema 2.8) garante que, também, f(o) < A. O
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Exemplo 3.5. O quociente de fungdes continuas (num ponto) é
continuo (nesse ponto), desde que o denominador seja nao-nulo no(s)
ponto(s) em consideracao. De fato, sejam f,g: X — R duas fungoes
continuas num ponto o € X. Se g(o) # 0, entdo a permanéncia do
sinal de fun¢oes continuas garante que existe > 0 tal que g(x) # 0,
para cada x € (o0 — r,0 + r) N X. Desse modo, o quociente f/g das
duas fungoes estd bem definido em (0 — 7,0 +1r)NX e é continuo em
o, pela Proposicao 2.11 (ver, também, o Exercicio 3.7.)

Em particular, toda fungao racional é continua em cada ponto em
que o polinémio do denominador nao se anula. ©

3.2 Continuidade num Intervalo

Vejamos os resultados fundamentais relativos a fungoes continuas em
intervalos.

A funcéo f, do Exemplo 3.2 tem por imagem o conjunto discreto
{-1,a,1}, que ndo é um intervalo. Como o dominio dessa fungao é
um intervalo (a saber, R), isso por si s6 ja garante que f, ndo pode,
realmente, ser continua. De fato, veremos a seguir que toda funcao
continua leva intervalos em intervalos.

Exemplo 3.6. Consideremos um objeto em movimento retilineo.
Se o objeto for lancado verticalmente para cima, a altura alcancada
pelo objeto aumenta até chegar no alto e depois comega a diminuir.
Nesse mesmo trajeto, observa-se que sua velocidade comeca positiva,
diminuindo até “parar” no alto, depois aumenta até que, de volta
ao ponto de partida, é a mesma velocidade, mas de sinal oposto. E
impossivel imaginar que o objeto “dé a volta” no alto de sua trajetéria
sem que sua velocidade se anule nesse instante.

Assim, para passar de velocidade positiva (subindo) para veloci-
dade negativa (descendo), o objeto precisa passar, necessariamente,
por um instante de velocidade nula (no alto), exemplificando a pro-
priedade do valor intermediario da funcao velocidade. ©

Teorema 3.7 (Teorema do Valor Intermedidrio — TVI). A ima-
gem direta por uma funcao continua de qualquer intervalo contido
no dominio da funcdo € um intervalo.
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Usando a caracterizagao de intervalo da Proposicao 1.8, o TVI
afirma, em mais palavras, que se f : X — R for continua, se [a,b] C
X, e se, para algum d € R tivermos f(a) < d < f(b), entdo neces-
sariamente existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.
O mesmo ocorre se f(b) < d < f(a). Essa é a propriedade do valor
intermedidrio, que, portanto, é vilida para fungoes reais continuas.

Demonstracao. Seja f: X — R uma fungao continua e suponha que
a < bed e R sejam tais que [a,b] C X e f(a) < d < f(b). Mostremos
que existe algum ¢ € (a,b) tal que f(c) = d. Para isso, consideramos o
conjunto C' = {x € [a,b] : f(x) < d}. Por hipétese, a € C e C C [a,b),
de modo que existe ¢ = sup C € [a, b]. Mostremos que f(c) = d.

Figura 3.6 A propriedade do valor intermediario

Ora, dado qualquer z € C, vale x < be f(x) < d, portanto o Lema
3.4 garante que existe o € (z,b) tal que f(0o) < d, ou seja, x nao é
cota superior de C. Em particular, ¢ = supC ¢ C. Entéo f(c) > d e
(ver Exemplo 2.13) existe uma sequéncia (x,,) crescente de C tal que
x, — c. Pela continuidade de f, segue que f(z,) — f(c) e, como
f(x,) < d, a permanéncia do sinal de sequéncias (Lema 2.8) garante
que, também f(c) < d. Assim, f(c) =d. O

Exemplo 3.8. Existe alguma raiz real de z° + 42% — 22% + x — 3
entre 0 e 1, pois f(x) = 2° + 42% — 222 + 2 — 3 ¢é continua em R e
FO)=-3<0<1=1+4-2+1-3=f(1). ®
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Exemplo 3.9. A ctibica dada por f(z) =x(z+1)(z —1) =2° — 2
satisfaz f(—2) = —6 < 0 < 6 = f(2) e existem trés pontos ¢ tais que
f(c) =0, asaber,c=—-1,0e 1. ®

O TVI garante que existe pelo menos um ponto ¢ tal que f(c) = d.
No exemplo precedente, obtivemos treés. E claro que se a funcao
continua for injetora no intervalo, existe exatamente um tinico ponto ¢
tal que f(c) = d. Assim obtemos uma maneira alternativa de mostrar
a existéncia de todas as raizes de todos os numeros reais positivos.

Proposigao 3.10. Dados x € R positivo e n € N, existe, e € unica,
a raiz enésima {/x de .

Demonstracao. Fixado n € N, sabemos que é continua em R a funcao
poténcia definida por f(z) = 2™, com z € R (Exemplo 3.1). Dado
2 > 0, mostremos que existe um tnico y > 0 tal que z = f(y) = y™.

Pela propriedade arquimediana, existe m € N tal que x < m, e
é claro que m < m™. Logo, f(0) =0 <z < m" = f(m) e 0o TVI
garante que existe y > 0 tal que y™ = f(y) = «. Como a fungao f é
injetora (Exercicio A.15), a raiz enésima de « é tnica. O

A reciproca do TVI néo é valida, pois existem exemplos de fungdes
descontinuas com a propriedade do valor intermediario. No entanto,
a reciproca é vélida na categoria especial das fungoes mondtonas cres-
centes ou decrescentes.

De acordo com seu crescimento, dizemos que uma fungao real
f:X—>R¢é

o crescente em X se f(x1) < f(z2) com x1,22 € X e 21 < xa;

e nao decrescente em X se f(x1) < f(x2) com z1 < 2 € X;

e ndo crescente em X se f(x1) = f(x2) com z1,22 € X e 21 < 2a;

o decrescente em X se f(x1) > f(x2) com x1,20 € X € 21 < o;

Observe que toda fungao crescente é nao decrescente e toda decres-
cente é nao crescente. Em geral, dizemos que uma fung¢ao é mondtona
em X se for nao crescente ou nao decrescente em X.

Teorema 3.11. Se uma funcdo € crescente ou decrescente num in-
tervalo e sua imagem € um intervalo, entao a fungdo é continua.

Demonstracdo. Seja f uma fungao descontinua e decrescente num
intervalo I qualquer. Digamos que f seja descontinua num ponto
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o € I. Pelo Exercicio 3.16, existe alguma sequéncia (zy,) de I — {o}
que é crescente ou decrescente e convergente a o, mas tal que (f(zy,))
nao converge a f (o). Vamos supor que (z,) seja crescente.

Como f é decrescente e x,, < x,4+1 < 0, para cadan € N, obtemos

f(@n) > f(ns1) > flo),

para todo n € N, portanto, a sequéncia (f(z,)) é decrescente e li-
mitada inferiormente por f(c). Pelo Teorema 2.7, (f(xy)) converge
an = inf{(f(z,)} e, como (f(z,)) ndo converge a f(o), resulta
n > f(o). Resta mostrar que nenhum ponto entre f(o) e n pertence
a imagem de f, com o que a imagem de f nao é um intervalo.

Y
y = f(z)
f(xn+1)
= = AU PO
f(o)
i z
Tn Tn+1 o

Figura 3.7 A imagem de uma funcdo decrescente
e descontinua nao pode ser um intervalo

Sey e (f(a), 77) fosse um ponto da imagem de f, entao existiria
xz €1 tal que f(z) =y e, de

flo) < f(x) <n< f(xn)

decorreria que z,, < x < o, para cada n € N, ou seja, pelo confronto,
obterfamos x = o, o que é impossivel, pois f(z) =y # f(0). O
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Corolario 3.12. Seja f wma funcdo crescente ou decrescente num
intervalo. Entao f € continua se, e s6 se, f tem a propriedade do
valor intermedidrio. O

Teorema 3.13. Toda funcao continua e injetora f num intervalo
I ¢é crescente (ou decrescente) em I e sua fungdo inversa também é
continua e crescente (ou decrescente) no intervalo f(I).

Demonstracao. Seja f : I — R continua e injetora no intervalo I.
Pelo TVI, a imagem J = f(I) de f é um intervalo e, por ser f
injetora, existe a funcao inversa g : J — R de f. Pelo Exercicio
3.20, f é crescente (ou decrescente) em I, com inversa crescente (ou
decrescente). Como a imagem de g é o intervalo I, o Teorema 3.11
garante que a inversa g é continua. O

Exemplo 3.14. A func¢io racional continua definida por f(z) = 1/,
do Exemplo 3.1, leva o intervalo limitado nao fechado (0, 1] no inter-
valo ilimitado [1,00) e leva o intervalo fechado néo limitado [1, c0) no
intervalo nao fechado (0, 1].

Figura 3.8 A funcéo continua f(z) = 1/z leva intervalos
compactos do dominio em intervalos compactos

No entanto, essa f leva qualquer intervalo limitado e fechado (ou
seja, compacto) do dominio num intervalo limitado e fechado; por

exemplo, leva [-3,—2] em [ — 1, —1]. ®

Em geral, nenhuma fun¢ao continua pode levar um intervalo com-
pacto do dominio num intervalo ilimitado.
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Proposigao 3.15. A imagem direta por uma funcdo continua de
qualquer intervalo compacto contido no dominio da funcdo € um in-
tervalo limitado.

Demonstragao. De fato, suponha que f : X — R seja uma fun-
¢do continua, que [a,b] C X seja um intervalo compacto e que a
imagem f([a,b]) seja ilimitada. Escolhendo, para cada n € N, algum
yn € f([a,b]) tal que n < |y,|, obtemos uma sequéncia (z,,) de [a, b]
tal que n < |yn| = |f(zy)], com n € N.

Pelo Teorema 2.17 de Bolzano-Weierstrass, essa sequéncia possui
alguma subsequéncia convergente. Se (zy,) denotar uma tal subse-
quéncia e se x, — ¢, entdo k, > n e ¢ € [a,b], j4 que [a,b] é
um intervalo compacto. Mas, por continuidade, f(zk,) — f(c), de
modo que n < k, < |f(zk,)| — |f(c)], o que é uma contradicao.
Desse modo, provamos que f([a,b]) é um conjunto limitado. O

Tampouco pode funcao continua alguma levar um subintervalo
compacto do dominio num intervalo nao fechado.

Teorema 3.16 (Teorema de Weierstrass — TW). A imagem direta
por uma funcdo continua de qualquer intervalo compacto contido no
dominio da funcdo € um intervalo compacto.

\ f(x2) =M
y= f(z) i
f(z1) =m
a X1 T2 b v

Figura 3.9 O Teorema de Weierstrass

Em mais palavras, o TW afirma que se f : X — R for continua
e se [a,b] C X, entdo existem os valores minimo m e méximo M de
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f em [a,b], ou seja, temos f([a,b]) = [m, M]; em particular, existem
Z1,x2 € [a,b] tais que

m = f(x1) < fz) < f(w2) = M,

para cada x € [a,b]. Assim, toda funcao continua atinge algum valor
minimo e algum valor maximo em cada intervalo fechado e limitado.

Demonstragdo. Sejam f : X — R uma fungao continua e [a,b] C X.
Pelo TVTI e pela proposigio precedente, ja estabelecemos que f([a, b])
¢ um intervalo limitado. Sejam m = inf f([a,b]) e M = sup f([a, b]).

Mostremos que M € f([a, b]). Pela propriedade do supremo, existe
uma sequéncia (y,) de f([a,b]) tal que y,, — M. Assim, obtemos
uma sequéncia (z,) de [a,b] tal que f(x,) — M. Pelo Teorema
2.17 de Bolzano-Weierstrass, podemos supor que (uma subsequén-
cia de) (z,) seja convergente; digamos que x, — ¢ € [a,b]. Entdo
f(xzn) — M e, por continuidade, f(x,) — f(c), acarretando M =
f(e) € f([a,b]). De maneira totalmente andloga, podemos mostrar
que m € f([a,b]). Isso mostra que f([a,b]) = [m, M]. O

Para terminar este capitulo, investigamos as oscilacoes de fun-
¢oOes continuas em intervalos. Se f : X — R é uma fungao continua,
[c,d] C X é um intervalo compacto e f([c,d]) = [m, M], dizemos que

M—mzw(f, [c,d])

é a oscilagao de f em [c,d].

Figura 3.10 A oscilagdo de f em [c,d]
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Exemplo 3.17. A fungdo racional do Exemplo 3.1, definida por
f(x) = 1/x, é continua em seu dominio, mas possui oscilagoes ar-
bitrariamente grandes. De fato, é imediato verificar que

o(F. 12 4) =n

para cada n € N. No entanto, as oscilagoes de f sao controladas
em subintervalos fechados de intervalos compactos do dominio dessa
funcao, que necessariamente se mantém afastados da origem. ©

Em geral, fungoes continuas em intervalos compactos tem as os-
cilagdes em subintervalos uniformemente controladas.

Proposigao 3.18. Seja f : X — R uma fun¢do que é continua num
intervalo [a,b] € X. Dado qualquer ¢ > 0, podemos escolher algum
r > 0 tal que

0 <w(f, [c.d]) <e,

para cada subintervalo [c,d] de [a,b] com d —c < r.

Demonstracdo. Seja f : X — R uma fungao que é continua num
intervalo [a,b] C X. Pelo Exercicio 3.11, basta mostrar que, dado
qualquer £ > 0, podemos escolher r > 0 de tal forma que |f(z) —
f)| < e, para quaisquer z,y € [a,b], com |z — y| < 7.

Digamos que esta afirmagao seja falsa, ou seja, digamos que g > 0
seja tal que, para cada n € N, existam z,,y, € [a,b] tais que
|Zn —Yn| < L e|f(zn) = f(yn)| > €0. Pelo Teorema 2.17 de Bolzano-
Weierstrass, podemos supor que (uma subsequéncia de) (y,) seja
convergente; digamos que y, — ¢ € [a,b]. Entdo também =z, =
(n — Yn) + yn — 0+ ¢ = ¢ e, por continuidade, ambas (f(zy)) e
(f(yn)) convergem a f(c), acarretando

0=1[f(c) = flo)| =lim|[f(@n) = f(yn)| > €0 >0,
0 que é uma impossibilidade. [l

Epilogo

As propriedades béasicas de fungbes continuas que acabamos de ver
sao suficientes para estudar a derivada e a integral nos préximos
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capitulos. No entanto, hd muito mais o que aprender sobre continui-
dade.

Em primeiro lugar, o leitor deve estudar o formalismo de Cau-
chy e de Weierstrass dos € — §. Essa caracterizacao da continuidade,
mesmo nao sendo tao geral quanto a apresentada no texto, é a que
o leitor encontrard em todos livros de Andlise, de modo que convém
familiarizar-se com essa notagao. (Ver Exercicio 3.10.)

Esse formalismo dos ¢ — 0 fica restrito a espagos métricos (ver
[15]), quando o conceito de continuidade fica realmente & vontade
em espacos mais gerais, os espacos topoldgicos. A continuidade é a
propriedade mais caracteristica das aplicagOes entre tais espagos.

No entanto, o estudo da Topologia, como é denominado esse
ramo da Matematica, tem sido excluido do curriculo dos cursos de
Matematica. O leitor pode encontrar tudo isso no livro Elementos
de Topologia Geral, de Elon Lima, reimpresso em janeiro deste ano
pela SBM, na colecao Textos Universitdrios, depois de esgotado hé
décadas.

No nosso estudo, nao fosse por razoes de espago, certamente po-
derfamos ter incluido um tratamento de limites “no infinito” de fun-
¢oes definidas em conjuntos ilimitados e o da assintoticidade. O leitor
pode encontrar isso em quase todos livros de Andlise. Um outro as-
sunto com pouca dificuldade adicional é o estudo de continuidade
uniforme (ver Exercicio 3.22) e o da extens@o de fungbes continuas a
conjuntos maiores do que seu dominio (ver [5]).

3.3 Exercicios

3.1. Sejam f,g: X — R duas fungdes reais continuas num ponto o. Mostre
que valem as afirmagoes seguintes.

1. Se f(o) < g(o), existe r > 0 tal que f(z) < g(x), para cada © €
XN(o—ro+r).

2. Se existir 7 > 0 tal que f(z) < g(z), para cada z € X tal que

0 < |z —o| <r, entdo f(o) < g(o).

3. (Critério do Confronto) Se f(o) = g(o) e se h : X — R for uma
fungao qualquer tal que f(z) < h(z) < g(x), para cada z € X, entdo
h é continua em o e f(o) = h(o) = g(0).
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3.2. Dada uma fungdo f : X — R, defina a fungéo |f| : X — R valor
absoluto de f por |f|(z) = |f(z)|, para z € X. Seja 0 € X um ponto do
dominio de f. Mostre que

1. se f é continua (em o € X), ent@o |f| é continua (em o € X);

2. se f é continua em o e |f(0)| > 0, entdo existem ¢ > 0 e r > 0 tais
que |f(x)| > ¢, paracada z € [oc —r,c + 7] N X.

Dé um exemplo de uma fungdo que nao é continua em ponto algum de R,
mas tal que sua fungdo valor absoluto seja continua em R.

3.3. Seja X C R um conjunto limitado qualquer e considere a fungao
1 : R — R definida por

1, se x é cota superior de X,
Y(z) = 0, se x ndo é cota inferior nem superior de X,

—1, se x é cota inferior de X,

Mostre que v s6 é descontinua em o1 = inf X e o2 = sup X.

3.4. Dada uma fungao f : X — R qualquer, defina as fungdes parte positiva
fT: X = Rde f e a parte negativa f~ : X — R de f por

fH (@) =3 [1f @)+ f(2)], @) =z [lf ()| - f(@)],

para z € X. Mostre que f1(z) = max{f(x),0} e f~ = max{—f(z),0},
para cada x € X e conclua que ff(z) >0, f~(z) >0, fT(z) — f (2) =

f(x)e fH(z)+f (z) = |f(z)], para cada € X. Fornega exemplos graficos
de funcdes f, fT e f~. Mostre que as funcdes parte positiva f+ e negativa
f~ de f, sdo continuas (em o € X) se, e s6 se, f é continua (em o € X).

3.5. Sejam X C R um conjunto simétrico em relagao a origem, ou seja, tal
que z € X se, e s6 se, —x € X. Dada uma funcao f : X — R qualquer,
defina a parte par f? : X — R e a parte impar f*: X — R de f por

fP(@) = 3[f(x) + f(—=)], @)= 3[f(=) - f(-=)],

para x € X. Mostre que fP é uma funcéo par, f¢ uma funcéo fmpar e que
f = f? + f*. Conclua que toda funcio pode ser decomposta numa soma
de uma funcdo par com uma fmpar. Fornega exemplos graficos de fungoes
f, f? e f'. Mostre que a fungio f é continua (em o € X) se, e s6 se, as
fungdes parte par e parte fmpar f? e f* de f sdo continuas (em o € X).
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3.6. Dadas duas fungdes f, g : X — R, considere as fun¢ées m, M : X — R
definidas, para cada x € X, por

m(z) = 5[f(z) + g(z) - |f(2) — g(=)]]

M(z) = 3[f(2) + g(z) + |f(z) = g()I],

Mostre que m(z) = min{f(x), g(z)} e M(x) = max{f(z), g(z)} para cada
z € X e conclua que m(z) < f(z),9(z) < M(z), para cada =z € X.
(Lembre do Exercicio 1.18.) Fornega exemplos grificos de fungoes f, g, m
e M. Mostre que se as duas fungoes f e g forem continuas (em o € X),
entdo as fungdes maximo e minimo m e M de f e g também sdo continuas
(em o € X). Dé um exemplo de fungdes descontinuas em algum ponto tais
que o minimo e o maximo sejam continuos.

3.7. Dados uma funcdo f : X — R e Y C X, dizemos que a fungao
g : Y — R definida por g(z) = f(z), com x € Y, é a funcao restricio de
faY Sejam f: X — R uma funcdo e 0 € X um ponto do dominio de
f. Mostre que f é continua em o se, e s6 se, existe algum r > 0 tal que é
continua em o a fungdo restrigao de f a (o —r,o+7r)NX.

3.8. Mostre que se uma fungao f : R — R for continua e tal que f(z) =0,
para cada z € Q, entdo f(z) = 0, para cada z € R. Dé um exemplo de
uma fungdo f : X — R continua tal que f(xz) = 0, para cada z € QN X,
mas tal que néo vale f(z) = 0, para cada z € X.

3.9. Sejam f : X — R uma fung¢do e 0 € X um ponto do dominio de f.
Mostre que sado equivalentes as afirmagdes:
1. f néo é continua em o;
2. existe alguma sequéncia (z,) de X tal que z, — o e também
lim f(zn) # f(0);
3. existem algum g9 > 0 e alguma sequéncia (z,) de X — {o} tais que
xn — o e, para cada n € N, vale |f(zn) — f(0)] > €o.

3.10. Sejam f: X — R uma funcdo e 0 € X um ponto do dominio de f.
Mostre que f é continua em o se, e s6 se, dado qualquer € > 0, por menor
que seja, sempre for possivel encontrar algum ¢ > 0 tal que

|f(z) = flo)l <e,

para qualquer z € X tal que |z —o| < 4. (Sugestdo: use contraposi¢io para
mostrar que a continuidade implica a condigao dos € — 4.)
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3.11. Sejam f uma funcdo continua num intervalo [a,b] e m, M € R tais
que f([a,b]) = [m, M]. Mostre que

M —m = sup {|f(z) — f(y)l;z,y € [a,b]} .

3.12. Mostre que se uma funcao f for continua num intervalo [a, b], entdo
sup{f(z);a <z < b} =sup{f(z);a <z < b}.

Mostre que um resultado andlogo vale para o infimo da fungdo. Mostre que
esses resultados sdo falsos a) para fungoes descontinuas e b) se trocarmos
os dois supremos ou infimos por méaximos ou minimos.

3.13. Sejam f : X — R uma fungdo e ¢ € X um ponto do dominio de f.
Mostre que sdo equivalentes as afirmagdes:

1. f é continua em o;

2. se (zn) é uma sequéncia de X tal que z, — o, entdo a sequéncia
(f(xzn)) é convergente;

3. se (zn) é uma sequéncia de X tal que z, — o, entdo a sequéncia
(f(mn)) tem alguma subsequéncia que converge a f(o).

3.14. Sao equivalentes as afirmagdes seguintes, na quais usamos a frase
se Tn, — o, entdo f(zn) — f(0). (3.1)

. Dada qualquer sequéncia (z,) monétona de I, vale (3.1).
. Dada qualquer sequéncia
xn) de I, vale (3.1).

xn) de I — {o}, vale (3.1).

. Dada qualquer sequéncia

o~ o~ o~ —~

)

Zn) mondtona de I — {o}, vale (3.1).
)
)

=W N =

. Dada qualquer sequéncia

3.15. Mostre que uma fungdo f : X — R é continua se, e s6 se, é con-
vergente a sequéncia ( f (mn)) definida pela imagem de qualquer sequéncia
convergente () de X com limite em X.

3.16. Sejam f : X — R uma fungdo e o € X um ponto do dominio de f.
Mostre que f é continua em o se, e s6 se, dada qualquer sequéncia (z)
crescente ou decrescente de X — {c}, se x,, — o, entdo f(zn) — f(0).
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3.17. Seja f : [0,1] — [0,1] uma fungdo continua. Mostre que f possui
algum ponto fizo, ou seja, algum ponto ¢ € [0, 1] tal que f(c) = c. (Sugestio:
considere g(z) = = — f(x).) Mostre que existe algum ¢ € [0, 1] tal que
f(c) =1 —c. (Sugestio: considere g(z) =1—z — f(z).)

3.18. Considere as funcoes continuas f : [0,1] — R tais que f(0) = f(1).

1. Dé um exemplo de uma tal funcdo que satisfaga f(z) # f(z + 1),
para cada z € (0, 1

).
2. Supondo que f(%) # f
tal que f(c) = f(c+ 3
g(@) = f(z) = flz +3).)

3. Generalize os dois itens precedentes de % para %, %, etc.

(0), mostre que existe algum ponto c € (0, 1)

). (Sugestao: considere a fungéo definida por

3.19. Supondo que a temperatura seja uma funcdo continua, estabeleca
que, a cada instante, existem dois pontos diametralmente opostos (ou seja,
antipodas) do Equador terrestre nos quais se registra a mesmissima tem-
peratura.

3.20. Mostre que toda funcéo crescente (ou decrescente) num intervalo é
injetora e sua fungdo inversa também é crescente (ou decrescente). Mostre
que toda fungdo continua e injetora num intervalo é crescente ou decres-
cente. (Sugestdo: use o TVI.)

3.21. Por meio de exemplos, mostre que a imagem direta por uma fungao
continua de um intervalo fechado pode nao ser fechado e de um intervalo
limitado pode néo ser limitado. Fornega um exemplo de fungdo continua tal
que a imagem direta de algum intervalo ilimitado nao-fechado seja fechado
e limitado.

3.22. Seja f : X — R uma fungdo qualquer. Dizemos que f é uni-
formemente continua se, dadas quaisquer sequéncias (zn) e (yn) de X
tais que |zn — yn| — 0, entdo também |f(zn) — f(yn)| — 0. Dize-
mos que f é lipschitziana se existir alguma constante M € R tal que
|f(x1) — f(z2)] < M|z1 — x2|, para quaisquer z1,z2 € X.

Mostre que toda funcdo lipschitziana é uniformemente continua e que
toda fung@o uniformemente continua é, em particular, continua.
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Derivada

As funcgoes derivaveis tém as secantes por um ponto de seu gréfico
variando continuamente.

4.1 Derivada num Ponto

Neste capitulo, X e Y denotam intervalos ou unioes finitas de inter-
valos de R. Sejam f : X — R uma funcao real qualquer e 0 € X um
ponto qualquer do dominio de f. Dizemos que f é derivdvel em o se
existir uma fungao ¢, : X — R que é continua em o e tal que, para
cada x € X, valha

f(x) = f(o) = po(z)(z —0). (4.1)
Nesse caso, dizemos que ¢, (o) é a derivada de f em o, que denotamos
por f(0).

Exemplo 4.1. Se f é uma funcio constante, entdo ¢, (x) = 0, para
quaisquer z,0 € R e, consequentemente, f'(o) = 0, para cada 0. Se
g(x) = x, entdo p,(x) = 1, para quaisquer z,0 € R e, consequente-
mente, ¢'(0) = 1, para cada 0. Se h(x) = b+ ax, entdo p,(z) = a
para quaisquer x,0 € R e, consequentemente, h'(c) = a, para cada
o. Assim, a derivada da funcao linear afim h(z) = b+ ax, em cada
ponto, é a constante a, que é a inclina¢do, ou o coeficiente angular,
da reta y = b+ ax que constitui o grafico de h. ©

71
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Em geral, se valer (4.1) para cada x € X, entdo

vale para cada x # o, de modo que, se f for derivavel, existe apenas
uma fungao ¢, que satisfaga (4.1). Logo, por ser ¢, continua em o,
sé existe uma unica opgao para o valor de ¢, em o e, portanto, a
derivada de f em o tem esse valor de ¢, como tnica opgao.

gréfico secante
f(z)
f(x) = f(o)
flo)
—1 xr—0
T
o T

Figura 4.1 A secante pelos pontos (o, f(0)) e (z, f(z)) do gréfico

Observe que (4.2) significa que cada ¢, (x) é a inclinacdo da reta
secante que passa pelos pontos (o, f(0)) e (x, f(z)) do grafico de f.
Quando f for derivavel em o, a continuidade de ¢, em o garante que
essas inclinagoes ¢, (x) das retas secantes variam continuamente até
a inclinagdo ¢, (o) de uma reta tangente ao grafico de f no ponto
(0, f(0)). Essa inclinacdo é a derivada f’(o) de f em o.

Assim, em particular, se uma funcdo f é derivavel em o, dizemos
que a reta de equacio

y=flo)+ f'(o)(x—o0)

é tangente ao gréfico de f no ponto (o, f(0)). Nesse caso, a funcao f
e a funcao linear afim h dada por

h(z) = f(o) + f'(0)(z — o)

tém o mesmo valor — f(o) — e a mesma derivada — f’(0) — em o.
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Exemplo 4.2. Consideremos um objeto em movimento retilineo.
Denotando por t o tempo e por s sua posi¢ao ao longo do eixo, obte-
mos uma fungédo s(t) do tempo t. (Ver Exemplos 2.3 e 3.6.)

Se o movimento for uniforme, o objeto percorre distancias iguais
em tempos iguais e o grafico de s = s(t) é uma reta. Se num intervalo
de tempo At o deslocamento for As, dizemos que o quociente As/At
é a velocidade constante do objeto:

velocidade constante x tempo decorrido = deslocamento.

S

posicao

As
At

tempo

Figura 4.2 Movimento uniforme

Assim, a velocidade de um objeto em movimento uniforme é a
derivada v = s'(t) da fungao posigdo s = s(t), ou seja, é a inclinagao
da reta determinada pelo movimento. ©

Todas as derivadas e as respectivas funcoes ¢, nos Exemplos 4.1 e
4.2 foram constantes. E importante observar que, em geral, a fungao
o da (4.1) depende do particular ponto o sob consideragao.

Exemplo 4.3. Se f(r) = 2%, entdo

22— 0 = (24 0) (& - 0) = () (2 — 0),
para quaisquer x,0 € R. Assim, f é derivavel em cada ponto o de
R, com derivada f'(0) = po(0) = 0 + 0 = 20, pois Y, () =z + 0 é
continua em o. Observe que essas fungoes ¢, dependem de o.
Fixando, por exemplo, ¢ = 1, temos ¢;1(z) = = + 1 e podemos
ver geometricamente a variagao continua da inclinagao x + 1 da reta
secante da pardbola y = 22 pelos pontos (z,z?) e (1, 1), passando pela



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page 74 — #82

74

CAPITULO 4. DERIVADA

inclinagdo 2 da reta tangente y = 1 + 2(x — 1) = 2z — 1 a pardbola

em (1,1).

.- inclinacao 3

" tangeite

- inclinagio 0

T

- Ninclinacao —1

Figura 4.4 As inclinagbes das secantes

Para obter a derivada de poténcias maiores de x, podemos pro-
ceder analogamente (ver Exercicio 4.6) ou, entdo (ver Exemplo 4.9),
utilizar indugao na poténcia inteira e a regra operacional da deri-
vada do produto, apresentada na Proposicao 4.7. Ver, também, os
Exemplos 4.10, 4.13 e 4.15, para poténcias mais gerais. ©
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Darelagéo f(x)— f(0) = po(z) (x—0) e da continuidade de ¢, em
o decorre que também f é continua em o. Destacamos esse resultado.

Proposigao 4.4. Se f : X — R € derivdvel em o € X, entdo f €
continua em o. O

A afirmacao reciproca dessa proposi¢ao nao é valida.

Exemplo 4.5. A funcdo valor absoluto f(x) = |z| é continua em
R mas nao é derivdvel em o = 0. De fato, f(x) = x com =z > 0, o
que forga @o(x) = 1 em (4.2) e f(x) = —z com z < 0, o que forca
©o(z) = —1. No entanto, sabemos que néo existe funcao alguma que
seja continua em 0, constante e igual a —1 em (—00,0) e constante e
igual a 1 em (0,00). (Ver Exemplo 3.2.) ©)

No exemplo precedente, a fungao valor absoluto é derivavel em
todos os pontos de R — {0}. No entanto, uma fungao pode perfeita-
mente ser derivavel somente em um tnico ponto, da mesma forma
como pode ser continua somente em um tinico ponto.

Exemplo 4.6. Seja f : R — R a funcao definida por
z2, se z€Q,
fz) =
2z —1, se ze€eR—-Q.

Essa funcao s6 é continua em 1, onde também é derivavel. De fato,
usando as contas do Exemplo 4.3, obtemos ¢1(z) =  + 1 para cada
x € R, de modo que f é derivavel em 1, com f'(1) = ¢1(1) = 2.
Observe que essa derivada é a derivada comum das duas partes de
f, cujo gréafico pula entre a pardbola y = 2 e sua reta tangente em
(1,1), dada por y = 2z — 1. (Ver Exemplo 3.3.) ©

Vejamos as propriedades algébricas da derivada. A soma ou a
diferenca de duas fungoes derivaveis num ponto sao derivaveis e as
derivadas sao dadas pela soma ou diferenga das derivadas dessas fun-
coes nesse ponto. Também é derivavel qualquer multiplo de uma
funcao derivavel, ou seja, combinagoes lineares de funcoes derivaveis
sao derivaveis. No Exemplo 4.1 isso ji pode ser observado, pois a
derivada da combinagéo linear h(x) = b + ax é a combinagao linear
das derivadas das fungoes f(z) =be g(z) = .
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J& no Exemplo 4.3, a derivabilidade e a derivada f'(z) = 2z de
f(x) = 2% poderiam ter sido obtidas pela regra operacional seguinte,
como a derivada do produto da func¢éo g(x) = x por si mesmo, s6 que
o produto da derivada ¢'(z) = 1 de g por si mesmo nao resulta ser a
derivada do produto da funcao g por si mesmo. Em geral, o produto
de duas fungoes derivaveis num ponto é derivavel nesse ponto, mas a
derivada do produto ndo é dada pelo produto das derivadas.

Proposicao 4.7 (Regras Operacionais da Derivagdo). Se as duas
funcdes f,g : X — R sao derivdveis em algum ponto o € X, entdo
qualquer combinagao linear dessas funcgoes e o produto dessas fungoes
também sao derivdveis nesse ponto e valem as relagoes sequintes.

() (f+X-9)(0) = f(0) + A-g'(0), com qualquer A € R fizado ¢
(ii) (f-9)(o) = f'(0)-g(o) + f(o) - g'(0).
Demonstragdo. Sejam @, e 1, duas funcdes continuas em o tais que
f(z) = f(o) + ¢o(2) (2 —0)
9(z) = g(0) + ¥s(2)(x — 0)

para cada z do intervalo de definicao de f e g. Fixado A € R qualquer,
somamos as expressoes para f(z) e g(z) e obtemos

f@)+Xx-g(x) = f(o) + X g(0) + (¢o (@) + A - Yo (2)) (x - 0)

para cada z do intervalo de definicao de f e g. Logo,

(f+A-9) (@) =(f+ A 9)(0) +n.(2)(z —0),
onde
Mo () = 0o (T) + A - Yo ()

é continua em o. Assim, f + A\ - g é derivavel em o, com

(f+A-9)(0) =n5(0) = f'(0) + X-g'(0).

Para provar a derivabilidade do produto, multiplicamos as ex-
pressoes para f(z) e g(z) explicitadas no inicio da demonstracgéo e
obtemos

f(@)-g(z) = f(0) - 9(0) + no(2) (z — 0),
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para cada z do intervalo de definigao de f e g. Logo,
(f-9)(x) = (f - 9)(0) + no(2)(x — 0),
N0(%) = @o(z) - g(x) + f(0) - Yo (2) + 0o (z) - Yo (z) - (x — 0),

para cada x do intervalo de definicao de f e g. Por ser derivavel, g é
continua em o, de modo que 7, define uma fun¢ao continua em o e,
portanto, f-g é derivdvel em o, com derivada dada por 7, (o). Resta
lembrar que p,(0) = f'(0) e ¥,(0) = ¢'(0) para obter a relagdo do
enunciado. O

Exemplo 4.8. Suponha que um objeto em movimento retilineo uni-
formemente acelerado, digamos, lancado verticalmente para cima a
partir do chao com uma velocidade inicial vy > 0, esteja a uma altura
s(t) do eixo s no instante de tempo t. (Ver Exemplos 2.3, 3.6 ¢ 4.2.)

H& mais de quatrocentos anos, Galileu descobriu que a altura s
em que se encontra esse objeto é obtida subtraindo do deslocamento
vertical (produzido pelo langamento vertical para cima) o desloca-
mento provocado pela queda livre (de sinal oposto) que, hoje em dia,
escrevemos como s(t) = vot — 1 gt>.

S

secante

At

altura

tempo
Figura 4.5 Movimento retilineo uniformemente acelerado

A wvelocidade média desse objeto ao longo de um intervalo de
tempo [t1,t2] é definida pela razao entre a variacao da altura As =
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s(t2)—s(t1) e o tempo decorrido At = to—ty # 0. Assim, a velocidade
média desse objeto em queda livre é dada por

o S(tg) — S(tl) o (Uot — %gt%) — (Uotl — égt%)
to—t1 to — 13
_wlt— 1) ~ 39 (B~ 8)

to — t;

Fixando t; e variando to, vemos que as velocidades médias variam
continuamente e que, no préprio instante ¢; temos uma “velocidade
média” igual a vo— %g (t1+t1) = vo—gt1. Como isso nao pode ser uma
velocidade média, essa abstragao fisica recebe o nome de velocidade
instantanea.

Desse modo, a velocidade instantdnea v(t) = vy — gt do objeto em
queda livre ndo é nada mais do que a derivada s'(t) da fungao altura
s(t) = vot — %th (ver proposigao precedente). Da mesma forma, a
velocidade instantanea de um objeto em movimento uniforme, que
percorre linearmente a distancia s(t) = b+ At, é dada pela derivada
v(t) = §'(t) = X da fungdo posicdo, ou seja, sua velocidade constante.

Isso é generalizado para qualquer movimento retilineo, uniforme,
uniformemente acelerado ou nao. Se s(t) denota a posigdo ocupada
por um objeto em movimento retilineo, entao a derivada v(t) = s'(t)
é denominada velocidade do objeto. ©

Dizemos que uma fungdo f : X — R é derivavel em Y C X se
f for derivavel em cada ponto de Y Nesse caso, obtemos uma nova
funcao, a funcdo derivada ' :Y — R de f em Y, definida, em cada
x €Y, pela derivada f/(z) de f em x.

Dizemos, simplesmente, que uma funcao é derivdvel se for de-
rivavel em cada ponto de seu dominio. Do ponto de vista da funcao
derivada, a funcao f é uma primitiva, ou antiderivada de f'.

Exemplo 4.9. As fungoes lineares afins f(x) = b+ ax e a fungdo
quadrética f(z) = x? sdo derivaveis (em R). Mais que isso, com as
regras operacionais das derivadas, podemos ver que qualquer funcao
polinomial é derivavel (em R). De fato, j4 vimos no Exemplo 4.1
que se f(x) = z, entdo f’(z) = 1, portanto, pela regra do produto,
decorre que se f(z) = 2% = x-x, entdo f'(z) = 1-x+z-1 = 2z, para
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cada x € R. Por indugao, decorre que se f(x) = x"~1 é derivavel com
derivada f’(z) = (n—1)2" 2, entdo f(r) = 2" = 2"~ -1 é derivdvel
com derivada f'(z) = (n — 1)a" 2.z + 2" 1.1 =na""! para cada
reReneN. ©

Vejamos a derivada de fungoes racionais.

Exemplo 4.10. Seja f(z) =2~ ! = 1/x, para x # 0. Entao

~

g—x

=T @)

8=

f(z) = flo) =

para quaisquer z,0 # 0, onde ¢,(z) = —1/(x0) é continua em o.
Logo, f é derivavel em o e f'(0) = @,(0) = —1/02. Assim, f é
derivéavel, com

@)= g =~

para cada € R —{0}. Em particular, a férmula da derivada f'(z) =
nz"~ ! da fungao f(z) = 2", com n € N fixado, do Exemplo 4.9,
também ¢é vélida com n = —1. ©

Podemos imitar o raciocinio do exemplo precedente para calcular
a derivada da reciproca 1/g de qualquer fungdo e, assim, chegar na
derivabilidade de qualquer funcado racional. (Ver Exercicio 4.7.) Em
vez disso, utilizamos o Exemplo 4.10 e a regra da cadeia que é, talvez,
o resultado mais importante sobre derivadas.

Teorema 4.11 (Regra da Cadeia — RC). Sejam f : X — R uma
funcao derivdvel no ponto 0 € X, g : Y — R uma func¢do derivdvel
no ponto £ € Y e suponha que f(X) CY, com f(o) = & Entio a
fungao composta go f : X — R € derivdvel em o e

(9o f) (@) =4'(&) (o) =g'(f(0)) - ['(0).

Demonstracao. Sejam ¢, uma fungao continua em o e ¥, uma fun-
¢ao continua em £ tais que

f@) = flo) = po(x)(x — 0), paracadaz €1l e
g(x) —g(§) = Ye(x)(x — &), para cada x € J.
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com
770(33) = l/fe(f(z)) ) @U(x)a

para cada x € X. Por ser derivavel, f é continua em o, de modo que

a composta ¢ o f é continua em o e, portanto, o produto 1, é uma

funcao continua em o. Assim, a composta go f é derivavel em o, com

derivada dada pelo produto 7 (o) = ¥¢(€) - o (o) = g'(§) - f' (o). O

Corolario 4.12. Considere duas fungoes f,g : X — R derivdveis
em algum ponto o € X e suponha que g(o) # 0. Entao existe r > 0
tal que o quociente f/qg estd definido na interse¢io (o —r,o—r)NX
e € derivdvel em o, com

' 1

(2)©) = o (@) 9(0) - £(0) -4 ).
Demonstragdo. Seja g uma fungdo derivavel em o, com g(o) # 0.
Por continuidade de g em o (Proposicao 4.4), a permanéncia de sinal
(Lema 3.4) garante a existéncia de r > 0 tal que g(z) # 0, para cada
x € (0 —r,o4+r)NX. Seja h(z) = 1/z, para cada = # 0. Pela RC e
o Exemplo 4.10, a composta hog: (o0 —r,oc +7)NX — R, dada por
h(g(z)) =1/g(x), é derivdvel em o, com derivada

1 /

(;) @ =(ho9)(@) =(g(0) - g'(0) = ~ 5 /(o).
Sejam f e g duas fungoes derivéiveis em o, com g(o) # 0. A relagao

entre as derivadas de f e g e do quociente de f por g, a saber,

! '(g): f.l '(a):f'(a)~i+f(a)- 1 I(o)
g g g

1 / .0-70"/0—
= CE @) 9(0) = 1(0)4/0)).

decorre, agora, da regra da derivada do produto. O
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Exemplo 4.13. Como o quociente de funcgoes derivaveis é derivavel
e toda fungao polinomial é derivdvel (ver Exemplo 4.9), decorre que
qualquer fungao racional é derivavel. Em particular, a derivada

f/(I) _ na:"il

da funcéo f(x) = 2™, com n € N fixado, do Exemplo 4.9, também é
valida com poténcias n inteiras negativas, desde que lembremos que,
nesse caso, o dominio da funcao deixa de contar com a origem. ®©

Para obter a derivada de poténcias fraciondrias f(z) = zl/n 6

conveniente interpreta-las como fungoes inversas de poténcias inteiras
g(x) ="
Proposicao 4.14 (Derivada da Inversa). Seja f : I — R uma fung¢do
continua e injetora mo intervalo I. Se f € derivdvel em algum ponto
o de I e se f'(o) # 0, entdo a fungdo inversa f~! de f é derivdvel
em &= f(o) e vale
1 1
(f=(©) = = :
f=1E) o)
Demonstragdo. Pelo Teorema 3.13, a funcdo inversag = f~!:J — R
de f é continua e injetora no intervalo J = f(I), com g(J) = I.
Seja ¢, : I — R uma fungdo continua em o tal que f(x) — f(o) =
o (x)(x — o), para cada x € I. Substituindo, nessa expressao, f(x),
flo), x e o por y, & g(y) e g(&), respectivamente, obtemos

y—&=9s(9(y)(g(v)) —9(b),

para cada y € J. Por hipétese, (¢,09)(§) = po (o) = f'(0) # 0. Como
g é continua em J e @, é continua em o, decorre que p,0g: J — R é
continua em £, com (py0g)(€) # 0. Pela permanéncia de sinal (Lema
3.4), existe r > 0 tal que (ps09)(y) # 0, paracaday € (§—r,&+r)NJ.
Segue que a reciproca ¢ = 1/(ps09) : (§—r{+r)NJ — R de
vy © g é continua em £ (Exemplo 3.5) e satisfaz

ne(y) (v — &) = g(y) — 9(§),

para cada y € (£ —r,& + r) N J. Isso mostra que a inversa g de f
é derivavel em &, com derivada n¢(§) = 1/f'(0). (Ver, também, o
Exercicio 4.12.) O
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Exemplo 4.15. Como g(z) = ¥z = zn ¢é a funcio inversa em
(0, +00) da fungdo derivdvel f(z) = 2™, com f'(x) = nz"~! > 0 para
x > 0, resulta que g é derivdvel em (0, 4+00), com
1 1 1
/ 1 .--1
o) = = dat,
D= Fe@) " aEhy T

m

para x > 0. Como h(x) =z» = (:c%)m é a composta de f(z) = z™
com g(x) = zw em (0,+00), a RC garante que h = f o g é derivavel
em (0, 4+00), com

W(z) = F(g() - (x) = m(eF)" " Lokt = m g1,

para x > 0. Assim, provamos que a funcdo poténcia f(xz) = z",
com expoente r € Q fixado, é derivdavel, com derivada dada por
f'(z) = ra"=1, para qualquer = > 0. ©

4.2 Derivada num Intervalo

A derivabilidade de uma fungdo num ponto, como a continuidade, é
uma propriedade eminentemente local, decidindo o comportamento
da funcdo nesse ponto (por exemplo, sua continuidade nesse ponto),
mas nao pode controlar o comportamento da fungao em todo seu
dominio. Para alcancar isso, precisamos que a funcao seja derivavel
em todo um intervalo.

Reta tangente ao grafico

Gréfico de y = f(z)——;

Nfest0)
>

Figura 4.6 Uma derivada f'(c) > 0
néo controla o gréfico longe do ponto o
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Lema 4.16. Seja f : X — R uma funcdao derivivel em o € X. Se
f'(o) # 0, entao existe r > 0 tal que f(x) # f(0), para qualquer
x € X tal que 0 < |x — 0| < r. Mais precisamente,

(i) se f'(0) > 0, entdo existe r > 0 tal que f(z1) < f(0o) < f(z2),
para quaisquer x1,Te € X tais que

oc—r<r<o<xr<ot+<r;

Reta tangente ao grafico

Gréfico de y = f(z)—— /
/

Figura 4.7 A derivada f'(o) > 0 forca o grafico a permanecer,
pelo menos localmente, nos quadrantes destacados

(ii) se f'(0) <0, entdo existe r > 0 tal que f(x1) > f(o) > f(x2),
para quaisquer x1,Te € X tais que

o—r<rn<o<re<o+<r.

/ Reta tangente ao grafico

\ 1 Gréifico de y = f(x)
(0. /(o)) 4 \

Figura 4.8 A derivada f'(c) < 0 forga o grafico a permanecer,
pelo menos localmente, nos quadrantes destacados
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Demonstracao. Seja ¢, : X — R uma funcao continua em o tal que

f(@) = f(o) = @o(z)(z — 0),

para cada = € X.

Vejamos o caso em que ¢, (o) = f/(0) > 0. Por continuidade de ¢,
em o, a permanéncia do sinal (Lema 3.4) garante a existéncia de r > 0
tal que ¢, () > 0, para cada x € X satisfazendo 0 —r < x < o + 1.
Dados quaisquer z1,29 € X taisque o —r <z <o <z <o+r,
temos r1 — o < 0 < 29 — 0, de modo que, para manter o sinal positivo
de v, () em (4.2), devemos ter f(z1)— f(o) <0< f(x2)— f(o). Isso
demonstra o caso f'(o) > 0; o outro caso é inteiramente analogo. O

E importante ressaltar que o resultado precedente nao afirma coisa
alguma sobre o crescimento ou decrescimento da fungao. E possivel
dar exemplos de fungbes que tem derivada positiva num certo ponto
o de seu dominio mas que ndo sdo crescentes em intervalo algum que
contenha o. Tudo que o lema afirma é que, localmente, o grafico da
funcao passa de um lado da reta horizontal y = f(o) para o outro
lado dessa reta em (o, f(0)).

Assim, a derivada é um conceito fundamentalmente local e in-
formagao sobre a derivada de uma fun¢ao num ponto somente escla-
rece alguma coisa sobre o comportamento dessa fungao numa vizi-
nhanca do ponto. Bem diferente disso é a integral de uma funcao
que, como veremos no préximo capitulo, é um conceito global, defi-
nido somente em intervalos, nos quais fornece uma espécie de média
da funcao toda num intervalo.

Seja ¢ € X um ponto qualquer do dominio de uma fungao real
f : X — R. Dizemos que o é um ponto critico de f se f nao for
derivavel em o ou se f for derivdvel em o, mas f'(o) = 0. Frizamos
que todo ponto critico de uma fungao pertence ao dominio da funcao.

Exemplo 4.17. As fungoes valor absoluto, definida por f1(z) = |z|,
e a ctibica, definida por fo(x) = 2® tém um tnico ponto critico, a
origem. De fato, f1 ndo é derivdvel em 0 (Exemplo 4.5) e a cubica
é derivavel, com derivada f}(z) = 322, que s6 se anula em z = 0. A
fungao racional f3(x) = 1/x ndo tem ponto critico, pois é derivavel,
com derivada fj(x) = —x~2 # 0, em cada z do dominio. ®
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Dizemos que o é um ponto de mdzrimo local de f se existir algum
r > 0 tal que f(x) < f(o0), para cada x € X N (0 — r,0 + r). Nesse
caso, dizemos que f atinge um méximo local em o e que f(o) é um
valor mdzimo local de f. Analogamente, dizemos que o é um ponto
de minimo local de f, que f atinge um minimo local em o e que
f(o) é um wvalor minimo local de f, se existir algum r > 0 tal que
f(z) = f(o), para cada x € X N (¢ — r,0 + r). Finalmente, dizemos
que o é um ponto de extremo local de f, que f atinge um extremo
local em o e que f(o) é um wvalor extremo local de f, se o for um
ponto de maximo ou minimo local de f.

Por outro lado, se f(z) < f(0), para cada 2 € X, dizemos que o
é um ponto de mdzrimo global de f, que f atinge um maéaximo global
em o e que f(o) é um walor mdzimo global de f. Analogamente,
definimos ponto de minimo global, valor minimo global, ponto de
extremo global e valor extremo global.

Lembre que, neste capitulo, X denota um intervalo ou uma uniao
finita de intervalos de R. Para simplificar a escrita, dizemos que o € X
é um ponto interior de X se o nao for alguma extremidade de algum
dos intervalos que compoe X.

Teorema 4.18 (Teorema de Fermat). Se uma fungdo atinge um
extremo local num ponto interior, entdo esse ponto € critico.

Demonstracao. Sejam f : X — R uma funcgao qualquer e ¢ € X um
ponto interior de X tal que f é derivdvel em o e f'(0) # 0. Basta
mostrar que f nao atinge um valor extremo em o.

Ora, pelo Lema 4.16, se f'(o) > 0, podemos escolher r > 0 tal
que f(z1) < f(o) < f(z2), para quaisquer x1,2o € X satisfazendo
oc—r<x <o <x3<o+r Comoo éum ponto interior de X,
efetivamente existem pontos 1 < o < 22 de X nos quais f(z1) <
f(o) < f(z2), de modo que f(o) ndo é um valor extremo local de f.
Analogamente, estabelecemos que f(o) nao é um valor extremo local
de f no caso em que f'(o) <O0. O

Teorema 4.19 (Teorema de Rolle). Sejam f: X — R uma fun¢dio
qualquer e a,b € X tais que a < b, [a,b] C X e f(a) = f(b). Se f
for derivdvel em (a,b) e continua em [a,b], entdo existe algum ponto
¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
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Demonstragao. Seja f uma func¢do continua em [a, b]. Pelo Teorema
3.16 de Weierstrass, f tem algum ponto de minimo e algum ponto de
méximo globais em [a, b]. Se ambos forem extremidades de [a, b], entdo
a hipétese f(a) = f(b) garante que f é constante em [a, b], portanto
derivével, com f’(c¢) = 0 em cada c € [a,b]. Caso contrdrio, f atinge
um valor extremo em algum ponto ¢ € (a,b) que, pelo Teorema de
Fermat, é critico. Se f for derivdvel em (a,b), resulta f'(c) =0. O

Teorema 4.20 (Teorema do Valor Médio, de Lagrange — TVM).
Sejam f : X — R wma funcao qualquer e a,b € X tais que a < b
e la,b] C X. Se f for derivdvel em (a,b) e continua em [a,b], entdo
existe algum ponto ¢ € (a,b) tal que

f) = f(a) = f'(c) - (b — a).

X

al :a 12 b
Figura 4.9 O Teorema do Valor Médio

Demonstracdo. A afirmacao do TVM é um Teorema de Rolle “incli-
nado”, bastando aplicar aquele teorema & funcao definida pela dife-
renca entre f e uma funcao linear convenientemente escolhida, diga-
mos, g(x) = f(z) — a - z. Dada uma funcao f continua em [a,b] e
derivével em (a,b), essa fungdo g(x) é continua em [a,b] e derivavel
em (a,b), com ¢'(z) = f'(x) — a, para cada z € [a, b], restando esco-
lher o = [f(b) — f(a)]/(b— a) e encontrar ¢ € (a,b) tal que ¢’'(c) = 0.
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Mas isso é um servico para o Teorema de Rolle, bastando obser-
var que g(a) = g(b), jd que f(a) —a-a = f(b) — a- b se, e s6 se,
a-(b—a)=f(b) = f(a). 0

Corolario 4.21. Sejam f: X — R uma func¢ao qualquer e a,b € X
tais que a < b e [a,b] C X. Se [ for continua em [a,b], derivdvel em
(a,b) e

(i) se f'(z) >0, coma <z <b, entdo f € crescente em [a,b];
(ii) se f'(x) <0, com a <z <b, entdo f € decrescente em [a,b].

Demonstrag¢ao. Dados dois pontos z1 < z2 quaisquer de [a,b], f é
continua em [x1,x2] e derivdavel em (z1,z2), portanto, pelo TVM,
f(z1) — f(x2) = f'(¢)(x1 — x2), para algum ponto ¢ € (x1,z3). Todas
as afirmacgoes do corolario podem ser lidas a partir disso. De fato,
como x1 — z2 < 0, o sinal de f(z1) — f(z2) pode ser lido a partir do
sinal de f’(c). Por exemplo, se f'(c) > 0, entéo f(z1)— f(z2) <0, ou
seja, f(z1) < f(z2). O

Corolario 4.22. Seja f uma funcdao derivdvel num intervalo I C R.
(i) f éndo decrescente em I se, e sd se, f'(x) 2 0, para cada x € I.
(ii) f € constante em I se, e s6 se, f'(x) =0, para cada x € 1.

(ii) f € nao crescente em I se, e sé se, f'(x) <0, para cada x € I.

Demonstracao. Seja f : I — R uma funcao derivavel e, fixado o € I,
tomemos a (unica) fungdo ¢, : I — R que é continua em o e satisfaz

para cada z # o de I (ver (4.2)). Supondo que f seja nao decrescente,
temos f(z) < f(0), para z < 0, de modo que z — o < 0 e, também,
f(x) — f(o) < 0; analogamente, temos f(o) < f(z), para o < z, de
modo que z —o >0 e f(z) — f(0) = 0. Assim, ¢, (x) > 0, para cada
x # o de I e, portanto, f'(0) = ¢,(0) > 0, pela permanéncia de
sinal.



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page 88 — #96

88 CAPITULO 4. DERIVADA

Reciprocamente, se f'(x) > 0, para cada x € I, podemos usar
o TVM exatamente como na demonstracao do corolario precedente
para estabelecer que f é nao decrescente. A demonstragao das ter-
ceira afirmagao é analoga e a segunda decorre, imediatamente, das
outras duas. O

4.3 Primitivas

Dizemos que uma funcao g : X — R é uma primitiva, ou uma anti-
derivada de f em X se g for derivdvel em X e ¢'(z) = f(z), para
cada x € X. Do ponto de vista da funcao g, a funcao f é somente a
fungao derivada de g em X.

Exemplo 4.23. Vimos no Exemplo 4.8 que se s(t) denota a posigéo
ocupada por um objeto em movimento retilineo, entao a derivada
v(t) = §'(t) é a velocidade (instantdnea) do objeto. Assim, a veloci-
dade é uma primitiva da posigao. ©

Dadas duas primitivas g1 e go de f num intervalo I, temos que a
diferenca g; — g2 tem derivada nula em I e, portanto, pelo Corolario
4.22, é constante. Assim, duas primitivas quaisquer de uma funcao
num intervalo sempre diferem apenas por uma constante. A per-
gunta, agora, é se toda fungao possui alguma primitiva ou, equivalen-
temente, se toda equacao diferencial ¥’ = f(z) tem alguma solugao.

Em qualquer teoria de integral, como, por exemplo, a de Rie-
mann, vemos que toda fungao continua possui primitiva. No entanto,
existem fungoes derivaveis em R cujas fungoes derivadas nao sao
continuas em R. Assim, fung¢oes derivadas podem nao ser continuas
ou, equivalentemente, fungoes descontinuas também podem possuir
primitiva.

No entanto, nao é verdade que qualquer fungao possa ter alguma
primitiva pois, como veremos a seguir, as fung¢oes derivadas tém uma
propriedade comum as func¢oes continuas, a saber, a propriedade do
valor intermedidrio: a imagem direta f’(.J) de qualquer intervalo J C
X pela funcao derivada f’ : X — R de uma funcao derivéavel f é um
intervalo.
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Teorema 4.24 (Teorema de Darboux). Se uma funcdo tiver alguma
primitiva num intervalo, entdo essa fungdo tem a propriedade do
valor intermedidrio nesse intervalo.

Demonstracao. Seja f uma funcao derivavel num intervalo I. Usando
a caracterizacao de intervalo vista na Proposicao 1.8 basta mostrar
que, dados 21,22 € I e d € R entre f/(x1) e f'(x2), sempre existe
algum z entre x; e x2 tal que f'(x) = d. Sem perda de generalidade,
suponhamos que =1 < x2 e f'(z1) > d > f'(r2) e consideremos a
mesma funcao g : I — R da prova do Teorema 4.20 do valor médio,
dada por g(z) = f(z) — d - x, que é continua e derivivel em [z1,x2],
com ¢'(z1) = f'(x1) —d > 0 e g'(z2) = f'(z2) —d < 0. Se [’
fosse continua, entao g’ seria continua e, portanto, pelo Teorema 3.7
do valor intermedidrio, aplicado a ¢', existiria ¢ € (x1,x2) tal que
g'(c) =0, ou seja, f'(c) =d.

No entanto, nao sabemos se f’ é, ou nao é, continua. Ocorre que
isso nem é necessdrio, pois o Lema 4.16 garante que g(z1) < g(z),
para x > x; suficientemente préximo de z1, j& que ¢’(z1) > 0, e
g'(x2) < 0 garante que g(x) > g(z2), para x < xo suficientemente
préximo de x3. Desse modo, nenhuma das extremidades pode ser
um ponto de minimo local de g em [x7,z3]. No entanto, como g é
continua, o Teorema 3.16 garante que existe algum ponto de minimo
local de g nesse intervalo. Assim, obtemos algum ponto de minimo
x € (x1,22) de g em que, pelo Teorema de Fermat, ¢'(x) = 0, ou seja,
fl(z) =d. O

Usando os exemplos vistos de derivadas, podemos obter exemplos
de primitivas. Assim, fixados quaisquer racional r # —1 e real «,

1
r+1 T

em R se r > 0, ou em (0,400), se r < 0. E tradicional denotar

as primitivas de uma funcao f com o simbolo da integral indefinida
[ f(z)dx. Assim,

a fungdo g(x) = "1 4+ o define uma primitiva de f(x) = 2"

r 1 r+1
/:c d:cf—H_l:c + «

denota todas as primitivas de f(z) = 2" no caso r # —1.
Das regras operacionais das derivadas decorrem, imediatamente,
as regras classicas de primitivacao, como segue.
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Corolario 4.25 (Regras Operacionais da Primitivagao). Sejam f e
g duas funcoes quaisquer definidas num mesmo intervalo I.

(i) Linearidade: se f e g tém primitivas em I, entdo, para cada
A €R fizado, f+ Ag tem primitiva em I, dada por

/(fJF)\g)(IU)diC:/f(x)d:ch)\/g(:c)d:c.

(ii) Integragcdo por partes: se f e g sdo derivdveis em I e se o
produto [’ - g tem primitiva em I, entdo o produto f - g tem
primitiva em I, dada por

/ (f - o) () dx = f(z) - gla) - / (f - ) (x)d.

Da regra da cadeia (Teorema 4.11) decorre, imediatamente, a re-
gra da substituicao de varidveis em primitivas.

Coroldrio 4.26 (Substituigao). Se f : I — R € derivdvel no intervalo
I,g:J— R tem uma primitiva h(z) = [ g(z)dz em J e se f(I) C J,
entdo (go f)- f' tem primitiva em I, dada por

/ (g0 f)- Fl@)de = h(f(x)).

Enfatizamos, mais uma vez, que nao estamos integrando coisa
alguma. As afirmacoes dos coroldrios acima sao, simplesmente, refor-
mulagoes cldssicas das regras operacionais da derivada da soma, do
produto e da composta.

Exemplo 4.27. Fixemos r € Q com r > 0. Para calcular uma pri-
mitiva em R de £(z) = (1 — z)", usamos a substitui¢do f(z) =1—x,
com f'(x) = —1, e a primitiva h(z) = %_H:cr“ de g(z) = z". Pelo
Corolario 4.26,

Ja-aras=— [a-orcni=- (@)@

=h(f(2) =~z A —2)"" ©
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Exemplo 4.28. Fixemos r € Q com r > 0. Para calcular uma primi-
tiva em R de n(x) = r?x (1 — x)", usamos as partes f(r) = r?z, com
f'(z) = r? e a primitiva g(z) = —T—Jlrl 1—x2)*deg'(z)=(1—2)
do exemplo precedente. Usando integragao por partes,

/TQx(lfx)Td:c:/f x)dx = f /f

T :c(lf:c)’”*l +/ (1733”1 "
r+1 r+1 '

Agora, pela integral calculada no exemplo precedente (com r + 1 no

lugar de ),
7“2 (1 _ x)'r'—i—l 7,,2 i 7,,2 (1 _ x)7‘+2
P S A — 1— r+1 — -\ )
/ r—+1 dr r+1/( ) de (r+1)(r+2)’

de modo que estabelecemos

5 —_— r?r(l—z)™t P2 (1 —x)"+2
/rac(l—x) dx = — 1 T D01

Essa conta pode até ser considerada dificil, mas é sempre muito facil
conferir o trabalho feito: basta derivar a (candidata a) primitiva en-
contrada e verificar se o resultado é igual ao integrando. ©

Epilogo

As propriedades bésicas de funcgoes derivdveis que acabamos de ver
sao suficientes para estudar o Teorema Fundamental do Célculo no
préximo capitulo. No entanto, h4 muito mais o que aprender sobre
derivadas.

Um assunto com o mesmo grau de dificuldade do material apre-
sentado é o de derivadas de ordens superiores e o desenvolvimento em
séries de Taylor das funcoes com derivadas de todas as ordens. Isso
pode ser encontrado nas referéncias bésicas [1] e [2]. Mais adiante,
podemos atacar o importantissimo desenvolvimento de fungoes em
séries de Fourier. Nosso estudo de fungoes derivaveis também leva
naturalmente ao mundo das equagoes diferenciais, um assunto sobre
o qual o leitor nao tera dificuldades de encontrar excelentes textos.
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Se o leitor quiser acompanhar de perto o material desenvolvido
neste capitulo em outros livros, convém estudar, antes, o conceito de
limite de fungbes em pontos de acumulagao de seu dominio e a conse-
quente definigdo de derivada como limite da razao incremental. Isso
nao é importante se o leitor for estudar derivacao de fungoes definidas
nos espacos euclidianos R™. Nestes, a defini¢ao via razao incremental
comeca a ficar initil, pois a énfase nao é mais na inclinagao, mas sim
na aproximacao linear, ou seja, em dimensoes maiores, trocamos a
inclinacao a pela funcao afim cujo grafico é dado por y = b+ ax.

Da mesma forma que o lugar natural para estudar continuidade
é em espagos topoldgicos, o contexto natural para estudar a derivada
é o espaco vetorial normado. Nestes, as defini¢oes de derivada, tanto
a de Gateaux quanto a de Fréchet, estao muito mais proximas da
definicao de Carathéodory que utilizamos no texto.

4.4 Exercicios

4.1. Mostre que f : X — R é derivavel em o € X se, e s6 se, a sequén-
cia definida por [f(zn) — f(0)]/(xn — o) é convergente, qualquer que seja
a sequéncia (z,) de X — {0} tal que z, — o. Obtenha um exemplo
de f : X — R e de uma sequéncia (z,) de X, tal que z,, — o € X,
[f(xn) — f(0)]/(zn — o) defina uma sequéncia convergente e f ndo seja
derivével em o.

4.2. Considere um intervalo I = (a,b) e uma fun¢do f : I - Reo €]
um ponto qualquer. Mostre que se (xn) e (yn) forem sequéncias de I
satisfazendo x, < o < y,, para n > 0, e tais que x, — 0, Y — 0 € Se
f for derivavel em o, entao a sequéncia definida por

_ J@n) = Flyn)

4.
p— (4.3)

é convergente, com limite igual a f’(c). Obtenha um exemplo de uma
funcdo f : I — R que ndo seja sequer continua num ponto o € I e de
sequéncias (zn) e (yn) de I satisfazendo z, < 0 < yn, para todon € N, e
tais que x,, — 0, Yy, — 0 e exista o limite da sequéncia (4.3). Obtenha
um exemplo de uma fungao f : I — R que seja derivavel num ponto o € [ e
de sequéncias () e (yn) de I satisfazendo o < x,, < yn, para todo n € N,
tais que ©, — o, y, — 0, mas nao exista o limite da sequéncia (4.3).
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4.3. Considere uma fungao f : (—1,1) — R qualquer que seja derivével em
0. Mostre que, dada qualquer sequéncia (z,) de (—1,1) — {0} convergente
a 0, a sequéncia definida por

Zn =

f(iﬂn) — f(fx") (4.4)

2Tn

é convergente, com limite igual a f'(0). Obtenha um exemplo de uma fun-
gao f: (—1,1) — R que nao é derivdvel em 0, mas tal que exista o limite da
sequéncia definida por (4.4), para qualquer sequéncia (z,) de (—1,1) — {0}
convergente a 0.

4.4. Considere uma fungdo f : (—1,1) — R qualquer que seja derivavel em
0. Mostre que, dada qualquer sequéncia (z,) de (—1,1) — {0} convergente
a 0, a sequéncia definida por
o, = £Qzn) = f(an) (4.5)
Tn
é convergente, com limite igual a f'(0). Obtenha um exemplo de uma fun-
gao f : (—1,1) — R que nao é derivdvel em 0, mas tal que exista o limite da
sequéncia definida por (4.5), para qualquer sequéncia (z,) de (—1,1) — {0}
convergente a 0. (Sugestdo: somar e subtrair f(z,) do denominador e
obter, no limite, 2f'(x) — f'(z) = f'(z).)

4.5. Considere uma fungao derivavel f : X — R e sua fungdo derivada
f': X — R. Mostre que

1. se a funcdo derivada f’ for limitada, entdo f é uma funcao lipschitz-
iana; em particular, f é uniformemente continua (ver Exercicio 3.22);

2. se a funcdo derivada f’ for continua num ponto o € I, entdo

f/(O') — lim f(x") — f(yn)

n—-+oo Tn — Yn ’

para quaisquer sequéncias (), (yn) de I satisfazendo z, # yn, para
n > 0, e tais que £, — 0 e Yy, — o. (Sugestdo: use o TVM.)

4.6. Mostre que, para quaisquer z,0 € R e n € N, vale
" —o" = (:v"71 +2" %0+ Haxo" T+ 0"71)(:10 —0).

Use essa relagdo para provar diretamente a partir da defini¢do dada em
(4.1) que a fungio f(z) = ™ é derivdvel, com f'(x) = na™ ', como no

Exemplo 4.9.
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4.7. Inspire-se no que foi visto no Exemplo 4.10 para provar diretamente
a partir da definigdo dada em (4.1) a afirmagao do Corolério 4.12.

4.8. Mostre que se f : X — R for deriviavel em o € X, existem M € R
er > 0 tais que |f(z) — f(0)] < M|z — o|, para cada x € X tal que
lx —o] <.

4.9. Sejam f : (—1,1) — R derivdvel e M € R nao negativo tais que
f'(x) < M, para cada |z| < 1. Mostre que, para quaisquer a,b € R, se
—1<a<b<1,entao

fb) = fla) < M- (b—a).

4.10. Seja f : I — R uma funcdo qualquer definida num intervalo I C R e
¢ > 0ea > 1 constantes dadas. Mostre que se | f(z1)—f(z2)| < ¢|z1—2x2|%,
para quaisquer x1,x2 € I, entdo f é uma fungdo constante.

4.11. Sejam f,g: X — R duas fungbes continuas e a,b € X tais que a < b
e [a,b] C X. Mostre que se f e g forem derivéveis em (a,b) e se ¢'(z) # 0,
para cada = € (b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f®) = fla) _ f'(¢)

g(b) —g(a)  g'(c)”
Essa féormula é atribuida a Cauchy. Observe que o TVM de Lagrange é o
caso particular em que g(x) = x. (Sugestdo: use o Teorema de Rolle com
a fun¢do h(z) = f(z) — - g(x), para algum « conveniente.)

4.12. Dados uma funcdo f : X — R e Y C X, dizemos que a fungao
g : Y — R definida por g(z) = f(z), com x € Y, é a funcao restricio de
faY Sejam f: X — R uma funcdo e 0 € X um ponto do dominio de
f- Mostre que f é derivavel em o se, e sé se, existe algum r > 0 tal que é
derivével em o a funcdo restrigdo de f a (c —r,oc+7r)N X.

4.13. Sejam dados a1,az,...,an € R e defina f: R — R por
fz) = Z(m —ax)?, paracadaz € R.
k=1
Encontre o ponto em que f atinge seu valor minimo absoluto. Conclua
que o minimo da soma dos quadrados das distancias de T a cada um de n

pontos da reta é minima se, e s6 se, x é igual a média aritmética desses
pontos.
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Capitulo 5

Integral

Um dos problemas mais antigos da Matematica é a medicao de com-
primentos, areas e volumes.
5.1 Integral

Neste capitulo, X denota um intervalo ou uma uniao finita de interva-
los de R. Seja f : X — R uma funcao real qualquer. Queremos definir

b
a integml/ f(t) dt de f em qualquer intervalo [a,b] C X, com a < b.
a
Isso pode ser feito de muitas maneiras, sendo a de Riemann tradicio-

nal nas disciplinas de Célculo, mas todas tém as duas propriedades
bésicas seguintes, validas para quaisquer fungoes continuas.

(I1) A integral é mondtona: se m < f(t) < M para a <t < b, com
[a,b] C X, vale

(ba)gfbf(t)dth.(ba).

(I2) A integral é aditiva: se a < ¢ <be [a,b] C X, vale

| dt+/f dt/f

95
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Da primeira propriedade I1 decorre que a integral de uma fun-
¢do constante positiva em [a,b] coincide com a drea do retangulo
determinado pela base [a, b] e o grafico horizontal da fungéo. Esse é o
ponto de partida de todas as teorias de integragao: se f(t) = A, com
a<t<bentaiom=A=MemlIle

/ab)\dt)\~(ba).

Grafico de f

b
M / F(t)dt
t
R
a b t

b—a

Figura 5.1 A propriedade I1 com 0 < m < f(t) < M

Exemplo 5.1. Se a velocidade de um objeto for constante no inter-
valo de tempo [0, T, digamos, v(t) = v, entdo a integral da velocidade
em [0,7] éigual av- (T —0) =v-T, que é o deslocamento total nesse
intervalo: um carro a 70 km/h constantes durante meia hora percorre
70 X % = 35 km. Isso nos indica que, em geral, a integral de uma
velocidade (varidvel) é um deslocamento e, como a taxa de variacao
da posigao é a velocidade (ver Exemplo 2.3), jd temos uma primeira

insinuagao do teorema fundamental do Calculo. ©®

Podemos construir um conceito de integral — a partir do qual
definimos a drea de regices planas — ou, entao, podemos construir um
conceito de area para regioes arbitrarias do plano — a partir do qual
definimos a integral de fungoes. Neste texto, usamos a abordagem
cléassica, construindo a integral com as propriedades I1 e 12 para fun-
¢oOes continuas; a drea de regioes determinadas pelo grafico de uma
fungao continua serd definida como uma integral.
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Daqui em diante, seja f : X — R uma funcao continua qualquer.
Para simplificar, nesta secao utilizamos ¢ como a variavel indepen-
dente de f. Fixemos, de uma vez por todas, um intervalo [a,b] C X,
com a < b, e os valores minimo m e méximo M de f em [a, b], cortesia
do Teorema 3.16 de Weierstrass: m < f(t) < M, com t € [a, b].

Tomando um ponto ¢ € (a, b) arbitrario, obtemos dois subinterva-
los e 0 mesmo Teorema de Weierstrass fornece dois valores minimos
m1 e mg e dois valores maximos M; e My de f nos subintervalos [a, ¢|
e [c, b], respectivamente. Os dois valores minimos nao sdo menores
do que m e os dois valores méximos nao sao maiores do que M, de
modo que

m-(b—a)=m-(c—a)+m-(b—c)
<myp-(c—a)+ma-(b—2c)
<KMy-(c—a)+Ma-(b—c) < M- (b—a).

A

/
//// Ly =f()

m=mg —

mi

a c b

Figura 5.2 Um ponto adicional ndo pode diminuir
0s minimos nem aumentar os maximos

Generalizando de um para mais pontos intermedidrios, convém
dizer que uma colegao finita P = {to, t1,...,tn—1,tn} de n+1 pontos
é uma parti¢io do intervalo [a,b] se

a=tg<ti <ty <---<tp_1<t, =0

Tomando, para cada 1 < k < n, o valor minimo m;, e o valor maximo
Mj; de f no subintervalo [t;_1,t;], obtemos, para ty_1 <t < tg,

m<myg < f(t) < My < M.
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A soma inferior e a soma superior de f em relacao & particao P
de [a, b] s@o denotadas e definidas, respectivamente, por

n

I(fvp)zzmk'(tk —tk-1)

Figura 5.3 Uma soma inferior I(f,P)

Exemplo 5.2. Se v = v(t) indica a velocidade de um objeto ao longo
de um intervalo de tempo [0, T, entao cada parcela vmin - (tx — tr—1)
€ Umax * (tx — tg—1) das somas inferior e superior tem a interpretagao
de deslocamento, ja que essas velocidades sao constantes e

velocidade constante x tempo decorrido = deslocamento.
Assim, tanto as somas inferiores da velocidade v de um objeto quanto

as superiores representam deslocamentos do objeto. ©

Tomando a parti¢ao Py = {a, b} de dois pontos, temos I(f, Py) =
m-(b—a) < M-(b—a) = S(f,Po) e, tomando a particdo P; = {a, ¢, b}
de trés pontos, vimos anteriormente o que pode ser traduzido por

m(b—a)él(f,’[)l)QS(f,Pl)gM(b—a)
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Repetindo aquele argumento — em que havia um ponto ¢ adicio-
nal no intervalo [a, b] — para cada ponto adicional em cada subinter-
valo [tx—1,tx] e observando que

D (ke —tho1) =tn —to=b—a,
podemos verificar (Exercicio 5.1) que, sempre,

m-(b—a)<I(f,P)<S(f,P)<M-(b—a). (5.1)

NEEON

Figura 5.4 Uma soma superior S(f,P)

A diferenca entre as somas superior e inferior de f em relacio a
uma particao P é dada por
n
0<S(f,P) = I(f,P) = > (My —my) - (ty, — ty-1).
k=1
Lema 5.3. Dado qualquer € > 0, podemos escolher uma particio P
de [a,b] tal que

Demonstracao. Pela Proposicao 3.18, as oscilagoes My — my de f
nos intervalos [t;_1, tx] podem ser controladas: dado qualquer £ > 0,
podemos escolher r > 0 de tal modo que

€
b—a’

0< My, —my = w(f, [tr—1,tx]) <
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para cada subintervalo [ti_1,tx] de [a,b] tal que t — ti—1 < 1.

Fixado, pois, € > 0, basta tomar r > 0 fornecido pela Proposigao
3.18 e escolher uma particao P de [a,b] tal que t — tx—1 < r, para
cada 1 < k < n, com a qual obtemos

n n

O<Z(Mk*mk)'(tk*tk71)< b c Z(tk*tkfl):&

—a
k=1 k=1

Uma tal partigao pode ser obtida tomando, por exemplo,
a=tg<at+r=t1<---<a+m—1r=t,1 <t,=b,

onde n € N é o tinico natural que satisfaz a + (n — 1)r < b < a + nr,
pela propriedade arquimediana. O

Nao sé as somas inferiores aumentam e as superiores diminuem

sempre que passarmos de uma dada particdo para uma outra que a
contenha, mas até

m-(b-a)<I(f,Q<SHR)<M-(b—a), (52

para quaisquer duas partigdes Q e R de [a, b], j& que sempre podemos
comparar as somas relativas as particoes Q e R com as somas relativas
a particao Q U R, que contém ambas, e observando que

I(f,Q) <I(f,QUR) < S(f,QUR) < S(f,R).
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Assim, ndo s6 sao limitados o conjunto de todas somas inferiores
e o de todas somas superiores de f em [a,b], mas nenhuma soma
inferior é maior do que qualquer soma superior. A integral inferior e
a integral superior de f em [a,b] sdo denotadas e definidas por

I(f,|a,b]) = sup {I(f, Q) : Q é uma particao de [a, b]}

S(f,la,b]) = inf {S(f,R) : R é uma particao de [a,b]},

respectivamente. Por (5.2), sempre temos I(f,[a,b]) < S(f,[a,b]) e,
por virtude do Lema 5.3, obtemos I(f,[a,b]) = S(f,[a,b]) (ver Lema
1.6). Destacamos esse resultado.

Teorema 5.4. Seja f : X — R uma funcao continua. Dado qualquer
intervalo [a,b] C X, temos

I(fa [av b]) - S(fa [av b])

Dizemos que esse valor comum das integrais inferior e superior é
a integral de f em [a,b], denotada por

/a " fty

Proposigao 5.5. A integral de uma fung¢do continua tem as proprie-
dades de monotonicidade 11 e aditividade 12.

Demonstragao. Por (5.1), vale a propriedade I1. Para conferir a pro-
priedade 12, observamos que a adigao de uma soma inferior de f em
[a, c] com uma soma inferior de f em [c, b] é igual a uma soma inferior
de f em [a,b] e, reciprocamente, dada qualquer soma inferior de f
em [a, b], sempre podemos acrescentar o ponto ¢ & particao e verificar
que a soma inferior f em [a, b] ndo é maior do que a adigdo da soma
inferior de f em [a,c] com a soma inferior de f em [c,b] induzidas
pelas restricoes da particao a esses subintervalos. Isso nos permite
concluir que I(f,[a,c]) + I(f,[c,b]) = I(f,[a,b]) (ver Exercicio 1.4),
de modo que vale 12. O
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Se f : X — R é uma fungao continua positiva em [a, b] C X, entdo
interpretamos a integral
b
|
a

como a drea da regiao delimitada pelas retas y =0,t =aet=0be
pelo grafico de f.

t

b

Figura 5.6 A drea da regido destacada é a integral de f em [a, b]

Exemplo 5.6. Vimos, no Exemplo 4.23 que a velocidade é uma pri-
mitiva da posigdo. Mais precisamente, se s(t) denota a posi¢ao de
um objeto num eixo, entdo definimos v(t) = s'(t) como a velocidade
instantanea do objeto no instante t. Se essa velocidade for positiva
no intervalo [0, T'], entéo a integral da velocidade no intervalo mede a
“area” da velocidade, o que quer que seja. No entanto, como as inte-
grais inferiores e superiores da velocidade representam deslocamentos
(Exemplo 4.2) e a integral é um supremo e infimo de somas inferiores
e superiores, também essa “area” deve ser algum deslocamento do
objeto: qual? Nossa experiéncia do cotidiano da a resposta plausivel

T
/ v(t)dt = vy, - T,
0
ou seja, que o deslocamento a uma velocidade varidvel v ao longo de
um intervalo de tempo [0, T] é igual ao deslocamento a uma certa ve-
locidade constante v, média nesse mesmo intervalo: se percorremos
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150 km em duas horas de viagem, poderiamos ter feito esse mesmo
trajeto (teoricamente) a uma velocidade constante de 75 km/h. Ob-
serve que a velocidade (instantdnea) do carro necessariamente foi
igual a essa velocidade média de 75 km/h em, pelo menos, um ins-
tante de tempo durante o percurso.

0 T

Figura 5.7 Velocidades varidvel ou média dao o mesmo deslocamento

Assim, a “drea” da velocidade é um deslocamento D (um caso
particular do teorema fundamental do Célculo, na préxima segéo) e
esse deslocamento D sempre pode ser dada por um valor médio que
ocorre durante o percurso (um caso particular do teorema do valor
médio da integral, a seguir). E nesse sentido que a integral de uma
funcao é uma média da fungao. ©

Observe que a nossa integral integra funcoes “da esquerda para
a direita”. E conveniente ter uma versio mais geral da integral, que
inclua a opgao de integrar “da direita para a esquerda”. Para isso,
dados a,b € X tais que [a,b] C X, definimos

/baf(t) dt = /abf(t)dt.

Em particular, sempre faa f(t)dt = 0. Nao é dificil verificar que, com
essa convencao, as duas propriedades I1 e 12 das integrais sao validas
para quaisquer a, b, ¢ € I, em qualquer ordem. De fato, para verificar
11, basta observar que

1 a 1 b
a_b/,, f(t)dt:b_a/a f(b) dt,

para quaisquer dois pontos distintos a, b de I.
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Terminamos esta se¢ao com o teorema do valor médio da integral.

Teorema 5.7 (Teorema do Valor Médio da Integral). Considere uma
funcao f : X — R que seja continua no intervalo I C X. Dados
quaisquer a,b € I, existe algum ponto c entre a e b tal que

b
/ ft)dt = f(c) - (b - a).

/ y=f(t)
/?W/% &

V
f(\f:) //

Figura 5.8 O teorema do valor médio da integral

Demonstra¢ao. Se a = b, entao ¢ = a = b e o resultado é imediato.
Sejam, pois, a,b € I dois pontos distintos. Pelo Teorema 3.16 de
Weierstrass, existem t1,ty entre a e b, que podem coincidir, ou nao,
com a e b, tais que

flt) < f(t) < f(t2),

para cada t entre a e b. Pela propriedade I1 da integral, decorre que

1
b—a

b
f(h) < / F(t)dt < f(t).

Pelo Teorema 3.7 do valor intermedidrio, em virtude da continuidade
de f, existe algum c entre t; e t3 — portanto, entre a e b — tal que

b
) =5 | ran,

demonstrando o teorema. O
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Como no caso da velocidade (intuitivamente continua) do Exem-
plo 5.6, dizemos que o valor f(c) encontrado na demonstragao desse

teorema é o valor médio da fungdo f no intervalo [a, b].

5.2 O Teorema Fundamental do Calculo

Nesta secao final apresentamos e demonstramos as duas versoes do

teorema fundamental do Célculo.

Teorema 5.8 (Teorema Fundamental I do Célculo — TFCI). Seja
f: X — R uma fungdo continua no intervalo I C X. Firados a € 1

e a € R, defina a funcio F : I — R, em cada x € I, por

F(z) = o+ / £(t) dt.

Entao F(a) = a e F' é uma fungao derivdvel em I, com F'(z) = f(x),

para cada x € I, ou seja, F' € uma primitiva de f em I.

Demonstragao. Que F é uma funcao decorre da existéncia da inte-
gral de fungoes continuas e é claro que F(a) = «. Fixemos 0 € I e

mostremos que F é derivdvel em o, com F'(0) = f(0o).

Ly = f(x)

a ol _lx b

r—o}

Figura 5.9 A variagdo na integral



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page 106 — #114

106 CAPITULO 5. INTEGRAL
Para qualquer z € I, temos
Fz) - F(o) =a+[f(t)dt —a—/:f(t)dt
- / " rtydt — / ") dt (usando 12)
- [ 101t = o) - o),

onde

pola) = —— | " f() .

r—0
para cada x € I — {c}.

Dado qualquer x € I distinto de o, o teorema do valor médio da
integral garante que existe algum c entre z e o tal que g, (x) = f(c).

F(z) — F(o) — fle)- (z—o)
y=f(z) ‘ Ly = f(2)
-] N
f(0) \§ (o)

Figura 5.10 O teorema do valor médio da integral

Portanto, dada qualquer sequéncia (z,) em I — {o}, para cada
n € N existe algum ¢, entre z,, e o tal que ¢, () = f(cn). Assim,
se T, — 0, o critério do confronto garante que ¢, — o e a conti-
nuidade de f garante que f(c,) — f(0), ou seja, pq(x,) — f(0).
Pelo que observamos & pégina 56, resta definir ¢, (0) = f(o) para
estabelecer a continuidade de ¢, em ¢ e concluir que F' é derivéavel
em o, com F’'(0) = ¢,(0) = f(o). Como o ponto o foi dado arbitra-
riamente, temos que F' é uma primitiva de f em I. O
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Em particular, decorre do TFCI que existe, no maximo, uma tnica
maneira de definir uma integral de func¢oes continuas que satisfaca as
propriedades I1 de monotonicidade e 12 de aditividade, como segue.

Corolario 5.9. Se g € uma primitiva de f em I, entdo, para quais-
quer a,b € I,

b
=9(b) = g(a).

a

b
/ f(t)dt = g(z)

x

Demonstragio. Fixado a € I, como F(z) = / ft)dt e g tém a

a
mesma derivada, a saber, f, decorre que F(z) — g(z) é constante.
Resta observar que essa constante é g(a), pois F(a) = 0. O

Esse fato é o que estabelece uma justificativa para a notagao tra-
dicional de integral indefinida para as primitivas g de f, ja que

/ F(#)dt

Observamos que, por serem as primitivas impropriamente denomina-
das “integrais indefinidas”, muitas vezes as integrais sao denominadas
“integrais definidas”. Isso é costume em disciplinas de Célculo, mas
neste texto, utilizamos apenas os termos primitiva e integral.

O corolario permite que calculemos o valor de muitas integrais,
pelo menos de fungoes cujas primitivas sejam conhecidas.

b
a

= g(b) — gla) = / f(t)dt.

Exemplo 5.10. Para cada n € N, temos

b b
[ oo = G| = (- 0.
a a
De fato, basta lembrar que a funcdo f(z) = n%rl:c"“ tem derivada

f'(z) = z™, conforme Exemplo 4.27. Também estabelecemos, para
r € Q positivo, por exemplo, que
1 2 r+1 2 r+2 |1
1-— 1-—
/ 7’2:E(1f:c)rd:c:fr z(1—2) I (1-2)
0 r+1 (r+1)(r+2) |,
2

C(r+D)(r+2)°

bastando usar a primitiva calculada no Exemplo 4.28. ©
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Vejamos algumas propriedades adicionais das integrais. Inicial-
mente, a segunda versao do teorema fundamental do Calculo, no
presente contexto (de fungées continuas), é equivalente & primeira.

Teorema 5.11 (Teorema Fundamental II do Calculo — TFCII).
Seja f : I — R uma fungao derivdvel com funcao derivada f': I — R
continua no intervalo I. Dados x,0 € I quaisquer, temos

x
f@) = 1)+ [ Fo.
Demonstragao. Como f é uma primitiva de f’,

/zﬁmd#:f — f(@) - f(o)

T
o

segue pelo corolario do TFCI. O

Proposigao 5.12. Sejam f,g: X — R funcgoes continuas no inter-
valo I C X, a,bel eXeR.

b b b
(i) Linearidade: / (f+XA-g9)t)dt = / f)ydt+ - / g(t) dt.
(ii) Monotonicidade: se a < b e f(z) < g(x), para cada x € [a,b],

entao . .
[ rwar< [gwan

(i) Integragdo por partes: se f,g sio derivdveis com derivadas ', g
continuas no intervalo I, entdo

!/
b b
[ G0 dt=10)90) - f@g@ - [ (9@ ar
a a
Demonstracdo. Por virtude do corolario do TFCI, a linearidade da
integral decorre da linearidade da primitivagao, vista no Corolario
4.25. J4 a monotonicidade decorre da linearidade e da observacao
seguinte: como m =0 < (g — f)(z) para x € [a,b], a propriedade I1

b
da integral garante que, também, 0 < / (9 — f)(x)dz.
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Observando que

b

f@)g(@)| = f(b)g(b) — fla)g(a),

a férmula da integragao por partes decorre da férmula correspondente
para primitivas, dada no Corolario 4.25. ([l

Corolario 5.13. Sejam f : X — R uma funcdo continua no inter-
valo I C X ea,b eI tais que a < b. Seja M € R tal que |f(x)] < M,
para cada x € [a,b]. Entdo

‘/abf(t)dt‘ </ab|f(t)|dt<M-(b—a).

Demonstragao. Basta observar que —|f(x)| < f(x) < |f(z)| e usar a
proposicao. [l

A férmula da substituicao de varidveis para integrais é a seguinte,
em que convém denotar as varidveis dos dois intervalos I e J envol-
vidos por letras distintas.

Proposicao 5.14 (Mudanga de varidveis). Se f : X — R € derivdvel
com derivada f' continua num intervalo I C X, se g : Y — R €
continua num intervalo J CY e se f(I) C J, entdo

b . f(®)
| sty rwa= [ gt
a f(a)
para quaisquer a,b € 1.

Demonstracao. Se G : J — R é uma primitiva de g em J, entao a RC
da (Go f)(t) = g(f(t)) - f'(t) e, portanto, pelo coroldrio do TFCI,

f(d) f(®)
= / g(u) du
f

f(a) (@)

para quaisquer a,b € I. [l

Concluimos este capitulo com uma propriedade de permanéncia
de sinal da integral, que afirma que fungoes continuas nao negativas sé
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podem ter area nula entre seu grafico e o eixo x se forem identicamente
nulas: qualquer valor positivo enseja area positiva, pela permanéncia
de sinal das funcoes continuas.

Teorema 5.15. Sejam f: X — R uma funcao continua no intervalo
ICXeabeltais quea <b e f(x) >0 para cada x € [a,b]. Entdo
f(x) =0, para cada x € [a,b], se, e sd se,

/abf(t)dt:O.

Demonstracio. E claro que é nula a integral da fung¢ao nula. Assim,
b
basta mostrar que / f(t)dt > 0 sempre que f for positiva em algum
a

ponto de [a, b].

Suponhamos, pois, que f(o) > 0 para algum o € [a, b] e tomemos
¢ > 0 tal que f(o) > c. Pela permanéncia do sinal da fungéo continua
f (ver Lema 3.4) decorre que m = ¢ < f(x), para cada = € [a,]
suficientemente préximo de o. Supondo que o € (a, b], tomamos r >
0 tal que m = ¢ < f(x) para cada z € [0 — r,0] C [a,b]. Pela
o—T

b
monotonicidade da integral, / fiydt > 0e / f)ydt = 0, ja

a

que f é nao negativa em [a, b], por hipétese. Pelas propriedades I1 e
12 da integral, decorre que

/abf(t)dt/ag_rf(t)dtJr/U:f(t)dtJr/abf(t)dt

>/ ft)ydt=c-r>0.

No caso em que o € [a,b), tomamos r > 0 tal que m = ¢ < f(x)
para cada x € [0,0 + 1] C [a,b] e procedemos analogamente. O

Epilogo

Convém refletir um momento para constatar que todas as proprieda-
des da integral de fungoes continuas — linearidade, monotonicidade
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generalizada, integracao por partes e mudanga de varidveis, até o
teorema fundamental do Calculo — decorrem com uma relativa fa-
cilidade das duas tnicas propriedades de monotonicidade bésica I1
e aditividade 12, apresentadas a pagina 95. Bastou, portanto, cons-
truir a integral de fungoes continuas com essas duas propriedades

para obter toda a teoria da integral.

No entanto, para construir uma teoria de integragdo com fun-
¢Oes nao necessariamente continuas, essa abordagem nao funciona,
sendo preciso desenvolver somas inferiores e superiores mais gerais
para obter uma integral de fungoes limitadas com descontinuidades.

Isso pode ser encontrado nas referéncias bésicas [1] e [2].

O TFC é sé uma porta para um mundo maravilhoso. Podemos
querer estendé-lo a mais de uma varidvel, onde (passando pelos Te-
oremas de Green, Gauss e Stokes do Célculo) chegamos ao Teorema
de Stokes em variedades, ou entdo, resolver sua evidente assimetria,
para o que podemos passar ao estudo de integrais mais gerais, es-
pecialmente a centenaria integral de Lebesgue e a mais recente de
Henstock-Kurtzweil. Esta dltima integral (que inclui as de Riemann
e de Lebesgue, ver [18]) realmente é a inversa da derivada, pois com
ela, se f é derivdvel, entao a funcao derivada f’ é sempre integrével
e sua primitiva é a propria f, o que nao ocorre com as integrais de
Riemann e Lebesgue, em que a fungéo derivada f’ precisa de proprie-

dades adicionais para ser integravel.

5.3 Exercicios

5.1. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e considere uma partigdo P

de [a,b] de n n+ 1 pontos. Mostre (por indugao) que

m-(b—a) <I(f,P)<S(f,P)< M- (b—a).

Os casos n = 2 e n = 3 foram demonstrados no texto (ver pagina 97).

5.2. Sejam f : X — R uma funcdo continua no intervalo I C X e a,b € I

tais que a < b. Dizemos que

g L
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é o valor médio ou a média de f em [a, b]. O Teorema 5.7 do valor médio da
integral afirma que toda fungéo continua atinge seu valor médio. Na Fisica,
definimos a velocidade média de uma particula em movimento retilineo de
posigao s(t) ao longo do intervalo de tempo [a, b] por

s(b) — s(a)

vm = inclinagdo da secante do deslocamento em [a, b] = b
—a

Lembrando que a velocidade v(t) é uma primitiva da posicdo s(t) da
particula, mostre que a velocidade média da Fisica coincide com o valor
médio da fungdo velocidade.

5.3. Sejam f,g : X — R duas fungbes continuas no intervalo I C X e
a,b € I tais que g(z) > 0, para cada x entre a e b. Mostre que existe ¢
entre a e b tal que

[ 1wswd=5@- [ g

(Sugestao: como g(z) é nado negativo, m < f(z < M implica mg(z) <
f(z)g(xz) < Mg(z).) No caso em que g(z) > 0, para algum z € [a,b],
podemos interpretar

o= [ " rg(tyan /[ gy

como a média ponderada de f com peso g em [a, b]. Esse resultado costuma
ser denominado Primeiro Teorema do Valor Médio da Integral. Mostre
que a afirmagdo da Proposicdo 5.7 é um caso particular desse teorema,
com g(x) = constante.

5.4. Sejam f: X — R uma fungdo continua no intervalo I C X eg: X —
R uma fungdo mondtona derivavel com derivada continua em I. Dados
a,b € I, mostre que existe c entre a e b tal que

b c b
/ at) - F(tydt = g(a) - / F()dt + g(b) - / F(tyt.

Essa afirmacdo é conhecida como o Segundo Teorema do Valor Médio da
Integral, ou Teorema de Bonnet. Observe que, no caso g(z) = constante,
essa afirmagdo é vélida para cada c e é a propriedade (2) da aditividade
da integral. (Sugestdo: use integragdo por partes e depois, na integral
resultante, o exercicio anterior.)
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5.5. Sejam f,g : X — R duas fungbes continuas no intervalo I C X e
a,b € I tais que a < b. Demonstre a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

/ bf(t)g(t)dtr <[ [ oyl [ oo«

(Sugestao: considere o polinémio de segundo grau nao negativo dado por

b
p(z) = / e+ £(t) + g(t))?dt.)

5.6. Sejam f : X — R uma fung¢do continua no intervalo/ C X eg:Y — R
uma fungéo derivdvel no intervalo J C X, tais que ¢g(J) C I. Fixado a € I,
mostre que é derivavel a funcdo h : J — R, definida por

9(@)
nw) = [ sy
com h'(z) = f(g(x)) - ¢'(x), para cada = € J.

5.7. Seja f : R — R uma fungdo continua. Mostre que, se f for impar,
entao

f(t)dt =0, paracadaa€R

e, se f for par, entdo
/ f()dt = 2/ f(t)dt, para cada a € R.
—a 0

5.8. Sejam f : X — R uma funcdo continua e a,b € X tais que a < b
e [a,b] € X. Mostre que a primitiva F : [a,b] — R de f, definida por
F(x) = [ f(t)dt, é lipschitziana. (Ver Exercicios 3.22 e 4.5.)

5.9. Seja f : [1,+00) — R uma funcdo continua, positiva e ndo crescente.
Mostre que, para cada n € N, vale
n+1
for < [T pede< o).

n

Use indugao para mostrar que, para cada n € N, vale

n+1 n+1 n
[ rwa<y .
1 k

]
~
=
N

=1



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page 114 — #122

114 CAPITULO 5. INTEGRAL

5.10. Seja f: R — R uma fun¢do periddica de periodo T, ou seja, T > 0 é
tal que f(z+T) = f(z), para qualquer = € R.

1. Mostre que se f for continua, para cada a € R vale

/:+T Ft)dt = /OT F(t)dt.

2. Mostre que se f for continua, para quaisquer a,b € R vale

/abf(t)dt = /aw Ft)dt.

+T

3. Mostre que se f for derivével, para cada t > 0 existe algum ¢ € R
tal que
fle+t) = fle)=t-f'(e),
ou seja, a reta tangente ao gréfico de f pelo ponto (¢, f(c)) volta a
tocar o grifico de f no ponto (c+ ¢, f(c+1t)).
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A1l Loégica e Teoria de Conjuntos

O estudo da Andlise Matematica necessariamente depende de um
minimo da linguagem formal da Légica Matematica e da terminologia

introduzida em Teoria de Conjuntos.

Légica Matematica

Uma proposicio matemdtica ou, simplesmente, uma proposi¢cao, é
uma declaracao que é verdadeira ou falsa, nao por uma questao de
opiniao, mas como um fato. Na linguagem do dia a dia, as declaragoes
que emitimos ficam em algum lugar entre a verdade e a falsidade
absolutas, podendo ocupar todos os tons de mais ou menos verdadeiro
ou falso. Uma declaragao como “o suco é doce” nao é uma proposigao,
mas “m é racional” é uma proposigao, pois esta é verdadeira ou falsa.

Na linguagem do dia a dia, a maneira pela qual enunciamos uma
declaragao pode influir na sua aceitagao como verdadeira ou falsa.
Por exemplo, quando dizemos “o suco é doce, estou convencido!”
com o tom certo, muitos sao levados a acreditar na veracidade disso.
Na linguagem matematica, isso nao faz sentido. Todas as proposi¢oes
verdadeiras sao deduzidas logicamente a partir de outras proposicoes
verdadeiras anteriormente estabelecidas como verdadeiras. Assim,
costumamos estabelecer um ponto de partida para nossas verdades
estabelecidas, como defini¢oes, hipdteses, axiomas ou postulados, que
nao necessariamente sao evidentes mas que, geralmente, resumem o

que é realmente essencial para desenvolver a teoria.

115
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Neste texto, partimos da existéncia do corpo ordenado completo
R, apresentado axiomaticamente. Poderiamos ter construido esse
corpo (conforme indicamos no Apéndice A4) a partir do corpo or-
denado QQ que, por sua vez, poderia ter sido construido a partir de
N. J4 o conjunto dos naturais poderia ter sido apresentado por axio-
mas ou, entao, construido na Teoria de Conjuntos. E claro que essa
teoria criada por G. Cantor também tem seus axiomas. Assim, cada
declaragao de um texto matematico deve ser justificada.

Nossas demonstracoes, todas, consistem numa sequéncia de pro-
posicoes de, pelo menos, trés categorias: defini¢oes, hipdteses e pro-
posicoes que sao inferidas de outras proposicoes, geralmente precedi-
das de palavras como “portanto”, “logo”, “de modo que”, etc. Que a
proposicao “m é racional” é falsa, por exemplo, nao é nada imediato,
dependendo de uma sequéncia bem grande de dedugoes de fatos ma-
teméaticos. No entanto, como todas as proposi¢oes matematicas mais
bésicas, ela pode ser enunciada no formato “wr € Q”, que é lido “w
pertence ao conjunto Q”, mas é claro que podemos continuar dizendo,
simplesmente, “mw é racional”.

Praticamente todas as proposicoes deste texto podem ser dadas
por “x € X” ou “X C Y”, em que utilizamos os dois simbolos €
e C consagrados da Teoria de Conjuntos, que indicam, respectiva-
mente, elemento e subconjunto de um conjunto dado. Por exemplo,
a Proposicao 4.4 declara que “toda fungao derivavel é continua”, que
poderia ter sido enunciada “(dada qualquer fungéo f) [se f é de-
rivavel entao f é continua} ” ou, ainda, simplesmente, “D C C”, onde
D indica o conjunto de todas as fungoes derivaveis e C o de todas
as fungoes continuas. Fica claro que também deveriamos indicar de
qual tipo sao essas fungoes, se reais, complexas, etc., mas isso, em
geral (deveria) estar estabelecido pelo famoso contexto.

No entanto, este texto seria (muito mais) incompreensivel se es-
tivesse reduzido a uma sequéncia légica de declaragoes simbdlicas
abstratas. Geralmente, a complexidade do conteiido matematico é
dissimulada com uma linguagem técnica. Por exemplo, “f é continua
em o” significa (ver pagina 53) que “(dada qualquer sequéncia (z,,) do
dominio de f) [se z,, — o entdo f(z,) — f(0)]”, onde “z,, — o7,
por sua vez (ver pdgina 35), significa “(dado qualquer £ > 0)(existe
algum N € N tal que) (para qualquer n € N) [se n > N entao
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”

|zn — 0] < €]” e analogamente para “f(z,) — f(0)

E isso nao

é tudo, pois estao incluidos ai as definigoes de N e o significado de
G Y e 6 e €7 todos redutiveis a conceitos mais funda-

mentais.

A notagao e terminologia técnica (“f é continua”) sdo necessarias
para que entendamos a Matematica, pois elas nos auxiliam nos nossos
processos mentais, nao s6 por abreviar uma sequéncia possivelmente
longa de conceitos, mas também por, muitas vezes, possuir algum sen-
tido intuitivo imediato, como, no caso, “continua”’. Na Matematica,
cada palavra técnica e cada notacao sao introduzidos por meio de
outras palavras técnicas e notagoes, a partir de um sistema inicial. E
conveniente distinguir entre a notacao e terminologia técnica perma-
nentes, como “R” e “f é continua”, geralmente apresentadas formal-
mente por meio de definicoes, e as provisérias, como, por exemplo, “o
conjunto X, definido por “todos os racionais cujo quadrado é menor

do que 2”7, considerado no Exercicio 1.10.

Na Loégica Matematica utilizamos os quantificadores “para cada”
(V) e “existe” (3), os conectivos bindrios “e” (A), “ou” (V) e o famoso

“

se ... entdo...” (=), bem como a negacao “nao” (~) para escrever

as proposigoes, que geralmente sao abreviadas por letras, como “P”.
Por exemplo, a proposicao “x,, — ¢”, ja comentada, é dada por

“Ve>0)(AN eN)(VneN)[n > N = |z, — 0| <¢]”.

Neste texto, essa escrita sintética nao é utilizada, mas é um exercicio
produtivo tentar traduzir nossas proposicoes para essa linguagem.
Uma virtude inegavel dessa escrita, além de ser totalmente precisa, é
que pode ser entendida igualmente por duas pessoas que nao tenham

uma palavra sequer em comum em seu vocabuldrio cotidiano.*

No assim chamado Célculo Proposicional (que tampouco é abor-
dado neste texto), estudam-se as tabelas verdade de proposi¢oes com-

*Existe pelo menos um livro, o famoso Grundlagen der Analysis, escrito em
1929 por E. Landau, inteiramente no “estilo Landau”, em que o autor parte dos
axiomas de N e chega em C (via cortes de Dedekind) sem muitas palavras, ao
longo de 73 definigoes e 301 proposi¢ées. Mesmo escrito em aleméao, foi publicado
em 1951 nos Estados Unidos da América (Chelsea/AMS) s6 com os prefécios
traduzidos para o inglés e um pequeno vocabuldrio alemao-inglés. Como todas
suas proposicoes sao quase inteiramente simbdlicas, pode ser entendido em todo

mundo; na UFRGS, ja o utilizamos em semindrio de Iniciacao Cientifica.
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postas. Por exemplo, o Principio da Nao Contradicao que utilizamos
afirma que se uma afirmacao matematica P for falsa, entao ~ P é
verdadeira. Também observamos o outro principio fundamental da
Légica Matematica: o Principio do Terceiro Excluido afirma que cada
proposi¢ao matematica é verdadeira ou falsa, nao havendo uma ter-
ceira opcao. Assim, dada qualquer proposicdo P, ou P é verdadeira
ou P ¢ falsa.

Chamamos a atencao para o conectivo “ou” que, em Légica, tem
um significado mais abrangente do que na linguagem usual, em que
quase sempre é disjunto. A proposigao composta “P ou Q" sé é falsa
se ambas P e () forem falsas. Por exemplo, x < y, que se 1é “x é
menor do que ou igual a y”, é verdadeira se x = y e, também, se
x < y. Por isso, é verdadeira a declaracao 3 < 5.

Uma proposi¢ao composta que costuma provocar erro de escrita
é a condicional P = (@, vulgarmente conhecida por “implicagao” e
que é lida “se P entao @Q”. O ponto crucial ignorado por muitos
estudantes é que o conectivo = em si nao abrevia “implica”, mas tao
somente “se ... entao ...”, ou, “o que esta a esquerda implica o que
estd a direita”. Um exemplo pode esclarecer isso.

A proposigao verdadeira “se f é derivavel, entao f é continua”
pode ser escrita como “f é derivavel = f é continua” mas, jamalis,
como “se f éderivavel = f é continua’, que, sequer é uma proposigao,
pois, em notagao simbdlica, essa ultima frase é dada por “P =", em
que P é a proposicao “ [ f é derivavel = f é contl’nua} ” faltando todo
o lado direito do “se ... entdo ...”. O conselho bésico é nao misturar
portugués (se) com légica (=) e, jamais, abreviar “entao” por “=7.

Além disso, na vida real uma condicional “se P entao Q)7 sé tem
relevancia se existir alguma relagao causal entre os significados inter-
nos de P e (), como em “se o suco é doce, entao quero um”, pois
nao se costuma ouvir “se o suco é doce, entao vou ao cinema”. Ja na
Loégica Matemadtica, toda proposicao composta P = @ é verdadeira
ou falsa, pelo principio da nao contradigao.

Também costuma ser motivo de confusao que a proposicao P = @
sé seja falsa se P for verdadeira e () for falsa; os outros trés casos dao,
todos, proposicoes verdadeiras. Digamos que P seja “y/2 é racional”
e Q seja “2 é racional”. Entao a proposicao P = @ é verdadeira
e a proposicao Q = P ¢ falsa, j4 que sabemos que P é falsa e
verdadeira. Observe que, também, P = S é verdadeira, indepen-
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dentemente da proposicdo S. Assim, a proposicio “se v/2 é racional,

entao o suco é doce” é verdadeira.

As proposicoes P = @ e Q = P sao denominadas reciprocas e
pode ocorrer que ambas, uma, ou nenhuma delas sejam verdadeiras.
Se ambas forem verdadeiras, dizemos que as afirmagoes P e @ sao
equivalentes e escrevemos, simplesmente, P <= @, que lemos como
“P se, e s6 se, Q7. Por exemplo, toda proposicao condicional P = @)

é equivalente a condicional ~ Q = ~ P, ou seja,

[P=Q| < [~Q = ~P|.

De fato, ambas sao falsas se, e s6 se, P for falsa e ) verdadeira, ou

seja, se se e so se, ~ (Q for falsa e ~ P verdadeira.

Muitas vezes é preferivel demonstrar uma proposicao P = @ por
contraposi¢ao, ou seja, demonstrar a validade da proposicao contra-
positiva equivalente ~ @ = ~ P ou, ainda, por reducdo ao absurdo,
0 que significa demonstrar que, juntas, as afirmacgoes P e ~ () levam
a alguma impossibilidade, ou contradicao com algum fato ja estabe-

lecido.

As expressoes teorema, proposi¢ao, coroldario e lema utilizadas no
texto sao, todas, relativas a proposigoes condicionais P = @ verda-

deiras, em diversos niveis de importancia subjetiva.

Notacao da Teoria de Conjuntos

J4 mencionamos os dois simbolos € e C consagrados da Teoria de

Conjuntos. Vejamos mais um pouco da notacao dessa teoria.

Y C X eY # X, dizemos que Y é um subconjunto prdprio de X. O
simbolo @) indica o conjunto vazio, sem elemento algum. Os simbolos
U, N e — indicam, respectivamente, a uniao, a intersegao e a diferenca
de conjuntos, sendo que € indica o complementar de um conjunto. Por

exemplo,
X-Y={z:zecXexgY}=XNY"

Finalmente, X x Y indica o produto cartesiano de X por Y, ou seja,

o conjunto de todos pares ordenados (z,y) comz € X ey € Y.

A intersecao e a uniao podem ser estendidas a mais do que dois

conjuntos. Basta observar que

XiUXy={z:zeXionzeXo}= |J X
Ae{1,2}
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o que justifica a defini¢ao e notagao

UXA: UX)\:{JJZJJEX)\, para algum A € A}
A A€A

para a uniao de todos os conjuntos Xy, em que A percorre alguma
colecdo A, finita ou nao, de indices. Da mesma forma, definimos e
denotamos

ﬂX,\ = ﬂ Xy ={z:z € X,, para todo e qualquer A € A}
A AEA

como a intersecao de todos os conjuntos X .

Aplicagoes

Uma aplicacio ¢ : X — Y entre dois conjuntos necessariamente
associa a cada elemento x € X algum elemento y de Y sem ambi-
guidade, denotado por y = ¢(z). O dominio de ¢ é X, enquanto Y
é o contradominio de ¢; a imagem de ¢ é o subconjunto ¢(X) de
Y constituido de todos elementos ¢(z) de Y, com z € X. Dizemos
que duas aplicagoes ¢ e 1 sao iguais, e escrevemos ¢ = 1 se tiverem
dominio e contradominio iguais e valer a igualdade ¢(z) = 1 (z) entre
elementos do contradominio, para cada x do dominio.

Considere dada alguma aplicacao ¢ : X — Y entre dois conjuntos
X e Y quaisquer. Dizemos que ¢ é sobrejetora se a imagem o(X)
de ¢ coincidir com o contradominio Y de . Do ponto de vista dos
elementos de X e de Y, isso significa que, para qualquer y € Y dado,
existe algum x € X tal que p(z) = y. Dizemos que ¢ é injetora se

T #£Fxs = (1) # P(T2),

para quaisquer x1,xs € X dados.

Uma aplicagao é bijetora, ou uma bijecdo, se for injetora e sobre-
jetora. Se ¢ : X — Y for uma bijecao, entao a aplicagao ¢ : ¥ — X
tal que ¥(p(z)) = z paracada x € X e p(¢(y)) =y paracaday € Y
(que existe pelo Exercicio A.6) é tinica, sendo denotada por ¢! e
denominada aplicacao inversa de .

A aplicacao identidade £x : X — X de um conjunto X qualquer,
definida por {x (x) = x, para cada & € X, é trivialmente uma bijecao,
que sempre coincide com sua inversa: 5;(1 =¢x.
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Dada uma aplicagdo ¢ : X — Y qualquer e subconjuntos A C X
e B CY quaisquer, dizemos que o subconjunto

o(A)={y €Y : existe x € A tal que y = ()}
:{(p(x)EY:ICGA}gY

da imagem ¢(X) de ¢ é a imagem direta de A por . Por exemplo,
a propria imagem de uma fungao é a imagem direta de seu dominio.
Por outro lado, o subconjunto

o ' (B)={re X :p(x)eB}CX

do dominio é a imagem inversa de B por ¢. Esses conceitos indepen-
dem de a funcao ¢ ser ou nao ser injetora, sobrejetora, ou bijetora.
Dada uma funcao ¢ qualquer, sempre valem

AC o p(A) e o(¢(B) CB,

para quaisquer A C X e B C Y. No entanto, se ¢ for injetora, vale a
igualdade na primeira inclusao e, se ¢ for sobrejetora, vale a igualdade
na segunda (ver Exercicio A.10).

Sempre que a funcdo ¢ : X — Y for injetora e B C ¢(X) for
um subconjunto da imagem de ¢, a imagem direta de B pela fungao
inversa ¢! : f(X) — X coincide com a imagem inversa de B por ¢
(ver Exercicio A.11).

Numeros Naturais

Para referéncia, resumimos as propriedades dos niimeros naturais,
assim denominados por aparecerem naturalmente na contagem de
objetos. O conjunto dos nimeros naturais com suas propriedades
habituais pode ser construido a partir de trés axiomas bésicos, como
sendo um conjunto X tal que

(P1) cada elemento de X tem um unico sucessor em X e elementos
diferentes tém sucessores diferentes e

(P2) existe um tnico elemento em X que néo é sucessor de nenhum
elemento de X.
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Mais formalmente, estamos estipulando que o(z) = sucessor de x
define uma aplicacao injetora o : X — X de um certo conjunto X
nele mesmo e cuja imagem é todo X, exceto por um unico elemento
especial.

Da existéncia de um conjunto satisfazendo esses axiomas decor-
rem (quase) todas propriedades usuais dos naturais. Nao entraremos
em detalhes, simplesmente usamos a notacao padrao, qual seja, de
escrever o(xz) = z + 1 para o sucessor de z, de denotar X por N e de
escrever 1 como o elemento especial dado no axioma P2. Finalmente,
escolhendo o sistema decimal posicional, utilizamos os simbolos 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9¢e0, definidos por2=1+1,3=24+1=(14+1)+1,
4=3+1=(2+1)+1, e assim por diante, até chegar no sucessor
de 9, que é denotado por 10 = 9 + 1, cujo sucessor é denotado por
11 =10+ 1, e assim por diante. Desse modo obtemos o conjunto dos
ntimeros naturais N = {1,2,3,4,...}. Poderfamos escolher qualquer
outro sistema posicional, como o bindrio, em que utilizamos somente
os simbolos 1 e 0; nesse caso, o mesmo conjunto dos naturais é dado
por

N = {1,10,11,100, 101,110, 111, 1000, . .. }.

Em seguida, introduzimos a soma e o produto de quaisquer dois
naturais. Fixado um natural m € N, definimos a soma m + 1 pelo
sucessor de m e o produto m-1 = m e, dado qualquer natural n € N,
definimos a somam+ (n+1) = (m+n)+1 e o produtom-(n+1) =
(m-n)+m de m com o sucessor de n como sendo o sucessor da soma de
m com n e a soma de m com o produto de m com n, respectivamente.

Mesmo que isso tudo pareca funcionar, nao podemos nem ter
certeza que essas operacoes de soma e produto estejam bem definidas.
Para provar isso, e também que essas operacoes sao unicas com as
propriedades exibidas, precisamos de um terceiro axioma, o famoso
Principio da Indugado Matemética Finita (PIM), como segue.

(PIM) Se X C N for tal que 1 € X e a afirmacao
(VneN)[ne X =n+1€X]
for verdadeira, entao, necessariamente, X = N.

De posse desse axioma, pode ser mostrado que a soma e o pro-
duto de naturais constituem operagoes bem definidas. Em seguida,
definimos uma ordem nos naturais: tanto m < n quanto n > m sig-



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page 123 — #131

Al PRE-REQUISITOS 123

nificam que m + p = n, para algum p € N, e dizemos que “m é menor
do que n” e “n é maior do que m”, respectivamente. Em particular,
n+1 > n, para todo n € N. As notagoes m < n ou n > m sao usadas
para dizer que m < n ou m = n.

Os naturais satisfazem o Principio da Boa Ordenagao (PBO),
como segue.

(PBO) Se Y C N néo for vazio entdo existe um elemento
minimo de Y, ou seja, um elemento m € Y tal que
y > m, para cada y € Y.

Por exemplo, 1 é o elemento minimo de N. Para demonstrar a
validade do PBO, seja dado um subconjunto nao vazio ¥ C N qual-
quer. Se 1 €Y, é claro que 1 é o elemento minimo de Y, de modo que
podemos supor que 1 € Y; em outras palavras, {1} N Y = (. Seja X
o conjunto de todos naturais n tais que {1,2,...,n} NY = §; pelo
visto, 1 € X. Como Y contém pelo menos algum natural m, decorre
que m € {1,2,...,m} NY e, portanto, m ¢ X, ou seja, X # N.

Como 1 € X e X # N, o PIM garante que nao vale a afirmacao
n € X = n+ 1€ X para todo n € N, ou seja, necessariamente
existe algum n; € X tal que n; + 1 ¢ X. Traduzindo, isso significa
que {1,2,...,nm+1}NY #0e{1,2,...,n1}NY =0, o que acarreta
quen;+l1eYequeY C{ny+1,n +2,...}. Logo, m =ny +1
¢é o elemento minimo de Y. Como Y C N foi dado arbitrariamente,
demonstramos que o PIM implica o PBO.

Dizemos que demonstragoes como essa, que utilizam o PIM, sao
por inducdo. Reciprocamente, poderiamos ter usado o PBO como
terceiro axioma dos naturais; nesse caso, entao, mostrariamos que o
PIM decorre do PBO.

Dizemos que um conjunto nao vazio X qualquer é finito se existir
algum natural n € N e alguma bijecao ¢ : I,, — X, onde denotamos

I,={1,2,...,n} ={keN:k <n}.

Funcoes Reais

Uma fun¢dao real ou, simplesmente, uma func¢do, é o caso particular
de uma aplicacao f : X — R definida num subconjunto X C R e com
contradominio R. As fungoOes reais incluem as sequéncias reais, que
sao fungoes reais = : N — R de dominio X = N. Podemos operar com
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fungoes reais da mesma forma que operamos com nimeros, bastando
operar ponto a ponto.

Dadas duas fungoes reais f,g : X — R de mesmo dominio, defi-
nimos a soma f+¢g: X — R de fegeo maltiplo A\ f: X — R de
f, ou, em geral, qualquer combinacao linear f + X\ -g de f e g ponto
a ponto, ou seja, por

(f +A-9)(@) = f(x) + X-g(2),

para cada x € X. Em particular temos a diferenca f — g de funcgoes.
Também definimos o produto fg = f-g: X — R de f e g e 0 quociente
f/g: X — R de f por g ponto a ponto (o quociente s6 se g(x) # 0,
para cada x € X) por

(f-9)(x) = f(2) - g(x) e (f/g)(x) = f(x)/g(),

para cada z € X.
Dizemos que uma fungao real f : X — R é crescente em C se

ry <29 = f(21) < f(22),

para quaisquer x1,22 € C C X. Mais geralmente, dizemos que f é
nao decrescente em C se x1 < xo = f(x1) < f(x2), para quaisquer
r1,x2 € C. Analogamente, dizemos que f é decrescente em C se
1 < x3 = f(x1) > f(x2), para x1,x2 € C, e ndo crescente em C
se x1 < 2 = f(x1) = f(x2), para x1,x2 € C.

Finalmente, dizemos que f é mondtona em C se f for nao cres-
cente em C ou nao decrescente em C.

Dizemos que uma fungao real f : X — R é limitada se a imagem
f(X) de f for um conjunto limitado de R, ou seja, se existir ¢ € R
tal que —c¢ < f(z) < ¢, para cada © € X. Mais precisamente, f
é limitada superiormente, ou inferiormente, se f(X) for limitado
superiormente em R (existe ¢ € R tal que f(z) < ¢, para cada z € X)
ou inferiormente em R (existe ¢ € R tal que ¢ < f(x), para cada
2z € X). Uma fungdo que nao é limitada (superior ou inferiormente)
é dita ilimitada (superior ou inferiormente).

Dizemos que uma funcgao real f : X — R é par (respectivamente,
impar) se o dominio X de f for simétrico em relagao & origem (ou
seja, x € X <= —x € X) e valer f(—x) = f(x) (respectivamente,
f(=z) = —f(z)), para cada z € X.
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A2 A Algebra dos Corpos

N e Z nao sao corpos, mas Q e R, bem como o conjunto C dos niimeros
complexos, sao. Em geral, dizemos que um conjunto K qualquer é
um corpo se K possuir dois elementos distintos bem determinados,
que denotamos 0 e 1, e duas operagoes binarias, denominadas adi¢ao
e multiplicacao, que a cada par de elementos x,y € K associam dois
elementos x + y e x -y de K, que denominamos soma e produto de x
e y, respectivamente, satisfazendo as propriedades seguintes.

(C1) Associatividade: para quaisquer z,y, z € K,
z+(y+z)=@+y)+z e z-(y-2)=(x-y) =
(C2) Comutatividade: para quaisquer z,y € K,
rt+y=y+cr e Tr-y=y-x.
(C3) Distributividade: para quaisquer x,y, z € K,

z-(y+z)=z-y+z-z

(C4) Elementos Neutros: x +0=x e x -1 = x, para cada x € K.

(C5) Elementos Inversos: para cada z € K existe algum y € K tal
que z+y =0e, se z # 0, existe algum 2z € K tal que z -z = 1.

Pela propriedade C4, o elemento especial 0 de K é o neutro da adigao,
denominado zero, e 1 é o o elemento neutro da multiplicagdo, deno-
minado unidade. Mostra-se que 0 e 1 sao os Unicos elementos de um
corpo que satisfazem C4. Finalmente, também sao tinicos os elemen-
tos inversos y, z € K, cuja existéncia é garantida para cada x € K,
sendo denotados por —z e 2~ e denominados elemento simétrico e
reciproco, respectivamente.

Escrevendo « — y = x + (—y) para a sublra¢io e x/y = x -y~
para o quociente num corpo qualquer, como sempre o fizemos em Q e
R, obtemos todas as regras usuais da aritmética (ver Exercicio A.12).
Por exemplo, mostra-se que 0 -z = 0, para qualquer x € K. Assim, o
simétrico —1 de 1 satisfaz (—1) - & = —z, para cada z € K. De fato,

1
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(-)-z+z=(-1)-z+1-2=(-1+1)-2 =0 -2 =0, portanto,
(=1) - = —z, pela unicidade do elemento simétrico. Também pela
unicidade do simétrico, —(—x) = x e, em particular, (—=1)-(—1) = 1.

Também podemos introduzir a notagao de potenciacao num corpo
qualquer, definindo 2! = z e 2 = = - = e, mais geralmente,

para cada natural n.

Seja K um corpo qualquer. Por definicao, K contém, pelo menos,
os elementos distintos 0 e 1. Além desses, podemos formar, sempre,
a soma de 1 consigo mesmo, obtendo 1+1=2-1,14+1+1=3-1,
etc. Assim obtemos todos os elementos “naturais”

N={n-1:n=1,2,3,...}

de K. Observe que esse subconjunto N de K pode ser caracterizado
como o menor subconjunto S de K tal que 1 € S e satisfaz a afirmagao
s€S = (s+1) € S, para cada s € S. (Exercicio A.14). Além disso,
temos 0 € K e cada simétrico —n = (—1)-n € K, portanto obtemos os
elementos “inteiros” de K. Finalmente, como m/n = m - (1/n) € K|
obtemos os elementos “racionais” de K.

No entanto, num corpo K qualquer, pode ocorrer que esses ele-
mentos nao sejam todos distintos, de modo que nao podem desempe-
nhar sua fungao usual conhecida de N, Z e Q em R.

Exemplo A.1. O conjunto Z, = Z/p-Z = {0,1,2,...,p — 1} tem
uma estrutura de corpo (quociente) sempre que p for um inteiro
primo. Por exemplo, Zy = {0,1} é um corpo “minimo”, constituido
de dois elementos, apenas. A soma e o produto de Z, sao definidos
como em Z, mas sempre tomando o resto na divisdo por p, ou, como
se diz, congruéncia mddulo p. Por exemplo, temos 6 = 1 (mod 5)
8 = 3 (mod 5) em Z, portanto, em Zs, valem 3+3 =6 = 1 e
2=8=3.
Assim, 5-1=5=0 em Zs e, em geral, sempre p- 1 =p =0 em
Zy, de modo que, em Zj,, os “naturais”, os “inteiros” e os “racionais”
de Z,, coincidem, todos, com Z,,. ©

e
1.
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Dizemos que um corpo tem caracteristica O se seus “naturais” sao
todos distintos, ou seja, se n - 1 # 0, para cada n € N. Isso equivale
a exigir que 0 € N. Os corpos Z, ndo tém, mas Q tem caracteristica
0, sendo o menor desses corpos.

Se um corpo K tem caracteristica 0, podemos construir auténticas
copias (isomorfas) de N, Z e Q dentro de K, da mesma maneira pela
qual construimos Q a partir de N. Assim,

NCZCQCK,

sempre que K for um corpo de caracteristica 0.

Corpos Ordenados

No entanto, a caracteristica 0, em si, ndo determina o corpo dos re-
ais, pois também o corpo Q dos racionais e o corpo C dos complexos
tém caracteristica 0. A propriedade que falta num corpo K de carac-
teristica 0 para ser tutil em Andlise é a da ordem. Dizemos que um
corpo K é ordenado se existir um subconjunto P C K com as duas
propriedades seguintes.

(O1) Tricotomia: dado x € K, vale exatamente uma das trés opgoes:

zeP, =0, ou —xz€P.

(0O2) Fechamento: dados z,y € P, também x +y € Pex-y € P.

Pensando em Q e R, o conjunto P é, simplesmente, o conjunto
dos nuimeros positivos. Assim, escrevendo —P = {z € K: —z € P},
dizemos que os elementos de P sao positivos e os de — P sao negativos.
Observe que a exigéncia O1 afirma que

K =PU{0}U(~P)

[eN

é uma uniao disjunta. Logo, 0 é o tnico elemento de K que nao
positivo nem negativo.

Como fizemos no caso de Q, dados z,y € K, dizemos que y é
menor do que x, ou que x é maior do que y, se t—y € P, e escrevemos
y < z ou x > y. Em particular, x > 0 significa x € P, ou seja, que = é
positivo. As expressoes y < x e x > y tém os significados esperados.
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As propriedades da ordem num corpo ordenado sdo as que conhe-
cemos de Q e R. Para referéncia futura, reunimos todas no resultado
seguinte.

Proposigao A.2. Seja K um corpo ordenado. As afirmagoes sequin-
tes sao relativas a elementos x,y, z,t € K quaisquer.

(03) Tricotomia: vale exatamente uma das opgoes:

r<y, T=Y, O0uU T>Y.

04) 0 < 22, para cada x # 0; em particular, 0 < 1.

)
05) Transitividade: se v <y ey < z, entdo T < z.
) Sex<yez<t, entdoxr+z<y-+t.

)

Sex<yez>0,entdox-z<y-z;
analogamente, se x <y e z <0, entao x -z >y - z.

(08) Se0<zel<z-y,entio0<yeld<1/x.
(09) Se0<z<y,entao0<1/y<1l/x.

Demonstracdo. Sejam x,y, z elementos quaisquer do corpo ordenado
K. PorOl,z —ye P, z—y=0ouy—xz=—(z—y) € P, ou seja,
vale O3. Se x # 0, entdo x € P ou —x € P, portanto O2 garante
22 =x-1 = (—x)-(—2) € P. Isso mostra O4. Para mostrar O5, 06 e
O7, basta observar que z —x = (z —y) + (y —z), (y+t) — (xr +2) =
(y—2)+(t—2),y-2—z-2=(y—a)-zex-2—y-z = (y—a)-(—2).

Provemos O8. Sejam z,y dados, com 0 < z. Se y = 0, entao
z-y=0e,se0< —y,entdo 0 < x-(—y) = —(x-y), ouseja, x-y < 0.
Logo, 0 < y decorre de 0 < x - y. Em particular, 0 < 1/z decorre de
0<1=2a-(1/z). Finalmente, 1/ —1/y = (y —z) - (1/z - y) > 0,
sempre que 0 < x < y, mostrando O9. O

Observe que, por 04, C nio pode ser ordenado, pois i2 = —1 < 0.

As propriedades O3, O5, 06 e O7 sdo suficientes para que um corpo
com uma ordem total seja ordenado. (Ver Exercicio A.13.)

Todo corpo ordenado tem caracteristica 0, pois 0 < 1 fornece
1 <141 =2, que fornece 2 < 24+ 1 = 3, e assim por diante.
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Assim, nos corpos ordenados, as inclusdes N C Z C Q C K respeitam,

inclusive, a ordem de K.*

Dado z € K, definimos o valor absoluto de x por

z, se x 20,
x| =
—x, se x<0.

Sempre |z| = 0, com || = 0 se, e s6 se, x = 0. Essa propriedade,
junto com V2 e V4 a seguir, caracterizam a noc¢ao de valor absoluto

em corpos arbitrarios, ordenados ou nao.

As propriedades do valor absoluto num corpo ordenado sao as que
conhecemos de R. Para referéncia futura, reunimos todas no resultado

seguinte.

Proposigao A.3. Seja K um corpo ordenado. As afirmacoes sequin-

tes sao vdlidas para quaisquer x,y € K.

— x| =zl

z-y|=|z[lyl.
x| <y se esdse, —y<x<y.

|z = |yl| < |z —y| < |z]+ |yl

Demonstracdo. Sejam x,y elementos quaisquer do corpo ordenado
K. Lembrando que —(—z) = z e que (—z) -y = —(x - y), as duas
primeiras afirmacgoes decorrem diretamente da definicao. Para provar
a terceira, basta observar que de 0 < x < y decorre —y <0<z <y
e,de z <0< —x <y, decorre —y < x < 0 < y. Reciprocamente, se
—y<z <y, entdor <ye—x< —(—y) =y, de modo que |z| < y.
Para mostrar V4, observe que z < |x| e y < |y|, portanto, x +y <
|z| + |y|, pela propriedade O6. Como também —z < |z]| e —y < |y],
a mesma propriedade de ordem garante que —(x+vy) < |z|+ |y|. Por
definigao, decorre a propriedade V4. Por V3, a primeira desigualdade

de V5 equivale a
—lz =yl <lz[ -yl < |z —yl,

*Ver demonstracao do Teorema A.10, no Apéndice A3.
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que, por sua vez, equivale a
lyl| <lz|+ ]z -yl e [z|<|y|+ |z -yl

Escrevendoy = x+ (y — ) e x = y + (x — y), ambas decorrem de V1
e V4. A segunda desigualdade de V5 também segue de V1 e V4. O

De posse da nogao de valor absoluto, podemos introduzir em K as
nogoes de distancia e intervalos e, com elas, todos os conceitos bésicos
da Analise Matemaética, tais como sequéncias convergentes, fungoes
continuas, funcoes derivaveis e a integral. Mesmo assim, existem
corpos ordenados que sdao um pouco diferentes do que se poderia
imaginar.

Exemplo A.4. Seja Q(¢) o conjunto das fungoes racionais p(t)/q(t)
numa varidvel ¢t com coeficientes em Q. Observe que, tomando a fun-
¢ao constante ¢(t) = 1 como denominador, Q(¢) inclui todas as fun-
¢oOes polinomiais com coeficientes em Q; em particular, todos os racio-
nais, como fungoes constantes, ou seja, Q C Q(t). E possivel verificar
que as operagoes usuais de fungoes fazem de Q(¢) um corpo. Observe,
também que as fungoes y = t e y = t2/t de Q(t) sdo consideradas
iguais em Q(t), embora, como fungoes, tenham dominios diferentes.

r y=r
t

Figura A.1 A fungéo y =t é maior do que qualquer fungao y = r

Definimos uma ordem de Q(¢) por p(t)/q(t) > 0 se, e sé se, anby, >
0em Q, onde p(t) = ant™+- - -+art+ag e q(t) = bypt™~+- - -+ b1t +by,
com a,, # 0 e by, # 0. Nessa ordem, uma fungao racional f(¢) é maior
do que uma fungao racional g(t) se, e 86 se, o grafico de f(¢) no plano
de abscissa t e ordenada Q estd acima do de g(t), a partir de algum
ponto da reta racional (ver Exercicio A.16).
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Em particular, ¢ > r, para cada r € Q, ja que 1 > 0 em Q,
portanto, t —r = (1t —r)/1 > 0. Isso significa que qualquer polinémio
nao constante é maior de que qualquer elemento de Q e, em particular,
que N é um subconjunto limitado de Q(t), pois N cabe no intervalo
limitado (0,¢) = {z € Q(¢) : 0 < = < t} de Q(¢). ®

Corpos Arquimedianos

Dizemos que um corpo ordenado é arquimediano se valer alguma
das quatro propriedades da proposigao seguinte (portanto, as quatro;
ver a Proposicao A.6 na préxima segao para mais duas propriedades
equivalentes). Sabemos que Q e R sdo arquimedianos, mas o corpo
ordenado das fracoes racionais do Exemplo A.4 nao é.

Proposigao A.5. Seja K um corpo ordenado qualquer. As afirma-
¢oes sequintes sao equivalentes.

(E1) Sexz € K ¢ positivo, existe n € N tal que 0 < % <.

E2) Se x,y € K sao positivos, existe n € N tal que 0 <y < n - x.

)
(E2)
(E3) Dado qualquer x € K, existe algum n € N tal que z < n.
(E4)

E4) Dados quaisquer z,y € K com x < y, existe algum r € Q tal

que x <1 <y.

Demonstracao. Seja K um corpo ordenado com a propriedade E1.
Dados z,y € K positivos, temos que z/y € K é positivo, portanto,
existe n € N tal que 0 < 1/n < z/y. Isso significa que 0 < y < n-x
e prova E2. Supondo que valha E2, temos x < 1 para cada z € K
que nao seja positivo; se x é positivo, 1/x > 0 e E2 fornece n tal que
% < 1/z, ou seja, x < n e vale E3. Supondo que valha E4 e que
x € K seja positivo, obtemos 7+ € Q C K tal que 0 < % <0< de
modo que vale E1. Resta provar que E3 = E4.

Seja K um corpo ordenado com a propriedade E3 e sejam z,y € K
quaisquer tais que x < y. A hipétese E3 garante que existe n € N
tal que 1/(y —x) < n,ouseja, 1l <n-(y—x)=n-y—n-z. Logo,
n-y>1l+n-z.

Supomos, agora, que = > 0. Entao existe, por E3, algum natural
m € N tal que n -z < m. O conjunto desses naturais m tem algum
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menor elemento m € N que satisfaz n - ¢ < m. Agora, de duas, uma:
oum—1=0oum—1¢€N. Em ambos casos, m —1 < n-z < m.
Assim, obtemos

n-x<m<n-r+1l<n-y,

do que decorre n-x < m < n-y, ou seja, r = 7 satisfaz E4, nesse
caso z > 0.

Finalmente, se x < 0, E3 fornece k£ € N tal que —x < k e, por-
tanto, 0 < x + k < y + k. Pela parte que acabamos de provar, existe
reQCKtalquez+k <r <y+k,do que obtemos z < r—k < y,
com r —k € Q C K. Isso mostra que E3 = E4. O

A3 Os Completamentos de um Corpo

Nesta segao, mostramos que as varias opgoes de como caracterizar o
que distingue Q de R, comentadas a pagina 10, sao todas equivalentes
num corpo ordenado arquimediano K qualquer e também mostramos
que todos corpos ordenados completos sao isomorfos.

Conforme observamos na Se¢ao A2, num corpo ordenado podemos
introduzir o valor absoluto e intervalos e, com elas, todos os conceitos
bésicos da Analise Matemadtica, tais como sequéncias convergentes,
fungoes continuas, fungoes derivaveis e a integral. O cuidado é que,
em K até podemos usar nimeros racionais mas certamente nao po-
demos usar nimeros reais; em particular, todos os epsilons também
devem ser elementos de K. Por exemplo, dizemos que uma sequén-
cia (sp) de K é de Cauchy se, dado qualquer ¢ € K positivo, existir
N € N tal que vale |z, — z,1,| < €, para quaisquer n,p € N com
n = N. Com esse cuidado em mente, podemos usar todas as nossas
defini¢oes do texto, bastando trocar R por K, nao havendo a necessi-
dade de reproduzir todas no presente contexto de um corpo ordenado
arbitrério.

Comecamos ampliando as equivaléncias da Proposigdo A.5.

Proposigao A.6. Seja K um corpo ordenado qualquer. As afirma-
¢coes sequintes sao equivalentes.

(E) K é um corpo arquimediano.
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(E5) Toda sequéncia mondtona e limitada é de Cauchy.
(E6) Toda sequéncia limitada tem uma subsequéncia de Cauchy.

Demonstracao. Seja K um corpo ordenado com a propriedade E5 e
consideremos qualquer sequéncia limitada de K. Sabemos (Lema 2.18)
que toda sequéncia limitada possui alguma subsequéncia mondtona,
que também é limitada, portanto, por hipdtese, de Cauchy. Assim,
vale E6. Se K for ndo arquimediano, entdo a sequéncia (n) dos na-
turais é limitada (ver E3) e, evidentemente, ndo é de Cauchy, pois
|(n +p) —n| =p > 1, para n, € N. Em particular, nenhuma subse-
quéncia de (n) é de Cauchy, portanto, ndo vale E6. Resta mostrar
que vale E5 em corpos arquimedianos.

Sejam K um corpo ordenado arquimediano e (s,) uma sequéncia
nao decrescente e limitada qualquer de K. Seja ¢ € K uma cota supe-
rior dos termos s, da sequéncia. Para mostrar que (s,) é de Cauchy,
fixemos, arbitrariamente, algum ¢ € K positivo. Consideremos os
elementos ¢,c —e,¢c — 2¢,... de K. Como ¢ é cota superior de {s,} e
K é arquimediano, existe um tnico m € N tal que ¢ — (m — 1)e ainda
é cota superior de {s,}, mas ¢—me ndo é mais cota superior de {s,}.
Tomando N € N tal que ¢ — me < sy e lembrando que (s,) é nao
decrescente, obtemos

c—me < SN < Sp < Spyp < ¢— (M —1)g,

para cada n > N e p € N. Como ¢ é arbitrério, (s,,) resulta ser de
Cauchy. Pelo Exercicio A.19, resulta que vale E5 em corpos ordena-
dos arquimedianos. O

Uma das opgoes de caracterizar corpos ordenados completos é
por meio de cortes de Dedekind, que ainda nao definimos. No caso
de Q, a motivagao para esse conceito pode ser encontrada na préxima
secao. Em geral, dado um corpo ordenado K qualquer, dizemos que
um subconjunto X C K é um corte de K se

(D1) X néo é vazio nem igual a K,
(D2) (—o0,z] C X, para cada xz € X, e

(D3) X nao tem maior elemento.
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Um elemento ¢ € K é um elemento separador de um corte X se
X = (—o00,0).

Exemplo A.7. Dado qualquer o € K, o intervalo (—oo,0) de K é
um corte com elemento separador o.

Dado um corte X qualquer de K, mostremos que X é nao vazio e
limitado superiormente e mais, se o corte X possuir supremo em K,
entao sup X é o elemento separador de X.

Pela propriedade D1, existe pelo menos algum ¢ € K que nao
pertence a X. Se existisse x € X tal que ¢ < x, entao D2 acarretaria
c € X. Logo, cada ¢ € K — X é uma cota superior de X. Segue que
todo corte é nao vazio e limitado superiormente. Se existir ¢ = sup X
em K, entdo X C (—o0,c| e, por D3, ¢ ¢ X, de modo que ¢ é o
elemento separador de X. ©

Teorema A.8. Seja K wm corpo ordenado arquimediano. As afir-
magoes sequintes, todas relativas a K, sdo equivalentes.

K1) Todo conjunto nao vazio e limitado superiormente tem supremo.
) Todo corte tem elemento separador.
) Toda sequéncia mondtona e limitada converge.
K4) Toda sequéncia limitada tem subsequéncia convergente.
)

Toda sequéncia de intervalos encaizados fechados e limitados
tem intersecao nao vazia.

(K6) Toda sequéncia de Cauchy converge.
(K7) Toda fungao continua tem a propriedade do valor intermedidrio.

Demonstra¢ao. No exemplo precedente, vimos que K1 = K2. Re-
ciprocamente, seja K um corpo ordenado no qual todo corte tem
elemento separador e mostremos que vale K1. Seja Y C K um sub-
conjunto nao vazio e limitado superiormente arbitrario. Se Y possuir
elemento méximo, entao esse elemento é o supremo de Y e nada mais
hé4 a mostrar. Supomos, entao, que Y nao possui elemento méaximo e
consideramos a unido X de todos os intervalos (—oo,y], com y € Y,

X ={z e K: existe algum y € Y tal que = < y}.
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Praticamente por definigao, X satisfaz D2 e, como Y nao é vazio e
limitado superiormente, é facil verificar que X também satisfaz D1.
Dado =z € X, seja y € Y tal que z < y. Como Y nao tem maior
elemento, existe y <y’ € Y. Entao o ponto médio 2’ = £ (y +v/), que
é maior do que y, é maior do que = e pertence a X, ou seja, x nao é
o maior elemento de X.

Dessa forma mostramos que X é um corte de K e, por hipotese,
X = (—00,0), para algum ¢ € K. Dado z < o, existe x € X tal que
z < x, portanto, existe y € Y tal que x < y e decorre que z < y,
mostrando que z nao é cota superior de Y. Como Y C X, resulta que
o = supY. Assim, mostramos que K1 <= K2 em corpos ordenados.

No Teorema 2.7 demonstramos que K1 = K3, no Exercicio 2.19
demonstramos que K3 = K5, no Teorema 2.17 demonstramos que K3
= K4, no Teorema 2.16 demonstramos que K4 = K6 e, no Teorema
3.7, demonstramos que K1 = K7. A bem da verdade, tudo isso foi
provado em R, mas o leitor é convidado para reproduzir as provas
pertinentes em K e mais, constatar que para obter K1 = K3 = K4
nao se utiliza a propriedade arquimediana de R.

v |Supremo (K1) ) | &= |Dedekind (K2)

| (K5) Encaixados | TVI (K7)

> | Mondtona (K3) &

(K4) BW | ——| Cauchy (K6)

Figura A.2 A demonstra¢ao do Teorema A.8

A prova de K6 = K3 é imediata, pela Proposi¢do A.6. De fato,
seja (s,) uma sequéncia monétona e limitada de K. Pela Proposigao
A6, (s,) é de Cauchy e, portanto, por K6, convergente. Assim, resta
provar que K7 = K3 e que K5 = K1, para concluir a demonstragao
do teorema.
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Seja, pois, K um corpo arquimediano com a propriedade do valor
intermedidrio K7 e mostremos que vale K3. Seja (s,) uma sequén-
cia ndo decrescente e limitada qualquer de K e mostremos que (sy,)
converge. Consideremos a funcao ¥ : R — R definida por

1, se x é cota superior de {s,},
Y(x) = - .
0, se x ndo é cota superior de {s,}.

Suponha que o € K néao seja uma cota superior de {s, }. Entao existe
N € N tal que 0 < sy e, portanto, nenhum elemento de (—oo, sy )
pode ser cota superior de {s,}; em particular, ¢ é constante e igual
a 0 nesse intervalo de K e, portanto, é continua em o.

Como a imagem 9(K) = {0,1} de ¢ ndo é um intervalo e K tem
a propriedade do valor intermediario, necessariamente existe algum
ponto ¢ € K no qual ¥ é descontinua. Pelo que acabamos de verificar,
¢ é cota superior de {s,}. Seja € € K positivo dado arbitrariamente.
Se ¢ — ¢ fosse uma cota superior de {s,}, entdo cada elemento de
(¢ — &,00) também seria uma cota superior de {s,} e, portanto,
seria constante e igual a 1 nesse intervalo de K; em particular, 1 seria
continua em o, o que é impossivel. Logo, ¢ — ¢ nao é cota superior
de {sn}, ou seja, existe N € N tal que ¢ — ¢ < sy. Como (s5,) é nao
decrescente e ¢ é cota superior, resulta

c—e <S8y < s, <,

para cada n > N. Como ¢ é arbitrario, concluimos que lims, = ¢ €
K. Assim, K tem a propriedade K3.

Finalmente, mostremos que vale o axioma fundamental em cor-
pos ordenados arquimedianos com a propriedade K5 dos intervalos
encaixados. Seja, pois X C K um conjunto limitado superiormente e
escolhamos dois elementos z1,y1 € K tais que 1 nao é, mas y; é cota
superior de X. Escrevendo I; = [x1,y1], temos que I; é um intervalo
compacto. Se y; é a menor cota superior de X, nada mais héd para
provar. Caso contrdrio, tomamos o ponto médio o = 1 (21 +y1) de z;
e y1 e verificamos se o é cota superior de X. Se o for cota superior de
X, definimos x2 = x1 e y2 = 0; se o nao for cota superior de X, de-
finimos z3 = 0 e y2 = y1. Em ambos casos, escrevemos I = [22, y2].
Assim, Iy C I; e o comprimento do intervalo compacto I é a metade
do de Iy, isto é, yo — xo = %(yl — 7).
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Continuando, se y2 é a menor cota superior de X, nada mais ha
para provar. Caso contrario, tomamos o ponto médio o = %(1'2 + y2)
de x5 e ys e verificamos se o é cota superior de X. Se ¢ for cota
superior de X, definimos x3 = x2 e y3 = 0; se ¢ nao for cota superior
de X, definimos 3 = ¢ e y3 = y2. Em ambos casos, escrevemos
Is = [z3,ys). Assim, I3 C Iy e o comprimento do intervalo compacto
I3 é a metade do de I, isto é, y3 — 23 = %(yg —xg) = 2%(y1 — 7).

I —
XNL%H

Figura A.3 O comeco da sequéncia de intervalos encaixados

Dessa forma, chegamos num ¥, que é o supremo de X ou, entao,
(usando indugdo matemética), obtemos uma sequéncia I, = [Ty, Yn)
de intervalos compactos encaizados tais que cada z,, nao é, mas cada

Yn € uma cota superior de X, com y,41 — Tpy1 = 2%(;(]1 —x1).

Por hipétese, essa sequéncia possui algum ponto limite ¢ € K,
ou seja, ¢ € I, para cada n € N. Como K é arquimediano, temos

L
27L

— 0, portanto, de z, < ¢ < y, decorre que x,, — c e y, — .

Mostremos que ¢ = sup X. Como cada y,, é cota superior, ¢ é cota
superior (ver Exercicio 2.7). Dado ¢ € K positivo, escolhemos N € N
tal que Iy C (¢ —¢,c+¢), de modo que ¢ — e < z. Como zy nao é
cota superior, resulta que ¢ — & tampouco pode ser cota superior. Ja
que ¢ foi arbitrario, concluimos que ¢ = sup X. Assim, vale o axioma

fundamental K1 em K.

Essas sete equivaléncias nao contam toda a histéria. Introduzindo
o conceito de derivada de fungoes definidas em intervalos de um corpo
ordenado K qualquer, podemos mostrar que as sete equivaléncias do
teorema sao equivalentes, ainda, as quatro condigoes seguintes, que

também foram tratadas neste texto.

A afirmacao K8 e K9 compoe o Corolario 4.22, a afirmagao K10
é o Exercicio 4.9 e a afirmagao K11 é o Teorema 4.20 do valor médio,

de Lagrange.
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(K8) Toda fungao derivdvel com derivada nula num intervalo é cons-
tante.

(K9) Toda fun¢ao derivdvel com derivada ndo negativa num intervalo
€ nao decrescente.

(K10) Toda fungao derivdvel num intervalo satisfaz a desigualdade do
valor médio.

(K11) Toda fungao derivdvel num intervalo satisfaz a igualdade do
valor médio.

Nas afirmagoes K10 e K11 utilizamos a terminologia seguinte.
Seja f : I — K uma funcao qualquer derivdavel num intervalo I C K.

Dizemos que [ satisfaz a desigualdade do valor médio se dado
qualquer M € K néo negativo tal que valha f'(z) < M, para cada
x € I, entao

f0) = fla) <M-(b—a),

para quaisquer a,b € I, com a < b.
Dizemos que f satisfaz a igualdade do valor médio se dados quais-
quer a,b € I distintos, existir ¢ entre a e b tal que

f() = fla) = f'(c) - (b— a).
Convém observar que as quatro primeiras afirmacoes do teorema
sao equivalentes em corpos ordenados quaisquer.

Corolario A.9. Seja K um corpo ordenado. As afirmacoes seguin-
tes, todas relativas a K, sao equivalentes.

(K1) Todo conjunto nao vazio e limitado superiormente tem supremo.
(K2) Todo corte tem elemento separador.

(K3) Toda sequéncia mondtona e limitada converge.

(K4) Toda sequéncia limitada tem subsequéncia convergente.

Se valer qualquer uma dessas afirmacoes, K € arquimediano.
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Demonstragao. Na prova do teorema precedente, observamos que K1
e K2 sao equivalentes em quaisquer corpos ordenados. No mesmo
teorema também mostramos que K1 = K3 = K4, sem usar essa
propriedade. Finalmente, seja K um corpo com a propriedade de
BW, ou seja, K4. Entao é evidente que vale E6 e, portanto K é
arquimediano. Pelo teorema precedente, ja sabemos que K4 = K1 é
uma afirmacao véalida em corpos arquimedianos. [l

Dizemos que um corpo ordenado é completo se vale o axioma
fundamental, ou seja, se todo subconjunto nao vazio e limitado su-
periormente possuir supremo. Sabemos que R é completo, mas nao
Q. Pelo ultimo resultado enunciado, todo corpo ordenado completo é
arquimediano.

Unicidade

Dois corpos ordenados quaisquer nao tém motivo para serem consi-
derados iguais: basta olhar para Q e R. No entanto, dois corpos orde-
nados completos quaisquer sempre podem ser considerados iguais, ou
seja, do ponto de vista algébrico, isomorfos. Assim, podemos dizer
que R é o dnico corpo ordenado completo.

Teorema A.10. Seja K um corpo ordenado completo. Entdo existe
um isomorfismo ¢ : R — K de corpos ordenados, ou seja, uma bije¢do
que satisfaz as propriedades sequintes.

(i) Dados xz,y € R, vale p(x +y) = ¢(z) + ¢(y).

(ii) Dados x,y € R, vale o(z - y) = p(z) - ¢(y).
(iil) Dados z,y € R, se x <y, entdo p(x) < p(y).
Assim, podemos identificar R com K via x = ¢(z).

Demonstrag¢do. Apresentamos apenas um esbogo da demonstragio
(indicando o Capitulo 29 de [16] para uma demonstracao exaustiva).
Seja K um corpo ordenado qualquer e denotemos por Ox e 1k os
elementos zero e unidade de K. Evidentemente, comegamos definindo
¢ por p(0) = 0k e (1) = 1k e, mais geralmente, p(n) = Ix + 1x +
-4+ 1g =n-1g e p(—n) = (—n) - Ix e mostramos que ¢ satisfaz
(i)—(iii) para n,m € Z. Observe que, por ser K ordenado, ¢(n) # 0
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e, portanto, p(n) é invertivel em K. Em seguida, definimos ¢(r) =
e(m/n) = o(m)/p(n) = @(m) - ¢(n)~!, para cada racional r € Q,
mostramos que essa definicao independe da particular representacao
m/n do racional r e verificamos que, agora, ¢ satisfaz (i)—(iii) para
z,y € Q.

Assim, chegamos num isomorfismo ¢ do corpo ordenado Q sobre
os “racionais” de K, justificando a afirmagao a pagina 129.

Para estender ¢ a R, passamos a supor que K é completo (por-
tanto, arquimediano). Dado qualquer = € R, definimos

o) =sup{p(r):reQer <z} ek

Inicialmente conferimos que essa definicao coincide com a anterior
no caso x € Q. Ora, pelo Exercicio 1.5, sabemos que, para cada
r € Q, vale r = sup{s € Q: s < r}. De maneira totalmente analoga,
mostramos que, também no corpo arquimediano K, cada “racional”
©(r) é o supremo do conjunto dos “racionais” menores do que ¢(r),
de modo que ¢ estd bem definida em Q. Também é facil observar que
realmente existe o supremo ¢(z) em K e que ¢(x) < (r) se z < r,
comz eRereqQ.

Mostremos que vale (iii) em R. Dados < y em R, escolhemos
r,s € Q tais que x < r < s < y e entao, como ji sabemos que
o(r) < ¢(s), resulta p(z) < ¢(r) < ¢(s) < ¢(y), pelo que acabamos
de explicitar. Isso mostra (iii). Finalmente, a demonstracao de que
© é sobrejetora e satisfaz (i) e (ii) é deixada a cargo do leitor. O

A4 Completamentos de Q

Nesta secao final, esbogamos as duas construgoes de R a partir de Q
mais famosas, devidas a R. Dedekind e G. Cantor. Assim, finalmente
podemos dizer que o corpo ordenado completo R existe e é tinico; o
axioma fundamental, entao, passa a ser um teorema.

Dedekind

Inspirado na teoria de proporg¢oes de Eudoxo, conforme exposta no
Livro V do mais famoso livro de Matematica, Os Elementos, de Eu-
clides, R. Dedekind concebeu a nogao de corte como uma maneira de
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identificar cada elemento de Q e também cada “furo” de Q com um
elemento bem determinado de um novo conjunto, que entao é R.
Essencialmente, a observagao basica é que a colegao dos interva-
los ilimitados (—o0,b) de Q fornece uma cépia de Q, pois cada b € Q
define exatamente um desses intervalos, que sempre sao nao vazios
(b—1 < b), distintos de Q e desprovidos de elemento méximo. No
entanto, cada “furo” de Q, como v/2, também pode ser caracteri-
zado como um subconjunto nao vazio, distinto de Q e desprovido de
elemento maximo, por exemplo, {x € Q : # < 0 ou 2% < 2} (ver
Exercicio 1.11). E claro que, uma vez conhecido R, sabemos que esse
conjunto é, simplesmente, Q N (—oo, \/5), mas a percepgao crucial é
que esse conjunto pode ser caracterizado totalmente usando sé Q.
Generalizando esses intervalos limitados, definimos um corte de
Dedekind de Q@ como um subconjunto X nao vazio e distinto de Q
que nao tenha maior elemento e que contenha o intervalo (—oo, z],

para cada x € X (ver definigdo & pdgina 133).

Para cada b € Q, o intervalo ilimitado (—oo,b) de Q é um corte
de Q. Pelo Exercicio 1.12, sabermos que, também {z € Q : 2® < 2}
é um corte. A diferenga crucial desses cortes é que (—o0,b) tem o
elemento separador b em Q, ao passo que {x € Q : 2* < 2} ndo tem,

ou seja, {x € Q: a® < 2} # (—o0,b), para qualquer b € Q.

Agora definimos R como a totalidade dos cortes de Q, ou seja,

R ={X:X é um corte de Q}.

Em primeiro lugar, podemos encontrar Q dentro de R, ou melhor,
uma cépia de Q, que é a colecao dos cortes com elemento separador,
ou seja, a colegdo dos intervalos ilimitados (—oo,b) de Q. Também
vemos, em R, muitos dos “furos” de QQ, como as raizes enésimas de
naturais, dadas pelos cortes {x € Q : z < 0 ou " < m}, com m € N.

No entanto, esse R é s6 um conjunto de cortes e certamente ainda
nao é um corpo ordenado em que vale a propriedade do supremo.
Para isso, precisamos definir no conjunto R as operacoes de adigao e
multiplicacao e a ordem e verificar cada uma das exigéncias C1-C5,
01, O2 e a validade do axioma fundamental. Além disso, precisamos
cuidar para que essas operagoes e a ordem resultem exatamente nas
operacoes e ordem usuais de Q quando tratarmos dos elementos de

Q em R.



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page 142 — #150

142 APENDICES

Como b < c em Q se, e s6 se, (—00,b) C (—o0,c), temos uma
indicagao da ordem “natural” de R: definimos X <Y por X C Y.
Assim b < ¢ em Q se, e 86 se, (—00,b) < (—00,¢) em R e é bastante
facil mostrar que < define uma ordem total em R (ver definigdo no
Exercicio A.13), com a qual entdo ja podemos definir cota superior
e supremo em R, segundo <. O espantoso é que até ja podemos
mostrar que, realmente, qualquer subconjunto nao vazio de R que
possua cota superior possui supremo!

Seja X € R um subconjunto nao vazio qualquer de R. Digamos
que Xg € X e que Y € R seja uma cota superior de X'. Se um corte S
fosse o supremo de X, teriamos X < S, ou X C S, pra cada elemento
X de X. Entao é natural considerar a uniao de todos os cortes X de
X como candidato a supremo de X, ou seja,

S={zecQ: existe X € X talquez € X} = U X.
Xex

Como X € X, temos Xg C .5, de modo que S é nao vazio, e também
X XY, para cada X € X, pois Y é cota superior, do que decorre que
S CY. MasY éum corte, portanto, Y # Q e, em particular, S # Q.
Dado = € 5, existe algum X € X tal que x € X. Como X ¢ corte,
temos que (—oo,x] C X e existe algum z € X que é maior do que z,
portanto obtemos (—oo,z] C X C Seax <z € X C S. Assim, S é
um corte de Q.

Por definicao, X < S, para cada X € X, ou seja, S é uma cota
superior de X'. Mostremos que é a menor cota superior. Se algum
corte Z de Q for uma cota superior de S, entao X < Z, ou seja,
X C Z, para cada X € X, de modo que S C Z, ou seja, S < Z.
Assim, S = sup X.

Resta, portanto, definir a estrutura de corpo ordenado para R. A
ordem estd quase pronta e a adicao é bastante simples, mas a multi-
plicacao requer trabalho. Nada disso sera visto aqui. Recomendamos
o Capitulo 3 de [1], em que hd muita informagao, inclusive histdrica,
a respeito dessa construgao de R e o Apéndice 6 do Volume 1 do livro
Um Curso de Cdlculo, de H. L. Guidorizzi (Editora Livros Técnicos
e Cientificos, 2001). As duas referéncias bésicas em inglés, que apre-
sentam todos os detalhes, sdo o Capitulo 28 de [16] e o Apéndice
do Capitulo 1 de [8]; do livro de Spivak existe uma tradugéo para o
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espanhol e do livro de Rudin, uma para o portugues, editada de 1971
pela UnB, esgotada, mas encontrdavel em muitas bibliotecas. ©

Cantor

A construgao de R devida a G. Cantor é completamente diferente da
de Dedekind.

Na primeira metade do século XIX, B. Bolzano e A. L. Cauchy,
de maneira independente, caracterizaram a convergéncia de uma se-
quéncia sem mencionar seu (possivelmente desconhecido) limite, por
meio do conceito da sequéncia agora denominada de Cauchy. Por
exemplo, todas sequéncias de racionais cujos limites sao irracionais
nao tém limite em @Q, mas sao de Cauchy. Ambos Bolzano e Cauchy
utilizavam a convergéncia de toda sequéncia de Cauchy, sem se darem
conta de que isso nao estava provado.

Basta observar que para os matematicos da época, todo niimero
irracional era o limite de alguma sequéncia de racionais, mas nao é
logicamente coerente definir v/2, por exemplo, como sendo o limite
de uma sequéncia, digamos, de zog = ;21 = 1,4;20 = 141,23 =
1,414; x4 = 1,4142; ... se, para provar a convergéncia dessa sequén-
cia de Cauchy, precisamos, antes de tudo, da prépria existéncia do
nimero v/2, que é o limite dessa sequéncia.

O problema bésico é que nao se conseguia compreender corre-
tamente a estrutura dos numeros reais. A bem da verdade, s6 aos
poucos os matematicos comecaram a entender a necessidade de uma
formalizagao — ou aritmetizacdo — de R que possibilitasse entender a
natureza dos nimeros reais e a convergéncia das sequéncias de Cau-
chy. Entao, em 1872, G. Cantor publicou sua idéia genial de definir
0s nimeros reais, nao como o limite de sequéncias de racionais, mas
sim como as proprias sequéncias!

Essa construcao também exige muito trabalho, mas uma vez na
vida de todo estudante de Matematica isso deveria ser desenvolvido
passo a passo. Aqui s6 veremos o esbogo da idéia de Cantor, por
total falta de espago. Recomendamos o Capitulo 4 de [1], em que
ha muita informacao, inclusive histérica, a respeito dessa construgao
de R. Nas trés referéncias seguintes, os detalhes dessa construgao sao
apresentados do ponto de vista algébrico, especialmente no Capitulo
8 de [9] e no Capitulo 5 de [11] (esgotado, mas encontravel em muitas
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bibliotecas), em que as sequéncias de Cauchy sdo “fundamentais”.
No Capitulo IX de [10], o tratamento é um pouco menos algébrico.

Comegamos observando que podemos definir sequéncias de Cau-
chy e sequéncias convergentes dentro de QQ, da mesma forma que
o fizemos em R, na Secao 2.2. O cuidado é que, como queremos
construir R a partir de Q, nao podemos usar ntimeros reais daqui em
diante. Em particular, todos os epsilons também devem ser racionais.
No entanto, como podemos encontrar varias sequéncias de racionais
convergindo a um mesmo irracional, e queremos identificar todas es-
sas sequéncias com esse irracional, precisamos decidir quando duas
dessas sequéncias serao consideradas iguais ou, mais precisamente,
equivalentes. Isso é parecido com a construgao do préprio corpo Q,
em que identificamos as fragoes 4/6 e 6/9, por exemplo, como sendo
0 mesmo numero racional.

Dadas sequéncias (z,,) e (yn) de Cauchy de Q, dizemos que (z,,) e
(yn) s@o equivalentes, e escrevemos (x,,) ~ (yn), se lim(z, — y,) = 0.
E bastante simples verificar que ~ define uma relagao de equivaléncia
no conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de Q que, portanto,
divide esse conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de Q em classes
de equivaléncia (disjuntas). Denotamos por

[2n] = {(yn) : (zn) ~ (yn)}
a classe de equivaléncia da sequéncia de Cauchy (z,,) de Q e definimos
R = {[zn] : (z5) é uma sequéncia de Cauchy de Q}.

Em primeiro lugar, podemos encontrar Q dentro de R, ou melhor,
uma copia de Q, que é a colecao das classes definidas pelas sequéncias
constantes de racionais. Por exemplo, o racional 0 € QQ é identificado
com a classe [0] € R da sequéncia constante definida por z, = 0,
para n € N. Também vemos, em R, muitos dos “furos” de QQ, como
V2, que é a classe de equivaléncia da sequéncia definida por z; =
1,4;20 = 141,23 = 1,414; 24 = 1,4142;..., que é igual a classe da
sequéncia dos babilonios definida indutivamente por z; =2 e 41 =
%(:L’n + 2/:L'n), para n € N.

No entanto, esse R é s6 um conjunto de classes e certamente ainda
nao é um corpo ordenado em que vale a propriedade do supremo.
Para isso, precisamos definir no conjunto R as operagoes de adicao e
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multiplicacao e a ordem e verificar cada uma das exigéncias C1-C5,
01, O2 e a validade do axioma fundamental. Além disso, precisamos
cuidar para que essas operagoes e a ordem resultem exatamente nas
operacoes e ordem usuais de Q quando tratarmos dos elementos de
Q em R.

Gragas as propriedades algébricas das sequéncias convergentes (e
pensando que sequéncias de Cauchy sao, no fim do dia, sequéncias
convergentes) é muito ficil definir as operagoes de corpo de R. Dados
dois elementos [x,] e [y,] de R, definimos

[Tn] + [Yn] = [Tn +yu] e [za] - [yn] = (20 - Yn]-

Agora precisamos conferir se isso realmente resulta em operagoes para
o corpo, antes de podermos verificar as propriedades dessas operagoes.
Assim, precisamos mostrar, primeiro, que soma e produto termo a
termo de sequéncias de Cauchy sao sequéncias de Cauchy, para fazer
sentido as definigdes. (Isso foi indicado no Exercicio 2.26 para se-
quéncias reais; a mesma demonstragdo funciona em Q.) Agora, se
(xn) ~ (yn) € (z]) ~ (y,), entdo zp, —yp — 0 ez}, —y,, — 0, de
modo que (zn, +;,) = (Yn +¥,) = (Tn — yn) — (27, —y;) — 0 pelas
regras operacionais do limite de sequéncias e, portanto, (z, + ) ~
(yn + y.,), de modo que a adigao independe das particulares sequén-
cias usadas em sua definicao. Da mesma forma, como sequéncias de
Cauchy sao limitadas, decorre que a multiplicacao de R estd bem
definida (ver Exercicio 2.12).

As propriedades C1-C5 sdo todas razoavelmente ficeis de demons-
trar, exceto a existéncia de reciproco, que requer mais trabalho. De-
pois disso, podemos afirmar que R é um corpo. A ordem de R nao
¢é de todo evidente, j4 que nao basta ter =, < y, para todo n € N
para concluir que [x,] < [y,]. De fato, basta tomar z, = 0 < % =Yn
e observar que [z,] = [yn]-

A ordem de R depende de uma observagao crucial (vista, em sua
versao para R, no Exercicio 2.25): se [z,] # [0], como (z,) nao
converge a 0 mas é de Cauchy, podemos escolher ¢ € QQ positivo e
N € N tais que x,, > ¢, para cadan > N, ou entao tais que z,, < —¢,
para cada n > N. Como a classe de cada subsequéncia de uma se-
quéncia de Cauchy coincide com a classe da propria sequéncia, isso
significa que para toda classe [z,] # [0] existe algum ¢ € Q tal que,
para algum representante (y,) dessa classe, y, > ¢, para cadan € N,
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ou entao y, < —e¢, para cada n € N. No primeiro caso, definimos
[zn] > [0] e, no segundo, [z,] < [0]. Agora devemos mostrar que essa
relagao independe da particular sequéncia escolhida e que satisfaz as
propriedades O1 e O2 de uma ordem.

Finalmente, de posse da estrutura de corpo ordenado R, podemos
mostrar que vale o axioma fundamental. No caso dessa construgao
é mais conveniente mostrar que R é arquimediano e que toda se-
quéncia de Cauchy de R converge. Qualquer corpo ordenado que
satisfaga essas duas propriedades, necessariamente satisfaz o axioma
fundamental do supremo (ver Teorema A.8, na Segdo A3).

A demonstracao de R é arquimediano é bastante simples. De
fato, dado [z,] € R, obtemos uma sequéncia (x,,) de Q que, por ser
de Cauchy, é limitada. Basta tomar N € N tal que z,, < N —1 < N,
para cada n € N, e concluir que, na ordem de R, resulta [z,] < [N],
onde [N] é a classe da sequéncia constante e igual a N, identificada
com o natural N.

Observe que, em particular, pela propriedade arquimediana, daqui
em diante tanto faz tomar epsilons em R ou em Q, pois, dado qualquer
€ € R positivo, sempre existe € € Q tal que 0 < < ¢.

Em seguida, demonstramos o lema especial seguinte. Dada qual-
quer sequéncia de Cauchy (r,,) em Q, consideramos, para cada m € N,
o real [x,] definido pela sequéncia constante (y,) de Q@ — dada por
Yn = Tm, com n € N — e mostramos que a sequéncia ([z,]) de R
converge em R, com limite [r,]. A partir desse lema, ndo resta muito
para mostrar que toda sequéncia de Cauchy de R converge em R, mas
isso nao sera visto aqui. ©

A5 Exercicios

A.1. Descreva em palavras e obtenha a negagdo das afirmagbes seguintes,
em que P(z,y), Q(z,y) e R(x,y) sdo afirmagdes relativas a elementos z,y, z
de algum universo X fixado.

1. (Vz € X)(Jy € X)[P(z,y) ou Q(z,y)].
2. Vze X))y € X)(Vz € X)[P(z,2) = Q(z,y)].
3. (Fz € X)(Vy € X)(3z € X){R(y,2) = [P(z,2) ou Q(z,2)] }.
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A.2. Considere a proposigao F(z,y), que simboliza “y é filho ou filha de x”
e denotemos por H o conjunto de todos homens (vivos ou mortos) e por M
o de todas as mulheres (vivas ou mortas). A proposi¢ao “a é mae de b” pode
ser escrita sinteticamente como “a € M e F'(a,b)”, enquanto “a é (meio)
irmao de b” pode ser escrita como “a € H e a # b e (3z)[F(z,a) e F(z,b)]”.

Expresse em linguagem sintética, com quantificadores e conectivos.
1. aéoavodeb. 2. a é o neto de b.
3. aé atiadebd. 4. a e b sao irmas.
5. Toda pessoa tem pai. 6. a nao tem irmaos nem irmas.
7. Toda pessoa tem avo. 8. Ninguém ¢é neto de si mesmo.
9. a e b sdo primas de primeiro grau.

10. Toda pessoa é filha(o) de, exatamente, duas pessoas.

Como a linguagem do cotidiano ndo é t&o precisa como a da Ldgica
Matematica, pode haver mais de uma resposta para alguns problemas.

Considere a proposigao G(z,y), que simboliza “y é descendente de z”.
Expresse F'(z,y) em termos de G(z, y) e quantificadores e conectivos. Tente

expressar G(z,y) em termos de F(x,y), quantificadores e conectivos.

A.3. Sejam X e Y conjuntos quaisquer. Prove as leis de de Morgan,

(XUuY)"=X°NY° e (XNY)"=X“UY".

A.4. Seja ¢ : X — Y uma aplicagdo qualquer entre dois conjuntos X e Y
quaisquer. Mostre que ¢ é injetora se, e somente se, existe uma aplicagao

n:Y — X tal que n(p(z)) = z, para cada = € X.

A.5. Seja ¢ : X — Y uma aplicagdo qualquer entre dois conjuntos X e
Y quaisquer. Mostre que ¢ é sobrejetora se, e somente se, existe uma

aplicagdo p: Y — X tal que ¢(p(y)) =y, para cada y € Y.

A.6. Seja ¢ : X — Y uma aplicagdo qualquer entre dois conjuntos X e Y
quaisquer. Mostre que ¢ é bijetora se, e somente se, existe uma aplicagao
¥ Y — X tal que ¥(p(x)) = x, para cada x € X, e p(¢¥(y)) = y, para
cada y € Y. (Observe que ¥y = n = p, na notagdo dos dois exercicios

precedentes.)
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A.7. Sejam ¢ : X — Y e : Y — Z duas aplicagbes quaisquer entre
conjuntos X,Y e Z quaisquer e considere a aplicagdo composta de ¢ por
1. Mostre que

1. se ¢ e 1 s@o injetoras, entdo a composta 1 o ¢ é injetora;
2. se @ e 1 sdo sobrejetoras, entdo a composta ¥ o ¢ é sobrejetora;

3. se ¢ e 1 sdo bijetoras, entdo a composta 1 o ¢ é bijetora.

A.8. Sejam f : X — Y uma aplicagdo qualquer, A1, As,..., Ag,... uma
colegdo, finita ou ndo, de subconjuntos de X e B1,Bs,...,Bg,... uma
colegdo, finita ou nao, de subconjuntos de Y. Mostre que

® o (UB)=Usrts, @ 7 (NB) =N B
k k k k

@) f(UJax) =,

k k

A.9. Mostre que se f: X — Y for uma aplicagdo qualquer e A1, A2 C X
sdo subconjuntos de X, entdo

J(A1 M A2) C f(A1) N f(A2).

Mostre que vale a igualdade sempre que f for injetora. Dé um exemplo de
A1, Az e f para os quais f(A1 N A2) # f(A1) N f(A2).

A.10. Seja f : X — Y uma aplicagio qualquer. Mostre que f~!(Y — B) =
X — f7Y(B), para cada B C Y. Mostre que se A C X é um subconjunto
de X e BCY um deY, entao

ACFH(fA) e f(f'(mB)cB.

Mostre que a primeira inclusdo é uma igualdade sempre que f for injetora
e a segunda se f for sobrejetora. Dé exemplos de A e f para os quais

A# [71(f(A)) e de Be f para os quais f(f~'(B)) # B.

A.11. Seja ¢ : X — Y uma aplicagdo injetora qualquer. Mostre que, para
cada subconjunto B C ¢(X) da imagem de ¢, a imagem direta de B pela
aplicagdo inversa ¢ : ¢(X) — X de ¢ coincide com a imagem inversa de

B por ¢, ou seja, _
por e, o W(B)=¢ ' (B).



“AnaliseNaReta2010” — 2010/3/6 — 15:40 — page 149 — #157

A5 EXERCICIOS 149

A.12. Seja K um corpo qualquer (ver defini¢do & pagina 125). Mostre que,
para quaisquer x,y, z,t € K, valem as afirmagbes seguintes.

1. 0-z=0.

crty-z)=@+y)-zer—(ytz)=(@-y -c
(ma)y=a-(-y)=—(z-y) e () (~y) ==y
1)71

—(—x)=z e (z~ =z, para  # 0.

2
3
4
5. Sex-y=0,entdoz =0o0uy=0.
6. Sez#0ex-z=y-z entdo z =y.
7

'Seyyt#O,entéof.E:x‘Z
y t y-t
-t
8. Se y, z,t # 0, entao f/fz T .
y/ 1ty
~ Lt i
9. Se¢1/7157'50,enta0£_|_f:m +y z
Y t Y-t
t—-
10. Se y,t # 0, entdo — — = = = vz
Y t y-t

A.13. Seja K um conjunto qualquer e considere uma relagdo bindria <
entre pares de elementos de K com as propriedades seguintes.

1. Total: para quaisquer z,y € K, vale z  y ou y < .
2. Antissimélrica: se x < y e y X x, entdo x = y.
3. Transitiva: sex Xy ey =< z, entdo z < 2.

Nesse caso, dizemos que < define uma ordem total no conjunto K. Suponha,
agora, que K tenha uma estrutura de corpo com uma ordem total que
satisfaz as propriedades adicionais seguintes.

4. Mondtona na soma: se x xyez €K, entdox+ 2=y + z.
5. Mondtona no produto: se 0 x r e 0 <y, entdo 0 X x - y.

Defina P C K por x € P se, e s6 se, 0 < © e x # 0. Mostre que P tem as
propriedades O1 e O2 de corpo ordenado (ver definicdo & pdgina 127), de
modo que K é um corpo ordenado.

A.14. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que o menor subcon-
junto S de K tal que 1 € S e, para cada s € S, (s + 1) € S decorre de
s€ S, édadopor S={n-1:n¢eN}.
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A.15. Seja K um corpo ordenado. Mostre que as afirmagcées seguintes,
relativas a elementos z,y, z,t € K quaisquer, sdo verdadeiras.

1. Se0<z<yel<z<t,entaio 0Lz -2 < y-t.

2. Se z,y >0, entdo = < y se, e s6 se, x° < y°.

3. SeneNeuxz,y=>0,entdo x <y se, e sése, z" < y".
4. 22+ 9y* > 0.

5. 2249 >0se esése, r#0ey#0.

A.16. Sejam p(t) = ant™ + -+ + a1t + ao e q(t) = bt™ + -+ + b1t + bo,
com an € by, racionais nao nulos, dois polindémios de coeficientes racionais
e uma varidvel t. Mostre que a fungao racional f = p/q pode ser fatorada

como
an

F0) = 2 1y (),
onde . li? h(t) = 0 (a definigao desse limite pode ser encontrada em qual-

quer livro de Célculo).

Como t? > 0 para cada t > 0 e p € Z, mostre que a, /b, > 0 se, e
s6 se, existe r € Q tal que em f(s) > 0, para cada s € Q com s > r.
Conclua que a ordem no corpo Q(t) das fungdes racionais f = p/q dada no
Exemplo A.4, a pagina 130, satisfaz f < g se, e s6 se, existe 7 € Q tal que
em f(s) < g(s), para cada s € Q com s > 7.

A.17. Seja X C K um subconjunto ndo vazio e denotemos o simétrico de
X porY ={y € K: —y € X}. Dado qualquer z € K, mostre que

1. z é cota superior de Y se, e sé se, —z é cota inferior de X;
2. z é cota inferior de Y se, e s6 se, —z é cota superior de X;
. z=minY se, e s6 se, —z = max X

3

4. z =maxY se, e s6 se, —z = min X
5. z=infY se,esése, —z=supX e
6

. z=supY se, e sé se, —z = inf X.

A.18. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que s@o equivalentes
as propriedades seguintes, relativas a subconjuntos de K.

1. Todo conjunto ndo vazio e limitado inferiormente tem infimo.
2. Todo conjunto nao vazio e limitado superiormente tem supremo.

3. Todo conjunto ndo vazio e limitado tem infimo e supremo.
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A.19. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que sdo equivalentes
as propriedades seguintes.

1. Toda sequéncia mondtona e limitada é de Cauchy.
2. Toda sequéncia nao decrescente e limitada é de Cauchy.

3. Toda sequéncia nao crescente e limitada é de Cauchy.

A.20. Seja K um corpo ordenado qualquer. Mostre que sdo equivalentes
as propriedades seguintes.

1. Toda sequéncia mondtona e limitada converge.
2. Toda sequéncia nao decrescente e limitada converge.

3. Toda sequéncia ndo crescente e limitada converge.
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[0 — Final de demonstragao Bijegao, 120

© — Final de exemplo Binémio de Newton, 20
n > 0 — A partir de algum indice, 32

N — Ndmeros naturais Coeficiente angular, 71
@Q — Numeros racionais Conjunto

R — Numeros reais

Z — Numeros inteiros

PBO — Principio da boa ordenagao

PIM — Principio da indugdo matematica

RC — Regra da cadeia

TBW — Teorema de Bolzano—Weierstrass

TFC — Teorema Fundamental do Céalculo

TVI — Teorema do valor intermediério,
de Lagrange

TW — Teorema de Weierstrass

Algoritmo da divisao, 2
Aplicagao(des), 120
bijetora, 120
contradominio de uma, 120
dominio de uma, 120
identidade, 120

denso, 14

elemento méximo, 18
elemento minimo, 19
ilimitado, 15

ilimitado inferiormente, 14
ilimitado superiormente, 14
limitado, 15

limitado inferiormente, 14
maior elemento, 18

menor cota superior, 11
menor elemento, 19
supremo de, 11

Conjunto(s)

diferenca de, 119

finito, 123

produto cartesiano de, 119
unido e intersegao de, 120
vazio, 119

iguais, 120 Contraposicao, 119
imagem de uma, 120 Corpo, 1, 125

imagem direta de
conjunto por uma, 121
imagem inversa de
conjunto por uma, 121
injetora, 120
inversa de uma, 120
sobrejetora, 120
Area, 102
Axiomaf(s)
dos naturais, 121
fundamental da Anaélise, 11
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adicao num, 125
associatividade num, 125
comutatividade num, 125
de caracteristica 0, 127
distributividade num, 125
elemento reciproco, 125
elemento simétrico, 125
elementos inversos num, 125
elementos neutros num, 125
multiplicagdo num, 125
neutro da adigao, 125
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Corpo (continuagao)
neutro da multiplicagado, 125
ordenado, 3, 127
produto num, 125
quociente num, 126
soma num, 125
subtracao num, 126
unidade de um, 125
zero de um, 125
Corpo ordenado, 11
arquimediano, 4, 131
completo, 11, 139
corte de, 133, 134, 141
elemento maior do que, 128
elemento menor do que, 128
elemento negativo, 127
elemento positivo, 127
Corte (de Dedekind), 133, 141
elemento separador de, 134, 141
Cota
inferior, 14
superior, 11
Critério
de Cauchy, 42, 46
do confronto, 39

Desigualdade
de Bernoulli, 20
de Cauchy-Schwarz, 113
triangular, 16, 129
Distancia, 3, 16, 130
Dizima periddica, 7

Expansao decimal, 7

Fatorial, 27

Fungao(es)
antiderivada de uma, 78, 88
combinacao linear de, 124
continua, 54
continua num ponto, 53
crescente, 60, 124
decrescente, 60, 124
derivavel, 78
derivavel num intervalo, 78
derivével num ponto, 71
derivada de uma, 78
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derivada em um ponto, 71
descontinua, 54
ilimitada (superior

ou inferiormente), 124
integral de uma, 101
limitada, 124
limitada inferiormente, 124
limitada superiormente, 124
mondtona, 60, 124
nao crescente, 60, 124
nao decrescente, 60, 124
oscilagao de uma, 64
par e impar, 125
parte par e impar de, 67
parte positiva e negativa de, 67
periédica, 114
primitiva de uma, 78, 88
produto e quociente de, 124
real, 123
valor absoluto, 55
valor médio de uma, 105

Imagem
de aplicacao, 120
direta de conjunto, 121
inversa de conjunto, 121
Inclinagao, 71
Indugdo matemadtica, 1, 122
Infimo, 14
Integral
aditividade da, 95
de fungao continua, 101
inferior e superior, 101
monotonicidade da, 95
Intervalo
particdo de um, 97
ponto interior de, 85
Intervalo(s), 16
compacto, 17
encaixados, 137
extremidades de, 16

Méximo, 15, 18

Média
aritmética, 22, 51
de uma fungao, 112
geométrica, 22
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harmonica, 22
ponderada, 112
Minimo, 19
Movimento retilineo, 30, 58, 73, 77, 88,
96, 98, 102

Numero(s)
combinatoérios, 27
inteiros, 1
irracionais, 14
naturais, 1, 122
parte positiva e negativa de, 26
racionais, 1
reais, 11, 141, 144

Ordem
dos naturais, 123
fechamento da, 127
total, 123, 149
transitividade da, 128
tricotomia, 128
tricotomia da, 127

Parte par e impar, 67
Parte positiva e negativa, 26, 67
Particao, 97
Ponto
interior de intervalo, 85
limite de intervalos
encaixados, 51, 137
médio, 3, 19
Principio
da Boa Ordenacao, 123
da Indugao Matematica, 122
da Nao Contradigao, 118
do Terceiro Excluido, 118
Proposicao(&es), 115
condicional, 118
contrapositiva, 119
equivalentes, 119
reciproca, 119
Propriedade
do valor intermedidrio,
6, 9, 59, 136
dos intervalos encaixados,
18, 51
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Raiz
enésima, 14
quadrada, 13
Reducgao ao absurdo, 119
Regra da cadeia (RC), 79
Reta real, 14
Reta tangente, 72

Sequéncia(s), 28
aritmética, 30
convergente, 35
crescente, 33
das médias aritméticas, 51
de Cauchy, 42, 132
de Cauchy, equivalentes, 144
de um conjunto, 32
decrescente, 33
divergentes, 46
enésimo termo de, 28
geométrica, 31
ilimitada, 33
imagem de uma, 29
indice do termo inicial, 28
limitada, 33
limitada inferiormente, 33
limitada superiormente, 33
limite de, 35
mondtona, 34
nao crescente, 33
nao decrescente, 33
permanéncia do sinal em, 36
subsequéncia de, 43
termo inicial de, 28
teste da razdo para, 49
Soma inferior e superior, 98
Subsequéncia, 43
Sucessor de natural, 121
Supremo, 11

Teorema
critério de Cauchy, 42, 46
da derivada da composta, 79
de Bolzano—Weierstrass (TBW), 43
de Darboux, 89
de Fermat, 85
de Rolle, 85
de Weierstrass (TW), 63
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Teorema (continuagdo)
do valor intermediario, de Bolzano
(TVI), 58
do valor médio da integral, 104,
112
do valor médio, de Lagrange (TVM),
86
fundamental do Célculo (TFC), 105,
108
Teste da razao para sequéncias, 49

Valor absoluto, 3, 15, 129
Valor médio de uma fungao, 105, 112
Velocidade

constante, 73

instantanea, 78

média, 77



