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Introducao

Nas tltimas quatro décadas, uma area da matematica apli-
cada provocou o interesse de muitos pesquisadores e vem desper-
tando a atencao de setores da industria pelo assunto estudado e suas
aplicagoes. A essa area, denominamos Problemas Inversos.

A bem da verdade, Problemas Inversos pertencem a uma drea
de estudos multi-disciplinar, envolve profissionais de varias areas,
como fisicos, quimicos, engenheiros, profissionais da saude e, ¢é claro,
matematicos. Dentro da matematica, Problemas Inversos envolvem
conhecimentos de vérias dreas, como célculo (andlise), geometria,
equacoes diferenciais ordindrias e parciais, analise numérica, algebra
linear, etc. Ainda, para fins praticos das aplicagbes temos que contar
com boas implementagbes computacionais. A interdisciplinariedade
do termo Problemas Inversos ficara mais clara a medida que o leitor
adentrar por essas notas, que estao assim organizadas:

No Capitulo 1, trataremos de algumas aplicacoes dos Proble-
mas Inversos, que tem o intuito de despertar o interesse pelo assunto
e servir de motivagao para os capitulos posteriores. Acreditamos que
essa seja uma maneira eficaz para o posterior desenvolvimento de
uma teoria bem fundamentada para a solugao dos problemas apre-
sentados, a qual contém Lemas, Proposicoes e Teoremas. Assim, o

Capitulo 1 trata de alguns exemplos dos Problemas Inversos e suas
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4 Introducéo

aplicagoes. Daremos enfoque a alguns problemas que possuam, em
primeiro lugar, um cardter didatico, e que possam ser seguidos com
conhecimentos de cédlculo e algebra linear, mas, por outro lado, que
sejam também assunto de interesse atual na pesquisa em Problemas
Inversos. Nosso objetivo é mostrar que a area de Problemas Inveros
trata de problemas que tem importancia no dia-a-dia das pessoas,
que é uma &area fértil de pesquisa e que esta possui influéncias so-
cio/econdmicas relevantes. Em particular, nessas notas apresentare-
mos problemas relacionados a tomografia computadorizada e a to-
mografia elétrica por impedancia (EIT) como exemplos de problemas

inversos com aplicacoes relevantes.

Boa parte dessas notas se dedica ao estudo de métodos de
regularizagao iterativos para problemas inversos. FEm especial, o
Capitulo 2 contempla métodos iterativos do tipo gradiente, que sao
bem conhecidos dos cursos de Célculo (calculo numérico) e Algebra
Linear. As Segoes desse Capitulo se diferenciam por apresentarem
estratégias de escolha do passo de descida para métodos do tipo gra-
diente. Ao final deste, apresentaremos estratégias para a solucao
de sistemas de equacoes, os chamados métodos do tipo Kaczmarz.
Em especial, motivamos tal estratégia usando o algoritmo conhecido
como ART, amplamente utilizado em imagens médicas. O Capitulo 3
¢é dedicado a métodos iterativos tipo Newton, o qual também con-
hecemos de cursos elementares. Mais uma vez, as Se¢oes contem-
plam diferentes estratégias de escolha do passo de decida e uma mo-
tivagao para tal escolha. Somente no Capitulo 4, nos utilizaremos
de técnicas variacionais (minimizacdo de fungbes) para desenvolver
a teoria do métodos de regularizagao de Tikhonov. Tais estratégias
visam imitar o Teorema de Weierstrass, bem conhecido dos cursos de
Célculo. Ainda, a Teoria de regularizagdo de Tikhonov possui uma

interpretagao geométrica bastante sugestiva, a qual, ficara clara du-



rante as notas. Todos esses capitulos trazem uma andlise completa
da teroria de regularizagao para os respectivos métodos ali trata-
dos. Grande parte dos Teoremas, Proposicoes e Lemas sao apresen-
tados com demonstragoes completas. Alguns detalhes sdo deixados ao
leitor, como forma de exercicios. Por este manuscrito se tratar de um
curso de introducao aos problems inversos, algumas demonstragoes
que fogem ao escopo destas notas. Tais demonstracoes sao deixadas
ao leitor como forma de pesquisa. Varios exercicios sao apresentados
ao longo do texto, como forma de motivagao para o leitor. No final de
cada capitulo, procuramos ainda deixar um breve apanhado histérico
do mesmo. Tal apanhado histérico nao é completo, mas nao deixa de

enriquecer o conhecimento do leitor.

No Apéndice A, apresentamos alguns pré-requisitos basicos
de Anélise e Algebra Linear que sao utilizados durante essas notas.
O Apéndice B traz a teoria de regularizagdo usando o conceito de
pseudo-inevrsa de um operador. Consideramos tal apéndice muito
instrutivo, uma vez que trata de conceitos bem conhecidos da Algebra
Linear e Andlise. Ainda, é possivel tratar tais conteidos de uma

forma mais geométrica, o que facilita a compreensao do assunto.

Tendo feito uma motivagao para a teoria por meio de exem-
plos, passaremos a tratar de como resolver tais problemas e estudar
formas de transpor as dificuldades inerentes aos problemas inversos.
Para isso, o Apéndice C trata do conceito geral de regularizacao para
problemas inversos, que € a base para o desenvolvimento dos métodos

de regularizacao nos Capitulos 2, 3 e 4.

Propomos ao leitor duas maneiras diferentes de seguir essas
notas. Um leitor familiarizado com a nogao de regularizacao para
problemas inversos e o aparato matemdatico que permeia tal teoria
pode (e deve) se concentrar nos Capitulos 1, 2, 3 e 4 e nos re-

sultados tedricos e praticos desses capitulos. Como forma de mo-
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tivagao para o estudo, uma leitura preliminar do Capitulo 1 é re-
comendada. Para o leitor que nao esta familiarizado com tais nogoes
sugerimos que comece a leitura destas notas pelo Apendice B e siga
ao Apéndice C. Uma vez adiquirida uma cultura bédsica em proble-
mas inversos contidos nesses dois apéndices, sugerimos que passe a
entender melhor os exemplos e aplicagoes contidas no Capitulo 1 e
depois, siga ao capitulos seguintes, os quais se propoem a desenvolver

a teoria necessaria para atacar os problemas abordados no Capitulo 1.

Essas notas possuem uma intersec¢cao nao vazia com as notas
apresentadas na IV Bienal da Sociedade Brasileira de Matemdtica
realizada em Maringd - PR durante o perfodo de 29/09 a 03/10 de
2008 [7]. No entanto, as notas atuais tratam de problemas e de teorias
nao abordadas anteriormente. Em suma, o tratamento dado aqui é

mais geral que o apresentado na IV Bienal.

Ao idealizar estas notas, procuramos nos manter fiéis a teo-
ria de regularizacao para Problemas Inversos, mas, acima de tudo,
simplificar ao maximo os conceitos envolvidos, de forma a atender os
pré-requisitos de um publico heterogéneo, que contemple Alunos de
Graduagao, Pés-Graduagao, bem como, Professores e demais interes-

sados pelo assunto.

Gostaria de deixar registrado meus sinceros agradecimentos ao
Prof. Antonio Leitao (UFSC) pelas valiosas sugestoes, que enrique-

ceram o assunto abordado nessas notas.
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Capitulo 1

Problemas Inversos:
Introducao por Meio de

Exemplos

Problemas que envolvem a determinacao de uma causa (des-
conhecida) a aprtir de um efeito (dado) medido ou observado, pos-
suem uma vasta quantidade de aplicagoes em varias areas da ciéncia.
Por exemplo, em imagens médicas podemos citar: tomografias [4, 37,
38], eletrocardiologia e ultrassom [34, 35, 42]; em geofisica e ciéncias
ambientais: exploragoes cismicas [27, 42], detecgao de depédsito de
petréleo, sedimentos e outras riquezas, monitoramento de poluentes
no subsolo [8, 9, 52], em engenharia: testes nao-destrutivos em com-
ponentes (semi-condutores em nanotecnologia) [1, 3, 8, 23, 49]. Nessa
lista podem ser incorporadas ainda aplicagdes a fisica [30, 40], quimica
[8, 15, 49], biologia [24, 52], finangas quantitativas [23], etc. Além

da relevancia das aplicagoes, a formulagao e solucao de tais proble-
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10 1. INTRODUGAO POR MEIO DE EXEMPLOS

mas envolvem o conhecimento de varios campos da matematica, de
ciéncias aplicadas e o envolvimento de profissionais dessas areas.

A esse novo campo de estudos na area da matematica aplicada
denominamos Problemas Inversos. Dada a interdisciplinariedade e
relevancia das aplicacoes, problemas inversos tem atraido uma quan-
tidade grande de pesquisadores com interesse por tais problemas.

Associado ao estudo e solugao de problemas inversos estao fa-
tores relevantes no desenvolvimento da sociedade. Por exemplo, prob-

lemas inversos em imagens médicas influenciam em

e fatores sociais: técnicas de deteccao de tumores implicam em

prolongar a vida das pessoas.

e fatores econdmicos: detecgao de tumores implica em trata-
mentos mais eficazes contra o cancer, diminuindo os custos dos
mesmos. Ainda, prolonga a vida ativa das pessoas que, conse-

quentemente, geram mais riquezas.

e desenvolvimento tecnolégico: desenvolvimento de novos mé-
todos e aparelhos de tomografia para a obtencao de imagens

médicas mais precisas.

Desde o inicio, o leitor deve estar se perguntando: o que sao os

kM in_

tais ” Problemas Inversos”? Ou ainda, a pergunta pode ser:
versos” do qué? Para J.B. Keller [26], dois problemas sao o inverso
um do outro, se a formulagao de um envolve o conhecimento (mesmo
que parcial) do outro, este tltimo, conhecido como o ? Problema Di-
reto”. Assim, a grosso modo, problemas inversos estao relacionados
com a determinacdo de causas, através da observacao (ou medida)
de efeitos.

Do ponto de vista de aplicacoes, existem pelo menos duas mo-

tivagoes distintas para estudar ”Problemas Inversos”. A primeira é
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movida pela curiosidade humana de conhecer estados fisicos passa-
dos, ou parametros em um sistema fisico que descreve certos mode-
los. Exemplos atuais sao: estudos de mudancas climaticas drasticas
a milhoes de anos, através de medidas observaveis hoje nas camadas
glaciais das calotas polares. A segunda é predizer os fenomenos fu-
turos, influenciados pelos estados atuais ou por parametros de um
sistema fisico. Ambas motivagoes sao modeladas por equagoes mate-
méticas [22, 23, 49].

Sintetizando as ideias acima, podemos assumir que o fenémeno
fisico, biolégico, etc, a ser estudado é modelado por um processo que

envolve trés quantidades principais do modelo:

input z , sistema de parametros A(p) , output y

input « sistema de parametros

output y
_
A@p)

O problema direto. Dados o input (causa) e o sistema de
parametros, determinar o output do modelo (efeito).

O problema inverso. Esse pode aparecer de duas formas.

1. O problema de reconstrucao: Dado o sistema de parametros
e observado o output (efeito), encontrar que input (causa)

corresponde ao output.

2. O problema de identificagio: Dados input (causa) e output
(efeito), determinar o sistema de parametros que relaciona o

input ao output.

De um modo geral, representamos um problema inverso por

equagoes do tipo

A(p)r =y, (1.1)
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para um dado efeito y; uma causa a ser determinada = (que pertence
a um conjunto de parametros admissiveis p € U) e A(p) representa o
modelo que associa a causa ao determinado efeito.

Em termos praticos, os dados y sao obtidos por medicoes e
assim, dificilmente, sao obtidos de forma exata, dada a natureza da
obtengao desses dados (medidas). Portanto, costumamos denotar as
medicoes obtidas por y?, das quais assumimos conhecer o nivel de

ruidos ¢, satisfazendo
ly =4’ < 6. (1.2)

Numa formula¢ao matemética, A(p) é um operador (por exem-
plo, uma matriz) definido entre espagos vetoriais que, para nossos
objetivos, consideraremos espacos de Hilbert H; e Hsy, com respec-
tivos produtos internos. Veja o Apéndice A para uma definicao pre-
cisa de espagos de Hilbert. Em uma boa quantidade de aplicagoes,
o operador A(p) é linear e a teoria ji é amplamente desenvolvida
[2, 8, 14, 27]. Para o caso linear, denotaremos o operador por A.
Uma grande quantidade de problemas de interesse envolvem um ope-
rador A(p) que é nao-linear [3, 8, 17, 25]. No caso do operdor A(p)
ser nao-linear, costumamos denotar A(p) := A(-). Para tais casos, a
teoria é bem mais complicada, mas, mesmo assim, nas tltimas duas
décadas avancou muito. Trataremos da teoria para ambas as classes
de problemas inversos nos Capitulos 2, 3 e 4.

Na formulagao matematica dos problemas podemos caracteri-
zar:

O problema direto: Dado x € Hy e p € U, encontrar
y:=A(p)x. (1.3)

O problema inverso: Esse aparece, pelo menos de duas for-
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mas:

1. O problema de reconstucao: Observado y € Hy e conhecido o

sistema de parametros A(p) para p € U, encontrar

x€Hy talque Alp)z=y. (1.4)

2. O problema de identifica¢ao: Dados x € Hy ey € Ha, encontrar

peU talque Alp)z=y. (1.5)

Uma caracteristica que diferencia um problema direto de
um problema inverso é que o segundo, em geral, é mal-posto no
sentido de Hadamard [19]. Um problema é dito bem posto no sentido
de Hadamard se satisfaz as condicoes de existéncia, unicidade e de-
pendéncia continua dos dados iniciais. Caso um dos requisitos acima
nao seja satisfeito, o problema é dito mal-posto.

Como veremos abaixo, os efeitos da ma-colocagao ou mal-
condicionamento de um problema estao atrelados aos problemas in-
versos em qualquer dimensao, lineares ou nao.

Problemas inversos em dimensao finita aparecem naturalmente
na solugao de sistemas de equacgoes [20]. Do ponto de vista com-
putacional [20, 51], sempre estamos tratando de problemas inversos
em dimensao finita, assim, faz-se jus estudé-los com o devido inte-
resse. Neste caso, os problemas de mal-condicionamento estao inti-
mamente ligados aos autovalores da matriz que representa o sistema
[12, 36, 48]. Se os autovalores sdo muito préximos de zero, ou os
dados nao pertencem ao espago solucao do problema, podemos en-
frentar sérias complicagbes numéricas [12, 36, 48]. Veja também o
Apendice B.

Em termos praticos, esse sempre é o caso, pois, nao somos ca-
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pazes de representar estruturas nao discretas em um programa de
simulacao computacional, muito embora, a verdadeira solucao do
problema, em geral, pertenca a espacos de dimensao infinita.

Exemplos importantes de problemas inversos lineares sao da-
dos por equacoes integrais de primeira espécie ou por algumas trans-
formadas integrais [4, 14, 20, 37, 42, 47]. Apresentaremos o problema
da tomografia por raio-X na Se¢ao 1.2 como um problema inverso
formulado por uma equagao integral.

Problemas inversos de identificacao de parametros em equagoes
diferencias parciais sao, em geral, nao-lineares, mesmo que o pro-
blema direto seja linear [8, 25, 23]. Nestas notas, apresentaremos o
problema da Tomografia Elétrica por Impedancia - (EIT) como um
exemplo de problema inverso nao-lineares. Veja a Subsecao 1.3.

Nas préximas segoes, discutiremos alguns exemplos de proble-
mas inversos. Esses exemplos tem o intuito de revelar as dificuldades
tedricas e praticas na tentativa de solucionar tais problemas e, assim,
motivar o estudo dos métodos de solugao regularizadas nos préximos
capitulos. Esperamos que o leitor possa acompanhar os raciocinios
com conhecimentos bésicos de Andlise (Espagos Métricos) [31, 32, 33]
e Algebra Linear [12, 36, 48] e generalizagoes simples desse conceitos

para espacos vetoriais de dimensao infinita.

1.1 O Problema Inverso da Diferenciagao

Dada a natureza suavizante do operador de integracao, cos-
tumamos considerar a diferenciacdo como sendo o problema inverso
da integragao. Esta afirmativa pode ser comprovada nos exercicios

abaixo.

Exercicio 1.1. Seja f : [a,b] — R uma func¢do continua. Mostre
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que a fun¢ao

@) = [ (0
é uma fungdo diferencidvel para todo x €la, b].

Exercicio 1.2. Dé um exemplo de uma funcio f : [a,b] — R
continua que nao tenha derivada em algum ponto de [a,b]. Construa
uma fungao continua que nao possua deriwvadas em nenhum ponto de

[a,b].

Nesta secao, apresentaremos dois exemplos que deixam claro

a afirmagao acima.

1.1.1 Reconstrugao de uma Forca Desconhecida

Considere um sistema mecéanico com uma dinamica de forcas
atuantes, cujas medidas nao possam ser realizadas diretamente. As-
sim, tais medidas sao dadas pela instabilidade de algum tipo de di-
namometro e portanto, sujeitas a erros.

Um modelo simplificado, onde um tnico grau de liberdade no
sistema mecéanico é considerado, pode ser descrito pela equagao dife-
rencial ordinaria

my+ky=x(t), t>0, (1.6)

onde, m é a massa do sistema, k é a constante de rigidez, " indica
segunda derivada, y é a funcao que descreve o deslocamento e x é a
funcao descrevendo as forcas atuando no sistema.

O problema direto associado é: dado a dinamica de forcas

atuantes x(t), encontrar y solucao da EDO (1.6).

Exercicio 1.3. Determine a solu¢ao da EDO (1.6), no caso do sis-

tema de for¢as z(t) = 0.
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O problema inverso associado é: encontrar a dinamica de
forcas x, a partir de medidas das vibragoes respostas do sistema, que
sao obtidas por medicoes e, portanto, sujeitas a erros.

Caso y seja conhecido exatamente, recuperamos x facilmente,
bastando para tal, substituir y na EDO (1.6).

Mas, no caso em que y é contaminado por uma funcao de ruidos
n, isto é, s6 temos informacdes sobre y° = y 47, nao podemos substi-
tuir y° diretamente na EDO (1.6), pois, ndo sabemos se a funcio 1
é duas vezes diferencidvel. Ainda que 71 seja duas vezes diferencidvel,
mi) pode ser altamente oscilatéria. Esta oscilagao leva a solucoes
muito ruins.

Por exemplo, tome m = k = 1 e y(t) = exp(—t) como sendo
a solucao da EDO (1.6), (solugdo para o sistema de forgas atuantes

z(t) = 0). Suponha que conhecemos somente o dado perturbado
YO (t) := exp(—t) + asin(wt), t>0.
Substituindo %° na EDO (1.6), obtemos como resposta
2% (t) == a(l — w?)sin(wt), t>0.

Note que a funcio z°(t) estd muito longe da solucio para dados sem

ruidos, se w é muito grande.

Exercicio 1.4. Calcule o erro cometido na solu¢ao do problema
acima como uma funcdo de w. Compare com o erro nos dados. O
que podemos concluir (em fungdo de w)? Use a norma no espago das

fungoes continuas, isto €, a norma do supremo || - ||oo-

Exercicio 1.5. (O conjunto das fungoes quadrado integrdveis em
[a,b]) Denote por Cla,b] o conjunto das fungoes continuas no inter-

valo [a,b] (e assim, uniformemente continuas (prove!)). Considere a
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sequinte fungao:

II-ll2 : Cla,b] x Cla,b] — R

1
b 2

(@, y) — [le(t) —y(®)ll2 = (/ (x(t) — y(b‘))2dt>

i) Mostre que || - ||2 € uma norma em Cla, b).
ii) Mostre que Cla,b] nao é completo com a norma || - ||2.

Definimos por L?[a, b] o completamento de C[a,b] com relagdo a norma

[ - ll2. Tal completamento sempre existe. Veja [33, 32, 31].

1- Usando os resultados do exercicio acima, faca a compara¢do

com o erro nos dados e na solug¢do usando a norma de L>.
2- O que podemos concluir (em func¢ao de w)?

3- Euziste diferenca em medir erros com a norma || - ||lec € || - ||27

1.1.2 Diferenciacao Numérica

Sejam, y : [0,1] — R e y° : [0,1] — R fungdes continuas com

y‘s contaminada por ruidos de forma que
ly(t) =5’ (t)]loo <6, Vtel0,1].

Gostariamos de reconstruir a derivada z = 3’ de y. Uma das
estratégias (pelo menos do ponto de vista numérico) é considerar
aproximagoes por diferengas simétricas, i.e., para qualquer 7 € (0, 1)

tomar s 5
yo(r+h) —y’(r—h)
2h '

oM (1) ==
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Um simples argumento com a desigualdade triangular fornece

[29(7) — (D < || ATHVEZN i)

y‘;—y)(7+h)—(y5—y(7—h))H
oh oo

o0

||
Suponha que tenhamos o limitante
2/ ()] < E, Vte[0,1].

Substituindo o limitante na desigualdade acima, obtemos a estimativa
de erro

Ie%(7) — a(r)loe < RE+ 5. (1.7

A equagao (1.7) é tipica em problemas inversos e reaparecers
em nossas notas. O que é importante, por agora, é entender o que a
equagao (1.7) quer nos ensina. A estimativa (1.7) significa que temos
dois termos nessa estimativa de erro: um devido a aproximacao da
aplicagao inversa e o outro devido ao erro de medida. Observe que,
quanto mais refinarmos a aproximacao (quanto mais préximo de zero
tomarmos h) mais precisamente estamos calculando a derivada y'.
Por outro lado, como os dados estao corrompidos por erros, (1.7) nos
ensina que, se h for tomado muito pequeno, entao z%" pode estar

longe da solucao verdadeira.

O melhor que podemos fazer é escolher h de forma a balancear

o lado direito de (1.7). Ou seja, tomar

N
[N

h(d) == B~%5
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A Limitante do
EITO

Y

Figura 1.1: Estimativa de erro.

1.2 A Tomografia por Raio-X: Transfor-

mada de Radon

Entre os problemas que tém chamado a atengao da comu-
nidade cientifica estdao alguns problemas em Tomografial [37, 38, 42].
As aplicagbes percorrem os campos de ciéncias médicas, que tém
aplicagoes em deteccao de tumores (tomografias por raio-X, EIT,
etc)[10, 35, 34], ciéncias ambientais com a detec¢ao de depdsitos de
sedimentos como, por exemplo, prospecgao de petréleo (tomografias
acusticas) [10, 34, 35, 37, 38, 42]. Estes problemas, em geral, consis-
tem em recuperar a forma e a localizac@o de um objeto imerso (ou
de sua densidade) em uma regido do plano R™ a partir de medidas
(parciais) sobre a fronteira da regiao. Essas medidas, na maioria dos
casos, sao adquiridas por um ntimero reduzido de experimentos [18].
Assim, uma caracterisica comum a esses tipos de problema é a falta

de informagoes nos dados ou entao, uma quantidade de ruidos muito

I Existem vérias formas de Tomografias. Nessas notas, daremos énfase especial
a Tomografia por Raio-X e tomografia de impedéncia elétrica (EIT).
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grande nesses dados. Problemas como os citados acima persistem
como area de intensa pesquisa em problemas inversos, dada a grande
utilidade comercial e de aplicacoes destas técnicas, bem como, sua
complexidade matematica.

A principio, formularemos o problema para a tomografia por
raio-X. Mais adiante, abordaremos o problema da tomografia de im-

pedancia elétrica (EIT).

1.2.1 Tomografia Computadorizada: Caso Con-

tinuo

Os exames radioldgicos, também conhecidos como tomografias
por raio-X, utilizam feixes de raios-X que sao disparados por uma
méquina e sao transmitido através do paciente. Estes feixes impres-
sionam um filme radioldgico, o qual, uma vez revelado, proporciona
uma imagem que permite distinguir estruturas e tecidos com pro-
priedades de absorcao diferenciadas. Durante o exame radiogréfico,
os raios-X interagem com os tecidos através de efeitos fotoelétrico e
radioativos. Dada as propriedades radioativas dos feixes de raio-X,
a iteracgao prolongada ou em grande quantidade destes feixes com os
tecidos do corpo humano produzem efeitos nocivos a satude, em par-
ticular, em tecidos j& debilitados por agoes infecciosas (cancer). Por
isso, as novas tecnologias em exames radiologicos procuram alternati-
vas mais eficazes e menos prejudiciais ao ser humano, como forma de
diagndsticos de tumores. Mas, o raio-X possibilitou o surgimento de
exames como a tomografia axial computadorizada que, com ajuda do
computador, é capaz de fornecer imagens em véarios planos, de forma
rapida e razoavelmente precisa, utilizando quantidades minimas de
radiacao, a qual é mais eficiente e menos nociva que o raio-X tradi-
cional. Existe uma vasta litaratura sobre o assunto e fica impossivel

citar todas. Para os interessados no assunto, recomendamos uma
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pesquisa em [4, 10, 15, 16, 34, 35, 37, 38, 42| e citagoes.

Descricao do Problema:

Seja f uma funcao que descreve a densidade de um meio ) em
uma regiao 2 C R%. Seja L a reta pela qual estd direcionado o feixe
de fotons de raio-X. Chamaremos de I a intensidade da aplicagao
(input) do feixe de fotons de raio-X e por I a intensidade apds atra-

vessar a regiao {2 (output). Veja a Figura 1.2.

inies

L . \ /

Figura 1.2: Raio-X. Figura 1.3: Maquina de raioX

Ao percorrer uma distancia Az ao longo de L, a combinacao
dos efeitos de espalhamento e absorcao, implicam em uma atenuagao
de intensidade AT do feixe de photons de raio-X que passa pelo meio.

Esse fendmeno (considerando-se os efeitos de espalhamento nu-

los) pode ser modelado como

Al _

onde f(z) é chamado de coeficiente de absorgao.
Fazendo Az — 0 em (1.8), temos que

ar

T —f(z)dx. (1.9)
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Integrando (1.9) ao longo da reta L obtemos

I=1 eXp(—/Lf(z)dz), (1.10)

onde L é o comprimento do feixe.
Observagao: A equagao (1.10) nos ensina que a intensidade
de raio-X é atenuada exponencialmente, ao longo de L.

Considere Iy = 1 (normalizado) na equagao (1.10). Para-

Lws)

Figura 1.4: Parametrizacao.

metrizando a reta L(w,s) que é perpendicular a w, e que estd a

uma distancia s da origem, veja Figura 1.4, obtemos

Rf(w,s):/ fdl,  seR, |wll=1. (1.11)
L(w,s)
R [ é chamada de Transformada de Radon bi-dimensional de f. Esta
é uma aplicacdo que leva funcoes de z € R? em fungoes de (w,s) €
S! x R, onde S~ ! denota a esfera unitdria em R™.

O problema inverso associado a tomografia é: Encontrar
uma aproximagao apropriada para a distribuicao de densidade f
através da medida dos outputs de varias secoes transversais em dife-

rentes angulos da regiao €. Assim, a solucao do problema inverso de
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reconstruir a densidade f, consiste em inverter o operador R (em um
espago de fungbes adequado).

A pergunta é exatamente a mesma feita por Johann Radon em
seu famoso trabalho de 1917 [41]. E possivel determinar o coeficiente
de absor¢ao f a partir de sua integral de linha (1.11) ao longo da reta
L?

Observagao: O problema inverso associado a tomografia
computadorizada é um problema inverso de identificacao.

A aplicagao desta idéia em deteccao de tumores é imediata.
Suponha que um médico deseja obter informagoes sobre a presenca
de anomalias em diferentes tecidos do corpo humano. A presenca de
tais anomalias implicam em diferengas nos coeficientes de absorcao
dos tecidos. Assim, determinar o coeficiente de absorcgao f, significa
determinar a presencga de anomalias ou nao.

A tentativa de responder a pergunta feita por Radon, nos leva

a varias outras perguntas.
1. R é injetiva?
2. Qual é a imagem de R?
3. E possivel encontrar uma féormula para a inversa de R?

4. Se Rf(w,s) = 0 para |s| > p e para todo w € St, é verdade que
f(z,y) =0 para todo = € R? com |z| > p.

Exercicio 1.6. Verifique que a reciproca da questdo (4) é verdadeira.

Do ponto de vista prético, é impossivel obter medidas sobre
todas as retas que passam por ). Deste fato, surge uma outra per-
gunta, a qual, talvez, seja a mais dificil. Quantas medidas sao
necessarias para obtermos uma boa aproximacao? Esse ponto

néo serd abordado nessas notas. Para mais detalhes consulte [18]. Na
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préxima segao, apresentaremos uma abordagem discreta da Tomo-

grafia Computadorizada onde aparecerd, naturalmente, tal questao.

Agora, abordaremos as questoes (1) - (4) do ponto de vista
matematico. Os resultados que apresentaremos podem ser encontra-
dos em [44] e referéncia. Para isso faremos uso da Transformada de
Fourier. Para os que nao tenham tido contato com essa importante
ferramenta matematica, aqui estd uma étima oportunidade para co-
nhecer. Recomendamos uma breve olhada no Apéndice A dessas

notas e referéncias.

O conjunto
L(w,s) ={z e R" : (z,w) = s} (1.12)

é um hiperplano a uma distancia |s| da origem com vetor normal
w € S"~1. Veja Figura 1.4.

Dada f € S(R"™), considere a integral de superficie da fungao
f ao longo do hiperplano L(w, s), isto é:

Rf(w,s) = / fds. (1.13)

L(w,s)

Exercicio 1.7. Mostre que a integral de superficie (1.13) é conver-
gente para f € S(R™).

Exercicio 1.8. Mostre que
Rf(w,s) =Rf(—w,—s). (1.14)
Note que, dado k € N

k = T, w k X S. .
/R SRS (w, 5)ds = / / () rasd (1.15)
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Quando calculamos ({z,w))*, obtemos um polinémio homogéneo de
grau k em w, com coeficientes que também sao polindomios homogéneos
de grau k na varidvel z. J4, o resultado da integral (1.15) é um

polinomio de grau k em w.

Com isso obtemos que: F'(w, s) estd na imagem de R se satis-

fizer:

F(w,s) = F(—w,—s) (1.16)

/RskF(w, s)ds = Py(w) (1.17)

¢ um polinémio homogéneo de grau k em w.

Exercicio 1.9. Demonstre que
Rf(w,s) :/ / f(sw+ tO)t"2dtde
wt JO

onde wt = {0 €S"! . (w,0) =0}.

Exercicio 1.10. Uma funcao [ : R™ — R € dita uma func¢ao radial,
se existir uma funcdo g : R — R tal que f(z) = g(||z||),Vz € R™.

Mostre que, se f € radial entdo

Rf(w,s) = /Rnil 9(V's* + y?)dy

n—1)/2

— 2”(7 /OO g(V/ 82 +12)t"2dt. (1.18)
) Jo

I((n—1)/2

Lema 1.2.1. Seja f € S(R™). Entdo a transformada de Fourier de
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Rf(w,s) com relagio a f satisfaz
7/37(10,)\) = / Rf(w,s)e”™ds = f(Qw). (1.19)
i

Demonstracgao : Seja k € N. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
(51 = (w0, $)[* < [afF. Assim,

|ﬁmﬂmﬂs/

L(w,s)

|@JWV@WS§/

L(w,s

)|x|k|f(a:)|dS < 0.

Com isso a integral (1.19) converge (justifique). Pelo Toerema de
Fubini [33],

/RRf(w,s)e_i’\sds = /Re_i)‘s </L(w,s) f(ac)dS) ds
_ /R ( /L . =) f(:c)dS) ds

= [ e fade = fow)
RN

|
Exercicio 1.11. Mostre que R € uma aplicacao linear.

Lema 1.2.2. Seja f € S(R™). FEntao Rf(w,s) = 0 se e sd se
f(w,s) =0.

Demonstracao : Como a Transformada de Fourier é um isomor-
fismo, temos que Rf(w,s) = 0 se e 86 se 7/37(11), s) = 0. Por (1.19) se
e s6 se f(Aw) = 0. Novamente pelo isomorfismo da Transformada de

Fourier, se e sé se f = 0. |
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Exercicio 1.12. Seja

P:S" ! x (0,00) — R™

(w, s) — Sw = .

i) Mostre que P é um isomorfismo e P~ (z) = (x/||z, ||x]|) € a

inversa de P.

i) Demonstre que se f € C®(R") entio fo P € C®(S"! x
[0,00)).

iii) Seja F € C®°(S""1xR). Mostre que FoP~' = F(z/||z,||z]) €
C=(R" - {0}).

w) Seja F € C>®(S"~! x R). Demonstre que f = Fo P71 €
C>(R™). Ainda:

8k

@F(wvs)‘

oo = Dr(w),

€ um polinomio homogéneo de grau k, para todo k € N.

Defina o conjunto
S(S"IxR) = {F € C®(S"'xR) : |s|* | Zr e - e F(w, 5)| <

95T dwy T T Buy
C(k,l,my,--- ,my)}. Temos:

Teorema 1.2.3. A transformada de Radon € uma aplicacao bijetora

R : S(R") — M := {S(S"! x R) : F satisfaz (1.16) e (1.17)}
(1.20)

Demonstragao : A injetividade foi provada no Lema 1.2.2. Seja
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F(w,s) € M. Como
_ ok
/ s*F(w,s)ds = sk F(w,0) = ik—kF(w, 0)
R 0s

é, por hipétese, um polinomio homogéneo de grau k. Fazendo & = \w,
pelo exercicio 1.12, f(&) = F(¢/||€], ||€])) € C*®°(R™). Como F € M,
obtemos que f € S(R™). De (1.19) deduzimos que F = RF!f.
|

Como a Transformada de Radon é uma bijecao, cabe a per-
gunta: Serd que é possivel encontrar uma forma analitica para R ™7
A idéia é utilizar a relacao entre a Transformada de Radon e a Trans-

formada de Fourier encontrada em (1.19).

Exercicio 1.13. Mostre que:

— 1 on1
—1/yn—1
Para encontrarmos uma expressao analitica para R~! temos
que considerar o caso n par e n impar. A demonstragao de cada caso

difere muito (veja [44]).

Teorema 1.2.4. Seja n > 1 impar. Entdo

anfl

f@ =2 [ TR waas (21)
S§n—1 85” 1

Demonstracao : Usando a Transformada de Fourier inversa em

coordenadas polares e o fato de n — 1 ser par temos que

(21)n / / @A) FOw) AP TLANDS,,
™ sn—1.J0
1

> iz, Aw) £ n=17\dS
S5 /SH [me FOWIA™1dAdS,,

fz) =
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Usando (1.19) e o exercicio 1.13 concluimos a demonstragao. [ |

A formula (1.21) possui propriedades interessantes que devem
ser destacadas. Para obtermos f(xg), é necessario que se conhecga
os valores de Rf(w,s) para s = (w,zp). Ou seja, ndo precisamos
conhecer as integrais de f ao longo de todos os planos L(w, s). Basta
obtermos informgoes sobre os que distam (w, xo) da origem.

Note que a demosntragao do Teorema 1.2.4 nao é verdadeiro
para o caso de n ser par. Neste caso, é preciso introduzir a transfor-
mada de Hilbert

Definigao 1.2.5 (Transformada de Hilbert). Seja f € S(R™). Entdo
Hf(s) = FH(—i- sign(N) f(N)) (1.22)

Teorema 1.2.6. Seja n > 1 par. Entdao

f(x) =27"(in)™" /SH (;:T_llmzf) (w, (z,w))dS .  (1.23)

Demonstragao : Veja [44]. |

A idéia do que segue é obter uma férmula para R~ para no
caso especial n = 2. Para tal, segue um resultado importante que
relaciona o suporte da Transformada de Radon com o suporte da

funcao f.
Teorema 1.2.7. Seja f € C°(R™) tal que f(x) — 0 mais rapida-

mente que qualquer polinomio. Se Rf(w,s) = 0 para |s| > p entao
F(2) = 0 para 2] > p.

Demonstragao : Veja [44]. |

Para nosso entendimento mais profundo, considere {2 como um
circulo de raio p. Ainda supomos que f é axial-simétrica com respeito
a origem. Assim, toda a informagdo que necessitamos saber estd na
diregao wy = (0, £1).
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Deste modo, podemos assumir que
f(w,s):f(s), 0<s<p ”sz1'

Exercicio 1.14. Suponha as hipdteses do Teorema 1.2.7 satisfeitas
e0 < s < p. Use (1.18) para mostar que Rf(wo,s) satisfaz uma

equacao integral de Abel de primeira espécie

Rf(wo,s)zs/prf(r)/(\/r2—s2)dr. (1.24)

S

Teorema 1.2.8. Suponha que Rf(wp,p) =0. Entdo

f(s)=—n"1 /p dfds(Rf(wo,9) (1.25)

s2 — 2

Demonstragao : A demonstracao fica como exercicio. Qualquer
duvida consulte [44]. [

O que podemos aprender de (1.21) e de (1.25) é que, ambas as
férmulas envolvem derivadas de Rf. Pelo que vimos na Segao 1.1,

isto é uma indicacao de um problema mal-posto.

Claro que, por exemplo, na equagao (1.25), depois de derivar-
mos, fazemos uma operacao suavizante novamente, a saber, inte-
gramos. Por outro lado, o kernel? em (1.25) é singular e portanto,
nao anula totalmente a instabilidade introduzida pela diferenciacao.
Assim, métodos mais adequados que a invertibilidade direta da trans-
formada de Radon devem ser considerados. Desenvolveremos alguns
desses métodos nos Capitulos 2, 3 e 4. Um tratamento completo pode

ser encontrado em [37, 38].

2 Aqui, kernel é diferente do conceito de nicleo de uma operacéo linear.
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1.2.2 Tomografia Computadorizada: Caso Discreto

Nesta se¢ao faremos uma breve discussao do aspecto pratico da
Tomografia Computadorizada e da Transformada de Radon. Como
comentado anteriormente, do ponto de vista pratico, é impossivel
obter a integral de linha de f (veja (1.11)) em todas as diregoes. Na
verdade, o conjunto de informagoes obtidas num processo de Tomo-
grafia sao valores da Transformada de Radon medidos em M detec-
tores, que denotaremos por {p1,--- ,pan}, distribuidos em torno do
objeto de interesse. Veja Figura3 1.6.

As limitacoes fisicas do processo de medicao implicam em uma
discretizagao da imagem tomografica, isto é, o tamanho e o nimero N
de pixels dentro do campo de visao, que devem ser reconstruidos, con-
siste de um vetor de varidveis desconhecidas f;, com j = {1,---, N}.
Os f; s@o os coeficientes de atenuacdo. A figura 1.5 mostra, esque-

maticamente, uma imagem tomografica a ser reconstituida.

— 5 8
— A 7
5
13 2
Figura 1.5: Tomografia discreta. Figura 1.6: Feixe de raio-X.

Fisicamente, cada feixe de raio-X possui uma espessura. Quan-

do o feixe de raio-X passa pela regiao imageada, temos que levar em

3As Figuras 1.5 e 1.6 foram retiradas de [5].
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conta quanto do pixel a ser reconstruido é afetado pelo feixe. Para
este propésito, sao introduzidos pesos, que refletem a relagao entre
a area ilumindada pelo feixe de raio-X com relacao a area total do
pixel. A Figura 1.6 ilustra a situagao.

Para um feixe de espessura A&, o peso a;; € determinado pela

relacao
area ilimindada do pixel j pelo raio i
CLl'j = P’ B . (126)
area total do pixel j
Assim, para um conjunto de f; com j = {1,---, N} densidades a
serem determinadas e dado um conjunto de ¢« = {1,---, M} raios-X

medidos, com intensidade p;, podemos descrever o processo de tomo-

grafia como um sistema de M equacgoes lineares com N coeficientes

N
S aifi=p  i={l,---,M}. (1.27)
j=1

Escrevendo na forma matricial, temos:
Af =p, (1.28)

onde A = (a;;)mxn pode ser considerado como a caixa preta da
méaquina de tomografia.

Fazendo uma comparagao direta entre (1.11) e (1.28) obtemos:

A f = P

{ I = {

R f(w,s) = [ rdl
L(w,s)

Algumas das dificuldades de reconstrugao no modelo discreto sao:

e O sistema (1.28) possui uma solugdo exata, somente sobre con-
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digoes ideais. Para dados reais, a presenca de ruidos nas medigoes
das intensidades p; implica em obtermos apenas solugoes aproxi-
madas do sistema (1.28), mesmo no caso em que M = N. No
caso em que M > N, isto é, que temos mais informagcao (me-
didas p;) que o numero de densidades a serem determinadas f;
(sistemas sobredeterminados), possivelmente, obtemos recons-

trugoes melhores para a densidade de cada pixel da imagem.

e Tipicamente, a matriz A é singular, em geral, é nao-quadrada.

Isto indica que o problema ¢é mal-posto.

e A matriz A nao possui uma estrutura simples. Assim, mesmo
que A seja nao-singular, é dificil determinar uma maneira de
resolver o sistema (1.28) de forma eficaz e com pouco custo

computacional.

e Nos problemas praticos, a dimensao de A é muito grande, as-
sim, métodos diretos de inversao sao inapropriados, pois sao

computacionalmente muito intensos e custosos.

Exercicio 1.15. Com base na Figura 1.5 determine a matriz A as-
socidada. Para o vetor de intensidades p, determine uma solugao f

para o sistema (1.28).

Exercicio 1.16. Com base no exercicio acima, compare a solucao
f=(f1,f2, f3, f1) e a Figura 1.5. O que vocé tem a dizer?

Daremos mais detalhes de solugao para problemas relacionados

com tomografia discreta nos Capitulos 2, 3 e 4.
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1.3 Tomografia Elétrica por Impedancia
- EIT

Por fim, introduzimos o problema da Tomografia Elétrica de
Impedancia - Eletrical Impedance Tomography - EIT. Esse é um pro-
blema especifico da classe de problemas chamados de problemas de
condutividade inversa [1, 23]. Tais problemas possuem intmeras
aplicagoes em &areas das mais diversas. Em ciéncias médicas, com
aplicagoes em detecgao de tumores [4, 46], monitoramento de apnéias.
Em geofisica e ciéncias ambientais, com a localizacao de depdsitos
de minerais, monitoramento de campos de fluidos. Na engenharia,
com a detecgao de corrosdes em estruturas, perfis de dopagem em
nano-condutores, etc. As vantagens sobre outros métodos, como to-
mografia por raio-X, por exemplo, é que a aplicacao de correntes
elétricas nao causam efeitos colaterais, além de diminuir os custos de
testes destrutivos [4, 23, 46].

A tomografia elétrica por impedancia - EIT é um método de
reconstruir propriedades da condutividade elétrica de algum objeto
condutor, sabendo-se o valor de algumas medidas elétricas tomadas
sobre a fronteira desse objeto. Do ponto de vista de aplicagoes, ob-
jetos diferentes imersos em uma regido 2 C RY, possuem condu-
tividades elétricas diferentes (tecidos afetados por tumores sao, em
geral, mais densos que tecidos normais do corpo humano), e assim,

absorvem mais corrente que outras partes.

Fisicamente, este modelo é descrito pelo sistema de equacoes

de Maxwell para ondas eltromagnéticas de frequencia w, dadas por

— . —
rot —iwpuH
—

E =
N
rotH = (o +iwe)E | (1.29)
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onde E,ﬁ sao campos de vetores elétrico e magnético, o,e e pu
sao a condutividade, a permissibilidade elétrica e a premissibilidade
magnética do meio, respectivamente.

No corpo humano, a permissibilidade magnética p é muito pe-

quena e pode ser considerada nula. Assim, obtemos de (1.29) que
—
rotE =0 em Q. (1.30)

Exercicio 1.17. Assuma que £ € uma regidgo simplesmente conexa.
Prove que, se um campo de vetores E’) satisfaz (1.30), entdo existe
uma fun¢ao u tal que Vu = E.

A func¢do u como no exercicio é chamada de funcdo poten-

cial.

Exercicio 1.18. Prove que V - (TOtﬁ) =0, para qualquer que seja o

N
campo vetorial H suficientemente diferencidvel.

Usando os exercicios 1.17 e 1.18 substituidos na equagao (1.29),

temos que a condutividade satisfaz o problema de Dirichlet

V.((c +iwe)Vu) =0, em Q (1.31)
u=f, mna 09,

onde a condi¢do de bordo u = f na 0 significa que o potencial u é
descrito pela funcao f (que é conhecida) no bordo de €.

O problema direto consiste em: dado 2 um dominio limi-
tado em RY, que possui materiais com condutividade elétrica a(x) =
(o(x) + iwe(x)) tal que a(z) > wo > 0, com fronteira N € C! por
partes, solucionar o problema de Dirichlet, i.e., encontrar a solugao
do problema (1.31).

Para o problema direto temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.3.1. Ezxiste uma tnica funcio u € H*(Q) solugio do

problema (1.31), para a(xz) > ¢ > 0 suficientemente suave.

Demonstra¢do : A demosntracdo usa técnicas de equagoes diferen-
ciais parciais. Em especial de um teorema conhecido como Teorema
de Lax-Milgram. Para detalhes nesta drea veja [11]. |
Assumindo que a = ¢ + iwe é constante nas proximidades da
O e que f é suave (e assim, u solugdo de (1.31) também é suave

[23]), entao os dados de Neumann
a— =h, na 09, (1.32)

estao bem definidos.

O problema inverso é: reconstituir a condutividade elétrica
a(x), usando o conjunto de valores da corrente elétrica h (dados de
Neumann) aplicada a fronteira de €2 e os correspondentes valores do
potencial elétrico u(x), na 9 (dados de Dirichlet u|sq = f medidos).

Em muitos problemas importantes € pode ser considerado nulo
e assim, o problema se reduz a determinar o coeficiente real a = o.
Por isso, tal problema recebe o nome de problema da condutividade
inversa.

Uma observagao importante, do ponto de vista pratico e tam-
bém matematico da aplicabilidade do processo de EIT é que, teci-
dos diferentes do corpo humano possuem condutividade diferente e,
em geral, constantes. Por exemplo, a condutividade de musculos,
pulmoes, ossos e sangue sao respectivamente, 8.0, 1.0, 0.06 e 6.7.
Assim, o processo de determinar a conditividade de uma regiao é
equivalente a determinar a forma desta regiao. Matematicamente,
isto pode ser descrito como, determinar a funcao caracteristica do
conjunto que representa esta regiao.

O operador que aplica dados de Dirichlet e retorna dados de
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Neumann ¢ dito de operador Dirichlet-to-Neumann (DpN) e serd de-

notado por A,. Isto é:

Ay tHZ(0Q) — H™2(09)

f o Ao(f) = (aS2) = . (1.33)

O operador que aplica dados de Neumann e retorna dados de
Dirichlet é dito Neumann-to-Dirichlet (NpD).

Exercicio 1.19. Use o Terema 1.3.1 para mostrar que o operador
(DpN) como em (1.33) estd bem definido, € linear e limitado.
Observacao: Este exercicio exige o conhecimento do Teo-

rema do Trago. Veja [11].

Na prética, é impossivel medir os dados sobre toda a fronteira
de Q. Assim, o problema de reconstrucao deve ser encarado com
o conhecimento de uma quantidade limitada de dados, obtida por
medidas sob a fronteira de Q. A Figura® 1.7 mostra um exemplo real
de tomografia por EIT.

Antes de seguirmos, vamos responder a duas questoes:

1. Quantos dados necessitamos conhecer, i.e., se o parametro a em
(1.31) é unicamente determinado pelo conhecimento de alguns pares
de dados (f, Aw(f) = h) sobre a fronteira ou pelo operador (NpD)?
2. O problema inverso é mal posto no sentido de Hadamard?

As respostas desta perguntas possuem resultados interessantes
tanto do ponto de vista matemaético, como do ponto de vista de
aplicagoes. O primeiro trabalho nessa area deve-se a Alberto Calderén
publicado em 1980 no jornal Sociedade Brasileira de Matematica sob
o titulo On an inverse boundary value problem [6]. Este trabalho mo-

tivou o desenvolvimento desta area especifica dos problemas inversos.

4Figuras retiradas de Wikipedia
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Figura 1.7: Eletrodos.

Front

Figura 1.8: Dados obtidos pela EIT

Os resultados de identificabilidade e estabilidade que apre-
sentaremos podem ser encontrados em [23, 45, 50]. Existem resul-
tados mais modernos e que generalizam os que apresentaremos. Veja
referéncias em [45, 50].

Apresentaremos agora alguns resultados sobre unicidade e es-
tabilidade para o problema inverso. Nao faremos demonstracao, uma
vez que as técnicas usadas fogem ao escopo destas notas. Interessados
podem procurar os resultados na bibliografia.

As perguntas que temos que responder sao:
1. Unicidade: Se A,, = A,,, entdo a1 = as?

2. Estabilidade: Se A,, estd préximo de A,,, entao a; e ay estdo
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préximos?

3. Reconstrutibilidade: Dado as medidas na fronteira A,, entao

existe uma maneira de recuperar a conditividade a?

4. Dados parciais: Se I' é uma parte da fronteira de 2 e se
Ao, (f) = Auy (f) restrito a T, entdo a1 = as?

Observagao 1.3.2. O problema inverso de reconstruir a condutivi-
dade elétrica € altamente nao linear e mal posto, i.e., o operador nao
depende continuamente dos dados (veja [1, 3, 4, 23]).

Partindo do estudo feito por Calderén em 1980, intensa pesquisa
nessa linha foi estabelecida. Ja existe uma quantidade significativa
de resultados e ainda muitos problemas em aberto. Para o caso de
Q) C R? e condutividades regulares, isto é, pertencentes a C?(€2), os
seguintes resultados sao conhecidos. As demonstragoes dos resultados
abaixo podem ser encontradas em [45] e referéncias.

Para unicidade:

Teorema 1.3.3 (Sylvester-Ulmann 1987). Se Ay, (f) = Ao, (f), entao

a1 = az em Q.
No contexto de estabilidade:

Teorema 1.3.4 (Alessandrini 1988). Seja a; € H*(Q) para s >
n/2+2 e assuma que ||a;|| ge) < M e1/M < a; < M para j =1,2.
Entao

a1 — a2HL°°(Q) <cllAg, — Aaz”L(Hl/?(Q),H*l/?(Q)) :

Resultados de reconstrugao sao devidos a Nachman 1988:

Teorema 1.3.5. Ezxiste um algoritmo convergente para reconstruir

a apartir de A,.
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No caso de unicidade com dados parciais os resultados sao

bem mais recentes e devem-se a Kenig-Sjostrand-Uhlmann 2007:

Teorema 1.3.6. Assuma que Q) é convexo e I’ € qualquer subconjunto
aberto de 0. Se Mg, (f) = Ao, (f) em T para toda f € H/?(Q), e se

ailoa = az|aq, entio a1 = as em Q.

1.4 Breve Apanhado Histérico do Capitulo

O estudo de problemas inversos é muito novo e também muito
antigo. H& cerca de dois milénios atrds, no livro VII do didlago
“Republica”, Platao propos o filoséfico problema de reconstruir a
“realidade” através da observagao da imagem de objetos ou pessoas,
cujas sombras eram projetadas na penumbra de uma caverna. Com
a idéia de discutir aspectos filosoficos das fontes de conhecimento hu-
mano, Platao, também acabou introduzindo o primeiro exemplo de
problemas inversos que se tem relato [39].

Em ciéncias aplicadas, possivelmente, um dos primeiros pro-
blemas inversos de que se tem noticia data de 200 anos antes de
Cristo. Eratostenes propos o problema de determinar o diametro da
terra a partir de medicoes feitas em duas cidades do tamanho da
sombra de um bastao (ao meio dia do dia mais longo do ano), e do
conhecimento da disténcia entre essas cidades [15].

Em 1800, Gauss fez uso do método de quadrados minimos
para reconstruir a 6rbita de um cometa a partir de dados de orbitas
anteriores. O método de quadrados minimos serd melhor estudado
mais diante no texto.

A transformada, que hoje em dia chamamos de Transformada
de Radon, é uma das precursoras do estudo de tomografia por raio-X
[38, 37]. Sua formulagdo matemdtica foi publicada por Radon em

1917 no famoso trabalho [41]. Em 1961, a solugdo do problema foi
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aplicado pela primeira vez a uma sequéncia de raios-X onde as intensi-
dades aplicadas a um objeto foram medidas sobre diferentes direcoes.
Allen MacLeod Cormack (1924 - 1998) e Sir Godfrey Hounsfield (1919
- 2004) foram os pioneiros em aplicar essas técnicas & imagens médicas
e em 1979 receberam o Prémio Nobel de Fisiologia/Medicina pelas

suas contribuicoes e estudos entre 1960 e 1970.

O problema tratado por Calderén foi o de determinar a con-
ductividade eletrica de um meio fazendo-se medidas de voltagem e
corrente na fronteira deste meio. Este problema inverso é conhecido
hoje em dia como Eletrical Impedance Tomography (EIT). Calderén
foi motivado por problemas de prospeccao de petréleo, quando tra-
balhava como engenheiro para a empresa Yacimientos Petroliferos
Fiscales (YPF) do governo Argentino nos anos 40. Seus resulta-
dos desta época ficaram sem ser publicados por muito tempo. Em
1980, A. P. Calderén publicou um pequeno paper entitulado ”On an
inverse boundary value problem” [6] publicado em Brazilian Mathe-
matical Society (SBM) in ATAS of SBM (Rio de Janeiro), pp. 65-73,
1980, onde discutiu resultados de identificabilidade para o problema
de EIT. Hoje em dia alguns autores chamam o problema de condu-

tividade inversa como problema de Calderon.

Nas ultimas quatro décadas, um novo campo de estudos na
area de matematica aplicada tem conquistado um grande ntimero de
pesquisadores adeptos. Este campo trata de problemas como os for-
mulados por Platao, Eratéstenes, entre outros, cuja abordagem exige
o desenvolvimento de métodos mateméticos como os apresentados
por Gauss, Radon e Calderén. A essa area de estudos denominamos
Problemas Inversos. O subito crescimento deve-se, certamente, ao
grande numero de aplicagoes em outras ciéncias, como, por exem-
plo, em geofisica e ciéncias ambientais (como detecgao de depédsito de

petréleo e outras riquezas ou poluentes no subsolo), ciéncias médicas
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(com énfase na reconstrucao de imagens, tomografia), entre outras,

bem como do aparato de novas técnicas e teorias matematicas en-

volvidas no ataque a tais problemas.

Citar todas as referéncias sobre o assunto fica impossivel, dada

a vastidao das mesmas. No entanto, na Bibliografia destas notas

segue uma lista consideravel de referéncias sobre o assunto, onde os

interessados em tais problemas podem basear a sua pesquisa na area.

Platao ( 428 - 427 a.C.) - filésofo e matematico Grego, autor de
diversos didlogos filoséficos e fundador da Academia em Atenas.
Tal academia foi a primeira instituigao de educagao superior do

mundo ocidental.

Eratdstenes (285 - 194 a.C.) - matemadtico, bibliotecdrio e astro-

nomo grego.

Johann Carl Friedrich Gauss ( 1777 - 1855) - matemaético, astro-
nomo e fisico alemao. Muitos consideram Gauss o maior génio
da historia da matematica. Conhecido como o principe dos

matematicos.

David Hilbert (1862 - 1943) - matemadtico Alemao, reconhecido
como um dos mais influentes matematicos dos séculos IXX e
XX.

Jaques Hadamard (1865 - 1963) - matemédtico Francés ficou
mais conhecido pela prova do Teorema sobre niimeros primos
em 1896. Também, introduziu o conceito de problemas bem

postos relacionados a teoria de Equagoes Diferenciais Parciais.

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) - mateméti-
co alemao a quem se atribui a moderna definicao formal de

funcao.
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e Johann Radon ( 1887 - 1956) - matemético austriaco. Foi aluno
de David Hilbert.

e John von Neumann ( 1903 - 1957) - matemético hungaro de
origem judaica, naturalizado norte-americano nos anos 30. De-
senvolveu importantes contribui¢oes em Teoria dos Conjuntos,
Anélise Funcional, Teoria Ergddica, Mecanica Quantica, Ciéncia
da Computacao, Economia, Teoria dos Jogos, Andlise Numérica,
Hidrodinamica das explosoes, Estatistica e muitas outras areas
da Matematica. De fato é considerado um dos mais importantes

matematicos do século XX.

e Alberto Calderén (1920 - 1998) - matemadtico argentino, co-
nhecido por seus trabalhos com a teoria das equagoes diferen-
ciais ordindrias e parciais. Muitos autores chamam o problema

de condutividade inversa de problema de Calderoém.

e Allen MacLeod Cormack (1924 - 1998) - bidlogo sulafricano.
Recebeu o Nobel de Fisiologia/Medicina de 1979 pela parti-
cipacao na obtencao de diagndsticos de tumores usando tomo-

grafia axial computadorizada.

e Sir Godfrey Newbold Hounsfield (1919 - 2004) - engenheiro
britanico. Recebeu o Nobel de Fisiologia/Medicina de 1979 pela
participacao na obtencao de diagnésticos de tumores usando to-

mografia axial computadorizada.



Capitulo 2

Métodos de
Regularizacao Iterativos

Tipo Gradiente

Como vimos no Capitulo 1, obter uma solucao aproximada
para um problema inverso (veja a equacao (1.1)) que seja estdvel,
isto é, que dependa continuamente dos dados do problema, implica
em buscar uma maneira de aproximar o operador inverso por uma

familia de operadores continuos (regularizacgao). Veja o Apéndice C.

Uma alternativa para regularizacao de problemas inversos sao
os métodos iterativos de reqularizacao. Tais métodos possuem a van-
tagens de apresentarem propriedades auto-regularizantes [3, 8, 25,
27, 46, 52]. Quando mencionamos métodos iterativos, nos vem em
mente métodos conhecidos e bem desenvolvidos, os quais sao ampla-

mente utilizados para resolver problemas bem postos. Dentre estes,

44
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podemos citar métodos tipo gradiente, métodos tipo Newton' e suas
variantes. Neste capitulo, nos dedicaremos a alguns métodos do tipo
gradiente, mais especificamente, ao método classico de Landweber
e algumas de suas modificacoes, ao método de steepest descent e
a estratégias tipo Kaczmarz, estas ultimas associadas a resolugao
de sistemas de equagoes mal-postas. No Capitulo 3 retornaremos a
métodos tipo Newton.

Deve-se a Gauss a demonstracao de que, a melhor maneira de
se determinar um parametro desconhecido em uma equagao do tipo

(1.1), é minimizando a soma dos quadrados dos residuos, isto é,
1 9 .
§||A(:17) —y|I* — min, z= € H;. (2.1)

Tal método é conhecido hoje em dia como método de Minimos
Quadrados.

Assumindo algumas propriedades do operador A, prova-se que
o minimizador (caso exista) de (2.1) deve satisfazer a condigao necesss-

ria de primeira ordem
Al(x)*A(z) = A'(2)*y . (2.2)

A equagao (2.2) é chamada de Equacao Normal.

Exercicio 2.1. Seja A uma transformacdo linear de R™ para R™.
Mostre que a equagao (2.2) € a condigao de otimalidade (de primeira
ordem) para o problema de minimos quadrados (2.1).

Generalize para o caso em que A € um operador linear entre

espagos de Hilbert.

Observagao:  Para o caso de A ser um operador linear,

as hipéteses sobre o operador A tal que (2.2) seja satisfeita estdo

1Um pouco mais sobre Newton, Gauss e Cauchy, veja Secdo 2.7
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esbocadas no Exercicio 2.1. Para o caso em que A(-) é nao linear,
temos que exigir que A(-) possua uma derivada de Fréchet.
Uma possibilidade para encontrar uma solucao de (2.2) é uti-

lizar uma iteracao de ponto fixo
Try1 = D(z1) (2.3)
para o operador
b(z)=z+ A'(z)" (y — A(z)) . (2.4)

No entanto, @ é, em geral, nao contrativo.

Métodos iterativos para aproximacao de pontos fixos de ope-

radores nao expansivos @, isto é,
[2(z) — (@) < [lz — Z||, =,7 €D(P)

tém sido considerados atualmente. Veja referéncias em [25]. Neste
caso, maior énfase é dada numa prova construtiva de pontos fixos

para .

Em muitos exemplos praticos (e até mesmo tedricos), é quase
impossivel verificar analiticamente quando o operador @ ¢é contrativo.
No contexto de problemas nao-lineares, esta dificuldade é ainda maior
[8, 25].

Muitos métodos iterativos para resolver (1.1) sdo baseados na
solugdo da equagao normal (2.2), via sucessivas iteragoés, partindo
de um chute inicial zg. Tal chute, em particular para problemas
nao-lineares, costuma conter informacoes a priori sobre a solugao do

problema.

Iniciaremos o estudo de métodos iterativos, considerando o

caso em que o operador A é linear na Se¢ao 2.1. O caso em que
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A é nao linear serd abordado na Secao 2.2.

2.1 Método de Landweber Linear

Nessa secao, assumiremos que o operador A na equagao (1.1)
é linear e limitado. Com essa hipétese, uma maneira de resolvermos

(2.2) é considerarmos a iteracao
Tpp1 = xp +yA (y — Axg), k=0,1,2,... (2.5)

em que [[A||72 > v > 0 é um parametro de relaxagao, de forma
que a iteracao tenha a propriedade de descida. Esse foi o ponto de
partida de Landweber [29] em (1951) ao estudar equagoes integrais
de primeira espécie, quando propos o método que hoje leva o nome
de Método de Regularizagcao de Landweber.

No caso de dados com ruido °, denotaremos os iterados por

xi, e a iteracao de Landweber fica definida por

tn = o+ AP — Ac). (26)

Observagao: Note que a equacdo (2.6) é equivalente a pré-
multiplicar a equacao Az = y° por ”y% e, entdo, iterar como em (2.5).
Dada a limitagao de -, sem perda de generalidade, podemos supor
que ||A|| <1 e iterar como em (2.6).

Neste capitulo, a menos que se faga mengao em contrario, ad-
mitiremos que ||A] < 1.

Abaixo, apresentaremos resultados de convergéncia da iteracao
de Landweber (2.6), para o caso de A ser linear e limitado. As técnicas
utilizadas na demostragao sao relativamente simples e bem conheci-
das de métodos iterativos para problemas diretos. Observamos ainda

que, para o caso linear, obtemos a mesma iteracao (2.6) partindo de
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um chute inicial zg = 0.

2.1.1 Convergéncia

Nesta subsegao provaremos que a sequencia {xy} de iterados
pelo método de Landeweber converge para uma solucao aproximada
do problema (1.1). Para tal, temos que definir o que entendemos
por uma solucao aproximada. Denotaremos por z' := Afy, como
a solugao de minimos quadrados com norma minima para problema
(1.1). Aqui AT denota a pseudo-inversa de A. Veja o Apéndice B para
maiores detalhes e para uma interpretaciao geométrica da solucao zt.

Comegaremos dando condigao necessarias e suficientes para a

iteragao (2.5) convergir.

Teorema 2.1.1. Se y € D(A"), entdo a sequéncia xy gerada pela
iteracdo de Landweber (2.5) converge para x¥ = A'y quando k — oco.

Se y ¢ D(A"), entdo |zi|| — co quando k — oo.

Demonstragao : De forma recursiva, podemos escrever o iterado

xy, em (2.5) como

k—1
o= (I—A"AY Ay, (2.7)

j=0
Como y € D(AT), entdo A*y = A*Azt. Assim,

k—1
ol —zp =2l — ATAY (I - A*AYal = (I - A*A)FaT. (2.8)
j=0

Defina 74(\) = (1 — A\)*. Como, por hipétese ||A|| < 1, segue que
o espectro de A* A denotado por 3(A*A) é um subconjnto de (0, 1].
Note que, para A € X(A*A) C (0,1], rp(\) converge para zero uni-

formemente quando k£ — oco. Pelo Teorema da Aplicacao Espectral
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[28, 48, 36],
at —ap, = rp(A* Al (2.9)
Logo, =g hooe ot |

Exercicio 2.2. Complete os detalhes da demonstracao do Teorema
2.1.1.

Exercicio 2.3. Mostre que se y € D(A"), entdo A*y = A*AxT. Su-
gestao: use o que vocé aprendeu sobre a inversa generalizada. Con-

sulte o Apéndice B.

O Teorema 2.1.1 nos ensina que, xj gerada pela iteracao de
Landweber converge para uma solucao de minimos quadrados da
equacio (1.1) quando y € D(AT). Como, em geral, dados pertur-
bados y° sdo tal que y° ¢ D(A'), entdo, ainda do Teorema 2.1.1
sabemos que a sequéncia xi diverge. A pergunta é: Qual é o fator de

propagacao destes erros?

Lema 2.1.2. Sejam y,y° com ||y —y°|| <0 e xi e 2 obtidos pelas
respectivas iteragoes de Landweber (2.5) e (2.6). Entao,

oy — 2| < VES, k>0. (2.10)

Demonstrac¢ao : Pela linearidade de A temos

E
—

o —axd =) (I —A*AY A (y—y°).

<
Il
o

Como ||A|| < 1 segue que (I — A*A) é um operador semi-definido
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positivo com ||[I — A*A|| < 1. Assim,

N

. H 71(1 CATAY(I - (T - A*A)’“)H

k—1
H S (1 - AT Ay A7
7=0

> <.
= o

S|
0

J

e o lema segue. |
Exercicio 2.4. Complete os detalhes da demonstracao do Lema 2.1.2.

Note que, na presenga de erro nos dados temos
" — 2| = | ATy — gl < ATy — 2l + o — 2]l (2.11)

Esta é a estimativa fundamental para a iteracao de Landweber.

A estimativa (2.11) nos ensina que o erro total possui duas
componentes, um erro de aproximacao que diminui lentamente e um
erro nos dados que cresce com uma ordem de no maximo Vkd. Isso
nos leva a seguinte conclusao: Para valores de k pequenos, o erro nos
dados é desprezivel e a iteracao parece convergir para a solugao exata
Aty. Quando vké atinge a magnitude da ordem do erro de apro-
ximagao, o erro propagado nos dados torna-se grande e a aproximacao
tende a piorar. Compare com a Figura 1.1.

Segue que, a propriedade de regularizagao por métodos itera-
tivos, para problemas mal postos, depende fortemente de um critério
de parada que detecte a transi¢ao entre convergeéncia e divergéncia
do método. O indice da iteracao faz o papel do parametro de regu-
larizacao. J&, o critério de parada faz o papel da regra de escolha
do parametro. Conseqiientemente, um critério de parada apropriado

deve levar em conta a informacao adicional do nivel de ruidos 6.
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Lema 2.1.3. A norma do residuo y° —Axi € sempre mondtona nao-

crescente durante a itera¢ao.

Demonstracgao : De fato, pela definicao da iteragao de Landweber
Y —Axf =y’ — Al + AN (Y — Az ) = (I - AT A) (Y’ — Ax) ).

Como ||[I — A*A|| <1, o lema segue. [
Por outro lado, se y° ¢ D(A), pelo Teorema 2.1.1, a iteracio

xi diverge para infinito. Portanto, um residuo pequeno nao implica
que a aproximacao para solugao é melhor. Veja a estimativa (2.11) e

a Figura 1.1.

Exercicio 2.5. Faca um grdfico comparando os resultados obtidos
nos Lemas 2.1.2 e 2.1.3 com a estimativa (2.11). Compare com a
figura 1.1.

Uma alternativa para a escolha do critério de parada é o princi-
pio da discrepancia: a iteracdo é parada no indice k. = k(d,y°)

quando, pela primeira vez,
lly — Azl <70, T >2fixo. (2.12)

O préximo Teorema garante que, enquanto a discrepancia (2.12)

nao ¢ atingida, a aproximacao para a solucao nao piora.
Teorema 2.1.4. [Monotonia] Sejay € D(A), 2 a solu¢do de norma
minima de (1.1) ey’ satisfazendo ||y—vy°|| < . Se (2.12) ¢ satisfeita,

entao

231 = &t < Jlaf = 2. (2.13)
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Demonstracao : Fazendo

gy — a1 = |29 — 2F))? = 2(2 — 2T, 201 — 23) + [l2f s — 22
=2(z) — 2!, A%(y° — Ax})) + (A" (y° — Axp), A*(y° — Ax)))
= 2(Aa} £ ¢’ —y, ¢’ — Ax) + (y° — Az}, AA (Y — Ax}))
=2(y° —y,y° — Axj) — || Az} —°|?

— (Y’ — Az}, (I — AA) ()’ — Ax))) .

Como I — A* A é semi-definido positivo, segue que

2241 =t |® = llag — 2™ < A2 =921 @2lly = »°ll - | A2} = »°]) -

Uma vez que y° satisfaz (1.2) e que k < ks, a afirmativa segue.
|

Exercicio 2.6. Complete os detalhes na demonstracao do Teorema
2.1.4.

Como comentado anteriormente, no caso de dados corrompidos
por ruidos, a iteragao de Landweber deve ser parada apds uma quan-
tidade finita de passos. O préximo Teorema mostra que, o principio
da discrepancia implica nessa imporante propriedade para a iteragao
de Landweber.

Teorema 2.1.5. Seja 7 > 1 em (2.12). Entao, o principio de dis-
crepancia determina um indice de parada k. = k.(5,v°), que ¢ finito

para a iteracio de Landweber, com k(0,y%) = O(572).

Demonstracdo : Seja {z} como em (2.5). Como no Teorema 2.1.4,

) ) )
Izt = 2R |* = lla" — 2311 = lly — Ay

— (y — Az}, (I — AA")(y — Ax})) > |ly — Az} |*
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Somando, sobre kK = 1 até j, e levando em conta a monotonia dos

residuos dado pelo Lema 2.1.3, temos

i
lat =22 = et — a2 )P 2 lly — Aad|® = klly — Axf)®.
k=1

Indutivamente podemos escrever y — A:z:g = (I — AA*)(y — Axzo),

donde segue que
(T — AA"Y (y = Ao)|| = ly — Al < k=212’ —af].
Assim,

ly® — Azl = ||(I = AA") (y° — Awo)|

<= AAY (¥ = )| + |1 = AA™Y (y — Azo)|

< 8k~3 ||zt — 2.
Conseqiientemente, o lado direito é menor que 76, se k > %.
Logo, k(3,1°) < ¢6~2, onde ¢ s6 depende de 7. |

Para obtermos taxas, é precisamos fazer hipdteses sobre a

solucdo xf. Tais hipSteses sdo conhecidas como condicoes de fonte.
Condicoes de fonte comuns na literatura impoem que, 2! pertenca a
imagem do operador A*, ou a imagem de poténcias do operador A* A.

Por exemplo, cosidere a condicao de fonte
' e R((A*A)?), 6 c RS . (2.14)

Tal condicdo impdem que a solucio ! pertenca a imagem do operador

(A*A)°.

Exercicio 2.7. Mostre que o operador (A*A)2 estd bem definido.

Os conjuntos dominio e imagem de (A*A)% sao subconjuntos de que
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espago vetorial?  Interprete geometricamente a condigdo de fonte

(2.14).

Teorema 2.1.6. Suponha que a condi¢ao de fonte (2.14) seja satis-
feitapara @ = 1/2. Sey € R(A) e o principio de discrepancia (2.12) é
valido, entao, a iteracao de Landweber possui ordem de convergéncia

k(8,y%) = O(5~1).

Demonstragdo : Veja [8, Teorema 6.5]. [

2.2 Método de Landweber Nao-Linear

Na secao anterior, fizemos uma andlise completa de conver-
géncia para a iteracao de Landweber no caso linear. Nesta secgao,
passaremos a natural generalizacao dos resultados obtidos na segao
anterior, para o caso em que o operador A seja nao-linear, o qual
denotaremos por A(z).

A ideia é aplicar o método de aproximagoes sucessivas para
a equagdo de ponto fixo (2.4) e obter uma extensdo natural para a
iteracao (2.6), no caso de problemas nao lineares.

Assumiremos, durante esta segao, que o operador A(z) possui
uma derivada de Fréchet continua (veja Apéndice A para definicao),
a qual denotaremos por A’().

A iteracao de Landweber nao-linear é definida por
2l = 2 + A (@) (v — A}), (2.15)

com y° representando os dados com rufdos e satisfazendo (1.2).
Como é bem conhecido, métodos iterativos para problemas

nao lineares, em geral, nao possuem a propriedade de convergirem

globalmente. Assim, temos que dar certas condigoes, que sdo mais

restritivas que as que foram usadas na Secao 2.1. Em especial, o
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ponto inicial a:g = x¢ deve incorporar algum conhecimento a priori
da solucao exata do problema. Portanto, supomos que exista uma
bola fechada Ba,(zo) C D(A) de raio 2p > 0 e de centro zo de forma

que as hipdteses abaixo sejam satisfeitas.
Hipétese 2.1. Assumiremos que:

1. O operador A(-) é continuo e o problema (1.1) possui uma

solugdo x, que pertence a Bap(zo).
2. A derivada de Fréchet de A(-) satisfaz

[A'(z) <1 @ € Byy(xo). (2.16)

3. Ainda, necessitamos assumir que valha a condi¢ao local de nao-

linearidade chamada de condi¢cao do cone tangente

[A(z) = A(F) = A'(@)(x — D) <nllA(z) - A@)], (2.17)

1 -
T]<§a $,$€B2P($0)-

Como veremos abaixo, tais hipdteses sao suficientes para provar
que a iteragdo de Landweber (2.15) é bem definida e que converge a

uma solugao de (1.1).
Exercicio 2.8. Mostre que, se A(x) satisfaz (2.17) entdo também
satisfaz a estimativa

1

1N (5 - 1 ooN(~
mllA (2)(Z - 2)|| < A@) — A()]| < EHA (2)(z —2)|-

(2.18)

Exercicio 2.9. Mostre que, se A'(x) é Lipschitz continuo, entio a
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estimativa de erros
[A(z) — A(F) — A'(2z)(z — &)|| < cf|z — 7| (2.19)

€ satisfeita. Sugestao: Use o Teorema de Taylor.

Observamos que, a estimativa (2.19) carrega muito pouca in-
formagao para provarmos convergéncia da iteracao de Landweber
(2.15). De fato, o lado esquerdo da estimativa (2.19) pode ser muito
pequeno se comparado com o seu lado direito. Esse assunto sera

tratado nos préximos exercicios.

Exercicio 2.10. Suponha que A(-) € fracamente fechado, compacto e
Fréchet diferencidvel. Mostre que A'(-) é compacto. Sugestio: Mostre
o exercicio para o caso em que A € linear. Generalize para o caso

ndo linear. Para ajuda, consulte [28].

Exercicio 2.11. Mostre que, se {x,} € uma sequéncia limitada em
um espago de Hilbert, entdo existe uma subsequéncia {xy, } que con-
verge fraco para algum x. Sugestao: Fsse resultado é conhecido como

Toerema de Banach-Alaoglu, veja [28] ou o Apéndice A.

Exercicio 2.12. Mostre que, se A(-) € um operador compacto e {x,}
€ uma Sequéncia que converge fraco para x, entao eriste uma sub-
sequéncia {xy,} tal que {A(x,,)} converge para A(z). Sugestdo:
Essa é uma das propriedades mais importantes do operadores com-
pactos. Veja [28] ou o Apéndice A.

Exercicio 2.13. Seja A como nas hipdteses dos exercicios acima e
{zn} uma sequéncia tal que ||z, — z|| < e para todo n € N. Use os
exercicios acima para concluir que o lado esquerdo da equagao (2.19)
converge para zero enquanto o lado direito permanece constante e

igual a ce?.
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2.2.1 Convergéncia

Da mesma forma que no caso linear, quando os dados estao
corrompidos por ruidos, devemos atentar para uma regra de parada
para a iteracao de Landweber (2.15). Essa é dada pelo principio da
discrepancia (2.12), para uma escolha apropriada de 7. Com isso,
podemos provar que a iteragao possui propriedades de monotonia.

Isto é:

Proposicao 2.2.1 (Monotonia). Suponha que a Hipdtese 2.1 seja

satisfeita e que 2§ € B,(x.). Enquanto

1+n
Iy’ = A@DI > 27506, (2.20)

a itera¢ao xiJrl é uma aprorimacao melhor de x, que xi. Ainda,

enquanto (2.20) for satisfeita a itera¢do (2.15) estd bem definida.

Demonstracdo : Seja 2 € B,(z,). Usando a desigualdade trian-
gular obtemos que .., x} € Ba,(zg). Portanto, 7. e z{ satisfazem a

Hipdtese 2.1. Segue da defini¢ao da iteragao (2.15) e de (1.2) que

chiﬂ —a||® - ||5Ui+1 —a® = 2<~"Ci+1 - xiﬁ”i — i)+ chiﬂ - xiHQ
=20y — A(a}), A (@) (o] —2.)) + |4’ W — A@D)?
<20y — A(a}). " — Ala}) + A @) (af — ) = Ily" — A
< lly® = A [26 + 2nlly — AG - ly° - A
< lly® = A28+ 206 - (1 = 2n)ly° — A -

De (2.20), obtemos que o lado direito da estimativa acima é negativo.

Logo,

21 = 2all < 2 — 2] (2.21)
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Para mostrar que iteragao (2.15) estd bem definida usaremos um
argumento indutivo. Por hipétese, o € B,(z.). Por (2.21), 2§ €
B,(x.). Suponha que x) € B,(z.), satisfazendo (2.20). Por (2.21)
21 € By(x:) C Bay(o). [ |

Segue de (2.20) que 7 em (2.12) deve ser dado em fungdo de 7

e que satisfaca

147

> 2
T oy

>2. (2.22)

O préximo passo ¢ mostrar que o indice de parada dado pelo

principio de discrepancia (2.12) com 7 dado por (2.22) ¢ finito.

Corolario 2.2.2. Suponha que a Hipotese 2.1 seja satisfeita. Seja
k. dado pelo principio da discrepdncia (2.12) com T como em (2.22).

Entao,

ky—1
ko (16)% < O A(z)|]? < T 2o — T ||%.
(2.23)

Em particular, se 6 =0, entdo

3 lly — A < 0. (2.24)

k=0
Demonstragao : Segue da Proposicao 2.2.1 que

2(1+mn)

2241 = el = gy — 2ll® < Nly° = A@R)I? | =—— — (1 —2n)|.

T

Somando esta desigualdade em k de 0 até k., — 1, e impondo (2.12)
temos (2.23). Obviamente que, se 6 = 0, entao (2.23) pode ser apli-
cado a todo k € N. De (2.23) segue (2.24). |
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Exercicio 2.14. Complete os detalhes da demonstracao do Corold-
rio 2.2.2.

Note que, no caso em que y = y° (dados sem ruidos) a equacio
(2.24) implica que, se a iteragao de Landweber (2.15) converge, entao

o limite é uma solucao de (1.1).
Teorema 2.2.3 (Convergéncia para dados exatos). Suponha a Hipd-
tese 2.1 satisfeita. Entdo a iteragdo de Landweber (2.15) aplicada a

dados sem ruidos y, converge para uma solugdo de A(xz) = y.

Ideia da Demonstragao : Defina ej := xj, — z'. Ideia é mostrar

que {ex} é uma sequéncia de Cauchy. Para isso, dado j > k, escolha

l entre k e 7 tal que
ly—A)| <lly—A)ll, VvV k<i<j.
Da desigualdade triangular temos que
llex — €5l < llex — el + [ler — e -
Ainda,

llej — edll* = 2{er — e, 1) + lleglI* — lles® (2.25)

2
llej — exll® = 2(er — ex, ex) + llexll* = lleal?-

Pela Proposicao 2.2.1, {||ex||} é uma sequéncia mondtona de-
crescente que converge a algum valor € > 0. Portanto, o lado direito
de ambas as igualdades em (2.25) convergem para €2 —e? = ( quando

k — oo.

Usando (2.17) e a defini¢do da iteragdo de Landweber (2.15)
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mostra-se que

Jj—1

(er—ejren) < (1+3n)) Iy — Alz:)|?

i=l
-1

(er—emrer) < (1+3n)Y lly — A=)
ik

De (2.24) segue que (e; —ej, 1) e (e; — ey, e;) convergem para 0
quando k — oo. Logo {eg}, e por conseguinte {xy }, sdo sequéncias de
Cauchy. Pela observacao feita logo apds ao Corolario 2.2.2, o limite

de 2, é uma solucao de A(z) = y. |

Exercicio 2.15. Mostre que, toda sequéncia mondtona e limitada de
nimeros reais € convergente. Use isso para deduzir que {|lex||} na

demonstracao acima é convergente.

-1
Exercicio 2.16. Mostre que (e; —ex,e;) < (1+3n) Y |ly — A(zy)]?
i=k
para e e ey definidas no Teorema 2.2.3. Sugestao: veja arqgumentacao
em [25, Teorema 2.4].

Exercicio 2.17. Mostre que, se N(A'(z")) € N(A'(z)) para todo
x € B,(a"), entdo {xx} dado pela iteragdo de Landweber (2.15) com

dados sem ruidos converge para x'. Sugestdo: veja [25, Teorema 2.4).

Antes de seguirmos, gostariamos de ressaltar que, para k fixo
o iterado 22 na iteracio de Landweber (2.15) depende continuamente
dos dados 3°, uma vez que, :vi é o resultado de uma combinagao de
operagoes continuas.

Como no caso linear, se y° nao pertence a imagem de A(-),
entdo a iteracio x{ em (2.15) ndo converge. Por outro lado, se a

iteracao é parada de acordo com o principio da discrepancia, entao
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temos uma maneira estavel de obter uma aproximagao para a solugao
de A(x) = y. O préximo resultado implica que a iteragao de Landwe-
ber (2.15) é um método de regularizacao, se escolhermos o critério de
parada de acordo com o principio da discrepancia (2.12), com 7 dado
por (2.22).

Teorema 2.2.4. Sejam as Hipoteses do Teorema 2.2.3 satisfeitas e
k. = k.(y°,0) escolhidos de acordo com o principio da discrepancia
(2.12), com 7 dado por (2.22). Entdo a iteragio de Landweber
converge a uma solucdo de A(z) =y, quando § — 0. Se N (A'(z")) C
N(A'(z)) para todo x € B,(x), entdo x_ converge para z' quando
60— 0.

Demonstragao : Denote por z, o limite da iteragao de Landweber
para dados sem ruidos (que existe pelo Teorema 2.2.3). Seja d,, — 0
quando n — oo. Denote por k, = k.(d,,y°") o indice de parada

determinado pelo principio da discrepéancia aplicado ao par (4, o).

Assuma que k é um ponto de acumulagao de {k,,}. Sem perda
de generalidade, suponha que k,, = k, para todo n € N. Portanto, da

definigao de k,, obtemos
Iy — Al < 7 (2:26)

Como k é fixo, 20 depende continuamente de y°. Assim, de (2.26)

obtemos

xi” — T, A(xi’"‘) — A(zg) =y quando n — 0.

Ou seja, xj é uma solugdo de A(x) = y.

Falta analisar o caso em que k, — oo quando n — oo. Seja
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kn > k. Pela Proposicao 2.2.1 temos
n S Sn
oy —aall < llag” —aall < oy — el + llow — 2l (2.27)

Pelo Teorema 2.2.3, o ultimo termo do lado direito da estimativa
acima é menor que qualquer ¢ > 0 dado, para k suficientemente
grande. Para um tal k, o termo ||:1:i" — 2| também se torna pequeno
quando n — oo, uma vez que, a iteracao é estavel para k fixo. Logo,
xi’; — x4 quando n — 0. [ |

Obter taxas de convergéncia para a iteragao de Landweber nao
linear requer muitas hipéteses. Assim, convidamos o leitor interes-

sado a consultar [8, 25].

2.3 Meétodo de Landweber Iterativamente

Regularizado

Uma das caracteristicas do método de Landweber apresen-
tado nas segoes anteriores é que esse converge muito devagar [8].
Nesta secao apresentaremos uma reformulagao do método classico de
Landweber, que dentre outros atributos, tende a melhorar as taxas
de convergéncia [25] e diminuir a complexidade das hipdteses.

As motivagoes de introdugao do método que faremos aqui,
diferem um pouco da feita em [25]. Comegaremos relambrando alguns

resultados interessantes do Célculo.

Exercicio 2.18 (Teorema do ponto fixo de Brauwer). Seja f : [a,b] —
[a,b] uma fun¢do. Um ponto fixo para f é um ponto ¢ € [a,b] tal
que f(c) =c.

Mostre que, se [ for continua, entdo existe um ponto fixo para f.

O nosso proximo passo é uma versao um pouco diferente do



2.3. METODO DE LANDWEBER ITERATIVAMENTE REGULARIZADO 63

Ponto fixo de Brauwer.

Exercicio 2.19. Seja f : [a,b] — [a,b] uma fung¢ao continua e
xo € [a,b] qualquer, mas fizo. Mostre que existe d € [a,b] tal que
F(Bw0 + (1 = B)d) = B + (1 — B)d, para algum § € [0,1].

Verifique que d = (1 — 3)"tc — Bxg onde ¢ é o ponto fizo de f

determinado no exercicio acima.

Com base nos exercicios acima, vamos a construcao do método
de Landweber iterativamente regularizado. Comecaremos supondo

que A é um operador linear limitado.

A motivagao para o método de Landweber cldssico é, obter uma
iteragao de ponto fixo para ®(z), dada por (2.4). Pelo Exercicio 2.19,

dado xg

®(Bxo + (1 — f)) = o + (1 — Bz) + A™(y — A(Bro + (1 — fz)))
(2.28)

também possui ponto fixo. Uma iteragao de ponto fixo para (2.28) é

Tpr1 = og + (1 = B) A™(y — Awg) + Br(xo — ) + B A" (y — Axo)
(2.29)

Como A*(y — Azo) independe de z, escolhendo 3 € [0, 1] de forma
que (1 — Bg)||A]| < 1, podemos considerar a iteragao de Landweber

iterativamente regularizada como
zh 1 = xh + A" (y° — Azl) + Brlzo — 23). (2.30)
A generalizagao para o caso nao linear fica

iy =p + A @) (v — Arp) + Bi(wo — 7)) (2:31)
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Uma deducao diferente para a iteracao (2.31) serd dada no
Capitulo 3. Veja também [25].

Dar as condigoes necessérias para a escolha de (i, de forma
que a iteragdo (2.31) seja bem definida, é o préximo passo. As
demonstragoes sao um tanto quanto complicadas nas escolhas dos

parametros.

Proposicao 2.3.1. Seja x. € Bj(xg) uma solugcdo de A(x) = y.
Sejam ainda, k € (0,1) e 0 < B < Bimaz < 1/2 . Defina

1- ﬂmam + \/1 + 6maz(2 - Bmam)'%iQ
2— ﬁmam .

clp):=p

Assuma ainda que a Hipdtese 2.1 ¢ satisfeita na bola B, c(,)(x0). Se
T € Be(p)(z4) entdo, uma condig¢do suficiente para xi_H € Be(py(74)

€ que
1+
ly? ~ A@DI > 201~ faa) =5 (232)

onde E =1 — 20— 2Bma4z(1 — 1) — k% > 0.

Demonstragao : Veja [25, Proposicao 3.11]. |
Note que, a proposicao acima nao garante monotonia da ite-

ragao (2.31), como foi mostrado para a iteragao de Landweber. Veja
Secoes 2.1 e 2.2.

Por outro lado, a Proposigao 2.3.1 implica que um critério de
parada para a iteracao (2.31) deve ser o principio da discrepancia

(2.12) com 7 > 2(1 — ﬁmam)HT". Nessas condicoes temos que:

Corolario 2.3.2. Suponha que as hipdteses da Proposi¢ao 2.5.1 sdao

satisfeitas e que a iteragdo (2.31) seja terminada de acordo com o
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principio da discrepancia (2.12) com 7 > 2(1 — ﬁmam)HT". Entao:

ki—1

ki(10)? < Z ly° — Az))1? (2.33)

02

k.—1
S E—2r 1= o)L+ <1+2 b Zﬁ’“) |

Em particular, se § =0 ( dados livres de ruidos y = y°), entdo

k=0

ZHy Azp)|? < E~1p? <1+2 (1+ k72 Zﬁk> . (2.34)
Demonstragao : Veja [25, Corolério 3.12]. |

Exercicio 2.20. Mostre que E—277Y(1 = Baz)(1+1) > 0 € assim,
a equagao (2.33) estd bem definida.

Exercicio 2.21. Mostre que, se a série

> b (2.35)
k=0

s

¢é convergente, entdo o critério de parada k. para a iteragao (2.31) ¢é
finito. Mostre ainda que, se a série (2.35) converge e a sequéncia de
iterados {x}, dado por (2.31), com dados livres de ruidos, também

converge, entdo o limite € uma solu¢ao do problema A(x) = y.

Exercicio 2.22. Defina ey, := x, — x. onde xy, € dado por (2.31).

Mostre que

llexsill < llexll + Bep V14 w72,
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Use inducao para mostrar que

k—1 k—1
leell < llemll [T (1= ) + pv/T+ 72 (1 “Tla —@)) .
l=m

l=m
Sugestao: Use que (1 — [T, (1= 8)) =37, B I[Z;51 (1= 5.

Com a convergéncia da série (2.35), podemos provar que a

sequéncia de iterados dada por (2.31) com dados sem ruidos converge.

Teorema 2.3.3 (Convergéncia para dados sem rufdos). Suponha que
as hipdteses da Proposicio 2.3.1 sao satisfeitas e seja {fr} satis-
fazendo (2.35). Entdo, {xy} dada pela itera¢io (2.31) converge. Pelo

exercicio acima, o limite é uma solug¢do de A(x) = y.

Demonstragdo : A demonstracdo difere da apresentada para o
método de Landweber uma vez que nao podemos usar que a sequéncia
llex]l := ||k — z+|| € mondtona. Por outro lado, da Proposicao 2.3.1 a
sequéncia |lex|| é limitada, portanto, possui uma subsequéncia ||ey, ||
convergente (prove!), digamos para algum € > 0. Vamos mostrar que
toda a sequéncia {||ex||} converge. E assim converge para ¢ > 0.
Seja kj_1 < k < kj. Defina v, := (1— fj:;l(l —ﬁl)). Do

exercicio 2.22 temos que

—(pV 1 =672 = ler; [ +ller | < llexll
< llew; [+ (pV1 = 572 = llex,y ) -

Como {|lex, ||} converge, segue da desigualdade acima que {|ex| }
converge para algum ¢ > 0. Agora, a demonstragdo segue os passos
do Teorema 2.2.3. |

O préximo Teorema garante que a iteragao (2.31) é um método

de regularizagao.
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Teorema 2.3.4. Suponha que as hipdteses do Teorema anterior sao
satisfeitas e k., = ki(9, y5) dado como no Coroldrio 2.3.2. Entao
xi* dado pela iteragdo (2.31) do método de Landweber iterativamente

reqularizado converge para uma solugao do problema A(x) =y quando

6 — 0.

Demonstragao : Similar a apresentada para o método de Landwe-
ber. |

2.3.1 Taxas de Convergéncia

Como comentado anteriormente, taxas de convergéncia para
o método de Landweber exigem hipdteses fortes [8, 25]. Por outro
lado, para o método de Landweber iterativamente regularizado, tais
hipoteses sao mais naturais e implicam em taxas de convergéncia

melhores que o método de Landweber classico.

Hipétese 2.2. Suponha que os itens (1) e (2) da hipdtese (2.1) sao
satisfeitos. Suponha ainda que x' satisfaz a sequinte condicdo de
fonte
at —zo € R(A (1))
e que A'(x) € localmente Lipschitz, isto é,
@)~ A@) < Llle—7] 2,7 € Baylao).

Com a hipétese acima temos:

Teorema 2.3.5. Suponha que a Hipdtese 2.2 € satisfeita. Sejam
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a, b, c,d parametros satisfazendo

(1+a)w? +b+c+d+26—-2<0,
2o — 2t < 280v/qdL=1 < p?,
VadL=1 < p < Byt

B(1 = Bi(p — Vdd—TL)) < B4

com { B} uma sequéncia mondtona decrescente. Entdo, se a itera¢do

¢ parada de acordo com o principio da discrepdncia (2.12) temos que
Iz, — '] = O(V3). (2.36)
No caso de dados livres de ruidos (6 = 0), temos que
zx — 7| = O(V/Br) .- (2.37)

Demonstragdo : Veja [25, Teorema 3.17). |

2.4 Método do Gradiente

Nesta se¢ao, vamos nos ater ao método conhecido como mé-
todo do gradiente ou ainda como steepest descent (passo de maxima
descida), proposto por Cauchy, por volta de 1847, para resolver sis-
temas de equagoes nao-lineares. Com a ideia de representar a solugao
de um sistema de equacoes nao-lineares, por meio de um minimo
de um funcional nao negativo, Cauchy construiu uma sequéncia, de
forma iterativa, que passa do iterado corrente para o seguinte na
direcao em que o funcional decresce mais rapido. Por essa pro-
priedade, o método de Cauchy ou steepest descent também é co-

nhecido como método de maxima descida.
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Por questoes didaticas, trabalharemos com a seguinte hipotese:

Hipétese 2.3. O operador A € linear, limitado e possui a imagem
fechada.

Tal hipbtese também é utilizada no Apéndice B para construir
o conceito de inversa generalizada de forma mais simples. Queremos
deixar claro que tais hipéteses podem ser suprimidas. No entanto,

outras consideragoes sobre o operador A devem ser feitas. Veja [13].

Exercicio 2.23. Dé um exemplo de um operador linear limitado cuja

imagem nao € fechada.

Vamos a alguns resultados preliminares.
Seja J : H — R um funcional nao-negativo. Denotemos por

z* € H um ponto tal que
J(x*) =inf{J(z) : v € H}. (2.38)
Ainda, supomos que J é Fréchet diferencidvel em cada ponto de H.

Exercicio 2.24. Prove que, se A é um operador linear e limitado,

entio J(z) = §||Az — y||* € Fréchet diferencidvel e

VJ(z) = A" (Ax —y).

Dado um ponto xg, queremos minimizar J, andando na direcao
em que J decresce de forma mais rapida. Assim, devemos escolher

uma direcao z € ‘H tal que a derivada direcional
DJ(xg,2) = (z,VJ(x0)),

aponte na diregao de maior descida.
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

=21V I (o)l < (2, =V J(x0))

e a igualdade s6 acontece se z é um miiltiplo positivo de —V.J ().
Assim, comecando em z(, a direcdo de maior descida de J é z =
—VJ(zp). Tomando um tamanho de passo ap > 0 na diregao —V J(zo),

obtemos a nova aproximacao para z* por
Tr1 =Xy — OéoVJ(LL‘Q) .

O parametro aq é escolhido de forma que z1 minimize .J sobre a reta

que passa por g, na dire¢ao —VJ(zg). Assim, deve satisfazer

d

—J(xg —aVJ a=ao = 0.

7o (0 = aVJ(20))|a=ap

A sequéncia iterativa {xy} gerada pelo método do gradiente é

dada por
Tk4+1 — Tk — oszJ(xk) s
onde

d
2o (@e = aVJ (k) ]a=a, = 0.

Suponha que o operador A satisfaz a Hipdtese 2.3. Pelo Teo-
rema B.1.4, a solugdo de quadrados minimos de Az = y é justamente
1

o minimo do funcional J(z) = 3||Az — y||*>. Assim, somos levados a

aplicar o método do gradiente para o funcional J.

Exercicio 2.25. Defina r := VJ(x) = A*(Az —y) (o qual estd bem

definido pelo exercicio 2.24). Mostre que o valor dtimo de o é dada
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por

_ e

o = .
[ Ar][?

Assim, a sequéncia {z;} C Hy pelo método do gradiente é

dada por

Tht+1 = Tk — QkTE

r = A" (Axy — y) (2.39)
ol
[ Ary |12

Observagao: Observe que, se rp = 0, entao xj é uma solugao
de quadrados minimos e o método para em z. Se tivermos um
critério para garantir que x; € a solugao de menor norma, entre todas

as solucoes de quadrados minimos, obteremos que xj = 1.

Exercicio 2.26. Mostre que se Ary = 0, entao r, = 0. Assim, a

sequéncia gerada pelo algoritmo (2.39) estd bem definida.

Lema 2.4.1. Seja A satisfazendo a Hipdtese (2.3). Entao,
lim r, = 0.
k—o0

Demonstracao : De

s
2 || Arg?

1
T(wri1) = 5l Az, — ardry = y||* = J(zn)

Repetindo a igualdade acima recursivamente, obtemos

J(@p41) = J(2o) —

N | =

k
Z ||7°j||2
] Ar,[P
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Como J(z) > 0Vx, temos que

o0

0 2
THEED i 1 EryTrny
> 2 4]

i J

1A~
J

Portanto, ||7%|| — 0 quando k — oc. [ |

Exercicio 2.27. Mostre que o Lema 2.4.1 seque sem a hipdtese de

A possuir imagem fechada.

Mostrarenos que a iteracao (2.39), para dados sem ruidos, con-

verge para uma solugdo de norma minima do problema Az = y.

Teorema 2.4.2. Seja A satisfazendo a Hipdtese 2.3. Entao, a sequén-
cia gerada pelo método do gradiente converge para uma solu¢ao de
quadrados minimos de Ax =y para qualquer xog € Hy. A sequéncia

converge a z' se, e somente se, 19 € R(A*).

Demonstragao : Escrevendo a iteragao (2.39) de forma recursiva,

temos

k
Tk+1 = To — ZO&jT‘j . (240)

=0

Mostraremos que {z,} é uma sequéncia de Cauchy. Seja m > n,

entao
k
T — T ==Y _ajr; € R(AT) = N(A)". (2.41)
Jj=n

Portanto, existe n > 0 tal que

772me - xn”2 S (A A(Tm — o0), Tm — T0) = | AT — xn)”2 .
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Assim,

(A" Az — @n), T — Tn)
< (|A" Az, — A%y + | A" Az, — A%Y)) |2 — 20|
<07 ([|A* Az, — Ayl + [|A* Az, — A%y|) [|A(2n — 20|

Como r; — 0, temos que ry, — 1, = A*A(z, — @) — 0 quando
m,n — oo. Como R(A) = N(A*)*1 é fechada, segue do Teorema do
Gréfico Fechado [28], que A* possui inversa limitada quando restrito
a R(A) = N(A*)*L.

Portanto, || A(xy, — 2,)|| < M e

0| @m — 2o > < M(rm +1) = 0 m,n— oco.

Logo, {xr} é Cauchy e, assim, converge para algum u € H;.

Pela continuidade de A, temos
|A*Au — A™y|| = klim |[A*Azy, — A%yl = klim r, =0

donde concluimos que u é uma solucao de quadrados minimos.

Para finalizar, lembremos que qualquer solugao de quadrados
minimos é da forma z @ N(A) (Teorema B.1.4). Como R(A*) =
N(A)*, segue que z' é a tinica solugio de quadrados minimos na
R(A*). Se zp € R(A*), entao, de (2.40), segue que x, € R(A*) para
todo k. Como R(A*) é fechada, u = zf.

Caso zp ¢ R(A*), entdao zo = x(, + Prr(ayzo, onde zj €
N(A)L =R(A*) e Py(ayzo # 0. Como A*APyr(ayzo = 0, de (2.40),
temos:

k—1

T =T — Zajrj + Prnayro — zt + Prrayzo -
j=0
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Isto completa a demonstracao. |

Exercicio 2.28. Complete os detalhes da demonstra¢do do Teorema
2.4.2.

Exercicio 2.29. Suponha que existem constantes C, M, m > 0 tais
que ml|z||* < (A*Az,x) < M||z||*, Vz € R(A*) e que A satisfaz a
Hipctese 2.3. Mostre que o método do gradiente possui um limitante

de erro dado por

M —m\?
M+m)

HxT + P/\/(A)xo —z,|| < C (

No caso de dados com ruidos, consideraremos a iteracao (2.39)

com 9 no lugar de zy.

Mostraremos que a iteragao (2.39) é mondtona, enquanto o

principio da discrepancia (2.12) nao é atingido.

Proposigao 2.4.3 (Monotonia). Seja x' uma solugcdo de norma
minima do problema Ax =y, com y° satisfazendo (1.2). Enquanto

2.20) for satisfeito, temos que
( ) b ; )
||£Ci 1= ZCTH < ||£Ci — .’IJTH .

Ainda, se k. = k.(0,y%) for escolhido de acordo com o principio
da discrepancia (2.12), entao a iteragao é terminada depois de uma

quantidade finita de passos.
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Demonstragao : Da definigao da iteragao (2.39) temos que

gy — 2T 1* = |29 — 2¥))? = 22} 1 — a8, 2 — 2T) + [laf ) — 22
=205 (A% (y° — Ax}), 2 — T) + o |||

=205 (y° — Az}, Axg — ) + 2a5.(y° — Az}, y° — Ax?) + of|ri?
< =2a [y’ — Az ||* + 26arlly’ — Az} || + of[|rk |

= aplly” - Awf |26 — lly® — Awf|] - an(lly’ — Az|1? — anllrel®)

Seja k < k., entao pelo principio da discrepancia, com 7 < 2, temos

que
§ § § §
s = 2T* < flag — 21 — an(ly® — Az > = arllr]?)-
Como
) 5\)2
2 _ ((Ark,y° — Ax})) 5 5
okl = < — Axy]|,
o resultado segue. |

Exercicio 2.30. Mostre que, k. definido pelo principio da discrepancia

(2.12) ¢ finito para a iteragdo do gradiente.

O proximo resultado mostra que a iteragao do gradiente é um

método de regularizagao.

Teorema 2.4.4. Seja k. = k(6,4°) definido pelo pricipio da dis-
crepancia (2.12). Entao, xi* converge para uma solu¢do de Ax =y,

quando § — 0.

Demonstracao : Note que, para k < k, fixo, o iterado xi dada pela

iteracdo (2.39) depende continuamente dos dados y°, uma vez que, x

é a composicao de operadores continuos. Os passos da demonstragao,
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agora, sao similares as feitas anteriormente e sao deixadas ao leitor.
|

Para o caso em que A(+) é nao linear, as demonstragoes seguem
0s mesmos passos acima. Basta utilizar hipdteses similares ao método
de Landweber nao linear estudado na Segao 2.1. Para detalhes veja
[25].

2.5 Método de Landweber e Estratégias

de Kaczmarz

Dedicaremos esta se¢ao a um método de regularizacao para
resolver problemas inversos que aparecem na forma de sistemas de

equagoes

Uma maneira de resolver o problema (2.42) é considerar o operador

A:= (A, ,Apm) e Y = (y1, -+ ,ym) e resolver a equacao
Alz) =Y,

usando as técnicas que foram apresentadas anteriormente.

A principal idéia de métodos tipo Kaczmarz é resolver o sis-
tema (2.42), de maneira ciclica. A titulo de motivagéo, apresentare-
mos na proxima subse¢ao o método ART (algebraic reconstruction

techniques) como forma de motivar métodos tipo Kaczmarz.

2.5.1 Um Pouco Sobre o Método ART

Uma das técnicas mais usadas para resolver numericamente

o problema associado a diagnésticos médicos para tomografia com-
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putadorizada, até bem pouco tempo atrds, chama-se método ART
(algebraic reconstruction techniques). Hoje em dia, novos métodos

2 uma vez que o método ART é mais caro do ponto

ganharam terreno
de vista computacional [38, 37].

Por outro lado, o método ART representa a ideia de métodos
tipo Kaczmarz de maneira simples de entender. Faremos a construgao
do método iterativo ART para o caso em que A; = (a1, - ,a;n),
onde i € {1,---, M} representa uma linha de um sistema linear,
escrito na forma (2.42). Desta maneira, a iteragao ART usa conceitos
bésicos de Algebra Linear.

Iteragcao: Dado Zp; um ponto inicial, projeta-se ¥y ortogo-
nalmente sobre o hiperplano determinado pela primeira equacao do
sistema (2.42), isto é, sobre ajjx; + ---ainzny = y1. Ao vetor
projecao ortogonal, chamamos de primeiro iterado z7. De posse do
vetor Z1, projeta-se ortogonalmente sobre a segunda linha do sistema
(2.42), obtendo-se ¥y e assim sucessivamente até M, obtendo, Zj;.
De maneira ciclica, projeta-se ¥,,,q(n) sobre a equagao de indice
mod(M) do sistema (2.42). A figura mostra a iteragdo ART para um
sistema quadrado de ordem 2.

A iteracao é dada por

— — Auf —-1) —Yi

=y — (%) (47 (2.43)
[| A

Exercicio 2.31. Considere a reta de equa¢ao ajx1+- -+ G;NTN = Y;

em RN . Mostre que a projecio ortogonal de v € RN sobre a reta

acima satisfaz a equagao (2.43).

Exercicio 2.32. Mostre que (A;,Z,) = y;. Interprete esse resultado

geometricamente.

?Hoje em dia, métodos iterativos estatisticos sdo muito usados para controlar
o problema causado por ruidos nos dados.
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ayfitasfy =m

azlﬁi‘-m/m/

Figura 2.1: Geometria do algoritmo ART.

Exercicio 2.33. Use a itera¢ao (2.43) para obter uma solugdo do

problema de tomografia descrito pela Figura 1.5.

Como comentado anteriormente, uma das caracteristicas do
método ART é seu alto custo computacional. Ainda, a taxa de con-
vergéncia pode ser muito lenta. Assim, por vezes, faz-se necessério a
introdugao de parametros de corre¢ao na equagao (2.43), de forma a

melhorar a performance do método.

2.5.2 Método de Landweber-Kaczmarz

O método de Landweber-Kaczmarz consiste em aplicar o méto-
do de Landweber para resolver (2.42) de forma ciclica. Isto é, a

iteragao é definida como

szrl = :vi + WkAfk] (fi)(yé — A (952)) ) (2.44)
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onde [k] := kmod(M) € {0,--- ,M — 1} e i = [k] + 1. O parametro

wy, é definido como

5 5
W 1= 1 se |[[Ap(zy) — y[k]H > 74,
0 caso contrario .

O parametro wyg, determina o critério de parada para o método
de Landweber-Kaczmarz. A iteragao é parada no primeiro indice
ke = ki (0, yfk]) tal que

Wg,4+; =0 para j={0,---,M—1}. (2.45)

Note que, um tal critério de parada dado pela equagao (2.45)

significa que

5 .8 _ _ .0
T, =T, 41 = " = T,y M—1> (2.46)

isto é, k. é escolhido como o indice que faz com que xi permaneca

igual em um ciclo.

Convergéncia para a iteracao de Landweber-Kaczmarz segue
similarmente ao feito para o método de Landweber. As hipdteses sao

semelhantes as feitas para o método de Landweber para cada Aj.

Exercicio 2.34. Mostre que o método de Landweber-Kackzmarz (2.44)
com o critério de parada (2.45) é um método de regularizagao. Sug-
estdo: consulte [25].

Exercicio 2.35. Use a itera¢io de Landweber-Kaczmarz (2.44) para
encontrar uma solu¢ao do problema de tomografia proposto na Figu-

ra 1.5. Compare com o método ART.
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2.6 Aplicacao: Tomografia Computadori-

zada

Como aplicagao, apresentaremos o resultado obtido para o
problema de tomografia computadorizada foto-acistica com uma quan-
tidade limitada de dados [37, 38].

Seja L?(D) o espaco de Hilbert de todas as fungoes quadrado
integraveis no disco unitdrio D C R? e Ha := {y : [0,2] — R
Iyl := f3 (B}t < oo},

Exercicio 2.36. Mostre que Hy € um espaco de Hilbert.

Consideraremos o sistema,

onde cada A; := L*(D) — Haz, é dada por
1
(Aje) = / o(& +10)d00), te[0,2],  (2.48)
Sl

A equagao (2.48) corresponde a uma versao circular da Transformada
de Radon que foi introduzida na Segdo 1.2.1. Resolver (2.48) é um
passo crucial em tomografia computadorizada foto-actustica. Para
esta aplicagao em especial, consideraremos o caso em que os dados
sao obtidos por integragao numeérica. Ainda, supomos que o centro
de integragao &;, corresponde a posicao de cada detector. Ainda,
nesta aplicacao consideraremos somente o caso especial em que cada
& = (sin(5L), cos(52L7)), estd uniformemente distribuido no semi-
circulo S% := {¢ = (¢,€?) € 9D : &' > 0}. Assim, os dados sdo
medidos em uma unica parte da fronteira de D (veja a figura 2.6).
Portanto, temos poucos dados. E provado, por exemplo em (38, 37],

que certos detalhes de z fora da regiao de deteccao, nao podem ser
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reconstruidos. Tais resultados sao conhecidos como invisibilidade.

Exercicio 2.37. Prove que cada operador A; € linear, limitado e

satisfaz ||A;|| < 1. Mostre ainda que o operador adjunto é dado por
(A5)(€) = yHE.

Temos duas possibilidades. A primeira é considerar o operador

AZ (AQ,"' 7AN—1) : L2(D)N — Hév,

Ao Yo
Ar = T = =y. (2.49)

AN—1 YN—-1

Com essa configuracao podemos aplicar a iteragao de Landweber
linear (2.6), a iteragdo de Landweber iterativamente regularizado
(2.30) ou a iteragao do gradiente (2.39).

A segunda possibilidade é aplicar o método de Landweber-
Kaczmarz para o sistema de equagoes lineares (2.48). Para nosso

teste numérico, optamos pela segunda.

Figura 2.2: Do lado direito a solucao e do esquerdo os dados com 4%
de ruidos.

A solucdo ! é mostrada no lado esquerdo da Figura 2.6. Do

lado direito da Figura 2.6, vé-se a figura que consiste da superposicao
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de funcoes caracteriticas e um kernel Gaussiano que representa os
dados do problema, com N = 50 medidas. Os dados y; = Az sdo

calculados por integracao numérica de forma a adicionar 4% de ruido.

Figura 2.3: Do lado direito a solucao aproximada pela regularizagao
de Landweber e do esquerdo por steepest-descent, com estratégias
tipo Kaczmarz.

A Figura 2.6 mostra a solugdo regularizada xis para ambos,
os métodos Landweber-Kaczmarz e método do gradiente com uma

estratégia tipo Kaczmarz.

2.7 Breve Apanhado Historico do Capitulo

Em 1809, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) publicou um artigo
no Werke, 4, 1-93, demonstrando que a melhor maneira de determi-
nar um parametro desconhecido de uma equagao é minimizando a
soma dos quadrados dos residuos, mais tarde chamado de Minimos
Quadrados por Adrien-Marie Legendre (1752-1833).

A desigualdade de Cauchy-Schwarz para o caso de so-
mas foi publicada por Augustin Cauchy (1821), enquanto a corre-
spondente desigualdade para integrais foi primeiro estabelecida por
Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1859) e redescoberta por Hermann
Amandus Schwarz (1888).
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O método ART foi usado por Hounsfield® para a reconstrucao
da primeira imagem por tomografia computadorizada. Na verdade,
a iteracao ART é uma reinvencao do método de Kaczmarz publicado
em 1937.

e Sir Isaac Newton (1643 -1727) - cientista inglés, mais reco-
nhecido como fisico e matemético, embora tenha sido também
astronomo, alquimista e filosofo natural. Newton é o autor da
obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, publicada
em 1687, que descreve a lei da gravitacao universal e as Leis de
Newton - as trés leis dos corpos em movimento que assentaram-

se como fundamento da mecanica classica.

e Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857) - matemético Francés. O
primeiro avan¢o na matematica moderna por ele produzido foi
a introdugao do rigor na andlise matematica. Criou a nogao
moderna de continuidade para as fungoes de variavel real ou
complexa. Mostrou a importancia da convergéncia das séries
inteiras. Fez definigoes precisas das nogoes de limite e inte-
gral definida, transformando-as em notdvel instrumento para
o estudo das fungoes complexas. Sua abordagem da teoria
das equacoes diferenciais foi inteiramente nova, demonstrando a
existéncia e unicidade das solugoes, quando definidas as condi-
¢oes de contorno. Foi um dos fundadores da teoria de grupos

finitos. Também exerceu grande influéncia sobre a fisica.

e Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881 — 1966) - matemético
holandés graduado na Universidade de Amsterdam. Traba-
lhou em topologia, teoria dos conjuntos, medida matematica
e analise complexa. O teorema do ponto fixo de Brouwer foi

batizado em sua homenagem.

3Relembre a Secéo 1.4
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e Maurice René Fréchet(1878 — 1973) - matemético francés.

e Stefan Kaczmarz (1895 — 1940) - matemdtico Polonés. Seu
método € a base de muitos métodos usados em tomografia com-

putadorizada.

e Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 —1921) - matemético

Alemao, conhecido por seu trabalho em andlise complexa.



Capitulo 3

Métodos de
Regularizacao Iterativos

Tipo Newton

De maneira similar aos resultados conhecidos para resolver
problemas diretos (bem postos), métodos do tipo gradiente exigem
muitas iteragoes para convergir. Por outro lado, métodos tipo Newton
possuem taxas de convergéncia melhores. No entanto, a realizacao
numérica de métodos como a iteragao de Landweber, é mais facil que
os métodos tipo Newton, em termos de hipoteses.

Neste capitulo faremos a hipdtese de que A(+) é Fréchet diferen-
cidvel e que a derivada de Fréchet A’(-) é limitada.

Um primeiro candidato a resolver a equagdo A(xz) = y de forma

iterativa é o método de Newton
zhyy = 2h + (A(2) (¥ — A(})), (3.1)

85
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partindo de um chute inicial xg.

Exercicio 3.1. Suponha que A(-) é Fréchet diferencidvel até sequnda
ordem. Defina F(x) := A(x) —y. Mostre que F(x) € diferencidvel.
Use o Teorema de Taylor para mostrar que, a iteracao de Newton
(3.1), € dada pela solugdo da expansao de Taylor de primeira ordem

de F(-) em torno de 2.

A iteracao pelo Método de Newton possui muitas limitacoes
para problemas mal postos. Uma condicao necessaria para que a
iteracao (3.1) esteja bem definida, é que A’(-) seja invertivel, para
todo iterado :vi. Supondo que isso seja verdade, a sua inversa, em

geral, é nao limitada. Relembre os exercicios da Segao 2.2.

Portanto, para problemas mal postos, a iteracao (3.1) é ina-
propriada, pois, em cada passo estamos resolvendo um problema mal

posto.

A ideia principal de métodos tipo Newton é linearizar o pro-
blema A(z) = y, em torno de uma solu¢ao aproximada :vi e entao

resolver o problema linearizado
Alap)(z —a23) =y° — Aag) (32)

para z.

Note que, se o problema A(x) = y é mal posto, entao resolver o
problema linearizado (3.2), também ¢é mal posto (Por qué?). Relem-
bre o exercicio feito na Secao 2.2. Assim, algum tipo de regularizagao

deve ser aplicada.
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3.1 Meétodo de Gauss-Newton

O método de Gauss-Newton pode ser visto como uma modi-

ficacao do método de Newton. Este consiste em definir
Tk = Yy’ — A(:vi) 5
e aplicar o método de minimos quadrados para o problema linearizado
Alap)(z —ag) =)
Isto é, minimizar o funcional
1A (@) (z = 22) =i )12, (3.3)

para z.

Sendo xi 41 = Z o minimo do funcional, obtemos a iteracao
S _ .0 1 (nON* AL (0 \\—1,.0
Thy1 =y + (A(2R) A (2y)) "y (34)
Exercicio 3.2. Mostre que o funcional 3.3 sempre possui um minimo.

Exercicio 3.3. Mostre que a condicao de otimalidade para o fun-

cional (3.3) € dada pela equagao normal
(A'(2) A (20)) (2 — 2}) = 7).

Exercicio 3.4. Mostre que a condicdo de otimalidade do exercicio

anterior € também suficiente.

Exercicio 3.5. Mostre que, se A’'(x) é um operador linear, limitado

e compacto, entio A'(x)* A'(x) também é compacto.

Conforme o exercicio acima, a iteracdo (3.4), mesmo se bem
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definida, isto é, mesmo que A’(z)*A’(x) seja invertivel em todos os
pontos da iteracao, esta é inapropriada para problemas mal postos.

Assim, algum tipo de regularizacao deve ser aplicada.

3.2 Meétodo de Levenberg-Marquardt

A ideia original do Método de Levenberg-Marquardt é mini-
mizar o residuo |y® — A(z)|, sujeito a regido de confianca |z —
xi” < hg. Pelo método de multiplicadores de Lagrange, isto é equi-

valente a minimizar o funcional
ly® — A(zq) — A'(2)2]” + ax| 2] (3.5)

para z = z,‘z, onde «ay, é o correspondente multiplicador de Lagrange.

Entao, o processo é iterado com
s _ .8 s
Ty = Ty + 2
e, possivelmente, um ajuste do raio da regiao de confianga hy.

Exercicio 3.6. Mostre que, z) minimizante de (3.5) estd bem definido,

isto é, sempre existe.

Uma das maneiras de atualizar o raio da regiao de confianga,
é fazer uma comparagao de concordancia entre o residuo atual e o

residuo previsto, isto é,
s s s s s s
ly® = A(zpp)ll - versus [ly® — A(xg) — A'(23) (= — 23 )|l -

O parametro hy, é aumentado (boa concordancia) ou diminuido (se a

concordancia for ruim), por algum fator constante, por exemplo, 2.

Exercicio 3.7. Mostre que, a condicao de otimalidade de primeira
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ordem do funcional (3.5) € dada por
@1 = 2} + (A (23) A (@) + o 1) 7T A (23)" (5 — A(aR)).

Uma maneira de atualizar a regiao de confianca que € bem conhecida

em otimizagdo € denominada de dog-leg.

Outra justificativa para o método de Levenberg-Marquardt é
que estamos aplicando regularizacao de Tikhonov para o problema
linear (3.2). Veja o Capfitulo 4.

Exercicio 3.8. Seja x), (@) o minimizante de (3.5) para ay := .

Mostre que

ly° — A(a) — A'(23) (2311 (@) —2})|
= af (A" (@) A (@) + o D)7 (y° = Alp)l-

Note que, a direcao de atualizagao zj; é a direcao de descida
do residuo [|y° — A(z) — A'(2)(z — x3)||. Assim, escolhas de ay, de

forma que o método convirja devem ser feitas.

Seguiremos os passos de [25] e referéncias. A proposta é: de-
terminar «ay de acordo com o pincipio da discrepancia a posteriori,

da seguinte forma: seja « := «y, tal que

>
~—

pr(a) = |ly’ = Aay) = A'(@p)(@h 1 (@) — 2] = ally’ - Alw

para algum ¢ € (0,1).

Note que, enquanto y° — A(22) # 0, segue de (3.6) e do Exer-
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cicio 3.8 que p? () é continuo e descrescente. Ainda,

lim pi(a) = [ly’ — A})l|

lim pi(0) = (A" (=) (v — A@@R))] < lly” — AaR) — A" (@) (@ — zp)]l,

para qualquer x € D(A).
Seja x € B,(z0) denotando a solugio de xg-norma minima e
v >1. Se

Iv* - Ad) - AEDE -l < Ly - A @)

entdo (3.6) possui uma tnica solucdo ay (prove! Sugestdao: Use o

Teorema do Valor Intermediério [33].).

3.2.1 Convergéncia

De forma similar ao feito para o método de Landweber nao-
linear na Segao 2.2, nessa se¢ao, vamos provar que o método de
Levenberg-Marquardt é um método de regularizagao.

Primeiro, estabeleceremos monotonia da iteragao.

Proposicao 3.2.1. Seja 0 < ¢ < 1 < 7. Suponha que (1.1) pos-
sua uma solugdo e que (3.7) seja satisfeita, de forma que, exista oy

determinado por (3.6). Entdo:

g — 2|1 = l|lady — 2T > ll2f s — 22,
v—1

g — 2| = |22y — 21| > 2W|\y‘5 — A(x}) — A" (@) (@4 — =)

_ =D -a)

5 5
= W”y - A(%)HQ
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Demonstragao : Veja [25, Proposicao 4.1]. |
Para mostrar convergéncia da iteracao para dados sem ruidos,
temos que supor que vale a seguinte condicao local de cone tan-

gente

[A(z) = A(Z) — A'(z)(z — )| < cllo — 2| [|A(z) — A@)], (3.8)

T, T € ng($0) .

Teorema 3.2.2 (Convergéncia para dados exatos). Suponha que
A(x) = y possui uma solugao, que A'(+) € uniformemente limitada na
bola B,(z1) e que ||zo — z'|| < g/c. Suponha, ainda, oy, determinado
por (3.6) e que (3.8) seja satisfeita. Entdo, o método de Levenberg-

Marquardt converge para uma solug¢do de A(x) =y, quando k — co.

Demonstragao : Os passos da demonstracao sao andlogos aos feitos
para o método de Landweber nao-linear. Para detalhes, veja [25,
Teorema 4.2]. |

Teorema 3.2.3. Suponha que as hipdteses do Teorema 3.2.2 sao
satisfeitas. Seja k. = k.(8,3°) dado pelo principio da discrepincia
(2.12), com T > 1/q. Entao, a itera¢io do método de Levenberg-
Marquardt, para dados com ruidos, € terminada em um niumero finito

de passos k. e
Eo(8,4°) = O(1 4 |Ind|). (3.9)

Ainda, o iterado xi* , dado pelo método de Levemberg-Marquardt, con-

verge para uma solucdo de A(z) =vy°, quando k — oo.

Demonstragao : Veja [25, Theo 4.3]. |
Taxas de convergéncia para o método de Levenberg-Marquardt
sdo complicadas em termos de hipdteses. Assim, deixamos ao leitor

interessado consultar [25].
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3.3 Método de Gauss-Newton Iterativa-

mente Regularizado

O método de Gauss-Newton iterativamente regularizado con-

siste em iterar

Py = )+ (A (@) A (@) + an )7y’ — A@})) + anlzo — 27)
(3.10)

com g, uma aproximacao a priori para a solucao do problema, ay
uma sequéncia tendento a zero e y° sao dados corrompidos por ruidos
satizfazendo (1.2).

O método de Gauss-Newton iterativamente regularizado é simi-
lar ao método de Levenberg-Marquardt. De fato, note que :vi 411 ¢um

minimizante do funcional
ly® — A(ag) — A’ () (@ — 21> + olle — o[> (3.11)

Anilise de convergéncia, para o método de Gauss-Newton ite-
rativamente regularizado, requer hipéteses similates as feitas para o
método de Landweber nao-linear na Se¢ao 2.2. Devido a similaridade
dos argumentos desenvolvidos anteriormente, deixamos a analise de
convergéncia para o método de Gauss-Newton iterativamente regu-

larizado como exercicio. Para detalhes, consulte [25].

3.4 Breve Apanhado Histérico do Capitulo

Em anélise numérica, o método de Newton (também conhecido
como método de Newton-Raphson), é um dos métodos mais conheci-
dos para encontrar zeros (ou raizes) de fungoes a varidveis reais, de

maneira aproximada. Sob hipéteses adequadas na fungao, o método
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de Newton tem convergeéncia local quadratica, o que nao pode ser
atingido por métodos do tipo gradiente. Por outro lado, se a iteragao
é iniciada muito longe da raiz exata, a iteragao diverge facilmente.

O método de Newton foi proposto por Isaac Newton em De
analysi per aequationes numero terminorum infinitas de 1669 e publi-
cada posteriormente por William Jones em 1711 em De metodis fluz-
ionum et serierum infinitarum em 1671, traduzido e publicado como
Method of Fluxions por John Colson em 1736. A abordagem inicial
de Newton difere muito da atual. Newton aplicou seu método inicial-
mente s6 para encontrar raizes de polinomios. De fato, ele nao cal-
culava uma aproximacao sucessiva xx, mas calculava uma sequéncia
de polinémios e s6 no final, ele chegava a uma aproximacao para a
raiz.

O algoritmo obtido pelo método de Gauss-Newton é um método
para se obter solugoes de problemas de minimos quadrados nao-
lineares, o qual pode ser visto como uma modificagao do método
cldssico de Newton para minimizar (ou maximizar) func¢oes. Diferen-
temente do método de Newton, o método de Gauss-Newton sé pode
ser aplicado para minimizar problemas de minimos quadrados.

O algoritmo de Levenberg-Marquardt produz solugoes para
o problema de minimizar fung¢bes nao-lineares sobre o espaco dos
parametros. Este método pode ser considerado como um método que
vive entre o método de Gauss-Newton e o método de gradiente. O
algoritmo foi publicado por Kenneth Levenberg, enquanto trabalhava
no Frankford Army Arsenal, um dos destacamentos militares Norte-
Americano. Este foi redescoberto por Donald Marquardt quando

trabalhava como estatistico no DuPont.

e Sir Isaac Newton - veja Secao 2.7.

e Joseph Raphson- matematico Inglés. Ficou conhecido pelo mé-
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todo de Newton-Raphson. Pouco se sabe de sua vida. Nao se

tem informacgoes precisas sobre datas de nascimento e morte.
e Gauss - veja Secao 1.4.
e Kenneth Levenberg - sem informagoes historicas.

e Donald W. Marquardt (1929 - 1997) - estatistico Americano.
Redescobriu o algoritmo que hoje leva o nome de Levenberg-

Marquardt.



Capitulo 4

Método de
Regularizacao de
Tikhonov

Com a mesma filosofia da teoria geral de regularizacao para
problemas inversos, a regularizacao de Tikhonov é um compro-
misso entre precisao e estabilidade. O objetivo deste capitulo é esta-
belecer tal compromisso, para o método de regularizacao de Tikhonov.
Num primeiro momento, trataremos o caso em que o operador A é
linear. Trataremos da teoria para o caso em que A(:) é nao linear,

logo em seguida.

4.1 Problemas Lineares: Convérgencia

Nesta secao, consideraremos o caso em que o operador A é

linear e limitado. Com essa hipdtese, estamos interessados em encon-

95
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trar, de forma estavel, uma aproximagcao para a solucao do problema

inverso
Ar =y°,

para medidas conhecidas do erro ||y — 3’| < 6.
Assim, como nos métodos iterativos estudados nos capitulos
anteriores, uma solucao regularizada requer uma estratégia mais ade-

quada que tentar resolver as equagoes normais
A*Az = A0 (4.1)

Ou, de forma equivalente, encontrar um minimo para o problema

variacional de quadrados minimos
1 s
J(@) = Az~ 7|1

Lembrando, tudo o que queremos ¢é ”inverter” o operador A de
maneira estavel. Mais que isso, ndo queremos errar muito ao fazer
essa inversdo, i.e., queremos manter o residuo ||Az — y°|| controlado.
Relembre a estimativa (2.11).

Assim, formalmente, gostariamos de inverter de forma estavel
o operadorA*A. Pelo Teorema da Aplicagao Espectral B.2.10, isso
equivale a calcular g(A*A), onde g(A) = 1, A # 0. Portanto, uma

solucdo aproximada para a equagao (4.1), é dada por
5 * * 0
x® = g(ATA)A*y° . (4.2)

Antes de continuarmos, vamos a algumas propriedades impor-

tantes, que enunciaremos em forma de exercicio.

Exercicio 4.1. Dé um exemplo de um operador linear, que possui
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espectro nao-vazio e que nao possui autovalores. Pergunta: isso pode

acontecer no caso em que A € uma matriz, isto €, em dimensao finita?

Exercicio 4.2. Seja A um operador linear limitado entre espagos de

Hilbert. Mostre que o espectro de A*A € real e positivo.

Exercicio 4.3. Dé um exemplo de um operador linear limitado A, tal
que, 0 seja um elemento do espectro de A. Existem operadores auto-
adjuntos, tais que, 0 seja um autovalor? Se afirmativo, dé exemplos.

Sugestdo: procure exemplos nos espagos de sequéncias.

Aprendemos dos exercicios acima que o espectro de A*A pode
conter elementos préximos de ZERO e até mesmo o conter. Portanto,
a estratégia de calcular 2, como z° = g(A*A)A*y° nio é possivel,

ou, se é possivel, é muito instavel.

Exercicio 4.4. Mostre que, se A € um autovalor de A entdo N> é um
autovalor de A*A. Suponha que A € uma matriz invertivel. Mostre

que 1/\ € um autovalor de A=1.

Exercicio 4.5. Suponha que A*A ¢é invertivel. Considere xf =
g(A*A)A*y e x® = g(A*A)A*yS. Use o evercicio acima para mostrar

que
ot — 2| < (g(A*A)(1A*|Plly — v I -

O que acontece com ||zt — 2°| como uma fungdo dos autovalores de

A* A, para dados com ruido, satisfazendo ||y — y°|| <67

Qual é a estratégia? Afastar os elementos espectro de A*A de

zero, ou seja, para 0 < « € [0, ay], definimos

1

m . (4.3)

faA) == g(A+a) =
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A fungao f4(-) é dita ser a func¢ao filtro para o método de regulari-

zacao de Tikhonov.
Exercicio 4.6. Mostre que fo(-) € continua pela direita.

Segue do Teorema da Aplicacao Espectral que
fa(A*A) = (A*A+al)™ ', (4.4)

Exercicio 4.7. Seja A um operador linear e limitado entre espagos
de Hilbert. Mostre que para todo 0 < a € R, o operador A*A+ ol é
linear, limitado, injetivo e sobrejetivo e assim, (A*A + al)~! existe
e € limitado. Sugestao: Use o Teorema do Grdfico Fechado [28] para

mostrar a limita¢ao da inversa.

Segue do exercicio acima que a escolha de z% da forma
2l = (A*A+al) 1A%y, (4.5)
é uma solucao regularizada, definida via a equagao linear
(A* A+ al)x® = A*y°. (4.6)

Esta pode ser pensada como uma regularizagao para as equagoes

normais (4.1).

Este método é chamado de Regularizacao de Tikhonov'.

Exercicio 4.8. Seja A um operador linear e compacto, entre espagos

de Hilbert, com um sistema singular dado por (oj,e;, f;). Mostre que
5

a solugdo regularizada x2, na equacao (4.5), tem a forma

6_00 j AV
‘Ta _]2 O'? +a<y 7f]>e] . (47)

IMuitas vezes é chamado de Regularizagdo de Tikhonov-Phillips.
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Use 0 mesmo raciocinio para mostrar que x° = g(A*A)A*y® satisfaz

=3 e (48)

j=1 7

Observagao: Fazendo uma comparagao entre (4.8) e (4.7)
vemos, claramente, o resultado de estabilidade da equagdo (4.7): o

erro em (y°, fj) é propagado com um fator de o qual é sempre

_9i
cr? +a’
limitado quando j — oo e ndo como um fator de % como em (4.8).
Como nem sempre estamos trabalhando com operadores com-
pactos e, mesmo se esse for o caso, a determinacao de um sistema
singular de um operador é uma tarefa muito custosa, mesmo com-
putacionalmente. Seria ideal termos uma outra forma de determinar
uma solugao pela regularizagao de Tikhonov. Temos a seguinte versao

variacional da regularizagao de Tikhonov:

Teorema 4.1.1. Seja % como na equacio (4.5). Entdo 22, ¢ o inico
minimizador do funcional de Tikhonov
Ja() = || Az — °|* + allz]|. (4.9)

Demonstracgao : Para a > 0, o funcional J,é estritamente convexo e
coercivo. Assim, J, possui um tnico minimizador que deve satisfazer
a condigao necesséria (e neste caso também suficiente) de primeira

ordem
J\(z).h =0 paratodo h € H;. (4.10)
Disto, segue que

0=J (z).h =2(Azx — y°, Ah) + 2a(z, h)
= 2(A* Az — A"y’ 4+ alz, h) (4.11)
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para todo h € H;. Portanto, (4.11) é equivalente a (4.5). [ |

Observagao: Note que, qualquer minimizador do funcional de
Tikhonov (4.9) pertence ao N(A)*. Com efeito, pois, caso contrario,
poderiamos fazer a segunda parte do funcional crescer, mantendo a

primeira parte constante.

Exercicio 4.9. Um funcional J : H — R ¢é dito ser coercivo se
limy| 4 oo J(x) = +00. Mostre que, se J € convexo e coercivo, entio
este atinge um minimo. Mostre que se J € estritamente convexo e

coercivo, entdo o minimo € unico.

Exercicio 4.10. Mostre que dado um funcional J como no exercicio
acima, entao a condicao de otimalidade de primeira ordem é necessdria

e também suficiente para x ser um minimizante de J.

O parametro « no funcional (4.9) é o parametro de regulari-
za¢do. Minimizacao em (4.9) é um compromisso entre minimizar
a norma do residuo |[[Az — y°| e manter o tamanho do termo de
penalizacgao ||z|| pequeno e a ssim, forcar a estabilidade. A escolha
apropriada do parametro « é ainda um problema e deve ser feita
a priori. Como « é o parametro que estabelece este compromisso,
muitos autores sugerem a escolha de « através da chamada curva L.
Um boa referéncia para a construgao da curva L é [3]. Veja Figura 1.1

para a interpretacao geométrica.

Observacgao: Note que a definicao de 22, como em (4.5) s6
tem sentido para operadores lineares. Por outro lado, o problema de
minimizacao (4.9) pode ser formulado para operadores nao-lineares.
Nas Secoes 4.3 e 4.4 desenvolveremos a teoria de regularizacao de

Tikhonov para problemas nao lineares.
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4.2 Problemas Lineares: Semi-Convergéncia

A definigao da solucao regularizada pela minimizacao do fun-
cional de Tikhonov (4.9) nos fornece, diretamente, resultados de con-

vergéncia e estabilidade, como:

Teorema 4.2.1. Seja 20 definida por (4.5), y € R(A) com |y —
Yol < 8. Sea:=ald) € tal que

52

}13})0[(5) =0 e %13}) (0] =0, (4.12)

entao
lim 205 = Aly. (4.13)
Demonstrag¢do : Seja 6, — 0 qualquer. Defina «,, := «(d,) e

T, 1= x‘;ajl. Seja J,, o funcional de Tikhonov (4.9) com o = v, € @y,
seu correspondente minimizante (que existe e é tnico pelo Teorema

4.1.1). Seja x' := Aty. Entdo, pela definicio de z,, temos

aonnH2 < Jn(wn) < Jn(xT) = HACUT - y5n|‘2 + aonTHQ

<an+ O‘n||$T||2
e, assim,
62
len® < =+ [l (4.14)
anp
Portanto, por hipétese {x,} é uniformemente limitada. Pelo Teo-

rema de Banach-Alaoglu (veja Teorema A.1.10), {z,} possui uma

subsequéncia que converge fraco? para z € H. Como A ¢é linear e

2Uma sequéncia em um espaco de Hilbert é fracamente convergente para,
z € 'H se para todo h € H temos (zy,h) — (z,h). Notagdo: =, — z.
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limitado,
Axy,, — Az. (4.15)
Novamente, a defini¢do de z,, implica que
| Aen, = 4% | < T (n,) < 87, + P =5 0.
Segue de (4.12) e (4.15) que
Az=y. (4.16)

Da Observacio 4.1 temos que z,, € N(A)L e, assim, z € N(A4)*+
(Prove). Pelo Teorema B.1.7 e sua demonstracio, obtemos z = .
Assim, z,, — x. Aplicando o mesmo argumento para todas as

subsequéncias obtemos que
e (4.17)

Afirmacao: z, — z'.
Assuma que exista ¢ > 0 tal que ||z, || < ||zf|| — . Entdo, o mesmo
argumento de extragdo de subsequéncias acima implica que ||z]| <

|zT|| — &, contradizendo (4.17). Logo,

liminf ||z, || > [|=7] . (4.18)
De (4.14), temos

liminf ||z, || < ||z7] . (4.19)
Juntando as tltimas trés estimativas, temos que z,, — 1. |

Exercicio 4.11. Nas hipdteses do Teorema acima, mostre que (4.17)
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- (4.19) implica que z,, — x'.

4.2.1 Caso Linear: Taxas de Convergéncia

Segue da definicao de solugao regularizada pelo método de

Tikhonov que
e —atl < s Nally 37l < o= (420)
AED(A) Va
Assim, se a ~ § , obtemos a seguinte ordem de convergéncia
ot — 2l || = O(V3). (4.21)

Exercicio 4.12. Verifique a desigualdade na equagdo (4.20), no caso

em que A € compacto e com um sistema singular dado por (cj,e;, f;).

4.3 Problemas Nao-Lineares: Convergén-
cia

Nesta secao, estudaremos a teoria de regularizagao de Tikhonov
para o caso em que o operador A(-) é nao-linear. Assim, como para
os métodos iterativos, as hipéteses para o caso nao linear sao mais
restritivas. Para o caso da regularizagao de Tikhonov assumiremos

que:

Hipétese 4.1. O problema A(x) = y possui uma solugdo ., €
B,(x0), com xg € D(A). E ainda,

1. A(+) € continuo em seu dominio D(A) e

2. A(") € fracamente (sequéncialmente) fechado, isto é, para qual-

quer sequéncia {x,} C D(A), com x,, convergindo fraco para x
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e A(x,,) convergindo fraco para y, entao x € D(A) e A(x) = y.

Como observado anteriormente, no caso de operadores nao li-
neares, a construgao da solugao regularizada, pela funcgao filtro f, nao
se aplica. Por outro lado, podemos utilizar de técnicas variacionais e
minimizar um funcional como no caso linear. Como o intuito é obter
uma solugao regularizada para o problema inverso, isto ¢, uma solugao
que dependa continuamente do nivel de ruido §, nos concentraremos

na minimizac¢ao do funcional
Fola) = [|A@) = °|I” + aflz — x|, (4.22)

onde a > 0 é o parametro de regularizacao e xg € D(A) é um a priori

para a solugao exata do problema.

O primeiro passo é mostrar que o funcional (4.22) estd bem

definido, isto é, que possui um minimizante no D(A).

Lema 4.3.1. Dado y € Hy. Se a Hipdtese 4.1 é satisfeita, entao o

funcional (4.22) possui um minimo.

Demonstragao : Como zy € D(A) temos que Fy(zg) < co. Ainda,
Faolz) > 0 para todo z € D(A). Assim, o conjunto imagem do
funcional F, é nao vazio e limitado inferiormente em R. Portanto,
possui um infimo. Pela definicao de infimo, existe uma sequéncia

xn € D(A) com Fyu(xy,) — inf F,. Da definicao de Fy(+),
[A@n) = ylI* + aflan — z0]|* < oo.

Portanto, as sequéncias {||A(x,) — y||} e {||xn — 0|/} sao limitadas.
Assim, existem subsequéncias {x,, } € A(zy, ) convergindo fraco para

x e z, respectivamente. Pela Hip6tese 4.1 © € D(A) e A(x) = z. Pela
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continuidade fraca inferior da norma em espacos de Hilbert

Fol(z) = liminf F, (x,) = inf F, . |

4.4 Problemas Nao-Lineares: Semi-Con-

vergéncia

Agora, estamos em condig¢oes de mostrar que os minimizantes
do funcional (4.22) dependem continuamente dos dados y°, para es-

colhas adequadas do parametro de regularizagao c.

Teorema 4.4.1. Sejam a > 0, {yn} e {z,} sequéncias tais que
yn — y° e, o correspondente minimizante do funcional de Tikhonov
(4.22), com y° substituido por y,. Entdo, {x,} possui pelo menos
uma subsequéncia convergente e o limite de qualquer subsequéncia é

um minimizante de (4.22).

Demonstracgao : Pelo Lema 4.3.1, a sequéncia x,, estd bem definida.

Ainda, pela definicao de x,, temos que
[A(zn) = ynll® + allzn — z0l* < [A(2) = ynll® + allz — zo|?,

para qualquer & € D(A). Da mesma forma que no Lema 4.3.1, temos
que

Tp, — T e Axn, ) — AZ) .

Pela semi-continuidade fraca inferior da norma

|2 — xo|| < liminf ||z, — ol
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|A@E) = ¢°|| < liminf | A(2n,) = Yl (4.23)
Assim,

1AGE) = 5 + a7 = zoll® < Hminf (| A(zn,) = g, | + lln, — 20l

< limsup([|A(zn,) = yn, |I* + @llzn, — 2oll?)

k—o0

< Jim (| A(z) = g |[* + ol = o)

= || A2) = °II” + allz — zo]?,

para qualquer z € D(A). Isso implica que Z é um minimizador de
(4.22) e

1A(@) = I + allz — zo|* = lim (| A(wn,) = yny I* + @lln, — wol|?) -

(4.24)

Assuma que x,, - &. Entao ¢ := limsup ||z,, — zol > |2 — 20|l €
existe uma subsequéncia {z,,} de {z,, } tal que x,, =~ & e A(z,) —
A(Z), com ||z, — ol — ¢

Logo, de (4.24)
dim ([ A(zm) = yal® = [A@) = 91 + a(E - 20]* — *) < | A@) - ¢°|I?

o que contradiz (4.23). Logo z,, — Z. |
O préximo resultado imita o Teorema 4.2.1, para o caso nao

linear.

Teorema 4.4.2. Seja y° € Ha, com ||y — y°|| < § e seja ad) satis-
fazendo a(8) — 0 e §2/a(§) — 0, quando § — 0. Entdo, toda

sequéncia {xd }, onde 0y — 0 e oy = a(by) e zl: € um mini-
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mizante de (4.22), possui uma subsequéncia convergente. O limite de

toda subsequéncia convergente é wma solucdo de norma minima xt.

Demonstracao : Seja oy, e :zrgjjc como acima e seja ! uma solugio

de norma minima. Por defini¢do de x‘;akk temos

1A = v I1* + |zl — woll® < | A(") =y + aplla” — zo?

< 5,3 + akaT — 0%

Assim, segue da hipdtese que

. ) o
kEH;OA(xai) =Y (425)
e
lim sup ||a:i’jC — x| < ||zt = 2ol (4.26)

k—o0

Portanto, a sequéencia {x‘;akk} ¢ limitada e assim, possui uma sub-
sequéncia (que denotamos com o mesmo ndice) tal que {3 } — .
Da hipétese 4.1 e de (4.25), & € D(A) e A(z) = y.

Da semi-continuidade fraca inferior da norma e de (4.26)

| = woll < lignin [, a0l < limsup o, — 2] < ol — o).
— 00

Logo, © também é uma solucao de norma minima.
Da identidade

2%, — 21 = [logs, — zoll* + 1|7 — ol + 2(x2}

ag — o, Lo —i‘>

e de (4.26) obtemos que

Ok

lim sup ||a:i’jC —7||? < 2||F — xo|® + 2 len;Q(xak —xg, w9 — L) =0.

k—o0
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Portanto, limy_. :zrgjjc =7I. |

4.4.1 Taxas de Convergéncia

Para obtermos taxas, as hipdteses sobre o operador A sao as
mesmas feitas para obter taxas no método de Landweber iterativa-

mente regularizado.

Teorema 4.4.3. Seja a hipdtese 2.2 satisfeita. Entao para a escolha

de a ~ & obtemos
|2, — 2T = O(\/3) e [A(2) — 1’|l = O(F). (4.27)

Demonstracao : Veja [8, Teo 10.4]. [ |

4.5 Breve Apanhado Histérico do Capitulo

O método de regularizacao de Tikhonov tem sido investigado
independentemente, para uma quantidade muito grande de contextos.
Este método ficou conhecido pelas aplicagbes em equacgoes integrais
com os trabalhos de A. N. Tikhonov e D. L. Phillips. Por isso, alguns
autores gostam de usar o termo regularizagao de Tikhonov-Phillips.
Em dimensao finita, este método foi estudado por A. E. Hoerl, que
usou uma contestualizacao estatistica e por M. Foster, que interpre-
tou o método como um filtro de Wiener-Kolmogorov. Segundo Hoerl,
este é conhecido na literatura estatistica como ridge regression.

Dependendo da aplicacao, diferentes termos de regularizacao
sao considerados, melhorando taxas de convergéncia e identificando

caracteristicas especiais das solugoes [8, 46].

e Andrey Nikolayevich Tychonoff (1906 — 1993) - matemético

Soviético e Russo. Conhecido por importantes contribuigoes
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em topologia, andlise funcional, fisica matematica e problemas
mal-postos. A grafia Tychonoff é gracas a tradugao dos traba-
lhos para o Alemao. O termo ”Tikhonov”é devido a traducao

para o Inglés.

e Stefan Banach (1892 - 1945) - matematico Polonés. Foi o fun-
dador da andlise funcional moderna. Seu livro, Théorie des
opérations linéaires (Theory of Linear Operations) de 1932, foi
a primeira monografia sobre teoria geral para espacos métricos

lineares.

e Leonidas Alaoglu (1914 1981) - matemdtico Canadense-Ameri-
cano. Seu mais famoso trabalho citado uma enormidade de
vezes é conhecido como Teorema de Alaoglu o qual prova que a
bola unitaria fechada do espago dual é compacta na topologia
fraca—#. Esse teorema também é conhecido como Teorema de

Banach-Alaoglu.



Apeéendice A
Definicoes e Resultados

Aqui, postaremos algumas defini¢cées importantes e Teoremas
de Anélise Funcional que sao utilizados com frequéncia nas notas.
Nao apresentaremos demonstracgoes, mas, encorajamos o leitor que
as desconhece, a dar-lhes a devida atencao e realizar os exercicios
complementares. As referéncias os guiardo a um material muito rico

sobre o assunto.

A.1 Definicoes e Resultados Basicos em

Espacos Vetoriais.

Seja 'H um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros com-

pelxos C.

Definicao A.1.1. Uma norma em H ¢é um funcional

-1 :H—R

z— [z,

110
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que, para todo u,v,w € H satisfaz:
(i) |lu]l >0 e ||ul]] =0 se, e somente se u =0.
(i) llau] = fe]u]

(iit) [Ju+wl| < flu+ vl +lv+w].

Ao par, (H,|| - |I) chamamos de espago vetorial normado. Se H é
completo, com relagao a norma || - ||, chamamos H de espaco de Ba-
nach.

Definicao A.1.2. Um produto interno em H € uma aplicacao

() :HxH—C

(u,v) — (u,v),

que satisfaz 0s sequintes axiomas:
(1) {au+ fw,v) = afu,v) + B{w,v),
(ii) (u,v) = (v,u), Yu,v,w € H, Vo, € C.

Exercicio A.1. Mostre que, em R™, a aplicagio (u,v) = Y 7 u;0;

€ um produto interno.

Exercicio A.2. Seja H wm espago com produto interno. Defina a

aplicacao
-1 " —R
x— ||z| ==/ {z, z) .
Mostre que a aplicagio estd bem definida. Mostre que || - || € uma

norma em H. Assim, (H,||||) € um espago vetorial normado. Chama-

mos (H, || -||) de um espago pré-Hilbert.
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Definicao A.1.3. Seja H wm espaco com produto interno. Se H é
completo como relagdo a norma ||x|| := /(z,z), entdo denominamos

H um espaco de Hilbert.

A.1.1 Operadores Lineares

Definigcao A.1.4. Seja A : ‘H1 — Ha uma aplicagdo entre os

espagos de Hilbert Hy e Ha. A € um operador linear se
Alax +y) = aAzx + Ay para qualquer x,y € Hy, e acC.
O operador A é limitado, se existir C > 0 tal que

|Az|| < Cllz|| Vo eH,.

Definigao A.1.5. Seja A um operador linear e limitado. A norma
de A € definida como

IA[l = Sup [RE e

Definigao A.1.6. Seja A : Hy — Ho um operador linear limitado.
Dizemos que o operador A é compacto se para qualquer S C Hi

subcongunto limitado, A(S) C Ha € um conjunto pré-compacto.

Definigao A.1.7. Seja A : Hy — Ho um operador linear limitado.
O operador adjunto de Hilbert', denotado por A*, é definido por

(Az,y) = (x, A"y), Vo€ Hi,y € Ha.

1Existe uma definicio de adjunto para operadores entre espacos de Ba-
nach. Ainda, a definicdo acima pode ser estendida a operadores lineares, nao
necessariamente limitados.
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O operador A : ' H — H ¢ auto-adjunto se
(Az,y) = (x, Ay), Vz,y € H.

Exercicio A.3. Seja A limitado. Mostre que o adjunto de A também
€ um operador limitado. O que vocé pode dizer sobre a morma do

operador adjunto?

Exercicio A.4. Sejam A um operador compacto e B um operador
limitado. Mostre que, se os produtos AB e BA estao bem definidos,
entao ambos os produtos geram operadores compactos. Em particular,
se A € um operador compacto, mostre que A*A e AA* sdo operadores

compactos e auto-adjuntos.

Observagao: Operadores compactos e/ou auto-adjuntos pos-
suem propriedades muito importantes e ja foram amplamente estu-
dados. Veja [28].

Definicao A.1.8. Um operador linear P € dito uma projecao ortogo-

nal se P2 = P e P ¢ auto-adjunto.
O proximo Teorema é dito Teorema da Projecao.

Teorema A.1.9. Seja H um espago de Hilbert e M um subespaco
fechado de H. Entao, para qualquer x € H existe um unico mgo € M
tal que

|z —mo|| < ||z —m|, VYmeM.

Demonstragdo : Veja [28].

Exercicio A.5. Mostre que, se M ¢ um subespaco fechado de um
espago de Hilbert H, entio H = M & M~*. Além disso, dado qualquer
x € H, x = m +m?* de forma tinica, onde m € M e m*~ € M=,
Assim, fica bem definido o operador P : H — M como Px = m.

Mostre que P é um operador de projecao.
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Teorema A.1.10. [Banach-Alaoglu] Seja X um espago de Banach.
Entdo a bola B[0,1] € compacta na topologia fracax de X. Em par-
ticular, se X é um espaco reflexivo, entao a bola B[0,1] € compacta

na topologia fraca.
Demonstragdo : Veja textos de Anélise Funcional, como [28].
Teorema A.1.11. Todo espago de Hilbert é reflexivo.

Demonstragao : Veja [28].

A.1.2 Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier tem um papel importante na apre-
sentacao da Transformada de Radon no Capitulo 1. Faremos aqui
um breve resumo da Analise de Fourier, que por si s6, pode ser con-
siderada como uma &area da Matemadtica.

Denotamos por

SR") :={f € C®R") : |flks = sup |:17k31f(x)| < o0,Vk,l € N},
TER™

(A.1)

como o conjunto de todas as fungbes que sao infinitamente diferen-
ciaveis em R”™ e cujas derivadas de todas as ordens convergem para
zero, mais rapido que qualquer polinomio. Este é um espago vetorial,
0 qual nao é normado, ao qual chamamos de Espaco de Schwartz.
Para toda fungao f € S(R™), a Transformada de Fourier de f

é definida como

f&) = F(h)() = 2m) " (2)e” " 4d. (A.2)

R~

Exercicio A.6. Seja f € S(R™). Mostre que f € S(R™).
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Exercicio A.7. Mostre que F : S(R") — S(R™) ¢ uma trans-

formacgao linear, limitada.

Exercicio A.8. Seja f € S(R™). Mostre que se F(f)(€) = 0 para
todo £ € R™, entdo f = 0. Isto é uma transformacgao de Fourier é

mjetiva.

Portanto, esta transformacao possui uma inversa, que chamamos

Transformada Inversa de Fourier definida por

fla) = F () @) = @2n) "2 [ f©erde.  (A3)
R’n

Da definicao da tansformada inversa de Fourier, segue que

FFEHH) =F U F(f)@) = flz) VfeSR.

Isto é, a transformada de Fourier é um isomorfismo em S(R™).
A Transformada de Fourier se estende como um isomorfismo
isométrico ao espacgo vetorial das funcgoes mensuraveis e quadrado

integraveis L?(R™), onde vale a identidade de Parseval

1£llze = 1 fllz=

A Transformada de Fourier (A.2), também é bem definida para fungoes

mensuraveis e médulo integraveis, isto é, para f € L*(R™).

Exercicio A.9. Mostre que, para f € L*(R™), a Transformada de

Fourier estd bem definida e que

[fllzee < el fller -

A Transformada de Fourier possui as seguintes propriedades

Exercicio A.10. Seja f € S(R). Prove que:
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1 flz—c)=e"Cf(E).
2. flex) = f(c71E).

3. J(&) =if(€).
b fE) = @) f(€) .

A. DEFINICOES E RESULTADOS



Apéndice B

Sistemas de Equacoes

Lineares

Neste apéndice, faremos uso dos conceitos de Algebra Linear e
teoria Linear de Operadores para introduzir algumas técnicas muito
utilizadas em Problemas Inversos.

Os capitulos anteriores nos ensinaram que, dado um problema
inverso linear (um sistema de equagdes lineares por exemplo), o opera-
dor que rege o problema nem sempre ¢ injetivo e, mesmo que seja esse
0 caso, nao é nada recomenddavel tentar inverter esse operador.

Apresentaremos a seguir dois conceitos relacionados com a
solugdo de problemas inversos. Estes sao a Inversa Generalizada
ou Pseudo-Inversa de operadores lineares e o Teorema de Decom-
posicio em Valores Singulares (SVD)'. O primeiro destes conceitos

nos permitirda definir uma solucao, com uma propriedade especial,

10 Teorema de Decomposicio em Valores Singulares é um dos teoremas mais
fortes da matemadtica. Existem versoes deste Teorema para operadores auto-
adjuntos ndo limitados [28]

117
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dentre todas as possiveis solugoes (que podem ser infinitas), de um
problema inverso. O segundo, também chamado de Teorema Espec-
tral, permite decompor um operador (uma matriz) em uma forma
mais simples, como a soma de projegoes sobre subespacos adequa-
dos, e entender realmente a influéncia do espectro de um operador

na solucao de problemas inversos.

B.1 Pseudo - Inversa de Operadores Li-

neares

A bem da verdade, tudo o que queremos em problemas inversos
é, encontrar uma maneira de aproximar a inversa de um operador
(o operador inverso) por uma familia de operadores bem postos e,
conseqilentemente, encontrar uma aproximacao (a melhor possivel)
para a solucao do problema. Nesta secao, apresentaremos uma forma
de aproximar “da melhor forma” o operador inverso.

Desenvolveremos a teoria para operadores lineares limitados
que possuam imagem fechada, o que é o caso de operadores em di-
mensao finita (matrizes) e também de alguns operadores compactos.
Assim, cobriremos uma ampla quantidade de casos interessantes.
Faz jus mencionar que existem versoes, dos resultados apresentadas

abaixo, para operadores lineares limitados quaisquer [13].

B.1.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Se o leitor nao estd habituado a certas definigoes pertinentes a
teoria de operadores lineares limitados, sugerimos que faga uma breve
leitura das definigdes e resultados contidos no Apéndice A.

Esperamos que o leitor esteja familiarizado com as defini¢oes

de matrizes Hermitiana, Simétricas, Unitarias, Normais, etc.



B.1. PSEUDO - INVERSA DE OPERADORES LINEARES 119

Desta forma, podemos passar direto as definigdes mais gerais como
as de operadores em espagos de Hilbert (veja Apéndice A). Nosso
objetivo é encurtar caminho, indo direto ao Teorema Espectral? (di-
mensao infinita) para operadores compactos e auto-adjuntos e obter,

como corolério, o Teorema da SVD (dimensao finita).

Exercicio B.1. Faca um paralelo entre as definicoes de matrizes
Hermitiana, Simétricas, Unitdrias, Normais e operadores adjuntos e

auto-adjuntos encontrados no Apéndice A.

Suponha que temos um operador linear limitado A : H; —
‘Ho entre espacos de Hilbert. Consideraremos o problema fundamen-

tal de resolver a equagao linear do tipo
Az =y, (B.1)

onde y € Ho.

Exemplo B.1.1. Ezemplos da equagao (B.1) sdo:
Caso em que H1 =R", Ho =R™ e A € M,,,»n(R).

Caso em que H1 = Ho = L?[0,1] e A é um operador integral

da forma

(Az)(s) = /0 ks, a(t)dt, s € [0,1],

e k(s,t) € (C[0,1] x C[0,1]) € o chamado Kernel.

Exercicio B.2. Prove que, ambos os exemplos apresentados acima

para a equag¢ao (B.1) sao operadores compactos. Sujestao: Para o

2Teorema Espsctral é o nome que se dd ao Teorema de Decomposicdo em
Valores Singulares para operadores em dimensao infinita.
3Nzo confundir com o nicleo do operador A
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caso de A ser o operador integral, comece supondo que k(s,t) €
(C[0,1] x C[0,1]) e use o Teorema de Ascoli-Arzeld. Use a densi-
dade de C[0,1] em L?[0,1].

Como ja vimos, se o operador A possui uma inversa, entao
a equacdo (B.1) possui uma tnica solugdo # = A~'y. Mas, nossa
experiéncia anterior nos ensinou que “nem tudo sao rosas”, isto é,
pode acontecer que N (A) # {0} ou, talvez, y ¢ R(A).

Um fato confortante é que, mesmo no caso da equacao (B.1)
nao possuir uma solugao no sentido tradicional, é possivel definir uma
solugao generalizada do problema que é ”a melhor” entre as solugoes
generalizadas de (B.1). Para tal, necessitamos de certas hipéteses so-
bre a imagem do operador A. No caso em que A é um operador com-
pacto, a hipétese que faremos abaixo nédo é restritiva (veja também

o Exercicio ?7)

Hipétese B.1. A € um operador linear, limitado e que R(A) €
fechada em Hs.

Seja P : Ha — R(A) o operador de projecao ortogonal (que
estd bem definido pelo Exercicio B.6). Assim, Py € R(A) é o vetor

mais proximo de y.

Exercicio B.3. Suponha a Hipdtese B.1 satisfeita e P o operador
de projecao ortogonal sobre R(A). Prove que, dadoy € Ha, Py—y €
(R(A))*.

Definicao B.1.2. Uma solug¢io generalizada de (B.1) € qualquer

solugao u € 'Hy da equagao

Az = Py. (B.2)

-1 1 2
Exemplo B.1.3. Suponha que A = < . ) ey = ( )
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N|=

1
Entao R(A) = span{(1,-1)} e Py = 2 ) Portanto o

conjunto de solugoes generalizadas € dada por

1
{(z1,22) : 22 = 5 + a1}

Geometricamente, obter uma solugao generalizada, dada como
na Definicao B.1.2, significa encontrar u € H; solugdo do problema
de minimizagao

1
= in - | Az —y||*. B.3
u=arg min oAz —y]| (B.3)
De forma geral temos:

Teorema B.1.4. Suponha que A : Hi — Ho é um operador linear
limitado, y € Ha e a Hipdtese B.1 € satisfeita. Entao as sequintes

condigoes sobre u € Hy sao equivalentes:
(i) Au= Py,
.. — . l A _ 2
() w = arg min 34z — |,
(iii) A*Au = A*y (conhecidas como Equagoes Normais).
Demonstragao : (i) = (ii): Seja Au = Py. Segue do exercicio B.3

e do Teorema de Pitadgoras que, dado = € H;,

Az — y||* = [|Az — Py||> + || Py — y|*
= ||Az — Py|]* + [|[Au — y||* > [|Au—y|]*.

(i) = (¢ii): Por hipétese, existe pelo menos um z € H;

solucao de (B.2). Disto e do Teorema de Pitdgoras, temos que

|Au —y||* = |Au — Py|* + | Py — y|?
> [|Au — Pyl* + || Au — y||*.
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Portanto
Au—y=Py—y € (R(A)" =N(4A").

Assim, A*(Au —y) =0 e (iii) segue-se.
(iii) = (i): De (iii) satisfeito, obtemos que Au —y € (R(A))~+

e, assim,
0=P(Au—y) = Au— Py. [ |

Definigao B.1.5. Um vetor u € Hy satisfazendo qualquer uma das
sentencas do Teorema B.1.4 € chamado uma solugcao de quadrados

minimos da equagio Ax =vy.

Exercicio B.4. Mostre que o conjunto de solucdes de quadrados

minimos pode ser escrito como
{u€eHy : A"Au= A*b}. (B.4)

Prove que este conjunto € convexo e fechado.

Uma observagao importante a ser feita é a de que, sob a Hip6tese
B.1, uma solu¢do de minimos quadrados de (1.1) sempre existe Vb €
Hs (veja Exercicio B.5). Caso N (A) # 0, entao existe uma infinidade
de tais solugoes. De fato, se u é uma solugao de minimos quadrados e
v € N(A), entdao u + av também é uma solugao de minimos quadra-

dos.

Exercicio B.5. Sobre a Hipdtese B.1, prove que existe pelo menos
uma solucao de quadrados minimos. Dé condigcoes sobre o operador

A para que a solugcao de quadrados minimos seja unica.

Exercicio B.6. Seja H um espago de Hilbert e C C 'H um conjunto

convexo e fechado. Prove que, para todo b € H, existe uma unica
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projecao de b sobre C. Prove ainda que a projecao de b sobre C, € o

vetor de C' mais proximo de b.

Estamos buscando um caminho para ”inverter”o operador A,
associando a cada b € Hs, uma unica solugao de quadrados minimos.
Sabemos que, se N'(A4) # 0, nao temos tal unicidade. Serd que temos
alguma alternativa? A resposta é afirmativa: basta para tal, es-
colhermos entre as (vdrias) possiveis solugdes, uma que tenha uma
caracteristica especial. Mas, que caracteristica especial podemos es-
colher num conjunto que possui, possivelmente, uma infinidade de
elementos?

Vamos voltar e analisar o que temos de hipdteses e resultados.

i) Sabemos que o conjunto de solugoes de quadrados minimos é

nao-vazio.

ii) Pelo Exercicio B.4, o conjunto de solugoes de quadrados minimos

é convexo e fechado.

Portanto, pelo Teorema da Projecio A.1.9, existe uma tnica
solugao de quadrados minimos com norma minima associada a cada
elemento b € Hy. Logo, temos um caminho para definir um processo

de inversao para o operador A como:
Definicao B.1.6. Seja A um operador satisfazendo a Hipdtese B.1.
A aplicagao

AJf : HQ i H1

definida por
ATb=u,

onde u € a unica solucdo de quadrados minimos de morma minima

da equagio (B.1), é chamada de Inversa Generalizada* de A.

4Para um apanhado histérico muito interessante sobre inversa generalizada,
consulte [43]
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Exercicio B.7. Mostre que, se A possui uma inversa, entdo AT =

AL

Existem outras definigdes de inversa generalizada de operadores,

que sao equivalentes a dada acima (veja [13]).

Exercicio B.8. Mostre que, se A satisfaz a Hipdtse B.1, entao
R(A*) é fechada e N(A)L = R(A*).

Teorema B.1.7. Se A satisfaz a Hipétese B.1, entio R(AT) =
R(A*) = R(ATA).

Demonstragcao: Sejab € Ho. Num primeiro momento, mostraremos

que ATh € N(A)* e entdo usaremos o Exercicio B.8. Suponha que
ATh=u; +uy € N(A)F @ N(A).

Entéao, u; é uma solugao de quadrados minimos de Az = b. De fato,
Auy = A(uy 4+ up) = AATH = Pb.

e, portanto, a afirmacao estd completa usando o Teorema B.1.4.

Suponha que us # 0. Entao, pelo Teorema de Pitagoras,
[url® < [lur +uz = || AT0)?

contradizendo o fato de que Afb é uma solucao de quadrados minimos
que tem a norma minima. Logo, ATb = u; € N(A)*.

Reciprocamente, sejam u € N'(A)* e b = Au. Entao,
Au= PAu= Pb

e, assim, u é uma solucao de quadrados minimos. Se x é qualquer
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outra solugao de quadrados minimos, entao
Ax = Pb= Au
e, portanto, z — u € N/(A). Pelo Teorema de Pitdgoras,
ll2l? = llull® + [lz — ull* > [lu®.

Assim, u é a solugao de quadrados minimos que tem norma minima,
ie., u= Afb.
Isto prova a primeira das igualdades. Para verificar a segunda,

note que, para qualquer b € Ha,
ATb=ATPbe R(ATA). W

Corolario B.1.8. Se A satisfaz a Hipdtese B.1, entio Al : Hy —

H1 € linear e limitado.

Exercicio B.9. Demonstre o Coroldrio B.1.8.

Interpretacao Geométrica da Inversa Generalizada

Figura B.1: Interpretagio geométrica da Pseudo-Inversa.
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Do ponto de vista computacional é importante ter condigoes
mais simples para representar o operador Af. Esse é a situacio se
ambos H; e Ho tém dimensao finita. Neste caso, sabemos que A
possui uma representacio matricial e encontrar A' reduz-se a calcular

a inversa generalizada de uma matriz. Em qualquer forma, temos:

Teorema B.1.9. Suponha que A satisfaca a Hipdtese B.1. Entao,
AT = (A" A)TA* = A*(AAM)T.

Demonstracao : Faremos a demonstragao da primeira das igual-
dades, a segunda é similar e, assim, um bom exercicio.

Seja y € Ha. Pelo Teorema da Projegao y = y1 +y2 € R(A) @
N(A*) e assim, A*y = A*y; € R(A*A). Portanto, se b € Ha, entao

A" A(A*A)T A% = Pra-ayA™b = A%b.

Logo, (A*A)TA*b é uma solugao de quadrados minimos (satisfaz as

equagoes normais). Consequentemente,
(A*A)T A= ATb+ v,

para algum v € N(A). Como (A*A)TA*b € R((A*A)T), segue do
Teorema B.1.7 que (A*A)TA*b € R((A*A)) = R(A*) = N(A)*L.
Portanto, (A*A)TA*b = Afb. |

Um fato importante para o que segue na teoria de "regulari-

zac¢ao para problemas inversos” é consequéncia do seguinte resultado:

Teorema B.1.10. A inversa generalizada A" possui grdfico Gr(AT)

fechado. Consequentemente, At é continua se, e sé se, R(A) é
fechada.

Demonstragao : A demonstracao é um pouco truncada e foge ao
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escopo destas notas, pois usa conceitos fortes de Andlise Funcional
em particular o Teorema do Gréfico Fechado [28]. Interessados na
demonstracao podem consultar [8]. |

Observagao: O Teorema B.1.10 reforca ainda mais a diferenca
entre problemas inversos em dimensao finita e infinita. Pois, no caso
de dimensao finita, o operador (matriz) A sempre possui a imagem
fechada. Assim, temos a garantia de existéncia e unicidade de uma

solucao de minimos quadrados de norma minima.

Exercicio B.10. Prove que, se A é um operador linear entre espagos
de dimensdo finita, entao R(A) € fechada.

Exercicio B.11. Suponha que A satisfaca a Hipdtese B.1. Prove

que, At : Hy — Hy € o tnico operador linear limitado satisfazendo
1414Jr = PR(A) € ATA = PR(A*) .

Esta € a definicao de Moore para Inversa Generalizada. (Sujestao:

Consulte [13])

B.2 A Decomposicao em Valores Singu-

lares

Um dos principais resultados da Algebra Linear é o Teorema
de Decomposicio em Valores Singulares (SVD). Este teorema nos
permite escrever uma matriz qualquer, como uma soma de matrizes
de projecao de posto 1. Mais geralmente, o Teorema de SVD vale
para operadores lineares em espacos de Hilbert de dimensao infinita

que possuem a propriedade de ser auto-adjuntos®. Neste caso, o

5Um operador A entre espagos de Hilbert é dito ser Auto-Adjunto se D(A*) =
D(A) e (z, Ay) = (Az,y) ,Vz,y € D(A)
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Teorema de SVD é conhecido como Teorema Espectral (veja [28]). No
caso especial em que A é um operador linear e compacto, o Teorema
Espectral se traduz de forma similar ao caso de dimensao finita.

Comegaremos a entrar em mais detalhes a partir de agora.
Esperamos que o leitor esteja familiarizado com o conceito de au-
tovalores e autovetores da Algebra Linear e com o conceito de es-
pectro e resolventeS para operadores lineares. Seguem algumas re-
feréncias importantes para os que querem se aprofundar no assunto
[12, 28, 306, 43].

Observagao: Faremos a hipétese de que o corpo de escalares
do espaco vetorial é o corpo dos niimeros complexos. Assim, se temos
uma matriz n X n, esta possui n autovalores. Esse fato é importante

no que segue.

Exercicio B.12. Prove que, uma matriz quadrada A possui no mdzxi-
mo n autovalores. Dé um exemplo de uma matriz que nao possui

autovalores.

Exercicio B.13. Prove que, considerando o espago vetorial sobre o
corpo dos nimeros complexos, uma matriz quadrada n X n A possui

n autovalores.

Exercicio B.14. Dé um exemplo, em dimensao infinita, de um ope-

rador linear que nao possui autovalores.

Nosso ponto de partida aqui é uma versao simplificada do Teo-
rema SVD, o qual faremos a demonstracao. Formulagoes mais gerais

podem ser encontradas em [28, 48, 36, 12].

Teorema B.2.1. [Diagonalizag¢do] Seja A uma matriz quadrada
de ordem n X n com um conjunto de n autovetores L.I. Entdo, A é

similar a uma matriz diagonal ou diagonalizdvel.

6Operadores lineares em dimenséo infinita podem possuir elementos no espec-
tro que nao sao autovalores [28]
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Demonstragao : Construa a matriz S tendo como colunas os vetores

{v1, -+ ,v,}. Assim:

AS =A V1 U2 e Un = )\11)1 )\21)2 cee )\nvn

= S'Dia’g()\la)\Qu"' 7)\71)

Como S é invertivel, temos
A = SDiag(A, \a, -+, A\p)S7 L. [ ]

Exercicio B.15. Mostre que, dado um conjunto L.I. de vetores, sem-
pre existe um conjunto ortogonal. Mostre ainda que o espago gerado
pelos dois conjuntos sao iguais. Sugestao: Use o Processo de Gram-
Schimidt.

Exercicio B.16. Justifique, de maneira adequada, que a matriz S

no Teorema acima € de fato invertivel.

Corolario B.2.2. Seja A uma matriz com de ordem nxXn que possui

n autovalores distintos. Entao, A é diagonalizdvel.
Exercicio B.17. Prove o Coroldrio B.2.2.

Pergunta: Serd que toda matriz quadrada é diagonalizavel?

Nao, pelo menos, no sentido do Teorema B.2.1. O contra-exemplo é

a matriz A = 01 .
0 0

Exercicio B.18. Mostre que a matriz A acima nao é diagonalizdvel

no sentido do Teorema B.2.1.



130 B. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

O Teorema B.2.1 ¢ a versao mais simples do Teorema de De-
composicao em valores singulares. Passaremos agora para uma versao
mais geral. Para tal, necessitaremos de alguns resultados que tomarao

algumas linhas dessas notas.

Teorema B.2.3. Todo operador compacto possui no mdaximo uma
quantidade enumerdvel de autovalores que formam uma sequéncia
cugjos valores absolutos convergem para zero.

Os autovalores de um operador auto-adjunto sao reais.

Teorema B.2.4. [Teorema Espectral’ (A compacto e auto-adjunto)]
Seja A : H — H um operador compacto e auto-adjunto. Entao,
existe um sistema ortonormal completo {e;} de H, tal que Ae; = \je;

e Aj — 0 quando n — oo.

Demonstragao : Esse é¢ um dos problemas mais importantes da
Anélise. Nao faremos a demonstragao, pois foge a nossas pretengoes.

Para a demonstragao veja [28]. |

Teorema B.2.5. [Teorema Espectral (A compacto)]

Seja A : Hy — Ha um operador linear e compacto. Entdao, existem
conjuntos ortonormais (ndo necessariamente completos) {e1, -+ ,em}
de Hy e {f1, -+, fm} de Ha e de nimeros o1, , 0., com o1 > 09 >

,o o > Om, tal que

Ax = Z oi{z,e;) f, x €H. (B.5)

J=1
No caso da imagem do operador A ter dimensao infinita, temos que
considerar m — oo. Neste caso, oy, — 0.

Demonstragao : Como A é compacto sabemos que A* A é compacto

e auto-adjunto. Pelo Teorema Espectral B.2.4 existe um conjunto

70 Teorema Espectral como enunciado também é conhecido como Teorema de
Hilbert-Schmidt. Existem varias versoes deste Teorema (Veja [28] e referéncias)



B.2. A DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES 131

ortogonal {e1,--- ,en} de Hy tal que A*Ae; = \je;, onde 0 < \; €
R. Definao; = \/Aj e f; = U%Aej (para o; > 0). Um célculo simples
mostra que {fi, -+, fm} é um conjunto ortonormal e que a equagao
(B.5) ¢ satisfeita. [ |

Definicao B.2.6. Os valores o1, ,0,, sao chamados de valores

espectrais de A. A tripla (0j,e;, f;) chamamos de sistema singu-
lar de A.

Exercicio B.19. Mostre que o conjunto {f1,--- , fm} definido como

no Teorema B.2.5 é ortonormal.

Exercicio B.20. Mostre que se A* é um operador linear compacto,

entao
m

A*y = Zaj (v, five; x € Hi. (B.6)
j=1
Exercicio B.21. Mostre que se A* é um operador linear compacto,

entao
m

ATy = Z Uj_1<y7 f7>f7 ) y e D(AT) : (B.7)

j=1
Corolario B.2.7. [Teorema espectral em dimensdo finita - SVD.]
Seja A € R™"™ com n < m. FEntdo, existem matrizes unitdrias
Ué€ Mpyxm, V € Myxn € uma matriz diagonal com entradas nao-

negativas X := diag{o1, -+ ,on} tais que
A=UsvT.

Passos para demonstrar o teorema SVD.

Exercicio B.22. Mostre que todo operador linear cuja imagem pos-
sui dimensao finita € compacto. Consequentemente, toda matriz é

um operador linear compacto.



132 B. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Exercicio B.23. Mostre que, se A é uma matriz, entdo AA* e A*A

sao operadores compactos e auto-adjuntos.

Exercicio B.24. Demonstre o Coroldrio B.2.7.

B.2.1 Funcoes de Operadores: Aplicacao Espec-
tral

Daremos agora uma breve introducao ao Cdlculo Funcional,
como ¢ conhecida a teoria que trata de funcoes de Operadores Lin-
eares. Hssa importantissima ferramenta matematica nos ensinara a
derivar as chamadas Func¢oes Filtro que sao a pega chave para o en-
tendimento dos Métodos de Regularizagao dos capitulos anteriores.

Por simplicidade, daremos somente a ideia intuitiva em di-
mensao finita. Para interessados em detalhes mais aprofundados,

recomendamos [28] e livros de Andlise Funcional em geral.

Exercicio B.25. Seja A uma matriz como no Teorema B.2.1. Mostre
que, A2 = Sdiag(\3,--- ,\2)S~t. Use indugdo para mostrar que
AP = Sdiag(\y, -+, \2)S™L para qualquer p € N.

Sejam t € [0,T] e g(t) = ap + a1t + - - + apt™ um polindémio

de ordem n em ¢.

Definicao B.2.8. Seja A um operador linear limitado (|| A|| € [0,T1]),

definimos um polinémio do operador A por
G(A) = ao + a1 A+ -+ 4 A"

onde g(t) = ap + a1t + - - - + apt™.

Exercicio B.26. Mostre que, o polinomio g(A) estd bem definido,

como uwm operador linear, para A linear limitado.
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Exercicio B.27. Mostre que, se A satisfaz as hipdteses do Teorema
B.2.1, entao

9(A) = Sg(diag(A,--- , An))S ™"

O que vocé pode dizer de uma fung¢do continua f aplicada em A?

O que acontece com uma funcao continua de um operador li-
near limitado? A resposta é dada pelo Teorema da Aplicacao Espec-
tral. Elucidaremos suas consequéncias através de um exemplo. Para

interessados na demonstracao ver [28].

Exemplo B.2.9. Uma func¢do de operadores muito especial € a ex-
ponencial de um operador linear limitado exp(A). Dar sentido a esse
tipo de operagoes, tem uma tmportancia enorme na caracterizagao de
solugoes para sistemas de EDO’s e na Teoria de Semigrupos associa-
dos a operadores diferenciais parciais.

Vamos considerar o caso especial em que A € uma matriz e,
mais ainda, esta satisfaz as hipoteses do Teorema B.2.1.

Sabemos que a fungdo exp(t) possui uma expanc¢ao em séries

de poténcias dada por

> ¢ 2 tk
exp(t Z—': + = —0—2'—1— +E+"'
O

que converge uniformemente YVt € R.

Usando o FExercicio B.25, temos que

=AY A A? AP diag(A, -, A\,
Z—,: thT ot LAy g ) oo
= 2! n! 1!
2 )2 aa(NE_ . \E
+Sdzag()\1§| ,An)S_l-i--.-—i—Sdlag()\lI;' 7An)S—l+...

= Sdiag(exp()‘l)7 e 7exp()‘n)7 T )Sil = exp(A)
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j
AL con-

. ’ . . s . o0
Como o operador (a matriz) A € limitado, a série } .~ 5
verge uniformemente na norma dos operadores e, assim, exp(A) como

acima esta bem definida.

No caso especial em que A é uma matriz quadrada e injetiva,

temos do Teorema SVD que
ATl =ve-1yT, (B.8)
-1 _ g 1 1
onde X7" = diag{, -+, -}
Observacgao: Note que, a inversao de uma matriz pode ser
pensada como a funcao f(t) = t~! aplicada a matriz.

De fato, prova-se que este resultado nao é mera coincidéncia.

O Teorema que garante tal situacao é

Teorema B.2.10. [Teorema da Aplicagio Espectral.] Seja A um
operador linear limitado e f : R — R uma funcdo continua. De-

notemos por X(A) o espectro de A. Entao,

Em particular, se A é compacto, entao

m

f(A)a =" floj)(w,e;)f;, zEH.

=0
O Teorema também wvale se f for continua a direita ou a esquerda.

Demonstragdo : Veja [28]. [ |

Esse resultado é extremamente importante no entendimento,
para a construcao das estratégias de regularizacao (veja os capitulos
anteriores) e para entender a relacao existente entre mal-condiciona-
mento de um problema com os respectivos valores espectrais do ope-

rador associado.
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B.2.2 Relagao entre Ma-Colocagao e Valores Es-

pectrais

Segue do Teorema Espectral que, se o operador linear A é
compacto e possui inversa, entao
1
:Zg_ny € y € R(A). (B.9)
j=1 "7
Assim, se a dimensao do problema é grande, ou melhor, se o, esta
préximo de zero, significa que — ¢ grande Portanto, pequenas per-
turbacoes nos dados, denotados por y°, na direcdo de um autovetor

associado ao autovalor o,,, para m grande, implicam numa grande

variacdo na solucio, z° = A~ 10,

Exercicio B.28. Prove que, se A € um operador linear compacto e

possui inversa limitada, entao a dimensdo do espaco vetorial € finita.

Explicaremos esse fendmeno de maneira mais clara através da
Decomposicao em Valores Singulares em dimensao finita.

Considere o problema inverso (em dimensao n) de recuperar x
na equagao matricial

Az =y°,

para um dado com ruidos y° = (y1,--- ,Yn + %) Assim, o erro nos
dados é da ordem de %

Suponha que a matriz A tenha sua decomposigdo espectral
dada por (B.8), onde os valores singulares sdo® o; = (9(%) ,j =
1,2,--- ,n. Logo, A é invertivel.

Da equagao (B.8) temos que a solugao com ruidos é dada por

5 — A*ly(s — VE*IUTy(; )
O(a)

80(a) significa que = constante.
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Usando o fato de que as matrizes U e V' sao unitarias e que todas as
normas sao equivalentes ( dimensao finita), temos a seguinte estima-

tiva para a solucao
|z — 2> = |[VEUTy — VETIUTY| 2 (B.10)

=>-(00) - = (A = ewy-

n
Note que o erro na solucio é muito grande, se (O(1))? for grande.

Exercicio B.29. Seja A um operador compacto. Considere o pro-
blema de determinar x na equacio Ax = 1y°. Vocé usaria a estratégia
de minimizar o residuo || Az —1°|| para solucionar o problema? Jus-
tifique adequadamente sua resposta. Sugestao: Olhe para as equacies

normais.

Vamos agora a um critério de solvabilidade de equagoes lineares
governadas por operadores compactos. Muitos autores referem-se a

este resultado como sendo o Critério de Picard [2, 3, §].

Teorema B.2.11. Seja A um operador compacto e (0j,e;, fj) um
sistema singular de A. Dado y € Ha, as sequintes condi¢des sao

equivalentes:

a) y € R(A),

b) y € R(A); ;Oa;2|<y7fj>l2 < o0.

Demonstracao : a) = b) De y € R(A) C R(A). Seja = € H;
tal que Az = y. Segue do Teorema B.2.5 que A*f; = o,e;. Assim,
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usando a desigualdade de Bessel,
>0y, £ Zo Az, f;)[* = Z o) 2|, A 1)
j=0
—ZI z, € |2<Z:H33||2<OO

b) = a) Defina z, = Y7 0, My, fi)e;. Portanto, para

m,n € N temos:

m

||$n—50m||2= Z 03‘_2|<yafj>|2

Jj=n+1

e, portanto, {x,} é uma sequéncia de Cauchy, cujo limite denotare-
mos por z := lim z,. Pela continuidade de A e definicao de x,,
n—oo

seque que

Ar =Y (. fi)f; e |Azll <llyll.

J=0

Defina z 1=y — >, _o(y, f;) f;j- Segue facilmente que

2012 = lyl> = > [y, £)1*(z, £;) =0,Yj €N (B.11)
§=0
e A'z=0.

Portanto, como y € R(A) = N(A*)+, temos

() = lyll® = Wy, £ = 1=

=0
Logo, y = Zj:()(y, i)l = Ax. [ ]

Exercicio B.30. Complete os detalhes da demonstracao do Teorema
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B.2.11.

Observacgao: Note que o Teorema de Picard B.2.11, sugere

que uma tentativa de solucao para a equagao Ax =y é
T = 20;1@’ five;. (B.12)
j=0

Suponha que temos somente o dado perturbado y® = y + §fx. Sub-

stituindo na equacio (B.12), obtemos como solucio perturbada z° =

T+ 60;161@. Assim,

0 52

5112 2

[z —2°l" = | —exll” = — . (B.13)

o o
Como o; — 0, segue que a estimativa (B.13) pode ser muito

ruim, mostrando o efeito de mal-condicionamento causado pelos va-

lores singulares de um operador compacto.



Apéndice C

O Conceito de

Regularizacao

E um fato que, muitos dos problemas inversos sao mal postos,
no sentido que, a presenca de ruidos nos dados levam a solucoes
inapropriadas para o problema. Os problemas de instabilidade podem
ser controlados por meio de incorporacao de informagoes a priori,
por meio de transformacoes que estabilizam o problema, ou pelo uso
apropriado de métodos numéricos. Essas técnicas sao chamadas de
métodos de regularizagao.

Desta forma, denominamos por estratégia de regularizagdo o
artificio matematicol de obtermos uma solugdo aproximada, (dig-
amos z?) de maneira estéavel e que convirja (em topologias ade-
quadas), quando o nivel de ruidos converge para zero, para a solugao
2’ do problema inverso considerado. Além disso, o parametro « deve

ser escolhido de maneira apropriada (seja 14 o que isso signifique por

1Nés, matemadticos, gostamos de denominar os truques, as estratégias e outros
artificios por métodos.

139
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enquanto). Em termos gerais, uma estratégia ou método de regulari-
zac@o consiste em aproximar uma solucao z (que pode ser a solugdo
generalizada como a solu¢ao de norma minima?) de um problema mal
posto (1.1), por uma familia (a um parametro «) de problemas bem
postos.

A arte de aplicar métodos de regularizagio estd sempre rela-
cionada com o compromisso entre precisao e estabilidade. Ou seja,
procuramos por aproximacoes x, de xf, que dependam continua-
mente dos dados com ruidos 3° (estabilidade), e que convirjam para
zT, se o nivel de ruidos & convergir para zero. Aliado a isso tudo, o
parametro de regularizacao « deve ser escolhido de forma adequada.
Existem basicamente duas formas de escolha do parametro de regu-
larizacao. Estas formas de escolha para « ficarao mais claras logo
abaixo.

Queremos enfatizar que um método de regularizacao consiste:
de uma estratégia para aproximar o operador inverso A~! de maneira
a evitar o mal condicionamento; de uma regra para escolha do parame-
tro de regularizacao, no sentido que, se o parametro de regulariacao
é escolhido de acordo com essa regra, entao a solugao regularizada
converge (em alguma norma) para a solugao do problema, quando o
nivel de ruido tende para zero. Além disso, depende também do con-
ceito de solugao que estamos considerando e da topologia em que esse
conceito de solugao estd imerso (veja [2, 3, 8, 9, 14, 16, 21, 27, 52].

Diante ao apresentado até entao, surgem as seguintes questoes:
(i) Como construir uma familia de operadores de regularizacao?

(ii) Como obter uma escolha de parametros para que um tal método

de regularizacao convirja?

2Uma solucdo de norma minima é, dentre todas as possiveis solucées do
problema, a que possui menor norma. No caso de existirem infinitas, usa-se o
infimo.
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(iii) E possivel obtermos alguma performance “6tima’nesse cami-
nho?

Para responder as questoes (i) e (ii) acima, apresentamos nos
Capitulos 2, 3 e 4, alguns métodos de regularizacao, divididos em
duas classes:
Métodos iterativos de Regularizagao:
Sobre certas hipoOteses, estratégias iterativas combinadas com uma
maneira apropriada de escolher o critério de parada, implicam em
maneiras estdveis de aproximar uma solugao de (1.1).

Nessas notas, em especial nos Capitulos 2 e 3, estamos interes-

sados em técnicas iterativas da forma
@y =) +Gr(zd,y’), keN (C.1)

para varias escolhas de Gj.

Método de regularizacao de Tikhonov: E um dos métodos mais
populares e bem conhecidos para a solugao de problemas inversos.
Este consite em encontrar aproximagoes estaveis de uma solugao de

(1.1) minimizando o funcional
Ja(x) = [|[Ap)z — y°|I* + allz — zo?, (C.2)

onde z( é tipicamente alguma informagao a priori da solucao e v >
0 é o chamado parametro de reqularizagcao. Trataremos da regula-
rizagao de Tikhonov no Capitulo 4.

Para responder a (iii), ou seja, para assegurar que um método
de regularizacao aplicado ao problema inverso (1.1) converge a uma
solucao e para expressar essa convergéncia em termos de taxas, sao
necessarias algumas informacdes a-priori sobre a solucio exata z' ou
sobre y. Essas informagoes a-priori sao formuladas em termos das

condigoes de fonte (source conditions).
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Como o préprio nome sugere, uma condigao de fonte é algum
tipo de informagao a priori sobre a solugao do problema. Em geral,
aparece na forma de uma representacio da soluciao z! em termos da
imagem do operador A* (ou A), ou como poténcias da imagem do
mesmo [8, 2, 3, 14, 27].

Trataremos de responder (iii) no momento apropriado, durante

os Capitulos 2, 3 e 4.

Definigao C.0.12. Sejam A : Hi — Ho um operador linear e
limitado e ag € (0,+00). Para todo o € (0, ), seja

RaZH2—>H1

um operador continuo (ndo necessariamente linear). A familia de
operadores { Ry} € chamada de uma regularizagao ou uma familia
de operador de regularizacao (para A') se, para todo y € D(AT),

existir wma regra para escolha do parametro o := a(68,7°) tal que
lir(;lstt)lp{llRay‘; — Ay’ € Hally -y <61 =0  (C3)

é satisfeita para o == a(6,y°) =30.

Observagao: Note que nao estamos requerendo que a familia
de operadores de regularizacao { R, } seja de operadores lineares. No
caso em que {R,} é linear, entdo dizemos que o método de regulari-

zagao € linear.

Definicao C.0.13. Uma estratégia de regularizacio (R, ) € dita

convergente se x,, := R,y converge para 7.
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C.1 Resultados de Convergéncia

Para responder as questoes (i) e (ii) acima, sdo apresentados
nos Capitulos 2, 3 e 4 alguns métodos de regularizacao, divididos em
duas classes: iterativos (por exemplo o Método tipo gradiente e tipo
Newton) e continuos (por exemplo o Método de Tikhonov). Estes
respondem, pelo menos em parte, as primeiras duas questoes.

No nosso contexto, podemos dizer o seguinte:
Teorema C.1.1. Seja A: Hy — Ho linear e limitado.

i) Sex € R(A*) e ||Az|| < T, entdo

]| < Cy72. (C.4)

ii) Sex € R(A*A) e ||Ax| < T, entao

|lzf| < Cor5 . (C.5)

Demonstragdo : i) De x € R(A*), segue que existe y € Ha, com

x=A*yely| < Clé. Assim,
l2]|* = (z,2) = (z, A"y) = (Az,y) < | Az| |y| < Of 7.

ii) De x € R(A*A), segue que existe z € Hy, com x = A*Az
1
e ||z|| < C3. Portanto,

|z||?> = (z, A*Az) = (Az, Az) < 7||Az|| = T({Az, Az))?
=7({z,2))* < 7(|z]|[lz)z.

Uma interpretagao da condi¢do i) no Teorema acima é a de

que a inversa de Ajg. : K¢ — A(K¢) é continua em y, onde



144 C. O CONCEITO DE REGULARIZACAO

Ko :={x : ©z = A*y,||y|l| < C}. Note que a limitagdo em ii) é

melhor pois estamos assumindo mais condigoes na solugao x.

Exercicio C.1. Um operador B € dito ser semi-definido positivo
se (z,Bz) > 0 Vz € D(B). Prove que se A é um operador linear
limitado entre espacos de Hilbert, entao A*A e AA*sdao operadores

lineares positivos.

Exemplo C.1.2 (Diferenciagio nos dados). Considere o operador
A:L*[0,1] — L?[0,1]

2 (A)(t) = /O w(s)ds = y(t), t € [0,1]. (C.6)

Suponha que tenhamos uma informacao a priori de que x € {v €
AC[0,1] = v(1) = 0 ev' € L20,1]} e que a norma da primeira
derivada seja estimada por:
H$/H%2[0,1] <C.
Como, claramente, o operador adjunto é dado por
A*:L*[0,1] — L*[0,1]
1
v (A)s) == [ ylrydr. ()
Assim, se ||Az|| < T, entdo
1 t 1
Hx||%2[071] = —/ x/(t)/ x(s)dsdt:—/ o' (t) Ax(t)dt
0 0 0
< |la'|[| 4] < C7.

Exercicio C.2. Prove que o operador adjunto do operador A definido

pela equagao (C.6) € o operador dado pela equagao (C.7).
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Exercicio C.3. Suponha A um operador linear limitado com R(A)
fechada. Construa um operador de regularizacdo para o problema
imverso Ax = y. Que regra foi usada na construcao do parametro de

requlariza¢ao? (Sujestao: Usar o Teorema B.1.10)

Observagao: O exercicio acima mostra que, no caso em
que o operador A possui imagem fechada, a pseudo-inversa é uma

possivel regularizagao para o problema inverso.

C.2 Escolha do Parametro de Regular-
izacao

Existem basicamente duas formas de escolha do parametro de
regularizacio: a-priori, (a = «a(8)) ou a-posteriori (a = a(6,y?),
dependendo do método de regularizacao utilizado. Passaremos a es-
tudar cada um dos casos com um pouco mais de detalhes.

Uma pergunta que pode ser feita é: Existe uma escolha de
parametros de regularizacio o que dependa somente dos dados 3’ e

nao dependa do nivel de ruidos §7 A resposta é a seguinte:

Proposigao C.2.1. Seja A : Hiy — Ha um operador linear limi-
tado. Suponha que existe { Ry} uma regularizacdo para AT, com uma
escolha de pardmetros o que dependa somente de y°, mas nao dependa
de 0, tal que o método de regularizagio (R, o) seja convergente, para
todo y € D(AT). Entio AT ¢ limitado.

Demonstracdo : Seja a = «(0). Pela definigdo de método de regu-

larizacao convergente temos que

timsup{ | Rayep” ~ ATyl " € o ly =1/ <6} =0, (C3)
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e, portanto, R,y = Aly para todo y € D(A"). Logo, de (C.8)
segue que para qualquer sequéncia {y,} € D(A") que converge para
y € D(AT),

ATyn = Ra(yn)yn — AT?J,

e, assim, AT é limitado no D(AT). Pelo Teorema B.1.10 que D(A") =
Ho. |

Exercicio C.4. Justifique a ultima afirmacgao na Proposicio C.2.1.

A Proposicao C.2.1 nos ensina que uma escolha de parametros
em um método de regularizagao convergente para problemas mal pos-

tos deve, obrigatoriamente, levar em conta o nivel de ruidos 6.

C.2.1 Escolha a prior:

Uma escolha do parametro de regularizagao a-priori (o =
a(0)) é, teoricamente, feita antes de qualquer célculo numérico na
tentativa de resolver o problema inverso. Desta forma, nao depende
do célculo atual, digamos o residuo ||Az® — ¢°|.

Por enquanto, para o caso de A ser um operador linear, temos:

Proposigao C.2.2. Para todo o > 0, suponha que R, um operador

continuo. Entdo a familia Rs é uma reqularizacao para At se
Ro — AV pontualmente no D(A')  quando a — 0.  (C.9)

Neste caso, existe, para cada y € D(A"), uma escolha a priori para

«, tal que xo, := R,y convirja para uma solugcao de Ax =y.

Demonstracdo : Fixe y € D(A") qualquer. Pela hipétese, existe

um fungao mondtona v : RT — RT com lim._ov(¢) = 0 tal que,
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para todo ¢ > 0,

g
”R’y(s)y - ATyH < 5 .

Da continuidade de R, (), para cada € > 0 existe um p(e) tal que

lz=wll <ple) = [Byez— Byl <

| ™

Sem perda de generalidade podemos assumir que a fungdo p(e) é
estritamente mondtona, continua e lim._,gp(e) = 0. Portanto, a

! existe na imagem de p, é estritamente monétona, continua

inversa p—
e satisfaz lims_o p~1(d) = 0.

Defina a := y(p~1(5)). Note que a é monotona e satisfaz
lims o @(d) = 0. Como ||y — %°|| < &, uma simples desigualdade

triangular mostra que
s
| Ry’ — Aly|| <.
Isso demonstra a nossa afirmagao. |

Exercicio C.5. Mostre que, se uma familia de operadores lineares
converge uniformemente para um operador linear, entao este limite €
um operador continuo. Use isto para justificar porqué nao podemos
requerer a convergéncia uniforme na Proposicao C.2.2. Mostre que,

a—0

no caso em que R(A) ndo € fechada, entio ||Rs|| — +oo.

Quando estamos resolvendo problemas inversos, temos que ter
sempre em mente o quanto queremos, de fato, aproximar a solugao
do problema inverso. Vamos ser mais especificos.

Suponha que R(A) ndo é fechada, assim, AT é ndo limitada
(pelo Teorema B.1.10). Seja {Rq(s5)} uma estratégia linear de regu-

larizagdo para o problema Az = y°. Seja y° € Hs satisfazendo ||y —
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3|l < 8, entdo

| Rasyy® — ATyl < llzas) — ATyl + | Ras)y’ — Zas) |
= |2asy — Ayl + [| Ras)y® — Rayyll  (C.10)
< N @aw) — ATyl + 8[| Ras) | -

Na estimativa (C.10) temos dois efeitos competindo. O primeiro
termo ¢é o efeito da regularizacdo: quanto menor for «(d), melhor
¢ a solugao aproximada x(5) para z'. O segundo termo é o efeito da
mé-colocagao do problema inverso: quando a(d) — 0, |[Ras)l| — oo

(pelo exercicio C.5). A figura abaixo ilustra esta situagao.
Limitante do
EITo

v |

Y

Figura C.1: Estimativa fundamental.

O caso em que temos igualdade na equagao (C.10) é, sem som-
bra de duvidas, o pior caso. Temos que trabalhar com a hipdtese
de que o pior caso acontega. Assim, a importancia de escolher «
de forma apropriada (e positivo) fica evidente, mesmo que tenhamos
que abrir mao de aproximar, o tanto quanto gostariamos a solugao

do problema original.



C.2. ESCOLHA DO PARAMETRO DE REGULARIZACAO 149

Algumas técnicas de escolha a priori para o paramentro
sao bem conhecidas e amplamente usadas. Uma delas é chamada
de curva L. Nao entraremos em detalhes aqui. Para interessados

sugerimos [3, 8].

Exercicio C.6. Faca uma comaparagio entre a estimativa (C.10) e
a estimativa (1.7). Qual o papel de h em (1.7)¢

Assim, para obtermos uma estratégia étima de solucao para
problemas inversos com uma escolha a priori do parametro de regu-
larizacao, temos que ser capazes de escolher valores apropriados para

a de forma a balancearmos a equacgao (C.10).

Uma maneira de construir uma familia de regularizagao de
maneira adequada serd apresentada logo mais na Secao C.3 em termos
dos valores espectrais. Essa técnica estd baseada na construgao das
chamadas funcées filtro [2, 3, 27] ou, neste caso em especial, nas

fungoes de truncamento.

Da estimativa (C.10) segue que:

Proposicao C.2.3. Seja {R.} uma estratégia linear de regulari-
zacdo; para cada y € D(AT), seja a uma escolha a priori para o
pardmetro de reqularizagao. Entdo, (R, ) € uma estratégia de requ-
larizacao convergente se e so se

lim a(6) =0 e }li% S Rags)ll =0.

a—0

Exercicio C.7. Demonstre a Proposicao C.2.3.
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C.2.2 Escolha a posterior:

Uma escolha a posteriori do parametro de regularizacao é feita

via uma comparagao entre o residuo (ou a discrepéancia)
| AzS —y°|| < 76 (C.11)

e o nivel de ruidos 0. Esta escolha é chamada de Principio da Dis-

crepancia.
Uma motivacao heuristica para tal escolha é a seguinte:

Observagao: Queremos resolver Ax = y, mas sé conhecemos

y® com ||y—y5|| < 4. Assim, pedir que, para uma solugao aproximada
5

('Rl

2%, com ||AxS — y°|| < &, ndo faz sentido. Ou seja, o melhor que

podemos esperar é que tenhamos um residuo da ordem de .

Voltando a analisar a equagao (C.10), vemos que quanto menor
o parametro de regularizagao, pior é a estabilidade. Assim devemos
escolher «v a posteriori o maior possivel tal que a discrepancia (C.11)
seja satisfeita. Note que, se § = 0, entdo o principio da discrepancia

nunca ¢ atingido. Neste caso, tomamos « := a(y,d = 0) = +o0.

Disto segue o Teorema:

Teorema C.2.4. Um método de reqularizacio (Re,q), onde o :=
(8,9°) € escolhido de acordo com o principio da discrepancia (C.11)

é convergente Yy € R(A).

Demonstragdo : Veja [8, Teorema 4.17]. [

Métodos onde a escolha do parametro de regularizagao é feita

a posteriori sao os métodos iterativos estudados nos Capitulos 2 e 3.
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C.3 Regularizagao por Truncamento dos

Valores Singulares

Nesta se¢ao nos deteremos aos detalhes do caso particular em
que o operador A é linear e compacto. Para o caso em que A é
um operador linear limitado qualquer, os resultados sao muito bem
apresentados em [3, 8, 46]. Para entrarmos em detalhes deste caso,
terfamos que nos ater com mais fidelidade a Teoria Espectral [28] de
operadores lineares e a uma versao do Teorema Espectral mais geral
que o enunciado nessas notas. Interessados podem consultar [3, 8, 46]

para detalhes.
Vamos ao setup do problema a ser considerado.

Seja A um operador linear e compacto com um sistema singular

(0n, €n, fn). Considere o problema de encontrar & na equagao

Az =q°.

Como y5 pode nao pertencer a R(A), temos que nos contentar
em encontrar uma melhor aproximacao zf = Afy? da solucao exata
z. Ou, equivalentemente, encontrar entre as solucoes das equacoes

normais
A* Az = A%y,

a solucdo ! que tem a menor norma.

Do Teorema de Picard B.2.11, temos que uma possibilidade de

solugao seria

z° = ZU;2<A*y6, eje;. (C.12)
j=1
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Vimos na Observagao B.2.2 que usar a equagao (C.12) nao é
uma boa alternativa para calcular uma aproximacao para a solucao
do problema inverso acima, haja visto que A*A também é compacto
e, assim, o; — oo.

Para a € (0,a9) e A € [0, ]|A||?], defina a fungao (continua a
direita)

se A< .

1 s A>a
aA: A7 -
Fal) {O,

Portanto, pelo Teorema da Aplicagao Espectral,

20 = fo(ATA)A* Y’ =

1M8

<A*y5 e; Z o5 Y0, Aej)e;

q
S

Y

Q

a>a

<y ojfie; = Z o5 y fide;

j=1
>a

|
MST

ot
vl

Q
<.

g%

s

(C.13)

A definigao de 2%, como na equacio (C.13) pode ser vista como

uma versao truncada da expansdo em valores singulares (B.7).

Definicao C.3.1. O método dado pela equagio (C.13)é chamado de

expansao truncada em wvalores singulares.

Exercicio C.8. Mostre que z° dado em (C.13) pode ser calculado
como a: = Al y°, onde A, é um operador com imagem de dimensdo

finita definido por

oo

Agx = Z oj{z,e;)f.

j=1
o2>a
iz
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Observacao: Note que, calcular a:g por a:g = ALy5 é um
método de projegao sobre os auto-espagos de A*A.

Observagao: O nivel de truncamento «, que decide quando
os valores singulares sao trocados por 0, age como uma escolha a

priori do parametro de regularizagao.

Teorema C.3.2. O método de expansdao truncada em valores singu-

lares € um método de regularizagao.

Demonstragao : Basta notar que A, satisfaz a Proposi¢ao C.2.2.
|

Exercicio C.9. Complete os detalhes da demonstragdao do Teorema

C.3.2.

Exercicio C.10 (Taxas de convergéncia). Seja A um operador linear
compacto com sistema singular (;,e;, f;)). Suponha que a solugdo

zt de Az =y satisfaca a condicio de fonte
zh € R((A*A)Y). (C.14)

i) Mostre que a condi¢ao de fonte (C.14) é satisfeita se e sd se

i |<yvfj>|2 < 00 (015)

i) Suponha que temos somente dados perturbados y° com ||y —
y°|| < 8. Dé uma estimativa da tava de convergéncia de 0,

para x7 em funcdo dos valores singulares.
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