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O Problema de Sturm-Liouville




Introducao

A area de equacoes diferenciais é uma das mais importantes areas de estudo
em Matematica. A origem do estudo das equacoes diferenciais e as técnicas de
resolucao, data da época do surgimento do Célculo Diferencial e Integral no século
XVII, e envolve personagens histéricos como Newton! e Leibniz?.

Formalmente um problema de contorno relativo a uma equacao diferencial
linear de segunda ordem consiste em
(i) uma equagao do tipo

Ly=f, (0.1)

na qual L é um operador diferencial linear de segunda ordem, definido em um
intervalo (finito) [a,b] e f é uma fungdo continua em [a,b]; e
(ii) um par de condigdes de fronteira da forma

ary(a) + ary(b) + asy'(a) + asy'(b) = n,
Bry(a) + B2y(b) + Bz y/'(a) + Bay'(b) = e, (0.2)

onde oy, 5; (i = 1,2,3,4) e v; (j = 1,2) sdo constantes. O problema consiste
em determinar todas as fungoes y duas vezes continuamente diferenciaveis que
satisfazem (0.1) e (0.2) simultaneamente.

As condigoes de fronteira sao chamadas homogéneas se v; = 75 = 0. Neste
caso, o conjunto das fungoes duas vezes continuamente diferenciaveis em [a, b] que
satisfazem (0.2) é um subespago & em C?([a,b]) (que é o conjunto das fungoes
h : [a,b]— C duas vezes continuamente diferencidveis).

As solugoes de um problema de contorno que envolvem um operador linear
L:S8— C([a,b]) estao relaciondos com as solugoes da equagao

Hsaac Newton (1643 - 1727)
2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716)
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Ly =\y (0.3)

onde A é um parametro desconhecido. Neste caso, temos que encontrar todos
os valores de \ para os quais (0.3) admite solugoes nao triviais (ou seja, y Z0).
A equagao (0.3) pode ser escrita na forma (L — A1)y = 0, onde I representa
a transformacao identidade (ou seja, I(y) = y). O problema acima pode ser
reformulado em linguagem de Algebra Linear:

Dada uma transformacao linear L : S —V, onde S € um subespaco de V,
determine todos os valores de \ (ou autovalores) para os quais a equag¢ao Ly = \y
tenha solugao nao-triviais, e determine a sequir, todas as solugoes correspondentes
a esses valores de A (ou seja, os autovetores correspondentes a cada valor de X).

Exemplo 1. Considere o problema

y"(t) + Ay(t) = 0, para todo t € [0, 7],
y(0) =0 e y(r) =0,

sendo AeR. Para A = 0 e para A < 0 o problema sé admite solucao trivial
(y(t) = 0). Para A > 0 temos que a solucdo geral da equacao diferencial é dada
por

y(t) = Cysen(VAt) + Cy cos(VAL),

onde (] e (5 sao constantes arbitrarias. Usando as condigoes iniciais, obtemos

0= y(O) = 02’
0 = y(x) = Cysen(VAT) + Cy cos(VAT).

Logo Cisen(v/Am) = 0. Se C; = 0 entdao y(t) = 0 é a solugdo trivial. Para
Cy #0, temos que sen(vAw) = 0, ou seja, VA1 = k7, k=1,2,3, ... Portanto os

autovalores sdo A\, = k? (k = 1,2,...) e as autofuncgoes sio y.(t) = sen(kt) (com

k =1,2,3...). Note que a sequéncia de autovalores {\z}, \p = k% (k =1,2,3...)
1 1

SatiSfaZ)‘l<>‘2<)‘3<""’klingo)‘k:0062)\_k22ﬁ<OO' ]



IT Coléquio de Matematica da Regiao Sul 7

2
Denotando L = — — a equacao y"(t) + Ay(t) = 0 pode ser escrita na forma

Ly = Ay. Considerando em C([a,b],R) (veja se¢ao 1.3) o produto interno (veja
Defini¢ao 1.1, Capitulo 1)

mmzéU@wmﬁ

e S o subespaco de C([a, b, R) constituido de todas as fungées duas vezes con-
tinuamente diferencidveis tais que y(0) = y(7) = 0. Se y1,y2 €S temos, usando
integragao por partes e que y;(0) = y1(7) = y2(0) = yo(7) =0,

@%m>=l[im@m®ﬁ=—éwmwﬂﬂt

:-4mmmwwwmmmm+AEWMWMt

<%Mm==ﬂwﬁﬂm®ﬁ=—lwﬁmwmt

=L[%@%@w

Portanto (Lyi,y2) = (y1, Ly2) e entao L é simétrico em S.
2

O comportamento do operador L = — iz é tipico de um grande nimero

de operadores diferenciais e, quando generalizado convenientemente, fornece uma
chave para o estudo dos problemas de contorno.
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Consideremos a seguinte equagao diferencial ordinaria, linear, de segunda
ordem

—ax(t)y"(8) + ar(8) y' () + (ao(t) — Ap(t)) y(t) = g(t), (0.4)
onde A é uma constante, as(t) > 0 e u(t) > 0 para todo t € [a, b]. Introduzindo as
fungoes p(t), q(t), f(t) e w(t) definidas por

p(t) = exp(—/t () dx), gy = W2 oy pOPO) Ly PO

as(x) as(t) as(t) as(t)
multiplicando a equagao (0.4) por aL(t) p(t) obtemos uma equagao da forma
2
d d
- 5 (0 Y + ) ratnuto) = ) 05)

que é chamada equac¢ao de Sturm-Liouuville.
A equacao de Sturm-Liouville, junto com as chamadas condicoes de fronteira
(ou condigoes de extremos separados)

apy(a) +ary'(a) =0, (0.6)
Boy(b) + By (b) =0, (0.7)

onde ag, aq, By, f1 sdo nimeros reais, constituem um problema (ou sistema) de
Sturm-Liouville reqular (ou simplesmente, sistema de Sturm-Liouville?).

De modo andlogo aos sistemas de equacoes lineares, os valores de A\ para
os quais o sistema de Sturm-Liouville tem solugao nao trivial (ou seja y(t) #0)
sao chamados autovalores do sistema e as solugoes correspondentes as suas auto-
fungoes. O conjunto de todos os autovalores de um problema de Sturm-Liouville
é chamado espectro do sistema.

Historicamente o problema de Sturm-Liouville gerou uma série de desenvolvi-
mentos que conduziram, no comeco do século XX, ao nascimento de uma nova e
importante area da Matematica, a Andlise Funcional.

3Jacques Charles Frangois Sturm (1803 - 1855), Joseph Liouville (1809 - 1882). Os trabalhos de Sturm e
Liouville sobre o problema que é hoje conhecido como Problema de Sturm-Liouville foram desenvolvidos entre
1829 e 1837.
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Exemplo 2 Considere a equacao diferencial ordinaria linear de segunda ordem

—y"(t)+2ty'(t)+ (1 —N)y(t) =0. (0.8)
Temos as(t) =1, a1(t) = 2t, ap(t) = 1, u(t) =1 e g(t) = 0. Logo

p(t):exp(—/t Z;Eg dx) :exp(—/tQTxd:U) — ot

_a®pt) e

e podemos escrever a equacao (0.8) na forma de uma equacao de Sturm-Liouville

-2 e 0) e -t =0

O

Este minicurso é dedicado ao problema de Sturm-Liouville, um classico pro-
blema da teoria das equagoes diferenciais. O objetivo é o de generalizar as pro-
2

priedades do operador L = — apresentadas no Exemplo 1, para uma classe

dt?’
de operadores diferenciais lineares de segunda ordem da forma
d :
Lyl = = () ' ()] + (g(t) — Aw(?)) y(1),

satisfazendo as condigbes de extremos separados (0.6) e (0.7).

A distribuicao do contetido em cada capitulo é a seguinte: No capitulo 1
definimos os espagos euclidianos (ou espagos com produto interno), sistemas or-
togonais e sistemas ortonormais, os espacos de fungoes que serao utilizados, os
tipos de convergéncia para séries de fungoes e alguns resultados basicos da teo-
ria de equagoes diferenciais ordinarias. No capitulo 2 serd estudado o problema
de Sturm-Liouville regular e as propriedades béasicas de suas autofungoes. Ja no
capitulo 3 apresentamos o conceito de fungao de Green e também sao feitos alguns
exemplos.
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Podemos considerar problemas diferenciais mais gerais que o problema de
Sturm-Liouville e mesmo problemas de ordem superior a 2%,

Lly) = an(t) g™ (1) + ana () y" V(1) + o+ an(D) /(1) + ao(t) y(t) = f (1),
onde f,a; € C([a,b]) e a,(t) #0 para todo t € [a,b], com condigdes de fronteira

n—1

Fly) =) s y9(a) + B y9 (V)] (1 =1,2,..,n),

J=0

onde «j, f;; € C (veja Capitulo III de [7] e também Capitulo IV de [10]).



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos com produto interno e sistemas ortogonais

Em espagos normados podemos adicionar vetores e multiplicar vetor por
escalar. Além disso, a norma em tais espacos generaliza o conceito elementar
de comprimento de um vetor no R®. Um outro conceito importante que existe
no R? ¢ o produto escalar (se v = (ay,b1,¢1) e w = (az, by, cx) €ER3, entao v.w =
aias+biby+cicy) que é usado para definir a condigao de ortogonalidade (v, w € R3
sao ortogonais se v.w = 0). O conceito que generaliza o produto escalar é a
definicao de produto interno.

Os espacos com produto interno sao espacos normados especiais. A teoria dos
espacos com produto interno é muito rica e conserva muitas das caracteristicas
dos espacos euclidianos de dimensao finita, principalmente o conceito de ortogo-
nalidade.

Definicao 1.1 Seja £ um espago vetorial sobre um corpo F (R ou C). Um
produto interno sobre E é uma aplicacao (.,.) : £ x E—T que tem as seguintes
proriedades:

(1) para quaisquer x,x1, T2,Y,Y1,y2 € E e A€F

(T1+ 22,9) = (21,Y) + (T2, V),
T,y + Y2) = (@, 91) + (T, Y2),
Mz

<
(Aa.y) = A {z,0),
(2. hy) =X z.y).

SeF = Rentdo A = )\, e se F = C entdo A denota o conjugado do nimero

11
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complexo A (ou seja, se A = a + ib, entao A=a— ib).

(2) (v, z) = (z,y);
(3) (x,x) >0 para todo z € E;
(4) (z,z) =0 se, e somente se, x = 0.

Vol

Um espago vetorial E no qual estd definido um produto interno (.,.) é
chamado um espaco pré-Hilbertiano'. Todo espaco pré-Hilbertiano £ é um espaco
normado com a norma canonica || z|| = /(z, x), ou seja, satisfaz as condig¢oes
(a) ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0;

(b) |[Ax|| = |A|||x||, para todo z € E e todo A € F;
(©) Il +yll < lal] + ], para quaisquer z,y €.

Exemplo 1.2 Sejam x = (x4, ...,2,) e y = (y1, ..., yn) € R”. Entao

<Z)’J,y> =T1Y1+ ... + Tpln

define um produto interno no R".

Exemplo 1.3 Seja C([a, b]) o conjunto de todas as fungoes continuas f : [a, b|— C.
Se f, g€ C(Ja,b]) entao

b JRS—
() = [ 105 d
define um produto interno em C([a, b]).

Teorema 1.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)? Seja E um espago vetorial
com produto interno (.,.). Para quaisquer x,y € E temos

(o) [ <=l [l

Demonstragao. Podemos escrever o niimero complexo (x, y) sob a forma (x, y) =
e'?| (x,7)| e portanto

(y,2) = (w,y) = e |{z,9)].

1David Hilbert (1862 - 1943)
2 Augustin - Louis Cauchy (1789 - 1857), Hermann Amandus Schwarz (1843 - 1921)
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Para todo A\ € C temos

0< Nz + ey, Az + %)

=AMz, x) + Xe ¥ (2,9) + Xy, z) + e (y, y)
= AX[z|” + Az, ) + Xz, )]+

= AP 1)1 4+ 2Re(N) [z, y)| + llylI*.

Para A € R obtemos
a(N) = X [lall* +2 | (z.5) | + ly]* > 0, para todo A€ .

Isto implica que a equagao ¢(A) = 0 possui no maximo uma solugao real A. Logo
2 200112 .
Az, y) |” = 4llz)” [y <0, ou seja, | (z,y) [ <z [lyl- [

Observagao. Por uma base em um espacgo vetorial E (de dimensao finita) en-
tendemos como uma familia linearmente independente B = {vy, ..., v, } de vetores
de E tal que para todo v € E pode ser escrito de forma tinica como combinagao

n
linear de vy, ...,v,, ou seja, v = E Ajv;, onde v; € B e A; sao escalares. Em
Jj=1

espagos com produto interno (de dimensao infinita), as bases ortonormais sao de
n

grande importancia. No lugar de combinagoes finitas Z Ajv;, somas infinitas sao
j=1

permitidas e a condicao de linearmente independente é substituida pela condigao

de ortogonalidade.

Definigao 1.5 (a) Seja E um espac¢o com produto interno (.,.). Uma familia F
de vetores nao nulos em E é chamada um sistema ortogonal se (x,y) = 0 para
quaisquer dois elementos distintos = e y de F. Se, além disso, ||z| = /(z,x) =1
para todo x € F, entao F ¢é chamado um sistema ortonormal.

(b) Um sistema ortonormal {z, : a € J} (J um conjunto de indices) de um espago

com produto interno E é completo se para todo x € E temos x = Z Ao To (onde

aeJ
Ao 880 escalares).

Uma condi¢ao equivalente a (b) é a de que o conjunto das combinagoes
lineares finitas dos z, seja denso em F, isto é, dado z € F e € > 0, existe uma
combinagao linear finita Z Ao To tal que Ha: — Z )\axaH < € (veja Teorema

a€F ackF

4.6, Capitulo II de [6]).
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O sistema ortonormal completo {z, : a € J} é também chamado base pré-
Hilbertiana.
Todo sistema ortogonal de vetores nao nulos pode ser normalizado. Se S é

. ~ X , .
um sistema ortogonal, entao S; = {W eSS } ¢ um sistema ortonormal.
x

Temos que S e S sao equivalentes no sentido que os espagos gerados por S e Sy
sao o mesmo subespago de F.

Observacgao. (a) Se V' é um espago de dimensao finita, com produto interno (., .)
e {ey, eg, ..., €, } uma base ortonormal. Entao todo vetor v € V pode ser escrito de
modo tnico sob a forma

v={(v,e1)e1 + (v,ex) e+ ... + (v, e,) e,.

(b) Seja E' um espago vetorial de dimensao infinita, com produto interno (.,.)

e {e1, ez, €3,...} um conjunto ortonormal infinito (enumerével). Para todo ele-
[e.e]

mento x € £ podemos construir a série E (x,eg) ex. Entretanto, na auséncia
k=1
de informacoes mais amplas, nao existe, nenhuma razao a priori para supor

que esta série convirja, e muito menos que convirja para z. Usamos a notacao
oo

T o~ T, ex) e para ressaltar que a série em questao poderd niao convergir
s Ck k

k=1
00

para x. E claro que, se converge, escrevemos x = E (x,er) ex. Os coeficientes
k=1

(x,er) sao chamados de coeficientes de Fourier® generalizados de x com relagio
o0

ao conjunto ortonormal {ej, ez, e3,...} e a série E (x,er) e é chamada série de
k=1
Fourier generalizada de x.

Exemplo 1.6 As autofuncgoes (do Exemplo 1) yx(t) = sen(kt) (k = 1,2.,3,...)
formam um sistema ortogonal em C([0,7],R) com relacdo ao produto interno

(f,g) = /07r f(t) g(t) dt. De fato, temos

(Y, Yp) = / sen2(k;t) dt = g,
0

3Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830)
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e para m #n temos

™

(Un>Ym) = sen(nt)sen(mt) dt

™ cos((m — n)t) — cos((n + m)t)
2
(sen((n —m)t) sen((n+ m)t))

n—m n-—+m

dt

o—

=0.
0

N | —

[y (2) |

t 2
As fungoes @i (t) = et) = \/isen(kt) (k = 1,2,3,...) formam um
7r
sistema ortonormal em C([0, 7], R).

1.2 Espacos de fungoes

Neste minicurso vamos utilizar os seguintes espagos de funcoes.
(i) C([a,b],R) denota o conjuntos das fungdes continuas f : [a,b] — R.
(ii) C([a,b]) denota o conjunto das fungdes continuas f : [a, b]— C.
(iii) Seja m € N. Denotaremos por C™([a,b]) (respectivamente, C™([a,b],R)) o
conjunto das fungoes definidas em [a, b] e a valores complexos (respectivamente,

valores reais) que sdo m vezes continuamente diferencidveis. Se f € C™([a,]),
entao

1 Fllem oy = sup 1 £,
0<j<m
é uma norma em C™([a,d]), onde || f9| = sup |[f9(t)].

t € [a,b]

Se f,g€ C™([a,b]) entao

b -
(f.g) = / (F&) 90 + O FE) + ot 1 () g(D) dt

¢ um produto interno em C™([a,b]), e || f|| = \/(f, f) a norma canonica.
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(iv) Seja w : [a,b] — R uma funcao positiva (w(t) > 0 para todo t € [a, b]). Deno-
taremos por Cpz(,([a,b]) o espago vetorial C([a, b]) munido do produto interno

b _
(9. = [ FO 5@t
e ||fll, =1/(f, f), é a norma correspondente.

1.3 Tipos de convergéncia para séries de funcoes

o0
Uma série numérica E a, converge se a sequéncia das somas parciais {s, }
n=1
(sp, = aj; +as + ... + a,) é convergente, ou seja, se lim s, = C.

n— oo

Seja {p,} uma sequéncia de fungoes ¢, : I— R, onde I é um intervalo de

R. A série de fungoes Z v, converge pontualmente se, para cada x € [ fixado, a

n=1

[e.9]
série numérica E ©n(x) é convergente. Isto é equivalente a dizer que dados € > 0
n=1

e x €I, existe n, € N (dependente de € e de ) tal que

< g,

para todo m > n > n,.
(o]

Uma série de fungoes E ©n converge uniformemente se dado € > 0 existir

n=1
n, € N (dependendo apenas de ¢) tal que

m

para todo m >n >mn, e todo z € I.
(o] (e.)

Uma série de fungoes E ©n(x) converge absolutamente se a série g | () |
n=1 n=1
€ convergente.
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Exemplo 1.7 (a) seja I = [0,1] e ¢,(x) = %, x€l. A série de fungoes thn
n

n=1
converge uniformemente. De fato, para = € [0, 1] temos
m m
S @) < > ()]
k=n k=n
= 1
<D
k=n
=1
Como a série numérica Z — € convergente, dado ¢ > 0 existe n, €N tal que

k=1

1
ﬁ<£paratodom>n>no.

NE

i

n
o0

(b) Seja i, (x) = (—1)" %, com zx € [0, 1]. A série Z ¥, é absolutamente conver-
n

n=1
xT

gente, pois | (2)] = pa(z) = 5. 0

Exemplo 1.8 Considere a sequéncia de fungoes {p,} definidas para x € [0, 1],
o1(z) =2 e p,(r) = 2" — 2" ! (paran > 1).

(a) A série Z ¢n(x) converge pontualmente para cada x € [0, 1], pois a sequéncia
n=1

das somas parciais (ou reduzidas)

sn(z) = @1(z) +p2() + ... + ona () + pn()
= o+ @ —2)+ ...+ @ =" )+ (2" — 2™

= x?’l’
converge para 0 se 0 <z < 1, e para 1 se x = 1.

(b) A série ngn(:v) nao converge uniformemente, pois dado 0 < ¢ < 1/2 e
n=1

ng €N, seja x = (2¢)Y =1 Temos

> pi(x) =am— a7,

Jj=mno
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e para x = (2¢)Y =1 temos
|z™ — gm0 | = | (2e)™/ (0D —2¢].
Logo, para m suficientemente grande, (2¢)™/ (™~ < ¢ e entdo

> pi(x)

Jj=no

> e, para x = (2¢)Y/m=D),

O

Na verificagdo de que a série do Exemplo 1.7(a) converge uniformemente,
usamos o artificio de majorar a série de fungoes por um série numericamente
convergente. E essa a ideia que estd atras do chamado teste M de Weierstrass.

Teorema 1.9 (Teste M de Weierstrass?) Seja Zgon(x) uma série de fungoes

n=1
o, I =R definidas em um intervalo I de R. Suponha que existam constantes

o
M, >0 tais que | pn(x)| < M, para todo x €1 e que a série numérica ZM”

n=1
[es)

seja convergente. Entao, a série de fungoes g on(T) converge uniformemente e

n=1
absolutamente em 1.

Demonstragao. Veja 37.7, Capitulo 6 em |[2]. O

As séries de fungoes que convergem uniformemente apresentam excelentes
propriedades. Dentre elas, que enunciamos a seguir, cujas demonstragoes sao omi-
tidas.

Teorema 1.10 (a) Suponha que as funcgées @, : [—R sejam continuas e que a
série Z on(x) convirja uniformemente. Entio ¢(x) = Z ©n(x) € continua em
n=1 n=1

I.

4Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815 - 1897)
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(b) Suponha que as funcgées @, : I—R sejam continuamente derivdveis (ou

. ~ ~ , s . / .. .
seja, @, sao fungoes continuas) e que a série E o (x) convirja uniformemente.

n=1

Suponha que exista xq € I tal que ngn(xo) convirja. Entao

F 2 ew] -2 e

Demonstragao. Para a demonstracao do item (a) veja Teorema 4 e para o item

(b) veja o Teorema 7, Capitulo X de [8]. O
Exemplo 1.11 Considere as fungoes ¢, : [0, 71]— R, @,(z) = M. Temos
n
(i) ¢l (x) = — w sdo continuas em [0, 7[;
n
L = sen(n x) =1
(ii) Z|90;L(t)| :Z - S Zﬁ < 0.
n=1 n=1 n=1

o0
Logo, pelo teste M de Weierstarss, Z ¢ (x) é uniformemente convergente.
n=1
(ili) Para x = 0 temos

n=1 n=1
Portanto podemos derivar a série de fungoes termo a termo, ou seja, a funcao

¢ : [0,7]— R definida por ¢(z) = E on(x) = E M é derivavel e
n
n=1

n=1

oo

o0 = Sl = Sl = - >R

n=1 n=1
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1.4 Alguns resultados de equacoes diferenciais ordinarias

Temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade de solucao.

Teorema 1.12 (Existéncia e unicidade de soluc¢do) Sejam as(x), ai(z), ap(x) e
f(x) fungoes contiuas em um intervalo |a,b], com as(x)#0 para todo x € [a, b], e
seja xq € [a,b]. Entdo existe uma unica solu¢ao para o problema de valor inicial

az(x) y" () + a1 (2)y' (x) + ao(x)y(x) = f(x), em [a,b],
y(l'()) =4,
Y (7o) = ya.

onde ¥y, y» sao constantes.
Demonstracao. Veja Teorema 4.1, Capitulo 4 de [1]. O

Neste minicurso vamos precisar resolver algumas equacoes diferenciais or-
dinéarias de ordem dois com coeficientes constantes e também algumas equagcoes
de Euler® de ordem dois.

(1) Solucao geral de equagoes diferenciais ordindrias homogénea de ordem
dois e com coeficientes constantes.

Para determinar a solugao geral de uma equagao diferencial ordinaria ho-
mogeénea de ordem dois do tipo

ay"(z) +by'(z) + cy(r) = 0,

onde a,b,c€R e a #0, precisamos simplesmente determinar as raizes da equagao
caracteristica a A2 + b A + ¢ = 0 (uma equagao polinomial de grau 2 na varidvel
A). Podem ocorrer 03 casos.

Caso 1: Existem duas raizes reais e distintas A\; e A\y. A solugao geral é da forma
y(x) = CreM® + Cy e,

onde C; e (5 sao constantes.

5Leonhard Euler (1707 - 1783)
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Caso 2: Existe uma unica raiz real A = A\; = A3. Neste caso a solugao geral é da
forma
y(l‘) = 01 e” + 02 ZL’G)\m.

Caso 3: Existem duas rafzes complexas A = a +ib e A = a — ib. Neste caso a
solugao geral é dada por

y(x) = Cre*®cos(bx) + Cre**sen(bx).

(2) Solucao geral da equacao de Euler de ordem dois.

A equacao de Euler de ordem dois é do tipo
22y’ (z) +bxy/ () + cy(x) = 0.

Para determinar a solucao geral precisamos determinar as raizes da equacao
caracteristica A(A — 1) + bA + ¢ = 0, que é uma equagao polinomial de grau 2.
Podem ocorrer trés casos.

Caso 1: Existem duas raizes reais distintas \; e Ay. Neste caso a solugao geral é

y(x) = Cr 2™ + Cy 2™, para z > 0.

Caso 2: Existe uma tunica raiz real A = A\; = Ay, e neste caso a solugao geral ¢é
dada por
y(r) = Cy 2™ 4+ Cy 2™ In(x), para x > 0.

Caso 3: Existem duas raizes complexas A = a +1ib e A = a —ib. A solucao geral
¢ da forma

y(x) = Cya%cos(bln(z)) + Cyz%sen(bln(x)), para z > 0.

Para os casos de equagoes diferenciais ordinarias com coeficientes constantes

de ordem superior a dois e para a equacao de Euler de ordem superior a dois veja
[4], [9] ou [10].
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Exemplo 1.13 Considere a equacao y”(z) + ¢/ (z) — 2y(x). Sua equagao caracte-
ristica A2 + X — 2 = 0 possui raizes \; = 1 e \y = —2. Logo a solucao geral
é

y(r) = Cre” + Cye 2.

Exemplo 1.14 Considere a equacao de Euler 22y (z) + 229/ (z) — 6y(z). Sua
equagao caracteristica é A(A — 1) +2X — 6 = 0, e tem raizes \; =2 e Ay = —3.
Portanto a solucao geral é

y(r) = C1 2> + Cyx~ 3 para x > 0.



Capitulo 2

O problema de Sturm-Liouville

Considere o operador diferencial linear de segunda ordem

Lalyl = =(p(®) y'(1))" + (q(t) — Aw(t)) y(?)

no intervalo [a,b], onde p € C*([a,b],R), p(t) > 0 em [a,b], we C([a,b],R) com
w(t) > 0 para todo t € [a,b] e g € C([a, b],R), com as condigoes de fronteira

Fily] = apy(a) + a1 y'(a),
Balyl = Boy(b) + Bry'(b),

onde ag, a1, By, 51 €R, com || + | a1|#0 e | Bo| + | B1| #0.
Dada uma fungao f € C([a, b]), o problema de Sturm-Liouville (regular) con-
siste em determinar uma fungao y = y(t) solugao do sitema

(Sx) Lalyl(t) = f(t), parat€la,b],

(P)
(F) Ry =0, Byl =0.

Os exemplos mais comuns de condicao de fronteira sao

y(a) =y() =0 e y'(a) =y (b) =0.

Observagoes. (1) Se o problema de Sturm-Liouville (P) possui solugao para toda
fungao f € C([a,b]), entdo também tem solugdo o problema

23
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L)\[y] - f7
(P1) Fily] = ¢4,
Fg[y] = C3.

De fato, seja yo € C*([a,b]) uma fungao tal que Fi[yg] = ¢1 e Fylyo] = co. Entao
y(t) = z(t) + yo(t) é solugao do problema (P1), onde z = z(t) é solugdo do
problema

Lylz] = f — Lalyo,
Filz] =0,
Fz]=0

(2) Dada uma equagao diferencial linear de segunda ordem

—a(t) y"(t) + ax (1) ' () + (ao(t) — Ap(t)) y(t) = g(t),

onde a € C([a,b],R), as(t) > 0 para t € [a,b], € C([a,b],R) com u(t) > 0 para
t €la,b] e ap,ar € C([a,b];R), se multiplicarmos todos os seus termos pela funcao

a21(t) p(t) = agl(t) exp( - / | Zlg ds) ’

obtemos uma equacao da forma (S))

—(p(®) y'(1)" + (q(t) = Aw(t) y(t) = f (1),
p(t) ao(t) _ PO pd) e PE)9(0)
ag(t) ) w(t> - CLQ(t) f<t> CLQ(t) :

Definigao 2.1 Dizemos que A € C é um autovalor do sistema (S)), (F) ou do
problema se Sturm-Liouville regular (P), se a equagao homogénea

onde ¢(t) =

L)\[y] = 07

tem uma solugao y(t) # 0 (ou seja, solu¢do nao - trivial) que satisfaz as condigdes
de fronteira (F). A solucdo y = y(t) é chamada autofuncdo (correspondente ao
autovalor \).

Observe que se Lyy] = — (p(t) v'(t))" + q(t) y(t) — Aw(t) y(t) = 0 entdo
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Lo[y] = = (p(t) ' (1)) + a(t) y(t) = Aw(t) y(t).

Exemplo 2.2 Considere o problema de Sturm-Liouville
y"(t) + Ay(t) =0,
y'(0) =y (m) =0.
Para A <0 o problema s6 admite solugao trivial (y(¢t) = 0). Para A > 0 a solucao
geral da equagao y”(t) + Ay(t) = 0 é da forma
y(t) = Cysen(VA L) + Cy cos(VAL).
Usando as condigoes y'(0) = 0 e y/(m) = 0 obtemos

Ci VA =0,
Cy VA cos(VAT) — Cy VAsen(VAT) = 0.

Logo C; = 0 e CyvAsen(v/ A7) = 0. Se Cy = 0 entdo y(t) = 0. Para Cy#0
entdo sen(vAw) = 0. Logo VA® = km, k = 1,2,.... Com isso \, = k? sdo os

autovalores e y,(t) = cos(kt) sdo as autofuncoes.
s

Com o produto interno (f, g) = / f(t) g(t)dt em C(]0,7]) as autofungdes

0
yr(t) = cos(kt) (k=1,2,...) formam um conjunto ortogonal, pois
Yk, yr) = cos®*(kt)dt = —,
0 2
e para k # m, temos

™

cos(kt) cos(mt)dt

S—

(Yrr Ym) =

/ﬂ[cos(k +m)t+ cos(k —m)t]dt

| o
0

N~ N~

sen(k +m)t  sen(k —m)t
+
k+m E—m
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2

As fungoes @i (t) = oelt) = \/jcos(k t) (k = 1,2,...) formam um conjunto
[l ()]l G

ortonormal em C([0, 7]). O

Exemplo 2.3 Considere o problema de Sturm-Liouville

y"(t) + Ay(t) =0, para t €0, ],
y(0) =0,
y() + 4/ () = 0.

Novamente nao existe solucao nao-trivial se A <0. Para A > 0 a solucao geral
é dada por y(t) = Cysen(v/At) + Cycos(v/At). Usando que y(0) = 0 obtemos
Cy = 0. E usando a segunda condicao y(7) 4 3/(7) = 0 obtemos Cy sen(v/ A7) +
C1VAcos(vVAT) = 0. Para Cy #0 obtemos

tg(VAT) = —VA,

Denotando p = VA7, entéo

1

tg(u) = ——.

Os autovalores A, nao podem ser dados analiticamente, mas atraves das raizes
de uma equagao transcendental, que pode ser resolvida numericamente. Os auto-
valores A, satisfazem

H Hn
A = — e tg(pn) =——.
5 g(tn) -
As solugoes de tg(u) = —p/m podem ser visualizadas como os pontos de interse¢ao
dos gréaficos das fungoes y = tg(x) e y = —x/m. Esta equagdo possui infinitas

solucoes. As respectivas autofuncoes sao
Yn(t) = sen(p, /) t = sen(vV A, t).
OJ

Exemplo 2.4 Considere a equagao de Euler t?y"(t) +ty/'(t) + N y(¢t) = 0 no
intervalo t € [1,e], e com as condigoes y(1) = 0 e y(e) = 0. Podemos escrever a
equacao diferencial na forma

/\2

Flevo]+ i —o
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Para A = 0 o problema s6 admite a solugao trivial. Para A # 0, a solucao geral
da equagao ¢ dada por y(t) = Cy cos(AIn(t)) +Cysen(A1n(t)), com A > 0. Usando
que y(1) = 0 obtemos C; = 0, e a condi¢ao y(e) = 0 implica que Cysen(A) = 0.
Se (5 = 0 temos a solucao trivial. Para obter solucoes nao-triviais devemos con-
siderar Cy #0 e sen(A) = 0, ou seja, os autovalores sao A\, =n7w (n =1,2,3,...).
Com isso, as autofungoes sao y,(t) = sen(n 7 lIn(t)). O

Vamos agora apresentar alguns resultados fundamentais sobre os problemas
de Sturm-Liouville regulares. Provaremos que os autovalores sao simples, que sao
reais, que as autofuncoes podem ser escolhidas reais e que as mesmas satisfazem
importantes relagoes denominadas relagoes de ortogonalidade.

Teorema 2.5 Seja Loly] = —(p(t) ¥/ (t))' +q(t) y(t) em [a,b]. Dadas duas fungdes
u,v € C*([a,b]) entdo vale a identidade de Lagrange'

b
/ (T Lo[u] —u Lo[v]) dt = M[u,v](b) — M[u,v](a),

onde M[u,v](t) = —p(t) (v'(t) v(t) — u(t) v'(t)).
Demonstracao. Como ¢(t) = ¢(t) (pois ¢ € C([a,b],R)), temos

v(t) Lo[u] — u(t) Lo[v]
v()( (p(t) w'(2))" + q(t

~—
<
—~
+
~—
~—
g
—~
~+
~—
—~
—~
3
—~
~~
~
~
—~
~+~
~
~—
~
Q
—~
~
~—
<
—~
~
~—
~—

1 Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813)



28 O Problema de Sturm-Liouville

Teorema 2.6 Sejam y1, yo € C?([a, b]) satisfazendo as condicoes de fronteira (F).
Entao

(2) M[yb yQ](a) = M[yla yQ](b) = 07
b
(44) / (y1(t) Lo[yz] — y2(t) Loly1]) dt = 0.

Demonstracao. (i) Como y; e y» satisfazem a condicao [F}], entao o sistema

aoy1(a) +ayyy(a) =0

g ya(a) + ayysp(a) =0

tem solugao nao trivial (ag, aq) # (0,0). Logo

Wly1,32)(a) = = 0.
ya2(a) ys(a)

Com isso, temos M{y1,0](a) = — p(a)(y1(a) y2(a) — y1(a) ys(a)) = 0.
Analogamente, usando a condicao [F2] obtemos My, yo](b) = 0.

(ii) Usando o Teorema 2.5 e o item (i), obtemos

b
/ (y1(2) Lolyz] = y2(t) Lo[y1]) dt = My, y2](b) — My1, 32)(a) = 0.

Observe que por (ii), se y; e Yo sdo autofungdes (correspondentes a autovalores
A1 € \y) entao

(Lofun], 2) — (un, Lolya]) = / ua(0) Lol (1) dt — / 1 (1) Tolya] (@) dt = 0.

ou seja, (Lo[y1],y2) = (y1, Lo[ye]). Portanto o operador Ly é simétrico no sub-
conjunto S das fungoes em C?([a,b]) que satisfazem as condigoes de fronteira

(F).
O
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Teorema 2.7 Todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville sao reais.

Demonstracgao. Se A é um autovalor entao

0=Lyy] = —(p(t

= Lo[y] — Aw(t) y(1).

Logo Lo[y] = Aw(t) y(t). Entdo Lo[g] = Aw(t) y(t). Pelo Teorema 2.6(ii) obtemos

0 = /XyLdm—wumm>w

b —
= [0-Dime o
b
= 0= [ Iyl
Como y(t) #Z0, temos portanto A = A, ou seja, A € R. O

Teorema 2.8 Sejam A\ e Ay dois autovalores distintos do problema de Sturm-
Liouville. Entao as autofuncoes correspondentes a \y € Ay sao ortogonais relati-
vamente a w, ou seja, se Lo[y1] = M yqw e Lo[ya] = Aayaw (com Ay # X2) entdo

b
(Y1, 12), = / y1(t) yo(t) w(t) dt = 0.

Demonstracgao. Pelo Teorema 2.7 temos que A; e Ay sao reais. Logo, usando o
Teorema 2.6(ii)

o::/@%M—MMMW

— / (y2(t) AL ya (B) w(t) — ya(t) Mo ye(t) wi(t)) dt

= ()\1—)\2)/ Y1 (1) y2(t) w(t) dt.
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b
Como A1 # Ao, entao / y1(t) ya(t) w(t) dt = 0. O

Teorema 2.9 Toda autofung¢ao do problema de Sturm-Liouville é combinagao
linear de autofuncgoes reais.

Demonstragao. Se Loy] = Awy, entdo Ly[y] = Awy = Awy (pelo Teorema
2.7). Logo podemos escrever

—_— 1 —_—

1 . . )
y(t) = 5 (y(t) +y(0) + 5 (y(t) —iy(t) = p(t) +ige(t),
t) +y(t) iy(t) —iy(t
onde (1) = "I gegy ) e gty = LI gy,
Com isso temos
_ 1 _
Loly] = Lolly +5)/2] = 5wy +Awy)
1
= 5 Aw(y+7)
= Awyy,
e também
Lolys] = I.zo[(i@ —iy)/2]
= % Awy — Awy)
= Awiyps.
Portanto as funcoes y; e yo sao autofungoes reais. 0

Com o resultado do Teorema 2.9, consideraremos agora apenas as autofuncoes
de problemas de Sturm-Liouville regulares como sendo funcoes reais.
Para o préximo resultado, vamos usar que o espago Crz(,)([a, b]) é separavel,

ou seja, existe um subconjunto E C Crz(,([a,b]) que é enumervel e denso (E =
Cr2w)([a, b)) (veja [6]).
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Teorema 2.10 Os autovalores do problema de Sturm-Liouvile formam um con-
Junto enumerdvel.

Demonstracao Pelo Teorema 2.8, aos autovalores corresponde um sistema orto-
normal de Cr2(,([a,b]), e como esse espaco é separavel entdo o sistema ortonor-
mal é necessariamente enumerdvel. Seja entao { A\,} a sequéncia de autovalores
do problema de Sturm-Liouville e {¢,} o sistema ortonormal de autofungdes
correspondentes. Admitindo que as fungoes ¢, formam uma base ortonormal de
Cr2(w)([a,b]), entao podemos resolver formalmente o problema de Sturm-Liouville

Lolyl = Awy + f,
Fily] = Fly] = 0.

[e.o]

b
De fato, seja y(t) = Y ¢y on(t), onde ¢, = (y,on), = / y(t) on(t) w(t) di.

n=1

Entao temos - -
= caLolen] =D cadnw(t) gnlt).
n=1 n=1

Portanto Lo[y] — Awy = f implica (usando que Lo[@,] = A\ w n),
D e dw(t)enlt) = Lolyl = Aw(t) y(t) + f(t)
n=1

= )\w(t) Z Cp, @n(ﬂ + f(t)’

e com isso, obtemos

w(t) Z()‘ — A) cn pn(t ch nw(t) pn(t) — Z)‘w(t) Cn Pn(t)
) 1O

= f(t) = w(?) w(t)

=) 3 (Lo at) (usando que T3 =57 () ut0)

= w(?) Z (fson) nlt),
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b b
pois (L), = [ D0 o= [ 100t de= (£,
Portanto (A, — A) ¢, = (f, ¢n), ou seja, ¢, = if’ fnj\ Com isso obtemos que
y(t) = n(t), (2.1)
; An — A
se A#£ \, para todo n. O

De fato, o sistema ortonormal de autofungoes do problema de Sturm-Liouville
é uma base ortonormal e quando A# \,, o problema de Sturm-Liouville tem
solucdo y dada pela férmula (2.1), sendo essa série, convergente nao apenas em
Cr2(w)([a,b]), mas uniformemente e absolutamente (veja o Teorema 2.16).

Observacao. Dada uma equagao diferencial linear de ordem n

an(t) Y™ (1) + an—1 () y" I (E) + .+ ar(t) Y (E) + ao(t) y(t) =0, (2.2)

onde a; € C([a,b]), i = 0,1,....,n, e a,(t) #0 para todo t € [a,b], o conjunto das
funcoes y € C"(Ja, b]) que sdo solugoes da equagao (2.2) formam um espago vetorial
Ey de dimensao n. Temos que y1,ys, ..., yn € Fy formam uma base de Fjy se, e
somente se, o determinante wronskiano?

ylgtg yQEtg y"E?

(t L (t n(t

W(t) = Wlys, ..., yn)(t) = ’ : ! : .. ’ :
W) ) e w0

¢ diferente de zero em todo t € [a, b]. Agora, fixado ty € [a, b] temos, pela Férmula
de Abel® (veja Teorema 3.7, Capitulo 3 de [4])

t

Ap—1(S

W(t) = W(to) exp( — / 1(5) ds), para todo t € [a, b].
to CLn(S)

2Conde Josef Hoéné de Wronski (1778 - 1853)

3Niels Henrik Abel (1802 - 1829)
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OJ

Teorema 2.11 Todo autovalor do problema de Sturm-Liouville tem multiplici-
dade 1, isto €, o espago vetorial das autofuncgoes correspondentes tem dimensao
1.

Demonstragao. Sejam y; = y1(t) e yo = yo(t) duas solugbes linearmente inde-
pendentes de Ly [y] = 0 e satisfazendo as condigoes de fronteira Fi[y] = Fay] = 0.
Considerando o wronskiano

)

W) =Wl =| 16 1)

temos que Wy, yo](t) # 0 para todo t € [a, b] e, usando a Férmula de Abel, obte-
mos

W(t) = W(a)e™ fp p(s) ds
= W(a)e ME®)+n(pa)
_ W(a)p()
e

Logo p(t) W(t) = p(a)W (a) (ou seja, p(t) Wy, ys](t) = constante). Por outro
lado, como

e como | aq| + | as| #0, entao

(@) v | _,
y2(a) ys(a) ’

isto é, W(a) = 0. Logo Wy, y2] =0, contra a hipétese de independéncia linear de

11 e yo. Portanto, se y; e yo sao autofungoes correspondentes ao mesmo autovalor

A entdo existe uma constante C' tal que ya(t) = Cyi(1). O

Teorema 2.12 Fuxiste Cy € R tal que, para A € R autovalor do problema de Sturm-
Liouwille, temos A > Cy.
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Demonstragao. Seja y = y(t) uma autofungao real correspondente ao autovalor
A (veja Teorema 2.9). Temos que L,[y] = 0. E suficiente demonstrar que existe
Co <0 tal que, para A < Cy e y € C?([a,b], R) com || y||, = 1, temos sempre

/ Lly)(8) y(t) dt > 0,

b
isto é, / [—(py') +qy — Awy]ydt > 0. Usando integracao por partes, obtemos

b
/ —(py) +qy —Awylydt

b b b b
+/(y’)2pdt+/ qudt—)\/ y? wdt. (2.3)

Provaremos inicialmente o teorema em trés casos particulares, a saber:
(i) quando as condigoes de fronteira sao y(a) = y(b) = 0;
(ii) quando as condigoes de fronteira sao y'(a) = y'(b) = 0;
(iii) quando, nas condigoes de fronteira (F), temos agay <0 < By ;.

Nos casos (i) e (ii) o primeiro termo do segundo membro de (2.3) é nulo. No
caso (iii), podemos supor que «; ; #0 (se nao, o raciocinio é analogo) e entao o
primeiro termo do segundo membro de (2.3) é

=—(py)y

o b
pla)y'(a) y(a) — p(b)y (b) y(b) = — p(a) a—? y*(a) +p(b) ﬁ—? v (b),
que é positivo, pois %o <0e @ >0. Nos trés casos, a soma dos dois tltimos
831 1

b
somandos de (2.3) é / (q(t) = Xw(t)) y*(t) dt e essa expressdo é > 0 se para todo

t € [a,b] temos q(t) — iw(t) > (0. Como w(t) > 0 isso equivale a

t
A< Co= mf A0
a<t<bw(t)

Portanto nos casos (i), (ii) e (iii) o segundo membro de (2.3) é > 0 para A < Cj.

Para demonstrar o teorema no caso geral precisamos do seguinte resultado.
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Lema 2.13 Seja f € C}.([a,b]). Para todo t € [a,b] temos

£ P < = 1712+ 2171

b 1/2
onde |, = [ 1)

Demonstracao. Seja tj € [a, b] o ponto de méximo de | f(¢) |. Temos entao, usan-
do a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

) = [ FOR+ / () T ds

= U@V+[%ﬂ@ﬂ@+ﬂﬁﬂ@ﬂs
< L@ + 20 F 1l 11/l

Agora integrando essa desigualdade (em [a, b]) obtemos

(b= a)[f(to)l* <N fllz +2(0 = a) [LF 5 [1£'1-
1
Logo [F(#)* <[ f(to)|* < 7= [Ifll5 + 2 1 /1l [l /Il |
Corolério 2.14 Se f € C}.([a,b]) com || f|, =1, entdo para todo t € [a,b] temos

1
FOF < — +201f .

Demonstragao Imediata do Lema 2.13. O]

Voltando para a demonstra¢ao do Teorema 2.12, em (2.3) temos

b
/f—@dY+qy—Awwyﬁ

b b b b
+:/(jfpd#+/ﬁqfdt—Au/gﬂwdt

No segundo termo da igualdade:

=—(py)y
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(i) No primeiro somando temos, se y(a) = 0 entao p(a) y'(a) y(a) = 0. Se y(a) #0,
da condicao Fi[y] = 0 e do Corolério 2.14, temos que

|mww@mw|=]mw—fm>

(AP

(7}
2 _—
+2p(a) ‘al

ou seja, existem constantes C] e (5 tais que

|p(a) y'(a) y(a)| < Cr+ Ca [|y/ -

Portanto p(a)y/'(a) y(a) > — C1 = Ca [|y']],.
Analogamente, existem constantes C3 e Cy tais que

—p(0) y'(0) y(b) = C5 + Cu [[y/[l-
(ii) No segundo somando, temos

b
/p@@ﬁWﬁmeM
onde p; = teir[lafb]p(t) > 0.

(iii) No terceiro somando, temos

b
[ avrea=c,
onde C5 = teir[lafb]q(t) ellyll, =1

(iv) No quarto somando, temos

—A /bw(t)y2(t)dt2 — Ay

onde py = teir[lafb]w(t) >0 (com A < 0).

Portanto existem constantes Cg e C7 tais que
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b
/Lx[y](t)y(t)dt > Co+Crllylly+pi VN5 — Aps

2
1 C?

) ra-tgo,
4 p

1
— _'___
(Vpl Hy H2 2 \/p_l
> Cg— Apa.
2

1C

onde Cy = CG_Z — Temos que Cg—Apy > 0 se, e somente se, A < Cs/py = C.
b1

Portanto o teorema fica demonstrado com Cjy = min {0, Cy}. 0

O que o Teorema 2.12 diz é que existe um limitante inferior para os auto-
valores de um problema de Sturm-Liouville, ou seja, os autovalores podem até
ser eventualmente negativos, mas nao arbitrariamente negativos (Em verdade,
em um problema de Sturm-Liouville regular pode ocorrer no méaximo um nimero
finito de autovalores negativos).

Exemplo 2.15 Considere o problema de Sturm-Liouville

y'(t) + Ay(t) =0, em [0,1],
y(0) =0,
Boy(1) + p1y'(1) =0.

Temos que p(t) =1, ¢(t) =1, w(t) =1, ap =1 e a; =0. Se y = y(t) é uma
autofuncdo para o problema, entdao — y”(t) = Ay(t). Multiplicando essa igualdade
por y(t) e integrando por partes (no intervalo [0, 1]) obtemos

= [ wera-yu, (2.4)

(i) No caso ffy = 0 entao y'(1) = 0, e no caso #; = 0 temos y(1) = 0. Em ambos

0s casos temos . )
s [ra= [ wera,
0 0
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o que garante que A > 0.
(ii) Se By B1 > 0, temos que A > 0, pois neste caso em (2.4) obtemos

A / (1) dt = / [y'(t)]th+%(y'(1))2>0-

b

(iii) Se By B1 < 0, podemos ter autovalores negativos. Se 0 < —— < 1, temos
0

um unico autovalor negativo que é a solu¢ao para v — A = — g—t h(v—A\) (onde
1

senh(z) e —e™®

tgh = ¢ a funcao tangente hiperbdlica).

gh(w) = cosh(z) e*+e® ¢ & p )

Se — % < 0ou— ﬁ_ > 1, entao o problema nao possui solu¢ao nao-trivial. [
0 0

Do Teorema 2.12 segue que, substituindo ¢(t) por §(t) = ¢(t) — C w(t), onde
C < 0eC < Cp temos um operador Ly tal que A = 0 nao é autovalor do
problema de Sturm-Liouville correspondente e do qual todos os autovalores sao
estritamente positivos.

Vamos trabalhar com a hipétese que A = 0 nao é autovalor do problema
de Sturm-Liouville. Essa hipdtese implica que para toda fungao f € C([a,b]) o
problema Ly[y] = f, Fi[y] = 0 e F3[y] = 0 tem, no méximo uma solugao.

As principais propriedades do problema de Sturm-Liouville estao reunidas
no proximo teorema.

Teorema 2.16 Consideremos o problema de Sturm-Liouville

Lyl == (®)y' ) + (q¢(t) = Aw(t)) y(t) = f(t), em [a, ],
Filyl = apy(a) + a1 y'(a) = 0,
Baly] = Boy(b) + Bry'(b) =0,

onde Ly, Fy e Fy satisfazem as condi¢coes mencionadas no comecgo deste capitulo.
(a) Os valores A€ C tais que exista uma solugdo nao-trivial de Ly[y] = 0 satis-
fazendo Fi[y| = Fyly] = 0, ou seja, os autovalores do problema de Sturm-Liouville
formam uma sequéncia infinita crescente {\,} de nimeros reais tais que

=1
lim A\, =00 e Z)\—<oo.
n=1""
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(b) Cada autovalor X\, tem multiplicidade 1, isto €, o espago vetorial das au-
tofungoes correspondentes tem dimensao 1; firado uma autofuncao real @, tal

que / ©2(t)w(t)dt = 1 entdo qualquer outra autofuncdo correspondente a A, é

mdlti;gla de ¢y,.
(c) A sequéncia de autofuncoes {p,} € uma base ortonormal de Cr2(la,b]).
(d) Para toda func¢ao g € C?*([a,b]) tal que Filg] =0 e Fy[g] = 0 temos

= Z Ch Qpn(t)

b
onde C,, = / g(t) pn(t) w(t) dt, sendo que a série € uniformemente e absoluta-

mente conver(;}ente em |a, b|.
(e) Seja A# N\, para todo n e fe€C([a,b]). O sistema Ly[y] = f, com Fily] =0 e

Fyly] = 0 tem uma inica solug¢ao dada por

([ ¢n
EDw fAson

n=1""

onde (f, pn) = / f(t) pn(t)dt, sendo que a série € uniformemente e absoluta-

mente convergentae em |a, b|.
(f) Se A=\, dada f € C([a,b]) o sistema Lyly] = f, com Fily] = Fyly] =0 tem

solugao se, e somente se, {f,v,) =0 para todo n.
Demonstracao Veja Teorema 2.10, Capitulo IV de [6]. O

Exemplo 2.17 Consideremos o sistema

y"(t) + Ay(t) = f(t), em [0,7],
y(0) = y(m) = 0.

Vimos no Exemplo 1 que a solugao geral da equagao homogeénea y” () + A y(t) =

(com A > 0) é y(t) = Cycos(vVAt) + Cysen(v/At). Para satisfazer y(0) =

obtemos C) = 0, e para satisfazer y(7) = 0 devemos ter VA1 =n7 (n =1,2,...),
ou seja, os autovalores sao A, = n?. Portanto v, (t) = sen(n t) formam um sistema

0
0
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2 : N
ortogonal, e ¢, (t) = {/ —sen(nt) formam um sistema ortonormal de autofungoes
m

do problema de Sturm-Liouville.
Como A = 0 nao é autovalor do problema homogéneo, pelo Teorema 2.16(e)
a solucao do problema

y'(t) = f(t), em [0 m,
y(0) = y(m) =

pode ser escrita na forma

<f7@n>

n —

2 ( /0 " F(@) sen(n ) dx) sen(nt).

Por exemplo, se f(t) =t entdo a solucao para y”(t) = t, com y(0) = y(w) =0 é
dada por

o) = Zi; < /0 ﬂxsen(nm)dw) sen(n )

n=1

y(t) = en(t)

[
3?18 NE

=}

n=1

n=1

)n+1 n

oo
- T
= E sen(nt) =2 g ————sen(nt).
n2
“T N —

E claro que o problema y"(t) = t, y(0) = y(7) = 0 poder ser resolvido na
forma direta aplicando-se as condigoes de contorno a solugao geral de y”(t) =t
(cuja solugao é y(t) = (t* —72t)/6 . Mas frequentemente tal opgao nao existe, e as
Unicas solugoes disponiveis sao as expressas como séries em termos de autofungoes
do problema. Por exemplo, se f(t) = cos(t* + t), a solu¢do para o problema

y'(t) = f(t), y(0) = y(ﬂ) =0, é dada por
— (f,%n) on(t)

(]2

y(t) =

n

0
%( e )dx) sen(n )
()

cos(z® + ) sen(n x) dx) sen(nt).

n=1

1

3
I

Il Il
[ 1]
Nl o >

3w| —

0

3
Il
—
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Exemplo 2.18 Considere o problema

y'(t) —3y'(t) +3(1+ \)y(t) =0, parate|0,n],
y(0) = y(7) = 0.

O problema admite apenas solugao trivial se A< — 1/4. Para A > —1/4 a
solugao geral da equacao y”(t) — 3v'(t) + 3(1 + A) y(t) = 0 é dada por

y(t) = Cre Y2 cos(t /3(1 +4X)/2) + Coe Y2 sen(t /3(1 4 41)/2).

Usando a condicao y(0) = 0 obtemos C; = 0. E usando a condigao y(7) = 0

obtemos
Cysen(m/3(1+4X)/2) = 0.
Se Cy = 0 temos apenas a solucao trivial. Para que exista solugao nao-
. . m/3(1+4N)
trivial devemos ter Cy #0 e entdo ——5 =7 (n = 1,2,3...). Logo os
autovalores sdo \, = 3 —(4n* — 3) e as autofuncdes sdo ¥, (t) = e 3/2sen(nt)
2 2
(n=1,2,3,...). Temos que (¢, ,) = 3(?7147#)(1 —e®™). Logo as fungoes
Un(t) 3(9+4n?) s
on(t) = =/———F—c¢ sen(nt),
=l ~ V2@ e "

(n=1,2,3,...) formam um conjunto ortonormal.
Como A = 0 nao é autovalor, a solucao do problema

y'(t) =3y'(t) +3y(t) = f(t), em [0,7],
y(0) = y(m) =0,

é dada por

(f, on)
L —0

y(t) = wn(t)

WE

[y

n—

- 3(9 + 4n?) s st/
Z 4n2 -3 2n2 o3 (/ f sen(n:c) dx e sen(nt).

n=

—_
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Exemplo 2.19 Os problemas de Sturm-Liouville aparecem quando se aplica o
método de separagao de variaveis no estudo de algumas equagoes diferenciais
parciais lineares de segunda ordem. Considere o problema da corda vibrante

57 P 0] = ) uGe) = (o) G o) 25)

com as condigoes iniciais u(z,0) = f(x), %(w,O) = g(x) (com z € [a,b]) e com

as condicoes de fronteira u(a,t) = 0 e u(b,t) = 0 (com t€[0,00)). As fungdes
p e w representam a tensao e a densidade da corda, respectivamente, sendo,
portanto, fungoes continuas e positivas em [a, b]. Usando o método de separacao
de varidveis, procuramos solugoes da equagao diferencial parcial (2.5) que sejam
da forma u(z,t) = X (x) T'(t).Substituindo na equagao (2.5) obtemos

[p(z) X'(2)] — q(z) X(x) _ T"(t)
w(x) X(x) T(t)

(pois cada um dos lados é funcdo de uma variavel diferente) e separando as
variaveis as fungdes X (z) e T'(t) devem satisfazer

= — \ (constante),

(i) T"(t) = =AT(1),
(i) [p(x) X'(2)] = q(z) X () = = Aw(z) X(2),
com X (a) = X (b) = 0.

Observe que (i1) é um problema de Sturm-Liouville e que A = 0 néao é au-
tovalor. Pelo Teorema 2.16, existe uma sequéncia {\,} de autovalores tendendo
para infinito e (4) possui uma tnica solu¢do nao nula (a menos de uma constante
multiplicativa). Seja {p,} as autofungoes normalizadas correspondentes aos au-

b

tovalores A, ([ |en(2)]?w(z)de = 1). Agora para cada ), a solucio geral da

equagao 1" (t) S A T'(t) é da forma

T (t) = ap cos(v/Ant) + by sen(y/An ).

Logo, para cada n =1,2,3, ..., temos que

un(z,t) = wn(z) T,(t)

— 0u(@) [an cos(v/An t) + by sen(v/A, )],
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é uma solugao da equacao (2.5). Procurando entao a solugao do problema sob a
forma

u(z,t) = Z U (z,t)

= > nl@) [an cos(v/Ant) + by sen(v/A, 1))

Para satisfazer as condigoes iniciais devemos ter

g(x) = Z Vb a2

Se f e g admitem esse desenvolvimento em série, os coeficientes a,, e b, sao
determinados por

— (fon), /f <>da:,

b, =

\//\—n (9, ¢n)., \/— w(z) d.

Vemos, pois, a importancia do estudo sobre a possibilidade de desenvolvi-
mento de uma funcao f em série das autofuncoes ¢,,, bem com a importancia de
condicoes que assegurem que essa série é absolutamente e uniformemente conver-
gente em [a, b], e nao apenas em Cp2(,([a,b]). Ainda subsiste a questao de saber
como devem ser as fungoes f e g para que a série de u(x,t) seja convergente, para
que ela represente de fato uma solucao da equagao diferencial parcial (2.5), para
que tenhamos u(x,t) — f(z) quando t — 07, entre outras. Essas tltimas questoes,
em geral, tem de ser estudadas particularmente para cada tipo de equagao.
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Exemplo 2.20 Outro tipo de problema que frequentemente ocorre é o chamado
sistema de Sturm-Liouville periodico

_ % {p(t) d_?(t)] + (q(t) — Aw)y(t) =0, para t € [a,b],
p(a) = p(b),
y(a) = y(b),
y'(a) =y'(b)

Por exemplo, consideremos o problema

y"(t) + Ay(t) =0, para t€[—m, 7],
y(=m) = y(m),
y(=m) =y (7).
Note que p(t) = 1 e entao p(—7) = p(mw). Para A > 0 a solucao geral
da equacdo é da forma y(t) = Cicos(v/At) + Cysen(v/At). Usando as condigoes
y(—7) = y(r) e y/(— ) = y/(r) obtemos

Cysen(VAT) =0,
2 v/Tsen(y/m) = 0.

Assim, para que exista solugoes nao-triviais, devemos ter sen(\/Xw) =0, ou
seja, VAT =nm (n=1,2,..). Logo A\, = n? (n = 1,2,3, ...) sdo autovalores. Para
cada )\, = n? existem duas solugoes linearmente independentes ¢, (t) = cos(nt) e
n(t) = sen(nt) (diferentemente do caso de sistema de Sturm-Liouville regular).

Além disso, A = 0 é autovalor e a correspondente autofuncao é a funcao
constante yo(t) = 1. Para A < 0 o problema s6 possui solugao trivial.

Portanto os autovalores sao

2
0,1,4,9,....,n%, ...
e as autofuncgoes sao

1,cos(t), sen(t), cos(2t), sen(2t), ..., cos(nt), sen(nt), ...
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Exemplo 2.21 Se a equagao
— (@) y' @) + (a(t) = A(w)(t) y(t) =0, (2.6)

¢ definida no interior de um intervalo finito I, mas em uma ou em ambas as
extremidades de I temos que, ou pelo menos uma das fungoes p(t), ¢(t),w(t) nao
é continua ou uma das fungoes p(t), ¢(t) se anula entao dizemos que os problemas
de contorno para a equagao (2.6) em I sdo singulares. Se I é um intervalo infinito,
os problemas de contorno para (2.6) em I também sao chamados singulares. Para
esses problemas veja [10].

Por exemplo, considere o problema de Sturm-Liouville

102 0]+ Ay(0) =0, em (~1,1),
y(1) =1,

y limitada em (—1,1).
A fungao p(t) = (1 —¢?) se anula nos pontos extremos t = —1 et =1, 0 que

torna o problema de Sturm-Liouville singular.
Os autovalores sao A\, =n(n+1) (n =0,1,2,3...) e as autofungoes sao

1 d° 9 n
ol dgm [(t* —1)"],

Pn(t) =

que sao chamados polinomios de Legendre*. Temos

By(t) =1,

Pi(t) =t,
&@zgﬁ—;

Ps(t) = gﬁ - gt,

Py(t) = %t‘* - %ﬂ 2,

Utilizando a equacao (1 —t?)y"(t) — 2ty'(t) + n(n + 1) y(t) = 0 e que cada
P, é solugao, temos (para n # m)
(1 —t3) P/(t) — 2t P.(t) + n(n + 1) P,(t) = 0,
(1=t PI(t) =2t P\ (t) +m(m + 1) P, (t

4 Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833)

0.
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Multiplicando a primeira igualdade por P, (t), a segunda por P,(t), e sub-
traindo, obtemos

P (t) Po(t) [m(m + 1) — n(n + 1)]
= (1= t%) [Pu(®) P(t) = Pr(t) Pu(t)] = 2t[Pn(£) P (1) = Py, (8) Pu(2)]
d

= 21— ) [Pn(t)PL(t) — P, ()P, (1)]].

Logo, integrando de — 1 a 1 obtemos

1 1

[m(m+1)—n(n+1)]/ Po(t) Pa(t) dt = (1=1%) [P () P, (t) = Py, () P (t)] | =0,

-1 -1

1
ou seja, se n # m, (P,, Pp) = / P,(t) Py,(t)dt = 0. Além disso, temos que

(P, P) =2/(2n+1). B
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EXERCICIOS

(I) Determine os autovalores e as autofungoes dos seguintes problemas de Sturm-
Liouville no intervalo e com as condigoes dadas.

[1] y"(x) + ¢'(z) + Ay(z) = 0, em [0, 1],
com y(0) = y(1) = 0.
2] y"(2) + Ay(x) = 0, em [0, 1],
com y(0) =0e3y(l)+4'(1) =0.
3] ¥"(x) + Ay(x) =0, em [0, 1],
com y'(0) = y(1) = 0.
[4] 2% y"(z) + 32y (z) + Ay(x) =0, em [1,¢],
com y(1) = y(e) = 0.
5] y"(x) + 2¢/(x) + A+ 1) y(z) = 0, em [0, 3],

(IT) Encontre o desenvolvimento em série da solugao dos seguintes problemas em
termos das autofuncoes do sistema de Sturm - Liouville associado.

y'(x) =z (x —27), com y(0) =0e y(7) = 0.
(2) y"(z) = f(x), com y(0) = y(7) = 0, sendo

f(x):{ —z, se 0<x<m/2

x—m, sen/2<zx<m.

(III) Para h e C([0,27]; R), discuta o problema

y'(v) = —h(x),
y(0) = y(2n),
y'(0) = ¢/ (2m).

(Sugestao Considere separadamente os casos fo% h(z)dx=0e fo% h(z)dx #0).
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RESPOSTAS:
(I) A, indica os autovalores e ¢, as respectivas autofungoes.

1
(1] Ay =n?7? + - 1 (n=1,2,3,..) e p,(x) = e ?sen(nm ).
2] Os autovalores sdo as solucdes positivas de tg(v/A) = —vA/3 e
¥

A(2) = sen(y/A, ).

3 de = (n+ )20 (0= 0,1,2,3..) € pu(a) = cos((n + ) ).
U] A = 1272+ 1 (n = 1,2,3..) © pn(z) = 21 sen(n 7 In(z)).
5] A = 127225 © () = Tsen(nm /5).

6] A\, =n% (n=1,2,3,...) e p,(x) = sen(nln(x)).

(2n —1)

(7] An = (2n — 1)?72/36 € p,(z) = cos( min(x)).

)—l

28 Z ﬁsen(@n +1)z/2).

E
> 4 n+1
; [ oy 1 } sen((2n — 1)x).
2w
(III) Se / h(x) dx # 0 nao existe solugao.
0
2m

Se h(z)dx = 0 entdo y(x) = C + Z a, cos(nx) + b, sen(nx), onde
0 n=1

2m 1 2m
ay, = —/ h(z)cos(nx)dx e b, = —/ h(x)sen(nz) dx,
0 0

™ ™

onde C é uma constante arbitrdria.



Capitulo 3

A funcao de Green

Um tipico problema de valor de fronteira para equagoes diferenciais ordindrias
pode ser escrito na forma de operador

Lu=f. (3.1)

Procurando uma solugao u que satisfaca essa equagao e as condigoes de fron-
teira dadas. Se D(L) é o espaco das fungoes satisfazendo as condigbes de fron-
teira, entao o problema se reduz a encontrar uma solucao de (3.1) em D(L). Uma
maneira de abordar o problema é procurar o operador inverso L. Se for possivel
determinar L™!, entdo a solugao de (3.1) pode ser obtida por u = L7!(f). Em
muitos casos importantes isto é possivel, e o operador inverso é um operador
integral da forma

L@ = [ 6ot far

A funcao G é chamada funcdo de Green' do operador L. A existéncia da
funcao de Green e sua determinagao nao é um problema simples. Vamos examinar
o problema no caso do sistema de Sturm-Liouville regular.

Exemplo 3.1 Para f € ([0, 1]), considere o problema

y'(t) = f(t), em [0,1],
y(0) = y(1) = 0.

LGeorge Green (1793 - 1841)

49
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Integrando a equagao diferencial y”(t) = f(t) duas vezes e invertendo a ordem
de integragao, obtemos

ylx) = /Ox{/osf(t)dt} ds+ Ax+ B

zbfiliﬂf®ﬁ+Ax+B

_ /?x_ﬂﬂwﬁ+Ax+B

Usando a condigao y(0) = 0 obtemos B = 0. Usando a condic¢ao y(1) = 0
obtemos

O—y(l)—/ol(l—t)f(t)dHA,

1
ou seja, A = — / (1 —1) f(t)dt. Logo, podemos escrever
0

o) = [@-nrwi—o [(a-o 5w
:(K@—ﬂﬂﬂﬁ—l%u—wﬂwﬁ—/Iﬂ—ﬂﬂﬂﬁ
= [Cte-nswas [Cee-1 s

Assim podemos escrever a solucao do problema na forma

y(z) = / Gl t) f(8) dr,
onde

B t(x—1), se 0<t <z,
G(x,t)—{ x(t—1), se v <t<1.

OJ
Vamos trabalhar com a hipotese de que A = 0 nao é autovalor do problema

de Sturm-Liouville. Essa hip6tese implica que para toda f € C([a, b]), o problema
Loly] = f, Fily] = 0 e Fy]y] = 0 tem, no maximo, uma solugao.
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Teorema 3.2 Eziste uma fungdo continua G : [a,b] X [a,b] = R tal que, dada
f€C(a,b]), uma fungao y € C*(|a,b]) € solugdo para o problema

(So) Lolyl = — (py) +qy = f em|a,b],
(Fo) Fily] = aoy(a) + a1 y/(a) =0,
(F ){ Byl = Goy(b) + Bry'(b) = 0,

se, e somente se, y(t) = / G(t,s) f(s)ds.A func¢ao G € chamada de func¢do de
Green do problema (P) e gdeﬁm’da por

hn (t) ( )
p(t) Wiy, v ()

Yo
)

= Gy(z,t), sea<t < x,
G(z,t) =

unla) - x se x
o) Whys gl ~ G2l t) sewstsb.

onde Y1 e Yo sao duas solucoes linearmemente independentes da equagao ho-
mogénea Loly] = —[p(t)y' (t)] + q(t)y(t) = 0, com as condi¢ées de fronteira
Fl[yl] =0ce FQ[yQ] = 0.

Demonstracao. De acordo com a teoria de equagoes diferenciais ordindrias, a
solugao geral da equacgao

Lolyl = = [p(®) ' ()] +a(t) y(t) = f(t) (3-2)

é da forma y(t) = Cy y1(t) + C2 y2(t) + (), onde C; e Cy sdo constantes, y; € yo
sao duas solugoes linearmente independentes da equacao homogeénea

Loly] = = [p() ¥' ()] + q(t) y(t) = 0 (3.3)

e Y, ¢ uma solucao particular de (3.2). Em particular a solucao y, pode ser
determinada pelo método de Lagrange de variagao dos parametros, ou seja, vamos
procurar uma solucao particular da forma

Yp(t) = 01 () yr(t) + v2(t) (1), (3.4)

onde v; e vy sdo fungdes que serdo determinadas. Derivando (3.4) obtemos

Yp(t) = Vi () w1 (t) + vi(8) 91 () + v5(t) ya(t) + va(t) ya(t)-
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Existem infinitos pares de fungoes v; e vy para os quais y, satisfaz (3.2).Vamos
adicionar uma segunda condicao

Vi () ya (t) + vh(t) y2(t) = 0. (3.5)

Com isso temos

Yp(t) = vr(t) v (1) + va(t) 95 (1),
Y (£) = v1(8) 91 (8) + v2(t) w3 (1) + 01 (1) 91 (2) + v (1) g5 (8).-
Substituindo na equacdo — [p(t) ' (t)]" + q(t) y(t) = f(t) obtemos

vr(t) [=p(@) i (t) + P' (1) y1(t) + a(t) ya (1))
+ua(t) [ p(t) Y5 (8) +1'(8) Yo (t) + q(t) y2(t)]
+p(8) [v1(1) ¥4 (1) + 05 () g ()] = f(2). (3.6)
Como y; e yo sao solugoes da equagao homogénea (3.3), os dois primeiros
termos em (3.6) sdo nulos e entdo (como p(t) > 0) obtemos

U4 (8) 4 (8) + o t) i t) = %

Resolvendo o sistema

obtemos
f(t) ya(t)
p(t) [yl, 3/2] (t)

D
2 = Wl (0) (3:8)

Vamos provar que o wronskiano Wy;, y2|(t) # 0 para todo ¢ € [a, b]. Suponha
que

(3.7)

Wiys, o] (t) = y1(t) go(t) — wa(t) (1)
seja igual a zero em algum ponto ty € [a, b]. Entéo o sistema

a1 y1(to) + az y2(to) =0
a1y (to) + a2 ys(to) = 0
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possui uma solucao nao-trivial, pois a; e as nao sao ambos iguais a zero. Entao a
fungao g(t) = a1 y1(t) + a2 y2(t) é uma solugao para o problema de valor inicial

=@y @O +a(t)y(t) =0,
g(to) = ¢'(to) = 0.

Mas esse problema possui somente solugao trivial (veja o Teorema 1.12),
e assim g = 0. Isto significa que y; e yo sao linearmente dependentes, ou seja,
y1(t) = C yo(t) para alguma constante C'. Consequentemente, y; satisfaz ambas as
condlgoes de fronteira Fi[y] = 0 e F3[y] = 0, mas isto implica que A = 0 é um au-
tovalor do sistema de Sturm-Liouville, contrario a hipétese. Logo W yy, y2|(t) #0
para todo t € [a, b].
Pelo Teorema 2.11, p(t) Wly1,y2](t) = constante. Como W{y1,ys](t) #0 e
p(t) > 0, a constante ¢é diferente de zero. Vamos denotar essa constante por
1

() Wlyn, e](8)
Integrando as igualdades (3.7) e (3.8), obtemos

w(e) = — / " Cult) Ft)dt e vplx) = / ") £ty di

e finalmente
Yp(r) = vi(z) y1(x) + va(z) y2()
= —ul) [(Cot Ot [ Cnw o

) f
/z ya2(x)yi (t) f(t)
. t

"y (z)ya(t) F(t)
O Wiy / () Wiy a)(6)

Consequentemente, se definimos a fungao de Green como

= G(z,t), sea<t<uz,

= Gy(x,t), se x <t <b,

podemos escrever

y(x) = / G t) f(1) i+ / G, 1) (1) dt = / Gla,t) £(t) dt.
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A fungao G é continua em |a, b] X [a,b], G(z,t) = G(t,z) e

lim £(t—g t) — lim g(t—l—s t) = _ L
e—0t Ox e—0t Ox p(t)
0
Exemplo 3.3 Considere a equagao y”(t) = f(t) em [a, b, sendo f uma fungao
continua em [a, b], com as condigoes y(a) = y(b) =

As solugoes para a equagdo homogénea y”(t) = 0 satisfazendo as condigoes
yi1(a) =0 e y2(b) =0 sa0 y1(t) =t — a e ya(t) = t — b. Temos

W(t):W[yl,yg](t):' e th':t—a—(t—b):b—a.

Logo a fungao de Green para o problema é

y1(t) ya()

G(x,t) = () (Y1, y2] (1) eastsn

’ QQ(t)yl(x) se r<t<b

p(t) Wiy, v (1) o

ou seja,
(t—a)(x—b) -G
= 1(z,t), sea<t<ux,
Gt = 1 e,

W = GQ(.CE,t), se ZEStSb

Portanto a solucao do problema é dada por

b
y(x) = / Gl t) f(t) dt

- /xGl(az,t)f(t)dt—i—/bGQ(x,t)f(t)dt

— i [e-aswas =t [e-noa

a
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Por exemplo
e Para f(z) = —6x,a = 0e b= 1, entdo a solucdo do problema y"(z) = —6x,
com y(0) =y(1)=0¢

yz) = (@—1) /xt(—6t)dt+a:/1(t—1)(—6t)dt
= 2(1 —2%).

e Para f(z) =¢%, a =0e b =1, entdo a solugdo do problema y"(z) = e*,

com y(0) =y(1) =0¢

x 1
y(x) = (x—l)/ tetdt+x/(t—1)etdt
0 T
= "+x—1—=xe.

e Para f(z) = cos(z? + x), a = 0 e b = 1, entdo a solugdo do problema
y"(x) = cos(z? + z), com y(0) = y(1) =0 ¢

y(x) = (r—1) /Oxtcos(t2 +t)dt +x /1(15 — 1) cos(t? +t) dt.

Exemplo 3.4 Considere a equagao y”(t)+y(t) = f(t) em [0, 7], com as condigdes
de fronteira y(0) = 3/(w) = 0. Temos que A = 0 ndo é autovalor desse problema,
pois a solugao geral da equacao homogénea y”(t) + y(t) = 0 é dada por y(t) =
Cysen(t) 4+ Cycos(t) e y(0) = 0 implica Cy = 0 e y/(7) = 0 implica C; = 0. Agora
y1(t) = sen(t) e ya(t) = cos(t) sao solugdes da equacao homogénea y” (t)+y(t) =0
satisfazendo y;(0) = 0 e y4(7) = 0, e temos Wyy, y2|(t) = — 1. Portanto a funcao
de Green do problema ¢ dada por

B —sen(z) cos(t), para 0<t<uz,
Gz, 1) = { — cos(z) sen(t), para x <t<m,

e a solucao do problema é dada por

y(z) = — sen(x) /0 " cos(t) F(t) dt — cos(x) / "sen(t) £(1) dt.
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Corolario 3.5 Temos que y € solugao do problema de Sturm-Liouville
(Sx) Lalyl(t) = f(t), para t€|a,b],
(P)

(F) Fily] =0, Fly]=0.

se, e somente se,
b
)=\ [ Gt us)w(s) ds = ),

onde g(t) :/ G(t,s) f(s)ds.

Demonstracao. Como

Lyl = =@y #) + (at) — Aw(®)) y(t)
Loly] = Aw(t) y(t),
entdo Ly[y] = f se, e somente se, Lgly] = Awy + f. Pelo Teorema 3.2 temos

Loly] = Awy + f com Fi[y] = Fyly] = 0 se, e somente se,

y(t) = / G(t, 5) w(s) y(s) + f(s)] ds

ou seja, se e somente se,
b b
)=\ [ Gl (s w(s)ds = g(t) = [ Gits) £5) ds.
Indicando por 7 o operador integral definido em Cr2(][a, b))

b
Ty|(t) :/ G(t,s)y(s)w(s)ds, te€]a,b].

Pelo Teorema 3.2, temos que Ly[y] = Awy com Fi|y] = Fyly] = 0 se, e somente
se,

y(t) — A / G(t, 5) y(s) w(s) ds = 0,

1 1
ou seja, X y(t) = Tyl(t), ou ainda, X é autovalor de 7. Temos portanto o seguinte

resultado.
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Coroldrio 3.6 (a) A € autovalor do problema de Sturm-Liouville se, e somente
se, 1/\ € autovalor de T .

(b) y € autofungao do problema de Sturm-Liouville correspondente ao autovalor
A se, e somente se, y € autofuncao do operador T correspondente ao autovalor

1/

Exemplo 3.7 Considere o problema

(1+2%)y"(2) + 22y (2) — Ay(z) = f(2),
y(0) =0ey'(1) =0,

onde f € C([0,1],R). Podemos escrever a equagao na forma

T @] - A = ).

dz dx
Pelo Teorema 3.2, para determinar a funcao de Green precisamos obter duas

solucoes y; e yo linearmente independentes da equagao homogénea associada

asay@] o

Se Lyy] = = {(1 +a?) y'(x)}  Ay(x), entdo Lofy] = = {(1 + xQ)y'(x)}

dzx

satisfazendo y{(1) = 0 e y2(0) = 0. Podemos encontrar duas solugoes observando
que

(a) se y'(z) = 0 e entao y;(z) = C; (constante) e

(b) se (1 + z2)y/(z) = Cy, obtemos ys(z) = Cy arctg(x).

Temos que 77 (1) =0 e y2(0) = 0. Além disso
Cl Cg arctg(x) Cl 02
S 14a?

2
14 22

Wiys, y2l(z) =

Como p(z) = (1 + 2?) entao p(s) Wy, ya](s) = C; Cy, e a fungao de Green é

yl(t)yg(l') o i

Glo.t) = PO W) 0=
; Yo (t) v () e

[ <t<l,
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ou seja,

B arctg(zr) = Gy(z,t), se 0<t<uz,
Glz,1) = { arctg(t) = Ga(z,t), se x <t <1.

Portanto, pelo Corolario 3.5, uma func¢ao y = y(z) é solugao do problema se,
e somente se,

o) [ G ) y(®) wlt) dit = [ et s

ou seja,
y(z) — A [ /0 " arctg(z) y(t) dt + / " arcte(t) y(0) dt}
_ /O " arcta(x) £(t) dt + / " arcte(t) £(t) dt.

Por exemplo, para f(z) = 0 temos que y = y(x) é solu¢ao do problema se, e
somente se, y = y(z) é solucao da equagao integral

y(x) = A /01 G(z,t)y(t) dt.

Exemplo 3.8 Vamos determinar a funcao de Green para o problema

y'(t) +y(t) = f(t), em [0,7],
y(0) +y'(0) =0,
y(m) =0

A solugao geral da equagdo homogénea 3" (t) + y(t) = 0 é da forma
y(t) = Cysen(t) + Cycos(t). A fungdo yi(t) = sen(t) — cos(t) satisfaz a condigao
y1(0) +y1(0) =0, e a funcao yo(t) = sen(t) satisfaz a condicao yo(m) =0 (y1 € ya
sao solugbes linearmente independentes da equacao y”(t) + y(t) = 0). Temos

sen(t) — cos(t) sen(?)

Wy, )(t) = cos(t) +sen(t) cos(t) |~ L

e p(t) = 1. Logo a fungao de Green é dada por
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y1(t) yo(x) " )

Gty — ) POW e UEET
) y2(t)y1(:zc) o<t

| <t<r,

ou seja,

B — (sen(t) — cos(t)) sen(z), se 0<t<uz,
Glz,t) = { —sen(t)(sen(z) — cos(z)), se x <t <.

Portanto a solucao do problema é dada por

o) = [ Gt S a
= /Oz(cos(t) —sen(t))sen(z) f(t)dt + /ﬂ(cos(x) —sen(x))sen(t) f(t) dt
= sen(x) /Ox(cos(t) —sen(t)) f(t) dt + (cos(x) — sen(x)) /7r sen(t) f(t) dt.

Exemplo 3.9 Vamos determinar a funcao de Green para o problema
y"(2) +w?y(x) = f(x), em [0,1],
y'(0) =y'(1) =0,

onde weER, w > 0ew#nm (n = 1,2,3,...). A solugao geral da equagao ho-
mogénea associada y”(x) + w?y(x) = 0 é dada por

y(x) = Cysen(wz) + Cy cos(w x).
Temos que y;(x) = cos(w z) satisfaz y;(0) = 0, e que

cos(w)

sen(w)

cos(w) = cos(z — Dw

y2(x) =sen(wz) + sen(@)

satisfaz y4(1) = 0. Além disso, temos que

cos((z — 1) w)
cos(w ) ~sen(w)
Wiy, vel(z) = sen((z — Nw) |~ 9

—wsen(wzx) — ww
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ou seja, as fungoes y; e yp sao linearmente independentes em [0, 1]. Portanto a
funcao de Green do problema é definida por

cos(wt)cos((x — 1) w)

G($’ t) = cos((t id %Iclu(;uc)os(w x)

, se 0<t <z,

, sex <t<l1.
wsen(w)

Com isso, a solucao do problema é dada por

o) = [ 6o o
cos((z —1)

= — won(e) w) /Ofﬂ cos(wt) f(t)dt
cos(w x)

/ cos((t — 1)w) f(¢)dt.

wsen(w)

Observe que para o caso w = 0 o problema nao possui funcao de Green.

EXERCICIOS

Use a funcao de Green para determinar a solucao para cada problema, onde a
fungao f e C([0,1],R).

(1) y"(z) = f(x), com y(0) = 0 e y(1) +4/(1) = 0.

(2) ¥ (z)+k*y(x) = f(z), y(0) =y(1) =0 (sendo k > 0e k#nm (n=1,2,3,...).

RESPOSTAS:

(z —2)

(1) (o) = Aﬁﬂwﬁ+§/u—mfwﬁ.

y(x) = %[cotg(k:) sen(kx) — cos(k x)] /Ow f(t)sen(kt)dt

+ sen(kx)/ f(t) [cotg(k) sen(kt) — cos(kt)] dt.
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