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Capitulo 0
Principios

Neste capitulo preliminar veremos duas propriedades basicas dos niimeros natu-
rais, o Principio da Indugao Finita e o Principio da Casa dos Pombos.

0.1 Principio da Inducao Finita
Seja P(n) uma propriedade do nimero natural n, por exemplo:

e n pode ser fatorado em um produto de nimeros primos;

o 142+ +n= "0,

e a equagao 2z + 3y = n admite solugao com z e y inteiros positivos.

Uma maneira de provar que P(n) é verdadeira para todo natural n > ng é
utilizar o chamado Principio da Inducao Finita (PIF), que é um dos axiomas que
caracterizam o conjunto dos niimeros naturais. O PIF consiste em verificar duas
coisas:

1. (Base da Indugao) P(ng) é verdadeira e

2. (Passo Indutivo) Se P(n) é verdadeira para algum nimero natural n > ng,
entdo P(n + 1) também é verdadeira.

Na base da indugao, verificamos que a propriedade é valida para um valor inicial
n = ng. O passo indutivo consiste em mostrar como utilizar a validade da propri-
edade para um dado n (a chamada hipdtese de indugdo) para provar a validade da
mesma propriedade para o inteiro seguinte n 4+ 1. Uma vez verificados a base e o
passo indutivo, temos uma “cadeia de implicacoes”

passo

7 . indutivi ’ .
P(ng) é verdadeira (base) "==" P(ng + 1) é verdadeira
passo
indutivo

=" P(ng + 2) é verdadeira

passo

"2 P(ng + 3) é verdadeira

de modo que P(n) é verdadeira para todo natural n > ng.
Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 0.1. Demonstrar que, para todo inteiro positivo n,

SOLUGAO: Observemos que 1 = 12—2 donde a igualdade vale para n = 1 (base da
indugdo). Agora suponha que a igualdade valha para n = k (hip6tese de indugao):

k(k+1

1+2+...+k:%.
Somando k + 1 a ambos lados da igualdade, obtemos
k(k+1 k+1)(k+2
1424 +k+(k+1) = %—l—(k%—l):%,

de modo que a igualdade também vale para n = k + 1. Pelo PIF, a igualdade vale
para todo nimero natural n > 1. O

Exemplo 0.2. Demonstrar que, para todo nimero natural n,
M, =n(n* —1)(3n +2)
€ multiplo de 24.

SOLUGAO: Veja que se n = 0 entdo My = 0, que é um multiplo de 24 (base da
indugdo).

Agora, suponhamos que para certo inteiro k o numero Mj é divisivel por 24
(hipétese de indugao) e vamos mostrar que My, também é divisivel por 24 (passo
indutivo). Calculamos primeiramente a diferenga

Mig1 = My = (k+1)((k +1)* = 1) (3(k +1) +2) — k(k* — 1)(3k + 2)
=k(k+1)[(k+2)(3k +5) — (k—1)(3k + 2)]
=12k(k +1)2
Um dos nimeros naturais consecutivos k e k + 1 é par donde k(k + 1)? é sempre
par e 12k(k +1)2 é divisivel por 24. Por hipétese de inducio, M, é divisivel por 24

e temos portanto que My 1 = My + 12k(k + 1)? também ¢é divisivel por 24, como
se queria demonstrar. O

Uma variante do PIF é a seguinte versdo (as vezes apelidada de principio de
indugdo forte ou principio de indu¢do completa), em que se deve mostrar

1. (Base da Inducao) P(ng) é verdadeira e

2. (Passo Indutivo) Se P(k) é verdadeira para todo natural k tal que ng < k < n,
entdo P(n + 1) também é verdadeira.

Exemplo 0.3. A sequéncia de Fibonacci F,, € a sequéncia definida recursivamente
por
Fob=0, F41=1 e F,=F, 1+ F, 2 paran>2.

Assim, seus primeiros termos sao

Fo=0,F =1 F=1 F,=2 F, =3, F;=5, F5=8, ...

Mostre que
a — Bn
F,=—
a—p
onde o = 1+2‘/5 e = 1*2‘/5 sdo as raizes de % = x + 1.
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SOLUGAO: Temos que Fy = O‘Z:go =0e I} = a;:gl = 1 (base de indugao).
Agora seja n > 1 e suponha que Fj = O‘i%gk para todo k com 0 < k < n (hipétese

de indugdo). Assim,

Fn+1:Fn+Fn—1

a — 5n anfl _ ﬁnfl

a—pf + a—pf
B (an_i_anfl) _ (5n+5n71) - CknJrl _5n+1
N a—pf N a—pf

poisa? =a+1 = o™ =a" +a"" ! e analogamente 87! = " + gL
Observe que, neste exemplo, como o passo indutivo utiliza os valores de dois

termos anteriores da sequéncia de Fibonacci, a base requer verificar a formula para

os dois termos iniciais Fy e F; e ndo apenas para o primeiro termo. O

Exemplo 0.4. Demonstrar que, para quaisquer naturais m > m, o coeficiente bi-
nomaial

N\ def n!

m)  ml(n—m)!

SOLUGAO: Procederemos por indugao sobre a soma m +n. Se m +n = 0 entdo

m=mn=20e (8) = 1 ¢ inteiro (base de indugdo). Para o passo indutivo, observe

primeiramente que para 0 < m < n temos a seguinte identidade de binomiais
()= () (o)
= -
m m m—1
que segue diretamente das definigoes:
n—1 . n—1Y (n—1)! n (n—1)!
m m—1) mln—m-—1) " (m—1)(n—-m)

B ((n—m)+m)(n—1)! B (n)

ml(n —m)! m

€ inteiro.

Agora suponhamos que (7’;) é inteiro para m + n < k (hipdtese de indugao).
Note que podemos supor também que 0 < m < n, jd que se m = n ou m = (
temos (:Ln) =1 e o resultado vale trivialmente. Assim, se m+n =k + 1, temos que

(::L) = ("n;l) + (:1:11) é inteiro também pois cada somando da direita é inteiro pela

hipotese de indugao. 0

Um terceiro disfarce do PIF é o chamado principio da boa ordenacao (PBO)
dos numeros naturais, que afirma que todo subconjunto A nao vazio de N tem um
elemento minimo. (Vocé sabe dizer por que o principio da boa ordem nao vale para
o conjunto Z de todos os inteiros?)

Vejamos a equivaléncia entre os dois principios. Assuma primeiramente o PBO e
seja P(n) uma propriedade para a qual P(0) é verdadeira e P(n) verdadeira implica
P(n+1) verdadeira. Seja B o conjunto dos n tais que P(n) é falsa; devemos mostrar
que B = (). Suponha que nao; pelo PBO o conjunto B possui um menor elemento b.
Como 0 ¢ B (pois P(0) é verdadeira por hipGtese) temos que b > 1 e assimb—1 € N
e pela minimalidade de b temos que b — 1 ¢ B, ou seja, P(b— 1) é verdadeira. Mas
por hipdtese temos entdo que P(b) também é verdadeira, o que é um absurdo, logo
B=1.
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Assuma agora o PIF e seja A C N um subconjunto nao vazio. Defina agora o
conjunto B = {b € N | a ¢ A para todo a < b}. Trivialmente 0 € B. Afirmamos
que existe k € B tal que k 4+ 1 ¢ B e nesse caso k serd o menor elemento de A. De
fato, se isto ndo acontecer, teremos que 0 € B e k € B implica que k+1 € B. Logo,
pelo PIF, B=Ne A =, o que é absurdo.

Exemplo 0.5. Demonstrar que toda funcdo f : N — N mondtona ndo-crescente
(isto é, n <m = f(n) > f(m)) € constante a partir de um certo nimero natural.

SOLUCAO: Seja A C N a imagem de f. Pelo PBO, tal conjunto possui elemento
minimo ag. Seja ng um natural tal que f(ng) = ap. Como a fungdo é mondtona
nao-crescente entao para todo n > ng temos que f(n) < f(ng), mas pela defini¢ao
de ap temos f(n) > ag. Logo f(n) = ag para todo n > ng, como queriamos
demonstrar. O

Observacgao 0.6. Dado um conjunto S, uma relagao < em S € chamada de ordem
parcial em S se ela satisfaz os sequintes axiomas:

1. (Reflezividade) a < a para todo a € S.
2. (Anti-simetria) se a < b e b < a entdo a = b.
3. (Transitividade) se a < b e b < ¢ entdo a < c.

Dizemos que < é uma ordem total se, dados quaisquer a,b € S, oua <b oub < a.
Uma ordem total < em S € uma boa ordem se todo subconjunto A de S possui
um elemento minimo, isto €, um elemento a € A tal que a < b para todo b € A.
E possivel demonstrar que para todo conjunto S podemos definir uma ordem total
em S que é uma boa ordem. Este fato usa o axioma da escolha (e na verdade €
equivalente a ele) e estd fora do propdsito deste livro. Veja por exemplo [22].

Problemas Propostos

0.1. Demonstrar por induc¢do que para n > 1 natural
_ n(n+1)(2n+1)
(a) 12422 4 ... 4 p? = Mot
(b) 3425+ 4+n3=(1+2+---+n)%
(¢c) (BB+25+--+n®)+ (17T +2"T+ - +n") =2(1+2+ - +n)L.

1 o
HLJ; )T | gen nE

se 2

(d) senz + sen2x + - - - + sennx = —
sen

0.2. Seja F,, o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci. Demonstrar que para
todo natural n > 1 temos

(a) F1—|—F2++Fn: n+2_1~
(b) Foyy-Fpy — F2 = (—1)".

o) -G )

(d) (5)+ ")+ (") +(57)
se k> m.

+ -+ = Fy411, onde na soma interpretamos (7,?) =0

0.3. Demonstrar que
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(a) n® —n é um miiltiplo de 6 para todo natural n.
(b) 5™ — 1 € mailtiplo de 24 para todo nimero natural n par.
(c) 2™ + 1 € maltiplo de 3 para todo natural fmpar n.

0.4. Definimos a sequéncia {a,} por a; = 2 e para n > 2 o termo a, € o produto
dos termos anteriores mais um. Mostre que

1 1 1 1
— b — e — =l ————
aq as an aiag - - Ay

0.5. Mostre que 7*" — 48n — 1 € divisivel por 482 para todo valor n.
0.6. Mostre que para todo natural n > 4

(a) 2™ < nl.

(b) 2n® > 3n% +3n + 1.

0.7. Dado um inteiro positivo n, definimos T'(n,1) = n e, para todo k > 1, T(n, k+
1) = 2Tk Prove que existe ¢ € N tal que, para todo k > 1, T(2010,k) <
T(2,k + c¢). Determine o menor inteiro positivo ¢ com essa propriedade.

0.8. Mostre que para todo n e k inteiros positivos

G ()= C) e () = (0

0.9. Demonstre a formula do bindémio de Newton para n natural:

(z+y)" = (g)x” + (?)ﬂcnly 4+ <nﬁ 1)xy”1 + <Z>y”

0.10. Encontrar com demonstra¢do uma expressao para o multinémio
(1 + a2+ +ag)"

em termos dos coeficientes multinomiais
( n ) def !
i1,y ik il el

0.11. Considere n retas em posicao geral em um plano, isto €, sem que haja duas
retas paralelas ou trés retas concorrentes em um mesmo ponto.

onde i1+ -+ 1 =n.

(a) Determine em fun¢do de n o nimero de regides em que as retas dividem o plano.

(b) Demonstre que € possivel colorir essas regioes com duas cores sem que duas
regides vizinhas tenham a mesma cor (duas regides sao vizinhas se elas possuem
um segmento de reta em comum,).

0.12. Sejam x1,...,x, numeros reais positivos. Neste exercicio vamos provar que

xl_i_..._'_mn
n

> /L1 Ty

Tal desigualdade € conhecida como desigualdade das médias aritmética e geométrica.

(a) Utilize o PIF para mostrar a desigualdade das médias para n = 2%.
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(b) Sejam x1,...,x, reais positivos firados e A = % a média aritmética
destes numeros. Suponha que a desigualdade valha para n 4+ 1 nimeros reais
positivos quaisquer; aplicando-a para x1,...,T,, A, conclua que a desigualdade
vale também para quaisquer n numeros reais positivos.

(¢) Combinando os itens anteriores, prove a desigualdade para todo n natural.
Primeiro observemos que se a,b > 0 entao
0 < (a—b)?=a*—2ab+b* = (a+b)* — 4dab,

logo vVab < “TH’, assim a desigualdade vale para n = 2. Agora mostremos que se a
desigualdade vale para k entdo a desigualdade vale para 2k. De fato

Tpp1totx
xl_’__.__’_ka _ zl+k+xk + k+1 . 2k
2k 2
< T T+ Y Tt1 - Dok
- 2

> \/f/ml"'wk\"/ﬂfkﬂ'“wk: w1 - wog.

Assim a desigualdade € verdadeira para 2,4,8,...,2",.... Suponhamos que a de-
sigualdade é verdadeira para n + 1, e sejam x1,...,T, Teais positivos, definamos
A= % e G = xy--x,, temos que mostrar que A > G, mas de fato
sabemos que

n

Daqui facilmente concluimos o que queriamos demonstrar.

0.13. Demonstrar que para cada nimero natural n existe um numero natural M
satisfazendo simultaneamente as sequintes duas condigoes:

(i) M possui n digitos pertencentes ao conjunto {1,2}.
(i) M é divisivel por 2™.

0.14 (IMO1987). Mostre que nao existe uma fun¢ao f: N — N tal que f(f(n)) =
n + 1987 para todo n € N.

0.2 Principio da Casa dos Pombos

E intuitivamente claro que se colocamos n+1 ob jetos em n gavetas entao havera
ao menos uma gaveta com mais de um objeto. Isto é exatamente o que afirma
o chamado Principio da Casa dos Pombos (PCP) ou Principio das Gavetas de
Dirichlet: se temos kn + 1 pombos e n casinhas, entao existirda uma casinha onde
havera pelo menos k+ 1 pombos. De fato, se em todas as casas houvesse no maximo
k pombos, entdao o niimero de pombos nao poderia ultrapassar kn.

O PCP parece bastante inocente, mas tem muitas aplicagoes interessantes, espe-
cialmente em argumentos de ezisténcia em que nao se determina o objeto procurado
explicitamente. Como exemplos falam mais do que 10® palavras, vejamos alguns.

Exemplo 0.7. Do conjunto A = {1,2,...,99,100}, escolhemos ao acaso 51 ni-
meros. Demonstrar que entre os numeros escolhidos sempre existem dois que s$ao
consecutivos.
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SOLUGAO: Para provar isto, primeiro escolhamos gavetas adequadas ao problema.
Distribuimos os nimeros de A em 50 “gavetas” assim construidas:

{1,2} {3,4} {5,6} --- {99,100}.

Como ha 50 gavetas das quais retiramos 51 ndmeros, sempre existird uma gaveta
da qual escolhemos dois niimeros e estes, gracas a nossa construgao, serao consecu-
tivos. Podemos generalizar este resultado considerando os ntmeros {1,2,...,2n} e
escolhendo dentre eles n 4+ 1 nimeros ao acaso. O

Exemplo 0.8. Do conjunto A ={1,2,...,99,100}, escolhemos ao acaso 55 nime-
ros. Demonstrar que entre os numeros escolhidos sempre existem dois tais que sua
diferenca € 9.

SoLugAo: Como no exemplo anterior o problema é descobrir como formar as
gavetas. Consideremos as gavetas numeradas 0,1,2,...,8, onde o nimero n é co-
locado na gaveta i se, e s6 se, o resto na divisao de n por 9 é . Como escolhemos
55 = 9x 641 numeros, pelo PCP existird uma gaveta j na qual ha 7 ou mais nimeros
escolhidos. Mas em cada gaveta hd no méximo 12 niimeros (por exemplo, o conjunto
{1,10,19,28,37,46, 55,64, 73,82,91,100} possui exatamente 12 elementos). Segue,
como no problema anterior, que existirao dois niimeros que serao “consecutivos” em
tal conjunto, isto é, dois nimeros cuja diferenca € 9. O

Exemplo 0.9. Demonstrar que qualquer conjunto de n inteiros possui um subcon-
Jjunto ndo vazio cuja soma dos elementos € divisivel por n.

SOLUGAO: Sejam ai,as,...,a, os elementos do conjunto, e definamos as “somas
parciais” s; = a1 +---+a; para j = 1,...,n. Se algum dos s; é divisivel por n
o problema fica resolvido. Se nenhum é divisivel por n, entdo os possiveis restos
na divisao por n sdo 1,2,...,n — 1 e como ha n somas parciais pelo PCP existem
duas s; e s; com j < k que deixam o mesmo. Portanto s, —s; = aj41 4+ - +ay é
divisivel por n e {a;11,aj4+2,...,ar} é o subconjunto procurado.

Por outro lado, observemos que n é a quantidade minima de elementos para
que se verifique tal condicdo, no sentido em que existem conjuntos A com n — 1
elementos tais que a soma dos elementos de todo subconjunto nao vazio de A nao
é divisivel por n. Por exemplo, A = {1,n+1,2n+1,...,(n —2)n+ 1} é um destes
conjuntos (verifiquel!). O

Exemplo 0.10. Seja o um numero real. Demonstrar que, para todo inteiro n > 2,
existe um inteiro 0 < k < n tal que o modulo da diferenca entre ka e seu inteiro
mais prorimo € menor ou igual a %

SOLUGAO: Vamos denotar por {z} a parte fraciondria do nimero real z, isto é, o
unico real que satisfaz 0 < {z} <1 e z =m + {z} para algum m € Z.

Counsidere {ka} para k = 1,2,...,n—1. Particione o intervalo [0, 1) em n partes
de tamanho %:

= B)o [ B Y [
Se {ka} € [0,2) ou {ka} € [%1,1) para algum k = 1,...,n — 1, o problema

acabou. Caso contrario, pelo PCP haverd duas partes fraciondrias {ja} e {ka}
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com 1 < j < k < n—1 pertencentes a um mesmo intervalinho dentre os n — 2
restantes. Sendo x = (k — j)a, teremos

(o} = {{ka} —{jo}  se {ka} > {jo}
14+ {ka} — {ja} se {ka} < {ja}

e portanto {z} € [0,1) ou {z} € [%1 1), assim k — j satisfaz as condigdes do
problema. O

Problemas Propostos

0.15. Escolhem-se 7 pontos no interior de um retangulo de dimensoes 2 x 3. De-
monstrar que sempre € possivel encontrar dois pontos tal que sua distancia é menor

ou igual a V2.

0.16. Escolhem-se 9 pontos no interior de um quadrado de lado 1. Demonstrar que
€ possivel escolher 3 deles de tal forma que a drea do tridngulo que formam é menor
ou igual a é.

0.17. Dadas 6 pessoas numa festa, demonstrar que necessariamente existem 3 pes-
soas que se conhecem mutuamente ou 8 pessoas que ndo se conhecem mutuamente.
Suponha que a relagao de conhecer é simétrica. Este é um caso particular do teorema
de Ramsey, veja por exemplo [14].

0.18. Do conjunto A = {1,2,...,99,100} escolhemos 51 nimeros. Demonstrar
que, entre os 51 numeros escolhidos, existem dois tais que um € maltiplo do outro.

0.19. Dado um niumero irracional u, demonstrar que sempre é possivel encontrar
infinitos numeros racionais %, p,q € Z, de tal forma que

Um problema mais dificil € demonstrar existem racionais % de tal forma que

1
Vhg®

Veja o teorema 77 e a secao correspondente para este e outros resultados relaciona-
dos 4 aproximacao de numeros reais por NUMeros racionais.

u—p‘<
q

0.20 (IMO1985). Dado um conjunto M com 1985 inteiros positivos distintos, ne-
nhum dos quais tem divisores primos maiores do que 23, mostre que hd 4 elementos
em M cujo produto é uma quarta poténcia.

0.21 (OIbM1998). Determinar o ménimo valor de n para o qual, de todo subconjunto
de {1,2,...,999} com n elementos, é possivel selecionar quatro inteiros diferentes
a,b,c,d tais que a + 2b + 3¢ = d.

0.22. Demonstrar que de qualquer conjunto de 2"t — 1 numeros inteiros positivos
€ possivel escolher 2™ elementos de tal forma que sua soma € divisivel por 2™.

0.23 (IMO2001). Sejam ny,ng,...,n,y, inteiros com m impar. Denotemos por x =
(z1,...,Tm) uma permutagdo dos inteiros 1,2,...,m, e definamos f(x) = x1ng +

oo+ Tpn. Demonstre que existem duas permutagdes a e b tais que f(a) — f(b) é
divisivel por m!.
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0.24. Demonstrar que dados 7 niumeros reais sempre € possivel escolher 2 deles,
digamos a e b, tais que

a—b
1+ab

1
< —=.
V3
Para resolver o anterior problema, vejamos que a fun¢do y = tanx € crescente

entre (—%, %), como se mostra na figura, e além disso, para cada real v existe um
unico angulo 8 em este mesmo intervalo de tal forma que r = tan .

Portanto, dados os 7 numeros reais, a cada um deles podemos fazer corresponder
um dngulo no intervalo (=%, %), e dividindo tal intervalo em 6 partes iguais, i.e.,
em 6 intervalos de comprimento g , abertos a esquerda, existirao 2 angulos 6 e vy
que estejam no mesmo intervalo, e portanto, |0 — | < %

Podemos supor sem perda de generalidade que a = tan€ > tany = b e como a

funcdo tangente € crescente,

a—b  tanf —tanvy
14+ab 1+tanftan~y

1
= tan(d — ) <tan%:—

bl
V3
como queriamos demonstrar.

0.25 (IMO1991). Seja S = {1,2,...,280}. FEncontrar o menor inteiro n para o
qual todo subconjunto de S com n elementos contém cinco nimeros que sdo dois a
dois primos entre si.

0.26 (Erdds). Mostrar que toda a sequéncia com n? + 1 nimeros reais contém ou
uma subsequéncia crescente com n+1 termos ou uma subsequéncia decrescente com
n + 1 termos.

0.27. Pintamos todos os pontos do plano de azul, verde ou preto. Mostrar que existe
no plano um retangulo cujos vértices tém todos a mesma cor.

0.28. Em um tabuleiro 9x 9 sdo colocados todos os niumeros de 1 até 81. Mostre que
exite um k tal que o produto dos numeros na k-ésima linha é diferente ao produto
dos nimeros da k-ésima coluna.



Capitulo 1

Divisibilidade e Congruéncias

Neste primeiro capitulo veremos os tépicos basicos de Teoria dos Nimeros, como
divisibilidade, congruéncias e aritmética médulo n.

1.1 Divisibilidade

Dados dois inteiros d e a, dizemos que d divide a ou que d é um divisor de a ou
ainda que a é um maultiplo de d e escrevemos

d|a

se existir ¢ € Z com a = ¢gd. Caso contrério, escrevemos d { a. Por exemplo, temos
que —5 | 10 mas 101 —5.
Eis algumas propriedades importantes da divisibilidade:

Lema 1.1. Sejam a,b,c,d € Z. Temos

(i) (“d divide”) Se d | a e d|b, entdo d | ax + by para qualquer combinagdo linear
ax + by de a e b com coeficientes x,y € 7.

(ii) (Limitag¢ao) Se d | a, entdo a =0 ou |d| < |al.
(i1i) (Transitividade) Se a | b e b ]| ¢, entdo a | c.

DEMONSTRAGAO: Se d | a e d | b, entdo podemos escrever a = dg; e b = dgo com
41,92 € Z, logo ax + by = d(q1z + q2y). Como q1z + ¢y € Z, temos d | ax + by.
Para mostrar (i), suponha que d | a e a # 0. Neste caso, a = dg com g # 0, assim
lg| > 1 e |a| = |d||q| > |d|. Finalmente, se a | b e b | ¢, entdo existem ¢;, g2 € Z tais
que b =aq; e ¢ = bga, logo ¢ = agiq2 e portanto a | c. O

Vejamos como utilizar estas propriedades para resolver alguns problemas de
divisibilidade.
Exemplo 1.2. Encontre todos os inteiros positivos n tais que 2n®+1 | n3+9n—17.

SoLucAo: Utilizando o “2n? 41 divide” para reduzir o grau de n® +9n — 17, temos
que

2n2 +1|n+9n —17
2n? +1|2n% +1

— 2+ 1| (P +9In—17) -2+ (202 +1)-(—n)
— 2% +1]|17n — 34.
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Como o grau de 17n—34 é menor do que o de 2n?+1, podemos utilizar a “limitacao”
para obter uma lista finita de candidatos a n. Temos 17n —34 =0 <= n =2 ou
|2n? + 1] < [17n — 34| <= n = 1,4 ou 5. Destes candidatos, apenas n =2en =5
sao solucoes. O

Exemplo 1.3 (IMO1994). Determine todos os pares (m,n) de inteiros positivos
n3+1

para 0s quais ;= € inteiro.

SOLUGAO: Vamos tentar reduzir o grau em n utilizando o “d divide”. Temos
mn—1]n3+1 = mn—1|0>*+1)-m— (mn—1)-n?
— mn—1|n*+m.
Da mesma forma,
mn—1][n*+m = mn—1|(m*+m) - m—(mn—1)-n
= mn—1|m?+n
e, finalmente,
mn—1|m?>4+n = mn—1|(m?>+n) -m— (mn—1)
— mn—1|m*+1

que é a mesma expressao com que comegamos, trocando n por m. Assim, temos que
a condicao é simétrica em m e n e as divisibilidades acima sao todas equivalentes
entre si. Portanto podemos supor sem perda de generalidade que m > n. Utilizando
a “limitacao” temos

mn—1|n 4+m = mn—-1<n*+m < mnh-1)<n’+1.

2 .
Se n # 1 temos m < ’;—fll =n+1+ % Como estamos assumindo m > n, se

n > 4 temos apenas duas possibilidades: m = n ou m = n+ 1. Agora temos alguns
casos a analisar.

e Sem>n=1devemosterm—1]124m = m—1|m+1—(m—1) <
m — 1|2 e portanto m = 2 ou m = 3, ambos os casos fornecendo solugoes.

e Sem >n =2devemos ter 2m — 1|22 +m = 2m —1|2(m+4) — (2m —
1) < 2m—-1]9 < m = 2 oum = 5, ambos os casos fornecendo
solugoes.

e Sem >n=3devemos ter 3m —1[32+m = 3m—1]|3(m+9)— (3m —
1) <= 3m—1|28 <= m =5, que fornece uma solucao.

e Se m =n > 4 devemos ter
n*—1|n’+n < n-1|n
= n—-1|ln—-(n-1) < n-1|1
o que nao é possivel pois n > 4.
e Se m=n+ 12> 5 devemos ter
(n+1Dn—1|n*+(n+1)
= nitn-1|0*+n+1)—n*+n-1)
—=ni+n-1]2
0 que novamente nao é possivel pois n > 4.

Logo as solugdes (m,n) sdo (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (2,2), (2,5), (5,2), (3,5) e
(5,3). ]
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1.2 mdc, mmc e Algoritmo de Euclides

Dados dois niimeros inteiros a e b com a # 0 ou b # 0, a cada um deles pode-se
associar seu conjunto de divisores positivos, D, e Dy respectivamente, e a intersecgao
de tais conjuntos D, N D, é finita (pela “limitacao”) e nao vazia (j4 que 1 pertence
a intersecgdo). Por ser finito, D, N D; possui elemento méximo, que é chamado
de mdzimo divisor comum (mdc) dos nimeros a e b. Denotamos este nimero por
mdc(a, b) (alguns autores usam a notagao (a,b)). Para a = b = 0 convencionamos
mde(0,0) = 0. Quando mdc(a,bd) = 1 dizemos que a e b sdo primos entre si.

Por outro lado, se denotamos por M, o conjunto dos multiplos positivos de n,
dados dois nuimeros inteiros a e b com a # 0 e b # 0, entdo a interseccao M, N M,
é nao vazia (ja que |ab| estd na interseccdo). Como os naturais sdo bem ordenados,
M, N My possui elemento minimo. Tal ntimero é chamado minimo maltiplo comum
(mmc) de a e b e o denotaremos por mmc(a,b) (alguns autores escrevem [a, b]).

Para calcularmos o mdc e o mmec de maneira eficiente, vamos descrever o cha-
mado algoritmo de Fuclides ou algoritmo das divisoes sucessivas. Primeiramente,
vamos relembrar o conceito de divisao euclidiana, ou divisao com resto, que é uma
das quatro operagoes que toda crianga aprende na escola. Sua formulagao precisa
é: dados a,b € Z com b # 0, existem q,r € Z com

a=>bg+r e 0<r<|b.

Tais ¢ e r estdo unicamente determinados pelas duas condigbes acima (veja o argu-
mento a seguir) e sdo chamados o quociente e resto da divisao de a por b. O resto
r é também denotado por a mod b.

Para « € R, definimos o piso ou parte inteira |xz] de x como sendo o tdnico
k € Z tal que k < x < k + 1; definimos o teto [z] de = como o tnico k € Z tal
que k —1 < x < k. Por exemplo, temos [v2] = 1, [v2] = 2, [10] = [10] = 10,
|—7| = —4 e [—7] = —3. Podemos agora mostrar a existéncia de ¢ e r satisfazendo
as duas condicoes acima: basta tomar

q= La/b] seb>0 e r=a—bg em ambos os casos
[a/b] seb<0

e é facil verificar que 0 < r < |b| a partir das defini¢oes das fungdes piso e teto.
Por outro lado, se a = bg; + 1 = bga + ro com 0 < 71,79 < |b|, entdo temos que
ro —r1 = b(q1 — ¢2) é um multiplo de b com |ry — 71| < |b], portanto ro — 71 =0 e
assim ¢; = ¢ também, o que prova a unicidade.

Podemos agora descrever o algoritmo de FEuclides para calcular o mdc, que se
baseia na seguinte simples observagao:

Lema 1.4 (Euclides). Se a = bg + 7, entao mdc(a,b) = mde(b, ).

DEMONSTRAGAO: Basta mostrar que D, N D, = DyND,., j4 que se estes conjuntos
forem iguais em particular os seus méximos também serao iguais. Se d € D, N Dy
temos d | a e d|b,logod|a—bg <= d|reportanto d € D, N D,. Da mesma
forma, se d € DyN D, temos d | bed | r,logod|bg+r <= d| ae assim
d € D, N Dy. O

O algoritmo de Euclides consiste na aplicacao reiterada do lema acima onde ¢
e r 840 o quociente e o resto na divisdo de a por b (note que o lema vale mesmo
sem a condigdo 0 < r < |b]). Como os restos formam uma sequéncia estritamente
decrescente, o algoritmo eventualmente para quando atingimos o resto 0.

Exemplo 1.5. Calcule mdc(1001,109).



14 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

SOLUGAO: Realizando as divisdes sucessivas, temos

1001 =109 -9 + 20

109 =20-5+9
20=9-242
9=2-4+1
2=1-240.

Assim, temos mde(1001, 109)=mdc(109, 20)=mdc(20,9)=mdc(9, 2) = mdc(2,1) =
mde(1,0) = 1. 0

Exemplo 1.6. Sejam m # n dois numeros naturais. Demonstrar que

1  sea é par,

mde(a?” +1,a>" +1) = { o
2  sea € impar.

SOLUGAO: Suponha sem perda de generalidade que m > n e observe a fatoracao

m—1 m—2 m—3
2 2 2

" —1=(*"" + 1)@ + 1)@ +1)... (@ +1)(0* —1).

Logo a®" +1=(a*" 4+1)-q+2 com q € Z e assim
mdc(a®” +1,a®" + 1) = mde(a®” +1,2)

n . 7 Z. Yo 7.
2" 41 for par, isto é, se a for fmpar, e é igual a 1 caso contrario.

O

que é igual a 2 se a

Além de servir de ferramenta computacional para o calculo do mdc, a divisdo
euclidiana tem consequéncias tedricas importantes. O préximo teorema mostra que
é sempre possivel escrever o mdc de dois niimeros como combinagao linear destes
(com coeficientes inteiros).

Teorema 1.7 (Bachet-Bézout). Sejam a,b € Z. Entao existem x,y € Z com
azr + by = mdc(a, b).
Portanto se ¢ € Z € tal que ¢ | a e c| b entdo ¢ | mde(a,b).

DEMONSTRAGAO: O caso a = b =0 é trivial (temos z = y = 0). Nos outros casos,
considere o conjunto de todas as combinagoes Z-lineares de a e b:

I(a,b) def {ax + by : z,y € Z}.

Seja d = axg+byg o menor elemento positivo de I(a, b) (hd pelo menos um elemento
positivo, verifique!). Afirmamos que d divide todos os elementos de I(a,b). De fato,
dado m = ax+by € I(a,b), sejam ¢, € Z o quociente e o resto na divisdo euclidiana
de m por d, de modo que m =dq+r e 0 <r < d. Temos

r=m —dq=a(r —qxo) +bly — qyo) € I(a,b).

Mas como r < d e d é o menor elemento positivo de I(a,b), segue que r = 0 e
portanto d | m.

Em particular, como a,b € I(a,b) temos que d | a e d | b, logo d < mdc(a, b).
Note ainda quese c | aec|b, entdo ¢ | axg+byy <= c¢|d. Tomando ¢ = mdc(a, b)
temos que mdc(a, b) | d o que, juntamente com a desigualdade d < mdc(a, b), mostra
que d = mdc(a, b). ]
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Corolario 1.8. Sejam a,b,c € Z. A equagio
ar +by =c
admite solugao inteira em x e y se, e somente se, mdc(a,b) | c.

DEMONSTRAGAO: Se a equagdo admite solugdo inteira, entao mde(a,b) divide o
lado esquerdo, logo deve dividir o direito também. Reciprocamente, se mdc(a,b) | ¢,
digamos ¢ = k - mdc(a,b) com k € Z, pelo teorema acima existem inteiros zq e yo
tais que axg + byy = mdc(a, b) e multiplicando tudo por k obtemos que x = kxg e
y = kyg sao solugoes da equacao dada. O

Temos uma outra importante consequéncia do teorema anterior:
Proposi¢ao 1.9. Se mdc(a,b) =1 e a|be, entdo a | c.

DEMONSTRAGAO: Como mde(a,b) = 1, existem z,y € Z tais que ax + by =1 =
a-cx ~+ (be) -y = ¢. Do fato de a dividir cada termo do lado esquerdo, temos que
ale. ]

Lembramos que um natural p > 1 é chamado primo se os tnicos divisores
positivos de p sao 1 e p e um natural n > 1 é chamado composto se admite outros
divisores além de 1 e n. Observemos que 1 ndo é nem primo nem composto.

Claramente, se p é primo e p 1 a temos mdc(p,a) = 1. Usando a proposigao
anterior e inducao temos o seguinte resultado:

Corolario 1.10. Seja p um nidmero primo e sejam ay,...am € Z. Sep|ay---ap,
entdo p | a; para algum i, 1 <i < m.

O préximo lema resume algumas propriedades uteis do mdc:
Lema 1.11. Temos

1. Se p € primo, entdo mdc(a,p) € 1 ou p.

2. Se k é um inteiro, entao mdc(a,b) = mdc(a — kb, b).

3. Se a| ¢, entdo mdc(a,b) | mde(c, b).

4. Se mdc(a,b) = 1, entdo mdc(ac,b) = mdc(c, b).

DEMONSTRAGAO: O primeiro item é claro e o segundo é apenas uma reformu-
lagao do lema 1.4. Para provar o terceiro item, observe que mdc(a,b) | a e a | ¢
implicam que mdc(a,b) | ¢. Como também temos mdc(a,bd) | b, concluimos que
mdc(a, b) | mde(b, ¢) por Bachet-Bézout. Finalmente, para mostrar o tltimo item,
note primeiro que mdc(c,b) | mde(ace, b) pois mde(c,b) divide simultaneamente ac
e b. Reciprocamente, para mostrar que mdc(ac,b) | mde(e, b), podemos escrever
ar+by = 1 com x,y € Z por Bachet-Bézout. Assim, mdc(ac,b) divide ac-x+b-cy = ¢
e também divide b, logo divide mdc(c, b). |

Vejamos como podemos usar as propriedades acima para solucionar o seguinte

Exemplo 1.12. Sejam a,, = 100+n? e d,, = mdc(ay,ani1). Calcular d,, para todo
n.

SoLUgAO: Aplicando a propriedade 2 temos que

d,, = mdc(100 + n?,100 4 (n 4 1)%) = mdc(100 + n?,2n + 1).
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Como 2n + 1 é fmpar, mdc(4,2n + 1) = 1 e pelas propriedades 4 e 2 temos que

(4,
= mdc(400 + 4n?, 2n + 1)

= mdc(400 + 4n? — (2n +1)(2n — 1),2n + 1)
= mdc(401,2n + 1).

Como 401 ¢ primo, entdo mdc(401,2n + 1) = 401 se 2n+1 = 401k (com k = 2r+1
inteiro fmpar) e mdc(401,2n + 1) = 1 caso contrario, ou seja,

4 - 401 se n = 401r + 200 com r € Z
"1 caso contrario.

O

A préxima proposi¢ao conecta o mde e o mme de dois inteiros e pode ser utili-
zada, juntamente com o algoritmo de Euclides, para o calculo eficiente do mmec.

Proposicao 1.13. Sejam a e b dois numeros naturais, entao
mdc(a, b) - mmc(a,b) = a-b.

DEMONSTRAGAO: Escreva d = mdc(a,b) e a = a1d e b = bid onde aj,by € Z
s@o tais que mdc(aq,b;) = 1. Temos mmc(a,b) = al para algum [ € Z; além disso,
b| mmc(a,b) <= bid|a1dl <= by | ail. Como mdc(aq,by) = 1, isto implica que
by | I pela proposicao 1.9. Pela definicdo de minimo multiplo comum, temos que [
deve ser o minimo nimero divisivel por by, assim concluimos que | = b; e portanto
mmc(a, b) = bya. Logo mdc(a,b) - mme(a,b) =d-bja =a-b. |

A demonstragao que demos do teorema de Bachet-Bézout nao mostra como
efetivamente encontrar uma solu¢ao de ax + by = mdc(a,b). Porém, isto pode ser
feito utilizando-se o algoritmo de Euclides, como mostra o exemplo a seguir. De fato,
este exemplo pode servir como ponto de partida para uma segunda demonstragao
do teorema de Bachet-Bézout (veja os exercicios).

Exemplo 1.14. Encontre todos os x,y € Z tais que

1001z + 109y = mdc(1001, 109).

SOLUGAO: Fazemos as divises sucessivas para o célculo de mdc(1001,
109) = 1 utilizando o algoritmo de Euclides (veja o exemplo 1.5). Em seguida,
isolamos os restos:

-9
5
@ 2
=@—~4

Note que a tltima divisao permite expressar o mdc 1 como combinacao linear de 9

e 2:
[9]-1-[2]-4=1.

Mas da penultima divisao, temos que = — @ - 2, logo substituindo esta
expressao na combinagao linear acima, temos

[9)- (20]-[8)-2) -4 =1 = [8]-9-[2]-4-1

ngﬂ
III
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e agora expressamos 1 como combinagao linear de 20 e 9. Repetindo este proce-
dimento, eventualmente expressaremos 1 como combinacao linear de 1001 e 109.

Tomamos o cuidado de quais sao os “coeficientes” a e b nas equagoes
ax + by = mdc(a, b) durante as simplificagoes. Continuando, obtemos

1 = (109] - [20]-5) -9~ [20]- 4 — [109] 9 - [20] - 9
1=[109] 9 — (1001]—[109]-9) - 49 =[1001]- (—49) +[109]- 450.

Logo uma solucao da equagdo 1001z + 109y = 1 é (zg,y0) = (—49,450). Para
encontrar as demais, escrevemos o lado direito desta equagao utilizando a solugao
particular que acabamos de encontrar:

1001z + 109y = 1001z + 109y, < 1001(z — z0) = —109(y — yo).

Como mdc(1001, 109) = 1 temos pela proposigao 1.9 que 1001 divide y —yo, ou seja,
y — yo = 1001t para algum t € Z e, portanto, x — xg = —109¢. Assim, as solugoes
da equagao dada sao todos os pontos da reta 1001z + 109y = 1 da forma

(z,y) = (xo — 109¢, yo + 1001¢) = (—49,450) + (—109,1001) - ¢
com t € Z. O

Em geral, o raciocinio do exemplo acima mostra que se mdc(a,b) =1 e (zg, yo)
é uma solugao da equagao ax + by = ¢, entdao todas as solugoes inteiras sao dadas
por x = xo — bk e y = yo + ak com k € Z.

Exemplo 1.15. Sejam a,b inteiros positivos com mdc(a,b) = 1. Mostre que para
todo c € Z com ¢ > ab—a — b, a equacao ax + by = ¢ admite solugoes inteiras com
z,y > 0.

SOLUGQAO: Seja (2, yo) uma solucado inteira (que existe pelo teorema de Bachet-
Bézout). Devemos mostrar a existéncia de um inteiro k tal que

r=ux9—bk> -1 e y=1yo +ak > —1,

ou seja,
Yo +1 zo+1

b

, IOTH) ter tamanho maior do que 1:

<k<

Mas isto segue do fato de o intervalo (f"’OT‘H

1.

To+ 1 ( yo—i-l) axo+byo+a+b cH+a+b
(= = = >
b a ab ab

1.3 O Teorema Fundamental da Aritmética

Estamos agora prontos para enunciar o teorema que caracteriza todo nimero
natural em termos de seus “constituintes” primos.

Teorema 1.16 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n > 2 um nidmero
natural. Podemos escrever n de uma unica forma como um produto

n=pi - Pm

onde m > 1 é um natural e p1 < ... < Dy, S0 PriMOS.
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DEMONSTRAGAO: Mostramos a existéncia da fatoracao de n em primos por in-
dugdo. Se n é primo nao hd o que provar (escrevemos m = 1, p1 = n). Se n é
composto podemos escrever n = ab, a,b € N; 1 < a <n, 1 <b < n. Por hipdtese
de indugdo, a e b se decompdem como produto de primos. Juntando as fatoragoes
de a e b (e reordenando os fatores) obtemos uma fatoracdo de n.

Vamos agora mostrar a unicidade. Suponha por absurdo que n possui duas
fatoragoes diferentes

n=p1 " Pm =41 " Q4m/,

comp; < ... <pm, @1 < ... < g e quen é minimo com tal propriedade. Como
p1 | @1+ Gm temos py | ¢; para algum valor de ¢ pelo coroldrio 1.10. Logo, como g;
é primo, p; = ¢; e p1 > q1. Analogamente temos g; < p;, donde p; = ¢;. Mas

n/pl =DP2 " "Pm =492 dm’

admite uma tnica fatoracao, pela minimalidade de n, donde m = m’ e p; = ¢; para
todo i, o que contradiz o fato de n ter duas fatoragoes. m|

Outra forma de escrever a fatoragao acima é
J— €1 e
n=py ...Dy"
com p1 < -+ < P € €; > 0. Ainda outra formulagao é escrever
n = 2°23%5% . . p° ..

onde o produto é tomado sobre todos os primos mas apenas um numero finito de
expoentes é maior do que zero. Vamos nos referir a qualquer destas expressoes como
a fatoragao candnica de n em primos.

A fatoragao tinica em primos se aplica em contextos mais gerais, como veremos
mais tarde. Aqui, como aplicacao imediata do Teorema Fundamental da Aritmética,
vamos mostrar a prova atribuida a Euclides para a existéncia de infinitos primos
(uma prova com mais de 2000 anos e que ainda funcional).

Teorema 1.17 (Euclides). Ezistem infinitos primos.

DEMONSTRAGAO: Suponha por absurdo que p1, p2,. .., pm fossem todos os primos.
O ndmero N = p1ps...pm + 1 > 1 nao seria divisivel por nenhum primo p;, o que
contradiz o Teorema Fundamental da Aritmética. O

Observe que ndo provamos que pips-..Pm, + 1 € primo para algum conjunto
finito de primos (por exemplo, os m primeiros primos). Alids, 2-3-5-7-11-13+1 =
30031 = 59 - 509 nao ¢é primo. Nao se conhece nenhuma férmula simples que gere
sempre ndmeros primos (veja a secdo ?? para uma discussao sobre este assunto).

Embora a quantidade de primos seja infinita, uma questao natural é saber o
quao “raros” ou “frequentes” eles sao. Na segunda parte do livro, discutiremos mais
a fundo esta questao sobre a distribuicao dos primos. Por outro lado, é interessante
notar que existem cadeias arbitrariamente longas de niimeros compostos consecuti-
vos: na sequéncia

(k+D)!+2,(k+ 1) +3,(k+ 1) +4,...,(k+ 1)+ (k+1),

nenhum termo é primo, pois eles admitem fatores préprios 2,3,4,...,k+ 1, respec-
tivamente.

Uma interessante prova alternativa, devida a Erdds, de que existem infinitos
primos € a seguinte:
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Suponha, por contradigao, que existe um numero finito de primos, digamos
P1,P2, - - -, Pk- Sejan um numero natural. Entao podemos escrever qualquer ntimero
m < n na forma m = m3msy, onde m3 <n e

my = pit -3 - pit onde ar = 0 ou 1 para cada k.

Assim, considerando todas as possiveis maneiras de escrever os naturais m < n,
temos: 2F escolhas para ms e no méximo |/n] escolhas para m;. Ou seja, para
todo n natural, vale que

n < 28/n

absurdo, pois esta desigualdade nao vale para n suficientemente grande. O
Exemplo 1.18 (OIbM1987). A sequéncia p,, € definida da sequinte formas:

(i) p1 = 2.

(i) Para todo n > 2, p, é o maior divisor primo da expressao

p1p2p3 -+ Pn—1 + 1.

Demonstrar que p, € diferente de 5.

SoLUGAO: Dado que p; = 2, po = 3, p3 = 7, segue-se que para qualquer n > 3,
p1p2 - - Pn_1 ¢ multiplo de 2 e de 3, portanto p1ps - --p,—1 + 1 ndo é multiplo nem
de 2 nem de 3. Além disso, como p; = 2, entao p,, é impar para todo n > 2, assim
p1P2 -+ - Pn—1 nao é multiplo de 4.

Suponhamos que exista n tal que p, = 5, isto é, o maior divisor primo de
p1ip2 - Pn_1+1é5. Como 2 e 3 nao dividem py1ps ---p,_1 + 1, temos que

pip2- Pt +1="5"
Portanto
Pip2 Pp1=5"—1=GB-1)G"T+5" 24+ F541),

donde 4 | p1ps - - - pp—1, uma contradicao. 0

Exemplo 1.19. Determine todas as ternas (a,b,c) de inteiros positivos tais que
a? =2+t

SoLugAo: Como a? =2 + ¢t = (a—c?)(a+ c?) = 2%, pelo Teorema Funda-
mental da Aritmética existem dois naturais m > n tais que m+n =b, a — ¢> = 2"
e a + c? = 2™. Subtraindo as duas tltimas equacdes, obtemos que 2¢? = 2™ — 27,
assim ¢ = 2771(2m=" — 1). Como 2"~ e 2™~" — 1 sdo primos entre si e o seu
produto é um quadrado perfeito (i.e. os expoentes das poténcias de primos distintos
sdo pares), novamente pelo Teorema Fundamental da Aritmética 271 e 2m=" — 1
devem ser ambos quadrados perfeitos, logo n — 1 é par e 2" — 1 = (2k — 1)? para
algum inteiro positivo k. Como 2™~ " = (2k —1)2 41 = 4k(k — 1) + 2 é divisivel por
2 mas nao por 4, temos m —n = 1. Assim, fazendo n — 1 = 2¢, temos que todas as
solugdes sdo da forma (a,b,c) = (3 - 2%, 4t + 3,2%) com t € N e é f4cil verificar que
todos os numeros desta forma sao solugoes. O
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Segue do Teorema Fundamental da Aritmética que todo divisor de n. = p{* ... p<m

é da forma
Py oy

com 0 < d; < e;. Assim, obtemos o outro algoritmo usual para calcular o mdc de
dois nuimeros: fatoramos os dois niimeros em primos e tomamos os fatores comuns
com os menores expoentes. FKste algoritmo é bem menos eficiente do que o de
Euclides para inteiros grandes (que em geral ndo sabemos fatorar de forma eficiente
computacionalmente) mas é instrutivo saber que os dois algoritmos dao o mesmo
resultado. Além disso, este algoritmo tem consequéncias tedricas importantes, como
por exemplo o

Coroldrio 1.20. Se mdc(a,n) = mde(b,n) =1, entdo mdc(ab,n) = 1.

DEMONSTRACAO: Evidente a partir do algoritmo descrito acima. O

Para encerrar esta secao, vejamos ainda algumas outras aplicagcoes do Teorema
Fundamental da Aritmética.

Proposicao 1.21. Seja n = pi*...p5m a fatoragao de n em poténcias de primos
distintos p; e seja op(n) ef Zd‘n 450 d* a soma das k-ésimas poténcias dos divisores
positivos de n. Entao
p(lel+1)k 1 pgrelm+1)k 1

pi—1 oy, —1
Para k =0, a formula acima deve ser interpretada tomando-se o limite k — 0, de
modo que a quantidade de divisores positivos de n é og(n) = (e1 + 1)+ (e, + 1).

DEMONSTRAGAO: Como a soma na definicdo de ok (n) percorre todos os ntmeros

da forma d* = p‘flk ..pdmF com 0 < d; < e;, temos a seguinte fatoragao:
or(n) = (L+p§ +pi* 4+ pPh) o (Ll + i+ ).
(e;+D)k _
Somando as progressoes geométricas 1+pf+p2F - 4pfih = plpT, o resultado
segue. ' O

Proposicao 1.22 (Fatores do Fatorial). Seja p um primo. Entao a maior poténcia
de p que divide n! € p* onde

SENERE

Observe que a soma acima, é finita pois os termos LI%J sao eventualmente zero.

DEMONSTRAGAO: No produto n! = 1-2-...-n, apenas os miltiplos de p contribuem
com um fator p. H4 L%J tais multiplos entre 1 e n. Destes, os que sao multiplos de
p? contribuem com um fator p extra e ha LP%J tais fatores. Dentre estes tltimos,
os que sao multiplos de p? contribuem com mais um fator p e assim por diante,

resultando na férmula acima. O

Exemplo 1.23. Determine com quantos zeros termina 1000!.

SoLuUgAO: O problema é equivalente a determinar qual a maior poténcia de 10
que divide 1000! e como hd muito mais fatores 2 do que 5 em 1000!, o expoente
desta poténcia coincide com o da maior poténcia de 5 que divide 1000!, ou seja,

1000 N 1000 N 1000 N 1000 510
5 52 53 54| T

Assim, 1000! termina com 249 zeros. O
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Problemas Propostos

1.1 (IMO1959). Mostre que a frac¢ao ﬁﬁié € irredutivel para todo n natural.

1.2. Encontre todos os inteiros positivos tais que

(a) n+1|n3—1

(b) 2n—1|n3+1

(¢) 5+ =1

(d) 2n®+5|n*+n+1

1.3. Demonstre:

(a) sem | a—b, entdo m | a® — b* para todo natural k.

(b) se f(x) é um polindmio com coeficientes inteiros e a e b sao inteiros quaisquer,

entdio a —b | f(a) — f(b).
(c) se k é um natural impar, entio a+b | a¥ + bk,
1.4. Mostre que
(a) 215 —1 e 210 + 1 sdo primos entre si.

(b) 232 +1 e 2* + 1 sdo primos entre si.

1.5. Demonstrar que (n — 1)% | n¥ — 1 se, e s6 se, n — 1| k.

1.6 (IMO1992). Encontrar todos os inteiros a,b,c com 1 < a < b < ¢ tais que
(a—1)(b—1)(c—1) € divisor de abc — 1.

Dica: Mostrar primeiro que a < 4 e considerar 0s possiveis casos.

1.7 (IMO1998). Determine todos os pares de inteiros positivos (a,b) tais que ab® +
b+ 7 divide a®b+ a + b.

Dica: Mostre que ab®>+b+7 | Ta—b?* e considerar trés casos: Ta—b? maior, menor
ou igual a zero.

1.8. Mostre que, se n > 1, entao
- 1 1
Z =14+ -4+ 4+ —
2 n
k=1

x| =

nao € um numero inteiro.

1.9 (OBM1997). Sejam c € Q, f(z) = 2% + ¢. Definimos

o)==z, [ (z) = f(f"(z)),¥n € N.

Dizemos que x € R € pré-periddico se {f"(x),n € N} € finito. Mostre que {x €
Q| z é pré-periddico} € finito.

1.10. Demonstrar que se mdc(a,2"t1) = 2" e mdc(b,2"*1) = 2", entdo mdc(a +
b, 201y = gn+l,

1.11. Demonstrar que se a, b, ¢, d, m e n sao inteiros tais que ad —bc = 1 e
mn # 0, entdo
mdc(am + bn, em + dn) = mdce(m, n).
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1.12. Seja F;, o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci.

(a) Encontrar dois nimeros inteiros a e b tais que 233a + 144b = 1 (observe que
233 e 144 sdo termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci).

(b) Mostre que mde(F,,, F, 1) = 1 para todo n > 0.
(¢) Determine x,, € yp tais que Fy - p + Fpi1 - Yn = 1.

1.13. Sejam a e b dois inteiros positivos e d sew mdzimo divisor comum. Demons-
trar que existem dois inteiros positivos x ey tais que ax — by = d.

1.14. Definimos a sequéncia de fragoes de Farey de ordem m como o conjunto de

fragoes reduzidas ¢ tais que 0 < ¢ <1, 1 < b < n. Por exemplo a sequéncia de
50 1 1 2 1

Farey de ordem 3 € 3,35,5,%,1-

(a) Demonstrar que se § e 5 sdo dois termos consecutivos de uma sequéncia de
Farey, entdo cb — ad = 1.
(b) Demonstrar que se Z—ll, Z—;, Z—: sGo trés termos consecutivos de uma sequéncia

aitas

-y
de Farey, entdo = T

1.15. Utilize indugdo em min{a,b} e o algoritmo de Euclides para mostrar que
ax + by = mdc(a, b) admite solugao com x,y € Z, obtendo uma nova demonstra¢ao
do teorema de Bachet-Bézout.

1.16. Sejam a e b nimeros inteiros positivos. Considere o conjunto
C={ax +by|z,y e N}

Lembre-se de que jd mostramos no exemplo 1.15 que todo numero maior que ab—a—b
pertence a C.

(a) Demonstre que o nimero ab— a — b ndo pertence a C.
(b) Achar a quantidade de nimeros inteiros positivos que nao pertencem a C.

1.17 (IMO1984). Dados os inteiros positivos a, b e ¢, dois a dois primos entre
st, demonstrar que 2abc — ab — bc — ca € o maior numero inteiro que nao pode
expressar-se na forma xbc + yca + zab com x, y e z inteiros ndo negativos.

1.18 (IMO1977). Sejam a, b inteiros positivos. Quando dividimos a®+b* por a+b,
o quociente € q e o resto € r. Encontrar todos os a,b tais que ¢> + r = 1977.

1.19. Demonstrar que mdc(2® — 1,2° — 1) = 2mde(@:b) 1 parq todo a,b € N.

Pelo algoritmo de Euclides aplicado aos expoentes, basta mostrar que mdc(2bq+’“—
1,2° —1) = mdc(2° —1,2" —1). Mas isto seque novamente do lema de Euclides, pois
obatr 1 = 9r(200 —1) 42" —1 e 204 —1 = (20 —1)(20(a~D) 4 20(a=2) ... 4 90 1 q)
¢ um maltiplo de 2° — 1.

1.20. Encontrar todas as funcoes f : 7 X 7. — 7 satisfazendo simultaneamente as
sequintes propriedades

(i) f(a,a) =a.
(i) f(a,b) = f(ba).
(iii) Se a > b, entdo f(a,b) = -2 f(a —b,b).

1.21. Mostre que se n é um niumero natural composto, entdo n € divisivel por um
primo p com p < |/n].
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1.22 (IMO1989). Prove que, para todo inteiro positivo n, existem n inteiros positi-
v0s consecutivos, nenhum dos quais € poténcia de primo.

1.23 (Chil998). Encontrar todos os n para os quais 1+ (1) + (3) + () divide 220%.

1.24 (IMO2002). Sejam dy < dy < --- < dj, 0s divisores positivos de um inteiro
n > 1. Seja d = didy + dods + -+ + dp_1dy,. Mostre que d < n? e encontrar
2

n2

, 2 — n n “e.
todos os n para os quais d | n*.  Temos d = a5 ta—as T + g <
n (g tagtagt)=n’-(;—3+3—5+31—1+-)=n> Por outro
. . . 2 2
lado, se p é o menor primo que divide n?, temos que d > dj_1dj, = %. Como % é

o maior divisor préprio de n® e d > dj_1dy, se k > 2, temos que d | n? se, e s6 se,
n =p € primo.

1.25 (IMO1997). Encontrar todos os pares (x,y) de inteiros positivos tais que 2y =

X

yo.
Dica: Sejam x = pi*...pt» ey = p’fl ...pPn as fatoragées candnicas de x e y.

Mostre que a; =tf; e x = y' para algum t € Q e limite os valores de t.

. . n ~ . .
1.26. Generalizar o resultado anterior para z¥ = y*, onde = e y sao inteiros
positivos.

1.27 (IMO1984). Sejam a,b,c,d inteiros impares tais que 0 < a < b < ¢ < d e
ad = be. Demonstre que se a +d = 2F e b+ ¢ = 2™ para inteiros k e m, entdo
a=1.

1.4 Congruéncias
Sejam a,b,n € Z. Dizemos que a € congruente a b modulo n, e escrevemos

a=b (modn)

sen | a— b, ou seja, se a e b deixam o mesmo resto na divisdo por n. Por exemplo,
temos que 17 =3 (mod 7) e 10 = =5 (mod 3).

Proposigao 1.24. Para quaisquer a,b,c,d,n € Z, temos:
1. (Reflexividade) a = a (mod n);
(Simetria) se a =b (mod n), entdo b = a (mod n);

(Transitividade) se a =b (mod n) e b = ¢ (mod n), entdo a = ¢ (mod n);

e e

(Compatibilidade com a soma e diferenca) Podemos somar e subtrair “membro
a membro”:

a=b (modn) . a+c=b+d (modn)
c=d a—c=b-—d (modn)

(mod n)

Em particular, se a =b (mod n), entdo ka = kb (mod n) para todo k € Z.

5. (Compatibilidade com o produto) Podemos multiplicar “membro a membro”

{a EZ (mod n) — ac=bd (modn)
c

(mod n)

Em particular, se a = b (mod n), entio a® = b* (mod n) para todo k € N.



24 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

6. (Cancelamento) Se mdc(c,n) = 1, entdo

ac=bc (modn) <= a=0b (modn).

DEMONSTRAGAO: Para o item (1) basta observar que n | a —a = 0. Em (2), se
n|la—b,entdon | —(a—b) < n|b—a. Em (3),sen|a—ben]|b—c, entdo
nlla=-b+{b-—c < n|la—c Em (4)e (5),sen|a—ben|c—d, entdo
n| (a—b)+(c—d) <= n| (a+c)—(b+d),n | (a—b)—(c—d) <= n| (a—c)—(b—d)
en|(a—b)c+ (c—db < n|ac— bd. Finalmente, como mdc(c,n) = 1 temos
que n | ac—bec <= n|(a—b)c < n|a—b pela proposi¢ao 1.9. ]

As propriedades acima mostram que a relagdo = (mod n) (“ser congruente mo-
dulo n”) tem um comportamento muito similar a relagdo de igualdade usual. Sao
estas propriedades que tornam as congruéncias tao tteis em problemas de divisibi-
lidade. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.25. Demonstrar que 31 | 201° — 1.

SoLUGAO: Isto é equivalente a demonstrar que 20 = 1 (mod 31). Para isso
observemos que

20=-11 (mod 31) (%)
e assim 202 = (—11)? (mod 31) <= 20? = 121 (mod 31). Como 121 = -3
(mod 31) temos

20?2 = -3 (mod 31). ()

Multiplicando (*) e (**) membro a membro, obtemos 20° = 33 (mod 31) e, como
33 =2 (mod 31),
20° =2 (mod 31).

Elevando a 5, temos que 20'® = 32 (mod 31) e como 32 = 1 (mod 31), obtemos
201 =1 (mod 31), como desejado. O

Exemplo 1.26. Encontre os restos das divisoes de

1. 31900 por 101

2. 5% por 13

SoLugAo: Como 3* = —20 (mod 101), elevando ao quadrado obtemos 3% = 400
(mod 101) <= 3% = —4 (mod 101). Multiplicando por 3%, obtemos 3! = —36
(mod 101). Portanto

32 =1296 (mod 101) <= 3% = —17 (mod 101)
370 =289 (mod 101) <= 3" = —-14 (mod 101)
3% =196 (mod 101) <= 3% = -6 (mod 101)
380.320 = (—6) - (=17) (mod 101) <= 3'=1 (mod 101).
Assim, elevando a tltima congruéncia a 10, obtemos 3'°°°=1 (mod 101), ou seja,
31000 deixa resto 1 na divisdo por 101.

Para encontrar o resto da divisio de 53 por 13, note que como 5* =1 (mod 13),
os restos de 5™ por 13 se repetem com periodo 4:

5= 1 (mod 13) 5= 1 (mod 13)
5! = 5 (mod 13) 5= 5 (mod 13)
52=—1 (mod 13) 5= —1 (mod 13)
5% = —5 (mod 13) 5" = —5 (mod 13)
Por outro lado, temos 3 = —1 (mod 4) = 32° = 1 (mod 4), isto é, 3% deixa

resto 1 na divisao por 4. Assim, 53% = 51 (mod 13), ou seja, 53" deixa resto 5 na
divisao por 13. O
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O problema a seguir tem uma historia interessante. Em um artigo publicado
em 1969, D. J. Lewis afirmava que a equacdo 2® — 117y% = 5 tem no méaximo 18
solugoes inteiras. Na verdade, ela nao possui nenhuma, como foi provado dois anos
mais tarde por R. Finkelstein e H. London, utilizando métodos de Teoria Algébrica
dos Numeros. Em 1973, F. Halter-Koch e V. St. Udresco observaram independente-
mente que existe uma prova muito mais simples deste fato, como mostra o exemplo
a seguir.

Exemplo 1.27. Mostre que a equacdo =3 —117y> = 5 ndo possui solucdes inteiras.

SOoLUGAO: Observe que como 117 é miltiplo de 9, qualquer solucao inteira deve
satisfazer

22— 11Ty =5 (mod 9) «= 2¥=5 (mod 9).

Porém, x sé pode deixar resto 0,1, ...,8 na divisao por 9. Analisando estes 9 casos,
temos
xm0d9‘012345678
x3m0d9‘018018018
Ou seja, 2% s6 pode deixar resto 0, 1 ou 8 na divisdo por 9. Logo 22 =5 (mod 9) é
impossivel e a equacao nao possui solugoes inteiras. O

Exemplo 1.28 (AusPol2002). Encontrar todas as ternas (a,b,c) de inteiros nao
negativos tais que 2% + 2° + 1 € maltiplo de 2° — 1.

SoLugAo: O problema pede para determinar quando 2 +2°+1 =0 (mod 2¢—1).
Note que como 2° = 1 (mod 2¢ — 1), escrevendo a = c¢q; + a’ e b = cqa + V' com
0 <d,V < c temos que

2042 4+1=0 (mod 2°—1)
= (291 .29 4 (2992 .2Y £ 1=0 (mod 2°—1)
2" 42" 4+ 1=0 (mod2°—1)

que é o mesmo problema com a’ e b’ no lugar de a e b. Assim, basta resolver o
problema supondo 0 < a,b < ¢. Temos alguns casos a analisar.

N&o hé solugtes com ¢ = 0 e para ¢ = 1 temos que (a, b, 1) é solugdo para todos
os a,b > 0. Se ¢ = 2, temos que apenas (0,0,2) é solu¢do com 0 < a,b < ¢ = 2,
o que d4 origem as solugoes (2m,2n,2) para todos os m e n naturais. Se ¢ = 3,
temos que apenas (1,2,3) e (2,1,3) sdo solugdes com 0 < a,b < ¢ = 3, 0 que nos
fornece solugoes (1+3m,2+3n,3) e (2+3m, 1+ 3n, 3) para todos os m e n naturais.
Finalmente, para ¢ > 4, temos que se a < ¢ — 1 ou b < ¢ — 1, entao

3<20 42041 <207 420724 1=3.2241<2°-1

e assim 2% +2° + 1 ndo pode ser multiplo de 2¢ — 1. Neste caso devemos ter ¢ = b =
c—1e271 427141 =0 (mod 2° —1) <= 2°+1=0 (mod 2°—1) <= 2=0
(mod 2¢ — 1), o que ndo ocorre pois 2¢ — 1 > 15 ndo pode dividir 2. Logo nao hd
solugdes neste ultimo caso.

Resumindo, as ternas pedidas sdo (m,n, 1), (2m,2n,2), (1 + 3m,2 + 3n,3) e
(2+3m,1+ 3n,3) onde m e n sdo naturais arbitrarios. O
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1.5 Bases

A notacao usual para naturais é a chamada base 10, com algarismos 0,...,9.
Isto significa, por exemplo, que

196883 = 1-10° +9-10* +6-10° + 8- 10> + 8 - 10* + 3 - 10°.
O teorema abaixo mostra como escrever qualquer natural em qualquer base d.

Teorema 1.29. Sejan >0 ed > 1. Entdo existe uma unica sequéncia (os “digitos”
de m na base d) ag, ..., ak,... com as sequintes propriedades:

1. para todo k, 0 < ap < d,
2. existe m tal que se k > m, entao ai =0,

8on=3 ks ard®.

DEMONSTRAGAO: Escrevemos n = ng = nid + ag, 0 < ag < d, nqy = nad + aq,
0 <a; <deem geral ny = ngy1d + ag, 0 < ax < d. Nossa primeira afirmagao é
que ng = 0 para algum valor de k. De fato, se ng < d™, entdo n; = "] < a1
e mais geralmente, por inducdo, ny < d™~*; fazendo k > m temos n; < 1 donde
np = 0. Segue dai que ax = 0 para k > m. A identidade do item & é facilmente
demonstrada por inducao.

Para a unicidade, suponha Zk>0 apdF = Zk>0 brd®. Se as sequéncias ay e by,
sdo distintas existe um menor indice, digamos j, para o qual a; # b;. Podemos
escrever aj + Yy s apd® = by + 37, brd"/ donde a; = b; (mod d), o que é
uma contradigdo, pois 0 < |a; —b;| < d e portanto a; —b; néo pode ser um multiplo
de d. O

Ignorando os digitos 0’s iniciais, denotamos por (a,a,—1 - - - aijag)q 0 natural cuja
representacao na base d tem digitos a; como no teorema acima:

def k
(anGp—1-+-a1a0)q = g ard”.
0<k<n

Muitos dos famosos critérios de divisibilidade que aprendemos na escola decor-
rem diretamente da representagao acima. Por exemplo, se N = (anan—1- - a1a0)10,
como 10 =1 (mod 9), temos que 10¥ =1 (mod 9), donde

N = Z apl0F = Z ar (mod 9).

0<k<n 0<k<n

Segue que N e a soma de seus digitos na base 10 possuem o mesmo resto na divisao
por 9; em particular N é divisivel por 9 se, e s6 se, a soma de seus digitos ag+- - -+a,
é divisivel por 9.

De forma similar, para o critério de divisibilidade por 11, observemos que 10 =
—1 (mod 11), logo

N= Y al0"= > (-1)*ax (mod 11)

0<k<n 0<k<n

e assim um numero é divisivel por 11 se, e sé se, a soma dos digitos em posigao
par menos a soma dos digitos em posicao impar é divisivel por 11. De igual forma,
podemos encontrar critérios de divisibilidade por 7, 13 e 37, que deixamos como
exercicio para o leitor enuncié-los e demonstra-los (utilize o fato que 10° = —1
(mod 7), 10 = —1 (mod 13) e 103> =1 (mod 37)).
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Exemplo 1.30. Encontrar os ultimos dois algarismos em representacdao decimal de
3200.

SoLugAo: Como

(Anln_1--arag)io = 10 - (an - 10" 72 4 - - 4 ap) + (10 - a1 + ap)
=100 - (Cbn . a2)10 + (alao)m
temos que o numero formado pelos dois ultimos algarismos de
(an -+ -ajag)ip € o resto da divisdo deste nimero por 100, logo o problema se resume

a calcular 32°° médulo 100. Podemos utilizar o binémio de Newton para simplificar
as contas:

100
3200 9100 10 — 1)100 2: 100—k/_ 1\k
0<k<100

logo 320 = —(17)10 + (}p) (mod 100) <= 32°° =1 (mod 100) e assim os dois

ultimos digitos de 32%° sao 01. O

Exemplo 1.31. Demonstrar que, para todo n natural impar,
S, = 227 (227 1)
termina em 28 quando escrito em notacdo decimal.

SOLUGAO: Vamos mostrar por inducao em n que s, termina em 28. Para n = 1
temos que s; = 28. Suponhamos que para algum n > 1 impar s,, termina em 28 e
vamos mostrar que s,y2 termina em 28 ou, equivalentemente, que 100 | $,42 — Sy,.
Temos

— 22(n+2) ) (22(n+2)+1 _ 1) _ 22’” ) (22’”-‘1—1 _ 1)
= 22" . (16-22"15 — 16 — 22"l 4 1)
=5.22".(51.22"F1 _3).

Sn+2 — Sn

Como, para n {impar,

22=-1 (mod5) = 2" =-1 (mod 5)
— 22"l = 2 (mod 5),

temos que 51 -22"*1 —3=1.(-2) — 3 (mod 5) <= 51-22""! —3 =0 (mod 5).
Assim, s,,19 — §,, € divisivel por 5-4 -5 = 100. O

1.6 O Anel de Inteiros Mddulo n

As semelhangas entre as relagbes de congruéncia médulo n e igualdade nao sao
mero fruto do acaso, ambas sdo instancias de relacdes de equivaléncia em Z. Em
geral, uma relacao ~ sobre um conjunto X é dita de equivaléncia se ela é reflexiva
(x ~ x para todo & € X), simétrica (z ~y <= y ~ z) e transitiva (x ~ y e
Y~z = x~2).

Dar uma relagao de equivaléncia em X é o mesmo que dar uma particio X =
[lyca Xx de X, ie., uma colegdo de subconjuntos X, # (0, dois a dois disjuntos,
cuja unidao é X. De fato, dada a particao acima, podemos definir uma relagao
de equivaléncia ~ declarando que = ~ y se, e somente se, x e y pertencem a um
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mesmo X ). Reciprocamente, se ~ é uma relagao de equivaléncia, dado um elemento
x € X podemos definir a classe de equivaléncia T de x como o conjunto de todos os
elementos equivalentes a x:

T={yeX|y~ua}

Observe que ou TNY = (se z £ y) ouT =7 (se  ~ y). Assim, as distintas classes
de equivaléncia T formam uma particdo de X. O conjunto {Z | x € X} das classes
de equivaléncia de ~ é chamado de quociente de X por ~ e é denotado por X/~.
Intuitivamente, X/~ é o conjunto obtido “igualando-se” elementos equivalentes entre
si.

Agora aplicamos esta construgao geral ao nosso caso. O quociente de Z pela
relagio = (mod n) é chamado de anel de inteiros mddulo n e é denotado por uma
das notagoes Z/(n), Z/nZ, Z/n ou as vezes Z,,. Por exemplo, para n = 2, temos que
7,/27 possui apenas dois elementos, 0 e 1 (popularmente conhecidos como conjunto
dos pares e impares, respectivamente).

A definicao de @ como um subconjunto de Z raramente serd importante, sendo
apenas uma maneira de formalizar o fato de que estamos “identificando” todos os
inteiros que deixam o mesmo resto na divisdo por n (como no exemplo dos pares e
fmpares acima). Assim, o importante é sabermos que

a=d < a=d (modn)
<= a e d deixam o mesmo resto na divisdo por n.

Se n > 0, a divisao euclidiana diz que todo inteiro a é congruo a um tunico inteiro
a’ com 0 < a’ < n; podemos reescrever este fato na nossa nova linguagem como

Z)(n) ={0,1,...,n —1}.

Os itens (4) e (5) da proposigao 1.24 dizem que as operagdes de soma, diferenga
e produto sdo compativeis com a relacao de congruéncia. Uma formulacdo mais
abstrata da mesma ideia é dizer que as operagoes +, — e - passam ao quociente, i.e.,
que podemos definir a soma, subtragao e o produto de classes de congruéncia por

a+b=a+b
a—-b=a—0>
a-b=a-b

respectivamente. A divida & primeira vista seria se a escolha de a e b ndo afeta a
resposta: afinal existem infinitos inteiros a’ e ¥’ com @ = a’ e b = . Os itens (4)
e (5) da proposigao sdo exatamente o que precisamos: eles nos dizem que nestas
condicoes a =b=a' £V ea-b=a’ -, de modo que as operacdes acima estio bem
definidas.

Por exemplo, em Z/6Z temos as seguintes tabelas de soma e produto:

+]0 1 2 3 4 5 01 2 3 45
0|0 1 2 3 4 5 0/{0 00 0 0 O
1|1 2 3 4 5 0 1/0 1 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1 e 210 2 4 0 2 4
313 4 5 0 1 2 3/0 3 0 3 0 3
414 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
515 0 1 2 3 4 5/0 5 4 3 2 1

A préxima proposicao diz quando podemos “dividir” por a médulo n, isto é
’ )
quando 0 “inverso multiplicativo” de a médulo n estd definido:
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Proposicao 1.32. Sejam a,n € Z, n > 0. Entao existe b € Z com ab=1 (mod n)
se, e somente se, mdc(a,n) = 1.

DEMONSTRAGAO: Temos que ab = 1 (mod n) admite solugdo na varidvel b se,

e somente se, existem b,k € Z tais que ab—1 = nk <= ab—nk = 1. Pelo

coroldrio 1.8 do teorema de Bachet-Bézout, isto ocorre se, e s6 se, mdc(a,n) = 1.
O

Dizemos portanto que a é invertivel médulo n quando mde(a,n) = 1 e chamamos
b com ab =1 (mod n) de inverso multiplicativo de a médulo n. O inverso é sempre
tnico médulo n: se ab = ab’ =1 (mod n) temos

b=b-1=b-(abl)=(ba)-b=1-b"=0b" (mod n).

Assim, b estd bem definido e, em termos de classes de congruéncia, temos que
@-b = T1; denotamos b por (@)~'. Note que pela demonstragio da proposicao acima
calcular (@)~! é equivalente a resolver a equacao diofantina linear ax +ny = 1 e
para isto podemos utilizar o método do exemplo 1.14.

Definimos o grupo de unidades (Z/nZ)* C 7Z/nZ do anel de inteiros médulo n
como o subconjunto formado pelos elementos invertiveis de Z/nZ:

(zZ/n2)* ={a € Z/nZ | mdc(a,n) = 1}.

Observe que o produto de elementos de (Z/nZ)* é sempre um elemento de (Z/nZ)*.
Por exemplo, temos a seguinte tabela de multiplicagdo em (Z/15Z)*:

1 2 4 7 8 11 13 14
111 2 4 7 8 11 13 14
212 4 8 14 1 7 11 13
414 8 1 13 2 14 7 11
7|7 14 13 4 11 2 1 8
8|18 1 2 11 4 13 14 7
(11 7 14 2 13 1 8 4
(183 11 7 1 14 8 4 2
4|14 13 11 8 7 4 2 1

Uma aplicacao do inverso multiplicativo é o famoso teorema de
Wilson. Primeiramente precisamos de um lema.

Lema 1.33. Se p € primo, entdo as tnicas solugoes de x> =1 em Z/(p) sdo 1 e
—1. Em particular, se z € (Z/(p))* — {1, -1}, entio 2~ ' # x em Z/(p).

DEMONSTRAGAO: Temos

=1 (modp) < p|(@®>—-1) < pl(z—1)(z+1)
<~ plz—1loup|lax+1
< =1 (modp)ouz=-1 (modp)

donde o resultado segue. O

Teorema 1.34 (Wilson). Sejan > 1. Entaon | (n—1)!4+1 se, e sd se, n € primo.
Mais precisamente,

(n—1) —1 (mod n) semn € primo
' 0

(mod n) sen é composto e n # 4.
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DEMONSTRAGAO: Se n é composto mas nao é o quadrado de um primo podemos
escrever n = ab com 1 < a < b < n. Neste caso tanto a quanto b sao fatores de
(n—1)! e portanto (n —1)! =0 (mod n). Se n = p?, p > 2, entdo p e 2p sao fatores
de (n —1)! e novamente (n — 1)! =0 (mod n); isto demonstra que para todo n # 4
composto temos (n — 1)l =0 (mod n).

Se n é primo podemos escrever (n — 1)l = —2-3-...-(n — 2) (mod n); mas
pelo lema anterior podemos juntar os inversos aos pares no produto do lado direito,
donde (n — 1)! = —1 (mod n). O

Vejamos uma aplicagao do teorema de Wilson.

Teorema 1.35 (Teorema de Wolstenholme). Seja p > 3 um nidmero primo. Entao
o numerador do nimero

ppipti g
23 p—1

¢ divistvel por p?.
DEMONSTRACAO: Note que somando os “extremos” temos

Z %: Z (%—i_pii): Z z(pl—z)

1<i<p—1 1<i<est 1<i<ed

Como o mmc dos nimeros de 1 a p — 1 nao é divisivel por p, basta mostrar que o
numerador da tdltima soma é miltiplo de p. Equivalentemente, como p 1 (p — 1)!,
devemos mostrar que o inteiro

def (p—1)!
S = E —_—
—~ i(p—1i)
1<i<E5=

é um multiplo de p. Para 1 <i < p—1, denote por r; o inverso de 7 mod p, ou seja,

ir; =1 (mod p). Note que 7,—; = —r; (mod p), assim
p—1" . .
S = —— iri(p — O)rp—;
271 Z(p _ Z) ( ) P
1<i<B_=

I
]
)

[

=
3

=
bS]

L

I
3

=

Sy

a
=

pelo teorema de Wilson. Note que como cada r; é congruente a um dos numeros

+1,42,..., ipz;l, temos que os r? sdo congruentes a um dos nimeros 12,22 ... (%

médulo p. Vamos mostrar que todos eles aparecem. De fato, se r; = sz (mod p),
entdo p | (r; — r;)(rs +1;), isto é, r; = £r; (mod p). Multiplicando por ij, temos
que j = +i (mod p), o implica i = j pois 1 < 4,j < pT_l.

: _ 2 2 _ p(°-1) 4 Alti
Assim, S =37, por i (mod p) e como 3, po1 it = B éum multiplo

de p (pois mdc(p, 24) = 1), o resultado segue. 0

O teorema de Wilson produz ainda resultados interessantes sobre os coeficientes
binomiais. Suponhamos que k e h sao inteiros positivos tais que k+h = p— 1 onde
p é primo. Entao

WE = (=1)"(p—=1)(p—2)--- (p— h)k! = (=1)*(p — 1)!
= (=D (mod p).

)2
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Portanto
-1
hlk! (p i ) =(p—-1)! (mod p)
—1
— (—1)kH (p ) =—-1 (mod p)
p—1\ _ k
=, )= (=1)%  (mod p).

Exemplo 1.36. Demonstrar que se p > 3 € primo, entdo p> | (2pp) - 2.

SOLUCAO: Primeiramente, vamos relembrar algumas identidades com coeficientes
binomiais bem conhecidas. Para todo 1 <7 < p—1, temos que (ZZ) = %(’;’:11) (basta
utilizar a definigdo) enquanto que

2p\ _ p2+ p2+“_+ P\’

P 0 1 p
pois podemos escolher p objetos dentre 2p escolhendo 7 objetos dentre os p primeiros
e p — i dos p ultimos para todo ¢ entre 0 e p, logo

(-2 006)-2.0)

Utilizando estas identidades, temos que

2p p2 p—1 2 9 1 /p—1 2
(p)_2: 2 wli) =7 2 =li)-
1<i<p—1 1<i<p—1

p
%

Note que ( ) = ﬁii)! é um multiplo de p para 1 <7 < p — 1 pois o denominador

~ - e e s . Lp_127ip2,. .
desta fracao nao ¢ divisivel por p. Assim, (i_l) =2 (z) é inteiro e portanto a

—1\2 , . . P 1

soma Zl<i<p—1 2%(7;711) é inteira e devemos mostrar que ela é um multiplo de p.

Para isto observemos que cada 1 < i < p — 1 é invertivel médulo p; seja r; tal que

1<r;<p—1leir;=1 (mod p). Pela unicidade de r; médulo p, temos que os r;’s
- . —1\ i

formam uma permutagao de 1,2,...,p—1. Assim, como (1;_1) = (-1 (mod p),

temos

£ 500 - 2 ST e

1<i<p—1 1<i<p—1
1/p—1\"
= > 2(? 1) = Y = > i (modp).
1<i<p—1 =\t 1<i<p—1 1<i<p—1
Como Y %= % é um multiplo de p (pois mde(p,6) = 1), a prova
1<i<p—1
acaba. |

Os termos grupo e anel empregados nesta secao estao em conformidade com o
jargao usualmente utilizado em Algebra. Grupo é o nome emprestado a um conjunto
G juntamente com uma operagio bindria - (produto) que satisfaz os seguintes trés
axiomas:

1. (Associatividade) Para quaisquer a,b,c € G, (a-b)-c=a-(b-c).
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2. (Existéncia de elemento neutro) Existe um elemento e € G tal que, para todo
aceG,a-e=e-a=na.

3. (Existéncia de inverso) Para qualquer elemento a € G existe um elemento

ateGtalquea-at=a"t a=e.

Se, além dos trés axiomas acima, o grupo G satisfaz
4. (Comutatividade) Para quaisquer a,b € G, a-b="b"-a.

entao G é chamado de grupo abeliano.

Um anel é um conjunto A com duas operagoes bindrias + (soma) e - (produto)
satisfazendo axiomas que abstraem as propriedades usuais dos inteiros (por exem-
plo). Estes axiomas s@o

1. (A, +) é um grupo abeliano com elemento neutro 0.
2. (Associatividade do produto) (a-b)-c¢=a- (b-c) para todo a,b,c € A.

3. (Elemento neutro do produto) Existe um elemento 1 € Atalquel-a =a-1=a
para todo a € A.

4. (Distributividade) a- (b+¢)=a-b+a-ce (b+c)-a=b-a+ c-a para todo
a,b,ce A.

Se a-b=0b-a para todo a,b € A, dizemos que o anel A é comutativo. Um anel
comutativo A # 0 (isto é, 0 # 1 em A) é chamado de dominio se, para a,b € A,
a-b=0 = a=0o0ub=0. Por outro lado, se um anel comutativo A # 0
tal que todo elemento nao nulo possui inverso multiplicativo (ou seja, (A \ {0}, )
um grupo) entdo dizemos que o anel A é um corpo. Um importante resultado é
seguinte

SN ENEeN

Proposigao 1.37. O anel Z/nZ é um corpo se, e s se, n é primo.

DEMONSTRAGAO: Temos que Z/nZ é um corpo se, e somente se, todo elemento
a # 0 é invertivel, ou seja, se e somente se, mdc(a,n) = 1 para todo a com 0 < a < n.
Mas isto é equivalente a n ser primo, pois se n é composto e a | n com 1 < a < n,
entdo mdc(a,n) = a # 1. O

Um fato curioso e muito 1til quando trabalhamos no corpo Z/pZ
(p primo) é a seguinte

Proposigao 1.38 (“Sonho de todo estudante”). Seja p um primo. Entdao em Z/pZ
temos 7 B

@+bP=a+b"
para quaisquer @,b € Z/pZ.

DEMONSTRAGAO: Devemos mostrar que (a 4+ b)P = a? + b? (mod p) para todo
a,beZ. Temos quese 0 < k <p

(5) = =0

pois hé um fator p no numerador que nao pode ser cancelado com nada que aparega
no denominador. Assim, utilizando o binémio de Newton, temos

(a+b)P = Z (Z) aP~*b* = a? + P (mod p)
0<k<p

como queriamos mostrar. O
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1.7 A Funcao de Euler e o Teorema de Euler-Fermat

Dizemos que um conjunto de n nimeros inteiros aq,...,a, forma um sistema
completo de restos mddulo n (scr) se

{a1,az,...,an} = Z/(n),

isto é, se os a; representam todas as classes de congruéncia médulo n. Por exemplo,

0,1,2,...,n — 1 formam um scr médulo n. Equivalentemente, podemos dizer que
ai,as,...,a, formam um scr médulo n se, e somente se, a; = a; (mod n) implicar
i=7.

De igual forma, dizemos que os niimeros inteiros by, ba, ..., b,n) formam um

sistema completo de invertiveis mddulo n (sci) se

{517527"'a5<p(n)} = (Z/(n))xa

onde ¢(n) representa o nimero de elementos de (Z/(n))*. Em outras palavras,
bi,b2,...,byn) formam um sci médulo n se, e somente se, representam todas as
classes de congruéncia invertiveis médulo n ou, equivalentemente, mdc(b;,n) = 1
para todo i e b; = b; (mod n) implica ¢ = j. O conjunto {k € Z | 1 < k <
n e mde(n, k) = 1} é um exemplo de sci médulo n.

X

Definicao 1.39. A func¢ado
def
¢(n) = |(Z/nZ)"|

€ chamada de funcao phi de Euler.

Temos ¢(1) = ¢(2) = 1 e, paran > 2,1 < p(n) < n. Se p é primo, p(p) =
p — 1; mais geralmente ¢(p*) = p¥ — p*~1 pois mdc(a, p¥) = 1 se, e somente se,
a ndo é multiplo de p e hd p*~! multiplos de p no intervalo 1 < a < p*. Para
calcular a fungdo ¢ no caso geral, vamos mostrar que se mdc(n,m) = 1, entdo
p(nm) = p(n)p(m). Consideremos os nimeros 1,2, ...,nm, onde mdc(n,m) =1e
os arrumamos em forma matricial assim:

1 2 3 n
n+1 n+2 n+3 2n

n(m—.1)+1 n(m—-l)—|—2 n(m—.l)—|—3 n(m—.l)—i—n

Note que, como mdc(ni + j,n) = mde(j,n), se um nimero nesta tabela é primo
relativo com n, entao todos os numeros nessa coluna sao primos relativos com
n. Logo existem @(n) colunas nas quais todos os nimeros sdo primos relati-
vos com n. Por outro lado, toda coluna possui um conjunto completo de res-
tos médulo m: se duas entradas sdo tais que ni; + j = nis + j (mod m), en-
tdo i1 = iy (mod m) pois n é invertivel médulo m ji que mdc(m,n) = 1, logo
como 0 < i1,i5 < m devemos ter i; = iy. Desta forma, em cada coluna exis-
tem exatamente o(m) ndmeros que sdo primos relativos com m e portanto o total
de nimeros nesta tabela que sao simultaneamente primos relativos com m e n
(i.e. primos com nm) é p(nm) = p(n)p(m).

Assim, se n = pi'* ---pp* é a fatoracdo de n em poténcias de primos distintos
Ppi, temos que

@ @ o — 1
e =TT vy = ] e - =n IT (1-5)-
1<i<k 1<i<k 1<i<k pi

Agora estamos prontos para enunciar e provar o importante
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Teorema 1.40 (Euler-Fermat). Sejam a e m dois inteiros comm > 0 e mdc(a, m) =
1. Entao

a?™ =1 (mod m).

DEMONSTRAGAO:  Observemos que se 71,72,...,74(m) ¢ um sistema completo
de invertiveis médulo m e a é um nimero natural tal que mdc(a, m) = 1, entdo
ary,arz, ..., ary(,) também é um sistema completo de invertiveis médulo m. De
fato, temos que mdc(ar;, m) = 1 para todo i e se ar; = ar; (mod m), entdo r; =r;
(mod m) pois a é invertivel médulo m, logo r; = r; e portanto ¢ = j. Consequen-
temente cada ar; deve ser congruente com algum 7; e, portanto,

H (ar;) H r;  (mod m)

1<i<p(m) 1<i<p(m)
— a¥M . H r; = H r; (mod m).
1<i<p(m) 1<i<p(m)

Mas como <cada 7; ¢é invertivel moédulo m, simplificando o fator

II i, obtemos o resultado desejado. O
1<i<p(m)

Como caso particular do teorema anterior obtemos o

Teorema 1.41 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja a um inteiro positivo e p um
primo, entao
a’ =a (mod p)

DEMONSTRAGAO: De fato, observemos que se p | a o resultado é evidente. Entao,
podemos supor que mdc(a, p) = 1. Como ¢(p) = p—1, pelo teorema de Euler temos
a?~' =1 (mod p), logo multiplicando por a obtemos o resultado desejado. O

Observacao 1.42. O teorema de Euler-Fermat também pode ser provado utili-
zando-se o sequinte coroldrio do teorema de Lagrange em Teoria dos Grupos: se G
¢ um grupo finito e g € G, entio g'®! = e (identidade). Aplicando este resultado
para G = (Z/mZ)*, temos que a¥™ = T para todo @ € (Z/mZ)*, que ¢ uma
formulagdao equivalente para o teorema de Euler-Fermat.

Observemos que o teorema de Euler-Fermat pode ser otimizado da seguinte
forma:

Proposicao 1.43. Sejam a e n nimeros inteiros tais que mdc(a,n) = 1 e n se
fatora como n = pi"p5? ... pp* em poténcias de primos distintos. Entdo
M =1

a (mod n)  onde M =mmc(p(p), p(p5?), .-, 0(PL"))-

DEMONSTRAGAO: Pelo teorema de Euler-Fermat sabemos que a¥ (Ps D=1 (mod p;lj)

para todo j = 1,...k. Elevando a M/gp(p?j), obtemos ™ =1 (mod p?j). Assim,
a™ — 1 é maltiplo de pj-‘j para todo j e como estes nimeros sao dois a dois primos

entre si concluimos que n | a™ —1 < a™ =1 (mod n), como desejado. O

Vejamos agora algumas aplicagoes do teorema de Euler-Fermat.

Exemplo 1.44. Mostre que existem infinitos mnidmeros da  forma
20000...009 que sao multiplos de 2009.



[SEC. 1.7: A FUNCAO DE EULER E O TEOREMA DE EULER-FERMAT 35

DEMONSTRAGAO: O problema é equivalente a encontrar infinitos naturais k tais
que

2-10F +9=0 (mod 2009) <= 2-10"+9=2009 (mod 2009)
— 103 =1 (mod 2009)

pois 2000 é invertivel médulo 2009. Como mdc(10,2009) = 1, pelo teorema de
Euler-Fermat temos que 109909 =1 (mod 2009) = 109(2%9)t =1 (mod 2009)
para todo t € N, logo basta tomar k = ¢(2009)¢ + 3. O

Exemplo 1.45. Encontre um nimero n € N tal que 2" > 10290 ¢ 2" tenha entre
suas 2000 ultimas casas decimais pelo menos 1000 zeros consecutivos.

(52000)

SOLUGAO: Sabemos que 2¢ =1 (mod 52°09) pelo teorema de Euler-Fermat.

Portanto existe b € N com
52000)

9w(5%%%) _ 520005 41—y 92000+( — 1020003 4 92000

Portanto os 2000 tltimos digitos de 22000+¢(5°) (oincidem com a representacao
decimal de 2209 que tem no maximo 667 digitos pois 22000 < (23)667 < 10667,
Desta forma, ha pelo menos 2000 — 667 = 1333 zeros consecutivos dentre as 2000
tltimas casas decimais de 22000+2(*") ¢ agsim n = ((52000) 42000 = 4-51999 42000
satisfaz as condigoes do enunciado. O

Exemplo 1.46. Mostre que ndo existe inteiro x tal que 103 | 3 — 2.

SOLUCAO: Note primeiramente que 103 é primo. Agora suponha que z3 = 2
(mod 103), de modo que 103 1 z. Elevando ambos os lados desta congruéncia a
(103 —1)/3 = 34, obtemos 2192 = 23% (mod 103) e sabemos pelo teorema de Euler-
Fermat que 2'°2 = 1 (mod 103). Porém, fazendo as contas, obtemos que 23* = 46
(mod 103), uma contradi¢ao. Logo nio hd inteiro = tal que 103 | 3 — 2. 0

Utilizando o mesmo raciocinio do exemplo anterior, temos que se p é um primo
tal que p = 1 (mod 3) e p { a, entdo uma condicio necessaria para que 2° = a
(mod p) tenha solugdo em z é que a?~1/3 =1 (mod p). Esta condi¢do também é
suficiente, pela existéncia de raizes primitivas médulo p, como mostraremos no final

deste capitulo.
Exemplo 1.47. Demonstrar que se p > 2 é primo, entao
Ptport 3t (p— 1Pl =p+(p—1)! (mod p?).

SoLUgAO: Pelo pequeno teorema de Fermat, sabemos que i?~! =1 (mod p) para
todo 1 < ¢ < p—1, isto é, que "' = k;p+ 1 onde k; é um inteiro. Assim,
rtgpor=ty o4 (p— 1Pt = (k1 + ko + -+ kp—1)p+p — 1 e portanto devemos
mostrar que (k1 + ko + -+ kp_1)p= (p— 1)! + 1 (mod p?).

Multiplicando as equacdes P! = k;p + 1, temos

(k1p + 1) (kap + 1) - (kpo1p + 1) = 17712071 (p = P = ((p — 1P

Por um lado, (k1p+1)(kap+1) -+ (kp—1p+1) = (k1 +ka+---+kp_1)p+1 (mod p?).
Por outro, pelo teorema de Wilson sabemos que (p — 1)! = —1 (mod p), ou seja,
(p— 1)! = Kp — 1 para algum K inteiro. Segue que
(ky +ho+-+ky1)p+1=(Kp—1)P"" (mod p*)
-1
= (k1 +kat-Fhp)ptl=1- (p ) )Kp (mod p?)

= (ks +ha+ - +ky_1)p=Kp (mod p?)
= (ki + ka4 +kpo)p=(p— D! +1  (mod p?)
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O que encerra a prova. O

Concluimos esta se¢ao apresentando brevemente uma aplicagao do Teorema de
Euler que tem particular interesse pratico: a Criptografia RSA. Trata-se de um
método de criptografia com chave ptblica, isto é, um método que permite a qualquer
pessoa transmitir mensagens por uma via insegura (ou seja, que pode ser monitorada
por espides) de modo que, na préatica, apenas o legitimo destinatario, que conhece
uma chave, pode recuperar a mensagem original. A sigla vem dos nomes de Ron
Rivest, Adi Shamir, e Leonard Adleman, que desenvolveram esse método.

Para isso, o receptor publica um inteiro N que é o produto de dois primos
razoavelmente grandes p e ¢ (aproximadamente da mesma ordem de grandeza); N
é publico mas a sua fatoragao pg sé é conhecida pelo receptor. O receptor também
publica um expoente s (em geral ndo muito grande) com mde(s, (p—1)(¢—1)) = 1. O
receptor calcula (usando o algoritmo de Euclides) o inverso de s mod (p—1)(¢—1) =
©(N), isto é, um natural r < (p—1)(¢—1) com rs =1 (mod (p—1)(¢—1)) (donde
rs =1+ kp(N), para algum natural k). Note que apesar de N e s serem publicos,
néo parece ser facil calcular () ou r (neste contexto, calcular o(N) = (p—1)(g—1)
dado N = pq é equivalente a fatorar N, i.e., a encontrar os fatores primos p e q).

Uma mensagem é um numero natural m < N. O emissor envia (ou publica)
m:=m* (mod N), com 0 < m < N. O receptor recupera m via

m=m" (mod N).
Para verificar essa equivaléncia, podemos observar que

(ms)r —m' = m1+k(p—1)(q—1) =m- (mp—l)k(q—l) =m (mod p)’

,];;,LT

note que, se p | m, os dois lados sao 0 mod p, e, caso contrario, m?~! =1 (mod p);
analogamente m"” = m (mod ¢), donde m"™ = m (mod N). Essas tarefas sao rela-
tivamente rapidas computacionalmente. Mais precisamente, veremos a seguir que
existem algoritmos polinomiais para testar primalidade, assim como para as de-
mais operagOes necessarias (veja o capitulo 7, especialmente a secdo sobre o teste
de Agrawal, Kayal e Saxena que garante que testar primalidade de um niumero da
ordem de N leva tempo no méximo polinomial em log ).

Se existem algoritmos polinomiais para testar primalidade, nao é verdade que
sejam conhecidos algoritmos polinomiais (e deterministicos) para obter primos “no-
vos” de uma determinada ordem de grandeza. Pelo teorema dos niimeros primos
(capitulo 5 e apéndice A), para todo N grande, a probabilidade de um niimero es-
colhido ao acaso entre N e 2N ser primo é (1 + 0o(1))/log N, o que implica que, se
testarmos C'log N nuimeros ao acaso entre N e 2V, a probabilidade de algum deles
ser primo é da ordem de 1 — exp(—C(1 4+ o(1))), que estd muito perto de 1 para C
grande. Se ao invés de sortear niimeros procurarmos o menor primo maior ou igual
a N (testando um por um) entao, novamente pelo teorema dos niimeros primos, em
média o nimero de tentativas serd da ordem de log(n). Entretanto, hd gaps bem
maiores do que log N e sabe-se muito pouco sobre o tamanho dos gaps (para um
primo p, o gap g(p) é igual a ¢ — p onde ¢ é o menor primo maior do que p). Por
exemplo, Harald Cramér conjectura que g(p) < C(log(p))? (para algum C > 0; [3]):
se isto for verdade entdo o algoritmo proposto acima é realmente polinomial. Pode
ser que outra estratégia permita encontrar primos sem demonstrar esta conjectura,
mas nada de tempo polinomial é conhecido. H4 um projeto Polymath sobre este as-
sunto: veja o preprint [17] e as paginas indicadas juntamente nas referéncias. Ainda
assim, podemos considerar que o problema de obter primos é razoavelmente facil e
rapido para aplicagoes praticas pois ai devemos permitir algoritmos que dependem
de sorteios e que obtém o que é pedido em tempo polinomial com probabilidade
quase igual a 1. No interessante artigo de divulgacao [20] é discutido o problema
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de gerar primos grandes, e em particular é apresentado um algoritmo que funciona
em muitos casos e gera primos grandes cuja primalidade pode ser verificada por
critérios bem mais simples que o teste de Agrawal, Kayal e Saxena, como o teste de
Pocklington (veja o capitulo 7).

Nao se conhecem algoritmos polinomiais para fatorar inteiros (grandes). A mai-
oria dos especialistas duvida que exista tal algoritmo mas é preciso enfatizar que
a nao-existéncia de um tal algoritmo nao é um teorema. Mais do que isso, a nao-
existéncia de tal algoritmo implica diretamente em P # NP (um dos mais impor-
tantes problemas em aberto da matemdtica) mas P # NP nao parece implicar a
nao existéncia do algoritmo.

Existe ainda a possibilidade de que nao exista um algoritmo rapido, mas que
ainda assim exista uma mdquina (no sentido literal) capaz de fatorar inteiros rapida-
mente. De fato, a mecanica quéantica parece permitir a construgao de um computa-
dor quantico e Peter Shor encontrou um “algoritmo” que permite a um computador
quantico fatorar inteiros em tempo polinomial [23]. Até 2010 foram construidos
computadores quanticos minimos, suficientes para fatorar o nimero 15 pelo algo-
ritmo de Shor mas insuficientes para nitimeros maiores [16]. Nao é claro se serd
possivel construir computadores quanticos maiores.

Resumindo, a criptografia RSA é eficiente e segura pois é muito mais rapido
achar primos grandes do que fatorar nimeros grandes e ele é bastante utilizado
para encriptar mensagens transmitidas pela internet. Para mais informacoes sobre
a criptografia RSA, veja [2].

Problemas Propostos

1.28. Demonstrar que
(a) 61 ]20% — 1.
(b) 13| 270 4 370,

1.29. Encontrar os 4iltimos trés digitos de 32009

em notagao decimal.
1.30. Verificar se 987654321 ¢ divisivel por 9, 11, 13, 17 ou 19.
1.31. Calcule o resto da divisio de 22°°" por 97.

1.32. Determine um valor inteiro positivo de k tal que 5* = 97 (mod 101).

1.33. Demonstrar que todo mumero palindromo com wm numero par de digitos é
divistvel por 11. O que acontece com os numeros palindromos com wm nimero impar
de digitos?

1.34. Encontrar todos os numeros N de trés digitos em representacao decimal, tais
que N € divisivel por 11 e além disso N/11 € igual ¢ soma dos quadrados dos digitos

de N.

1.35. Mostre que o digito das dezenas de qualquer poténcia de 3 € um numero par
(por exzemplo, o digito das dezenas de 35 =729 ¢ 2).

1.36. Mostre que, para todo n > 0, vale que 13 | 72" +1 4 627 +1,

1.37. Mostre que

a'? =b" (mod 91) <= mdc(a,91) = mdc(b, 91).
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1.38. (P. Sabini) Mostre que entre os nimeros da forma

14, 144, 1444, 14444, 144---44,...

0s tinicos quadrados perfeitos sdo 144 = 122 ¢ 1444 = 382.

1.39. Seja f : Nog — N uma fungdo definida do conjunto dos inteiros positivos no
conjunto dos numeros naturais tal que

(a) £(1)=0;
(b) f(2n) = 2f(n) + 1;
(¢) F(2n+1) = 2f(n).

Utilize a representacdo em base 2 de n para encontrar uma formula nao recursiva

para f(n).

1.40. Mostre que todo nimero racional positivo pode ser escrito de maneira unica
na forma

a1 ag Qg
ST ]
onde:
0<a;, 0<ay<2, 0<a3<3, ..., O0<ap<k.

1.41 (OBM1991). Demonstrar que existem infinitos multiplos de 1991 que sdo da
forma 19999 ...99991.

1.42 (IMO1983). E possivel escolher 1983 inteiros positivos distintos, todos menores
que 10°, tal que ndo existam trés que sejam termos consecutivos de uma progressio
aritmética?

Dica: Usar base 3.
1.43. Seja S(n) a soma dos digitos de n. Encontrar S(S(S(225 +1))).

1.44 (Chi2003). Encontrar todas as ternas (d,m,n) de inteiros positivos tais que
d™ + 1 divide d™ 4 203.

1.45. Seja p > 2 um numero primo. Demonstrar que

1.46 (AusPol1996). Mostrar que nao existem inteiros nao negativos m,n tais que
m! +48 = 48(m + 1)n

1.47. Seja p um nidmero primo. Demonstrar que (p — 1)! 4+ 1 é uma poténcia de p
se, e s0 se, p=2, 3 ou 5.

1.48. Demonstrar que para todo nimero primo p > 3, o numero (7;17) —n € divisivel
por p3T7 onde p” € a maior poténcia de p que divide n.

1.49. Demonstrar que

1<k<n
mdc(n,k)=1

1.50. Demonstrar que se mdc(a,b) = 1, entdo todos os divisores primos de a® + b?
sao da forma 4k + 1.

Dica: Utilize o teorema de Fuler-Fermat.
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1.51. Demonstrar que existem infinitos primos da forma 4k + 1.

1.52. Sejam m, n inteiros positivos. Demonstrar que 4mn —m —n nunca pode ser
0 quadrado de um nimero inteiro.

1.53 (IMO1985). Seja d um ndmero positivo distinto de 2, 5 e 13. Demonstrar
que € possivel encontrar dois numeros diferentes a e b que pertencam ao conjunto
{2,5,13,d} tais que ab— 1 ndo é um quadrado perfeito.

1.54. Demonstrar que se p | (a? — bP), entdo p? | (aP — bP).

1.55 (IMO1984). Encontre todos os pares de inteiros positivos a,b tais que ab(a+b)
ndo é divisivel por 7, mas (a +b)" —a” — b7 é divisivel por 77.
(a+b)7" —a” —b" = Tab(a + b)(a® + ab + b*)2.

1.56 (OIbM2001). Demonstrar que para cada inteiro positivo n existe um inteiro m
tal que 2™ tem no minimo 2n—1 zeros entre seus tltimos n algarismos em notacdio

3
base 10.

1.57 (IMO2003). Seja p um nimero primo. Demonstre que existe um primo q tal
que para todo n, o numero nP — p nao ¢ divisivel por q.

1.58 (IMO1979). Sejam m e n inteiros positivos tais que
1 1

m_ 1+1 1+ N
n 2 3 4 1318 = 1319°

Mostrar que m € divisivel por 1979.

1.59. Seja p um numero primo impar e sejam a e b inteiros nao divisiveis por p
tais que p | a — b. Mostrar que p* | a® — b" <= p* | n(a —b).

1.8 Polinomios

Dado um anel comutativo K, definimos o anel comutativo K[z] como sendo o
conjunto das expressoes da forma f(x) = ap+ a1z + asx®+ -+ anz™ coma; € K,
chamados de polinémios com coeficientes em K. A soma e o produto em Klz] sao
definidos da maneira usual: dados f(z) = >, a;z’ e g(x) = Y, biz" elementos de
K|[z] temos

F@) +g(2) =D (ai + bi)a's

K2

f(@)-g(@) 3 e onde = Y aiby.
k

i+j=k

Definimos o grau deg f(x) de um polindmio f(z) = ag + a1z + azx® + -+ + a,a"
como sendo o maior ¢ tal que a; # 0; o grau do polinémio nulo 0 é definido como
sendo —oo. Tal convengao visa a tornar validas as seguintes identidades para todos
os polinémios f(x), g(x) € K[x]:

deg(f(z) - g(x)) = deg f(x) + degg(z) e
deg(f(z) + g(x)) < max{deg f(z), deg g(x)}.

O coeficiente do termo de maior grau de um polindmio é chamado de coeficiente
lider. Um polinémio cujo coeficiente lider é igual a 1 é chamado de mdnico.
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Observe que nas defini¢oes acima x é um simbolo formal e ndo um elemento de
K. Apesar disso, cada polinomio f(z) = ag + a1z + asx? + - - + a,z" define uma
fungao polinomial

[ K=K

ch(C):a0+a16+a202+...+ancn

também chamada de f. A distin¢ao entre um polinémio e uma fungdo polinomial é
bem ilustrada pelo polinémio f(z) = 2P —z € (Z/(p))|z]: este polinémio é ndo nulo
pois seus coeficientes sdo ndo nulos, mas para todo ¢ € Z/(p) temos f(c) = 0 pelo
pequeno teorema de Fermat. Dado um polinémio f(z) € Klz], qualquer ¢ € K tal
que f(c) =0 é chamado de raiz ou zero de f(x).

Como veremos nesta se¢ao, polindomios guardam muitas semelhangas com ntime-
ros inteiros. Por exemplo, podemos definir divisibilidade de polindmios de maneira
completamente andloga: d(z) | f(x) em K[z] se, e sé se, existe g(r) € K[x] tal que
f(x) =d(z) - g(x). Temos também uma generalizacdo da divisao euclidiana:

Proposicao 1.48 (Algoritmo da divisao). Seja K um corpo. Dados polinémios
f(z),g9(x) € K[z], com g(x) # 0, existem q(z),r(x) € K|x] (chamados respectiva-
mente de quociente e resto da divisao de f(x) por g(x)), unicamente determinados,
tais que

f(@) =q(z)-g(x) +r(x) com degr(z) < degg(z).

DEMONSTRAGAO: Sejam n = deg f(z) e m = degg(x). Para demonstrar a exis-
téncia de g(x) e r(x), procederemos por inducdo sobre n. Note que se m > n,
entdo basta tomar g(xz) = 0 e r(z) = f(x), logo podemos supor que m < n. Se
n=m =0, entdo f(z) = a e g(x) = b sdo ambos constantes nao nulas, logo basta
tomar g(x) = a/b e r(xz) = 0 neste caso.

Agora suponha que n > 1. Escreva f(z) = anz™ + fi1(x) e g(x) = bpa™ + g1(z)
com a, # 0, b, # 0 e deg f1(z) < n, degg1(z) < m. Observemos que o polindémio
f(@) = g=a"~"g(z) = fi(z) — §=2""™g1(z) é de grau menor que n. Por hipétese

r(

de indugg,o existem dois polinémios q(x) e r(z) tais que

fz) - %In’mg(fv) =q(x)g(z) +r(z) com degr(z) < degg(xr).

an

b7n

Logo podemos escrever f(x) = (
demonstrar.
Para demonstrar que os polinémios g(x) e r(x) s@o unicos, suponha que

"M +q(z))-g(x)+r(x), que era o que se queria

f(@) = q(z)g(z) + ri(z) = g2(2)g(x) + r2(2)
com ¢q1 () # q2(x) e degri(z),degra(x) < degg(z). Entdo ro(z) —ri(z) = (1 (x) —

¢2(z))g(x) # 0 é um multiplo de g(x) de grau estritamente menor do que deg g(z),
o que é um absurdo. O

Corolério 1.49. Seja K um corpo, f(z) € K[z] e a € K. Entdo
x—a| f(x) <= f(a)=0.
DEMONSTRAGAO: Como deg(x — a) = 1, dividindo f(x) por  — a temos que

f(z) = (r—a)q(x)+r com r € K. Assim, substituindo = por a, temos que f(a) =r
donde o resultado segue. O
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Proposicao 1.50. Seja K um corpo. Um polinémio f(x) € K[z] nao nulo de grau
n tem no mdximo n raizes em K.

DEMONSTRAGAO: A demonstragao é feita por indugdo em n = deg f(z); os casos
n =0en =1 sao triviais. Se f(x) tivesse n + 1 rafzes distintas aq, ..., a,t1, entao
f(z) = (x — ant1)g(x) para algum g(x) € KJz]| pelo coroldrio anterior. Assim,
para ¢ # n + 1, terfamos 0 = f(a;) = (a; — any1)9(a;) = g(a;) = 0 pois
(a; — ant1) # 0 é invertivel em K. Logo g(z), de grau n — 1, teria n raizes distintas
ai,...,ay, contradizendo a hipdtese de indugao. O

Note que o teorema anterior é falso se K nao é um corpo. Por exemplo, o
polinémio f(r) = x? — 1 € Z/8Z[x] tem 4 rafzes em Z/87Z, a saber 1,3,5,7.

Vejamos uma aplicagao dos resultados anteriores quando K = Z/(p), p primo.
A primeira é uma nova demonstragdo do teorema de Wilson:

Teorema 1.51. Seja p um primo. Considere a fun¢do simétrica elementar o; em
1,2,...,p—1 dada pela soma de todos os (pzl) produtos de i termos distintos dentre
1,2,...,p—1:

or=1+2+---+(p—-1)
o2=1-2+1-34+---+(p—-2)(p—1)

op1=1-2-...-(p—1).

Entao o1,...,0,—9 sdo todos miltiplos de p e op—1 = (p—1)! = —1 (mod p) (teo-
rema de Wilson).

DEMONSTRAGAO: Pelo teorema de Fermat e pela proposicao anterior, temos que
1,2,...,p — 1 sdo todas as rafzes de zP~! —1 em Z/(p). Logo aplicando o corolario
e comparando coeficientes lideres obtemos a fatoragao

P T=(z-T)(x-2)-...-(x—p—1).
Mas o polinémio do lado direito é igual a 2P~ —512P =2 +GoxP 3 —- - -4 (—1)P715,_1.
Comparando coeficientes, obtemos o resultado. O

Seja K um corpo. Podemos considerar também congruéncias de polinémios em
Klz]: se a(z),b(x), m(x) € K|x], escrevemos

a(z) =b(z) (mod m(z)) <= m(z) | a(z) — b(z).

As mesmas demonstracoes do caso inteiro mostram que as congruéncias médulo
m(z) definem uma relacao de equivaléncia em Klx] compativel com as operagoes
de soma, subtracdo e produto. Assim, podemos formar o anel quociente

Klz]
(m(x))

cujos elementos sdo os conjuntos da forma

a(x) def {b(z) € K[z] | b(x) = a(z) (mod m(z))}

e as operagoes no anel quociente sao dadas por

f@) +9@) € F@) rg@) e @) g@) @) g@)
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sendo independentes das escolhas dos representantes de classe f(z) e g(z). Se
deg m(xz) = n, um sistema completo de residuos médulo m(x) é dado pelos poliné-
mios de grau menor do que n (os possiveis restos na divisdo euclidiana por m(z)):

{ap +ayx +---+apz" ' a; € K}

Em particular, % é infinito se K também o é.

m(x
Exemplo 1.52. Determine o resto da divisdo de (x+1)?°*° por 22 +z+1 em Q[z].

SoLUGAO: Multiplicando por  — 1 a congruéncia 22 +x+1 =0 (mod z2+x+1),

obtemos 73 =1 (mod x? + z + 1). Assim, temos

(x+1)> =2 (mod z? 4z +1)
— (m + 1)2010 = £E1005 _ ($3)335 (mod [L’2 L+ 1)
— (z+ 1% =1 (mod z*+z+1)

Assim, o resto da divisao é 1. O

Podemos tentar definir o mdc d(z) de dois polinémios f(z) e g(z) (com f(x) # 0
ou g(x) # 0) de maneira andloga ao mdc de inteiros, tomando o polindémio d(x) de
maior grau que divide f(x) e g(x) simultaneamente. Entretanto, d(z) nao estd bem
determinado, pois qualquer miltiplo ¢ - d(x) com ¢ # 0 constante ainda satisfaz as
condigoes acima. Para evitar esta ambiguidade, definimos o mdc de f(x) e g(x) como
sendo o polinémio mdnico de maior grau que divide f(z) e g(x) simultaneamente.
Analogamente, define-se o mmc de f(z) e g(z) (com f(z) # 0 e g(z) # 0) como o
polinémio ménico de menor grau que é divisivel tanto por f(z) como por g(z).

A divisdo euclidiana permite estender resultados de Z para K[x] de maneira
quase trivial. Por exemplo, temos

Teorema 1.53 (Bachet-Bézout). Seja d(x) o mdzimo divisor comum de dois polino-
mios f(z) e g(z). Entdo existem dois polinomios m(z) e n(z) tais que f(x)m(z) +
g(x)n(z) = d(z).

DEMONSTRAGAO: Andloga ao teorema 1.7; como naquele teorema d(x) serd o
polinémio moénico de menor grau no conjunto

def

I(f,9) = {f(@)m(z) + g(x)n(x) | m(z),n(z) € Klz]}.

O

Definicao 1.54. Seja K um corpo. Dizemos que um polinémio nao constante
f(z) € K[x] é irredutivel em Klz] se f(x) nao € o produto de dois polinémios em
K{[z] de graus estritamente menores do que deg f(x).

Polinémios irredutiveis fazem o papel de niimeros primos para polinémios. Por
exemplo, 22 + 1 € R[z] ¢ irredutivel em R[z], pois caso contrario ele poderia ser
escrito como produto de polinémios de grau 1 em R[z], contradizendo o fato de
22 +1 = 0 nao possuir raizes reais. Por outro lado, 22+ 1 é redutivel em C[z] j4 que
22 +1 = (x —1i)(z+1i). Isto mostra que irredutibilidade é um conceito que depende
do anel de polinomios sobre o qual estamos trabalhando.

Os exemplos mais evidentes de polinémios irredutiveis em K[z] sdo os lineares
monicos, i.e., os da forma x — a, a € K. Quando estes sdo o0s unicos polindmios
irredutiveis em K[z] dizemos que o corpo K é algebricamente fechado. Observe que
em geral polindmios de graus 2 ou 3 sao irredutiveis em K[x] se, e somente se, nao
tém raizes em K.

A partir do teorema de Bachet-Bézout, como no caso dos inteiros, obtemos (c.f.
proposi¢io 1.10 e teorema 1.16):
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Proposicao 1.55. Seja K um corpo e sejam p(z), a1(z), ... am(z) € K[z] com p(x)
irredutivel em K[z]. Se p(x) | a1(z) - ...  am(x), entao p(x) | a;(z) para algum i.

Teorema 1.56 (Fatoragao Unica). Seja K um corpo. Todo polinémio nao nulo em
K|[z] pode ser fatorado como um produto de polinémios irredutiveis em Klx]; esta
fatoracao € unica a menos da ordem dos fatores e multiplicagcdo por constantes nao
nulas.

Outra importante consequéncia do teorema de Bachet-Bézout é o seguinte (c.f.
teorema 1.37)

Teorema 1.57. Seja K um corpo e f(x) um polinomio irredutivel em K[x]. Entao
Klz]/(f(x)) é um corpo.

DEMONSTRAGAO:  Assim como na demonstragao de que Z/pZ é um corpo para
p primo, a dificuldade aqui é mostrar que todo elemento a(x) # 0 é invertivel em
Klz]/(f(x)). Temos que mdc(a(x), f(x)) = 1 pois f(x) é irredutivel e f(x) nao
divide a(x), caso contrério terfamos a(x) = 0. Logo, pelo teorema de Bachet-

Bézout, existem r(z), s(z) € K[z] tais que

a(x)r(z) + f(x)s(z) =1 = a(x)r(z) =1 (mod f(x))

Portanto r(z) é o inverso multiplicativo de a(z). ]

Por exemplo, seja K = Z/(2) e f(z) = 2 +  + 1 € K[z]. Temos que f(z) é
irredutivel pois ele tem grau 2 e ndo possui raizes em K. Assim, K[z]/(f(x)) é um
corpo, que possui 4 elementos. As tabelas de adi¢do e multiplicagao deste corpo sao
as seguintes:

+ ‘ 0 1 T z+1
0 0 1 T r+1
1 1 0 z+1 T
T T r+1 0 1
z+1|z+1 T 1 0
0 1 T z+1

0 0 0 0 0

1 0 1 T r+1

T 0 T z+1 1

x+1|0 z+1 1 T

Encerramos esta secao com um importante critério de irredutibilidade para po-
linébmios com coeficientes inteiros. Primeiro, precisamos de uma

Definicao 1.58. Um polinémio ndo nulo f(x) € Z[x] € dito primitivo se o mdc de
seus coeficientes € 1.

Lema 1.59. O produto de dois polinémios primitivos é primitivo.

DEMONSTRAGAO: Sejam g(z) e h(x) dois polindémios primitivos. Seja p um primo
e suponha por absurdo que p divida todos os coeficientes de g(z)h(z). Assim, em
7./pZ]x] terfamos que g(x)h(x) = g(x)h(z) = 0, onde a barra denota o polindémio
obtido reduzindo-se seus coeficientes médulo p. Por outro lado, g(z) # 0 e h(z) # 0,
j& que por hipé6tese p nao divide todos os coeficientes de g(x) e o mesmo para h(z).
Assim, temos uma contradicdo pois Z/pZ[z] é um dominio, isto é, o produto de
dois polindémios nao nulos em Z/pZ[x] é diferente de zero (de fato, olhe por exemplo

para os coeficientes lideres e use o fato de que Z/pZ é um corpo). O
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O lema anterior é o passo essencial na prova do famoso lema de Gaufl, que
permite reduzir a questdo da irredutibilidade de um polindémio em Q[z] para a
mesma questao em Z|zx].

Teorema 1.60 (Lema de Gaufl). Seja f(x) € Z[x] wm polinémio primitivo nao
constante. Entao f(x) é irredutivel em Q[z] se, e somente se, f(x) € irredutivel
em Z[z] (isto €, nao podemos escrever f(z) = g(z)h(z) com g(x),h(x) € Z[z] ndo
constantes).

DEMONSTRAGAO: E claro que se f (x) é irredutivel sobre Q[z], entao ele é irreduti-
vel sobre Z[z]. Reciprocamente, suponha por contradigdo que f(x) seja irredutivel
sobre Z[z] mas que f(z) = g(x)h(x) com g(x), h(z) € Q[z], ambos nado constantes.
Multiplicando esta ultima igualdade por um inteiro conveniente d > 0, podemos
escrever

d- f(x) =e-go(z)ho(w)

com go(x), ho(x) € Z[z] primitivos e e € N. Como f(x) e go(z)ho(x) (pelo lema
anterior) sdo primitivos, temos que d é o mdc dos coeficientes de d - f(x), enquanto
que e é o mdc dos coeficientes de e-gg(z)ho(z). Logo d = e e assim f(x) = go(z)ho(z)
é redutivel sobre Z[z], uma contradigao. ]

Finalmente, para polinémios em Z[z|, podemos aplicar o

Proposicao 1.61 (Critério de Eisenstein). Seja f(x) = apz™+---+a1x+ag € Z[z]
um polinémio primitivo nao constante. Suponha que exista um nidmero primo p tal
que ptan, p|aj para todo 0 < j <n ep®tag. Entao f(z) € irredutivel em Z[z].

DEMONSTRAGAO: Suponha por absurdo que f(x) é redutivel, i.e., existem g(z), h(z) €
Z[z] tais que f(z) = g(x)h(z) e 0 < degg(z),degh(x) < n. Em Z/pZ[x], temos
entdao f(r) = g(z)h(x), onde a barra denota o polinémio obtido reduzindo-se os
seus coeficientes médulo p. Porém, como p | a; para todo 0 < j < n, temos que

f(z) = @,x™ e portanto, pela fatoracao tinica em Z/pZz] (teorema 1.56), devemos
ter g(x) = ba' e h(z) =cx? com 0 < i,j <n,i+j =neb-¢=a,. Mas isto significa
que os coeficientes de 2° em g(x) e h(z) sdo multiplos de p, e como f(x) = g(x)h(x),

que ag é miltiplo de p?, absurdo. O

Exemplo 1.62. Seja p um primo. Demonstrar que o polinémio f(x) = xP~! +
2P72 4+ + 1 € irredutivel em Q[z].

SOLUGAO: Pelo lema de Gauf}, basta provar a irredutibilidade sobre Z[z] e para

isto utilizaremos o critério de Eisenstein. Observemos que f(z) = ””::11, logo
1P —1
f(x+1):u S (p)xp—2+...+ ( p )
T 1 p—1

e, com excecao do coeficiente lider, todos os coeficientes deste polinémio sao mul-
tiplos de p, sendo que o termo independente (pf 1) = p ndo é multiplo de p?. Pelo
critério de Eisenstein, f(z + 1) é irredutivel em Z[z] e, portanto, f(z) também o
é. O

Observagao 1.63. Ezistem polindomios primitivos irredutiveis f(x) € Z[x] mas que
sdo redutiveis médulo p para todo primo p, por evemplo f(x) = x*—1022+1 (veja o
exemplo 2.10). Por outro lado, se f(x) € Z[x] admite raiz mddulo p para todo primo
p suficientemente grande, entao f(x) possui raiz em Z! Veja o excelente artigo de
Serre [21] para uma demonstragdao deste fato.
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Problemas Propostos

1.60. Seja f(z) € Clz] um polinémio que deiza restos 10 e 1 quando dividido
por x — 1 e © — 10 respectivamente. Encontrar o resto de f(x) na divisdo por
(x —1)(z — 10).

1.61. Seja 8 € R e n um inteiro positivo. Calcule o resto da divisdo do polinémio
(cos@ + xsin0)"™ € R[z] por z? + 1.

1.62. Seja f(x) = ana™ + -+ + ap € Z[x] um polinémio de grau n. Mostre que se
p/q € uma raiz racional de f(x), com p,q € Z emdc(p,q) =1, entdop | ap e q | ap.

1.63 (IMO1993). Seja f(x) = 2" +5x" 1 +3 onde n > 1. Demonstrar que f(z) ndo
pode se expressar como produto de dois polindmios nao constantes com coeficientes
inteiros.

1.64. Seja o uma raiz de x® — 3z + 1 = 0. Mostre que o — 2 também é uma raiz
deste polinomio.

1.65. Encontrar todos os pares (¢, P(x)) onde ¢ é um real e P(x) é um polinémio
nao nulo tal que

Pt +a2? +2)= (a5 + 25 + o' + 23 + 22 + 2 + 1) P(cx).

1.66 (AusPol1998). Encontrar todos os inteiros positivos n e m tais que todas as
solugoes de x3 — 1722 + mx — n? = 0 sdo inteiras.

1.67. Dados z,y € N, defina a := z(y+1)— (y!'+1). Mostre que imagem da fungao
f: N x N — N dada por

Flaw) = Lot (10 1]~ (@~ 1) +2

€ exatamente o conjunto dos numeros primos.

1.68. Prove a seguinte modificagio do Critério de FEisenstein: seja
f(x) = apz™ + -+ + a1z + ap € Zlx] um polindmio primitivo nao constante e
sem raizes racionais. Suponha que exista um ndmero primo p tal que p{ an, p | a;
para todo 0 < j <mn e p?{ay. Entio f(x) € irredutivel em Z[z].

1.69. (Zagier) Dado um nimero primo, associe a ele um polinémio cujos coefici-
entes sdo os digitos decimais desse primo (por exemplo, 923 + 422 + 3 para o primo
9403). Mostre que este polindmio € sempre irredutivel em Z[x].

1.70. Encontrar todos os valores de k para os quais o polinémio x>t +z +1 €
diwvistvel por z* + z + 1.

1.71 (IMO2002). Encontrar todos os pares de inteiros m,n > 2 tais que existam
infinitos valores de k para os quais

Em+k—1
kn 4+ k2 —1

€ inteiro.
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1.9 Ordem e Raizes Primitivas

Dado @ € (Z/nZ)*, definimos a ordem de @, denotado por ord @, como o menor
inteiro t > 0 tal que @’ = 1 em Z/nZ. Se a,n € Z com mdc(a,n) = 1, definimos a
ordem de a mddulo n, denotado por ord,, a, como a ordem de @ € (Z/nZ)*. Note
que pelo teorema de Euler-Fermat, temos que ord, a < ¢(n). Se ord,a = ¢(n),
dizemos que a é raiz primitiva mddulo n. Por exemplo, 2 é raiz primitiva médulo
5, pois 2! =2, 22 =4, 23 = 8, 2* = 16, que é a primeira poténcia de 2 congruente
a 1 médulo 5 e 4 = p(5).

O resultado béasico mais importante sobre ordem ¢é a seguinte

Proposigao 1.64. Temos que a® =1 (mod n) se, e s6 se, ord, a | t.

DEMONSTRAGAO: Como a®*%» % =1 (mod n), para todo k € N tem-se a*°'dn @ =1
(mod n). Por outro lado, se a® = 1 (mod n), pelo algoritmo da divisdo existem
inteiros ¢ e r tais que 0 < r < ord, a e t = gord,, a + r. Portanto

1= at _ aqordn atr _ (aordna)q ca" =a” (mod n)

Ou seja, a” = 1 (mod n). Pela minimalidade de ord, a, temos que r = 0, i.e.,
ord, a | t. O

Corolario 1.65. ord, a | ¢(n).
Exemplo 1.66. Demonstrar que n | ¢(a™ — 1) para todo inteiro positivo a > 1.

SoLUGAO: J4 que mdc(a,a™ — 1) = 1, pelo teorema de Euler-Fermat temos que
a¥@"=1) =1 (mod a™ — 1); por outro lado, n é a ordem de a médulo a™ — 1 ja que
a”=1 (mod a”—1)ese0 <t <ntemos0<al—1<a"—1eassima™—1%al—1.
Pela proposigao, temos portanto n | ¢(a™ — 1). O

Exemplo 1.67. Demonstrar que ndo existe um inteiro n > 1 tal que n | 2™ — 1.

SOLUGAO: Suponhamos o contréario; seja p o menor divisor primo de n e r = ord, 2.
Sabemos que 2" = 1 (mod p) e além disso, pelo teorema de Fermat, 2°P~1 = 1
(mod p).

Portantor | ner | p—1, o que implica que r | mde(n, p—1). Mas mde(n,p—1) =
1 pois p é o menor divisor primo de n e assim os divisores primos de p—1 sao menores
que os divisores primos de n. Isto mostra que r = 1, isto é 2! =1 (mod p), donde
p | 1, uma contradicao. O

Exemplo 1.68. Sejam a, m e n inteiros positivos; defina m' e n' por m =
mde(m,n) -m’ e n =mdc(m,n)-n', de modo que mde(m’,n’) = 1. Mostre que

mde(m.n) 1 sem/ en' sdo émpares.

mdc(a™ 4+ 1,a™ + 1) = sem’ +n' ea sio fmpares.

—_ N9

sem’ +n' é impar e a € par.
SoLugAo: Como
mdc(am +1,a" + 1) _ mdc((amdc(m,n))m’ 1, (amdc(m,n))n/ i 1)7

o resultado no caso geral seguird do caso em que mdc(m,n) = 1. Assim, vamos
supor m e n sdo primos entre si e seja d = mdc(a™ + 1,a™ 4 1). Temos

a”= -1 (mod d) . a® =1 (mod d)
a™=-1 (mod d) a® =1 (mod d)

= ordga | mde(2n,2m) = 2.
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Assim, a®> = 1 (mod d). Digamos que m seja fmpar (como estamos supondo
mdc(m,n) = 1, ndo podemos ter m e n ambos pares), de modo que

a- (@M V2 =¢g"=_-1 (modd) = a=-1 (mod d)
<~ d|a+1.

Se n é impar também, entdo d =a+1jdquea+1|a™ +1ea+1]|a™+1 neste
caso (utilize a fatoracio a™ +1 = (a + 1)(a™ ' —a™ 2 +a™ 3 —..-+1)oua
implicacdo a = —1 (mod a +1) = a™ = —1 (mod a + 1)). Por outro lado, se n
é par, temos

(a®)"?=a"=—-1 (modd) = 1=-1 (mod d)
= d=1oud=2.

O caso d = 2 ocorre se, e s6 se, a”™ + 1 e a™ + 1 sao ambos pares, ou seja, quando a
é impar. Isto encerra a andlise de casos e com isso o problema. O

Uma outra caracterizacao de raiz primitiva é dada pela

Proposigao 1.69. O mimero a é raiz primitiva médulo n se, e somente se, {a’,t €
N} = (Z/nZ)*.

DEMONSTRAGAO: Para todo a € Z com mdc(a,n) = 1 temos {a’,t € N} C
(Z/nZ)*. Note que {a',t € N} = {1,a,a>,...,a°"4 %1} é um conjunto com ord,, a
elementos. De fato, para qualquer ¢t € N temos @’ = a@” onde 7 é o resto na divisao
de t por ord,, a; por outro lado, os elementos 1,a,a>, ..., a" 4 *~1 sdo distintos pois
caso @' =a’ com 0 <i < j<ord,a, entdio@ *=1com0< j—i<ord,a, oque
é absurdo.

Assim, {@',t € N} = (Z/nZ)* se, e s6 se, mdc(a,n) =1 e ord, a = p(n), isto &,
se, € sO se, a é uma raiz primitiva médulo n. O

Corolario 1.70. Se m divide n e a € raiz primitiva mddulo n, entdo a € raiz
primitiva modulo m.

DEMONSTRAGAO: Como o mapa natural (Z/nZ)* — (Z/mZ)* que leva x mod n
em x mod m é sobrejetor, temos que se as poténcias de a mod n cobrem todo o
(Z/nZ)*, entdo as poténcias de a mod m também cobrem todo o (Z/mZ)*. Pela
proposicao, isto implica o corolério. O

Raizes primitivas sao muito uteis em diversas questoes de Teoria dos Ntumeros.
Entretanto elas nem sempre existem para qualquer médulo n. O resto desta segao
é dedicado a provar o seguinte importante

Teorema 1.71. FEziste alguma raiz primitiva modulo n se, e s6 se, n =2, n =4,
n=p* oun = 2p* onde p € primo impar.

A demonstragao deste teorema é longa e é composta de varios passos. Comeca-
mos com a seguinte

Proposicao 1.72. Se k > 3, entdo ndo existe nenhuma raiz primitiva mddulo 2%,

DEMONSTRAGAO: Pelo coroldrio anterior, basta provar que nao existe raiz primi-
tiva médulo 8, e isso segue do fato de que se mdc(a,8) =1, isto é, a =2r+1,r € N,
entdo a? = 4r(r +1)+1 =1 (mod 8) (sendo 7(r + 1) par, visto que é o produto
de dois nimeros consecutivos). Assim, ndo hé elemento de ordem ¢(8) = 4 médulo
8. O
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Proposicao 1.73. Se n = ab, com a > 3 e b > 3 inteiros tais que mdc(a,b) = 1,
entao ndo existe raiz primitiva moédulo n.

—~

b)ea>3eb> 3, segue que p(a) e ¢(b)

DEMONSTRAGAO: Como ¢(n) = ¢(a)p
=1, entao temos

s@o pares (verifique!). Se mdc(k,n)

k22 — (pe1)/2)2(9) =1 (mod a) e
kP2 = (5#(@)/2)2(0) =1 (mod b).

Assim, k#(")/2 =1 (mod n) e portanto ord, k < p(n)/2 < ¢(n) para todo k primo
com n. O

Proposigao 1.74. Se p é um nimero primo e a € Z é wma raiz primitiva mddulo
p, entdo a ou a + p € raiz primitiva mddulo p?.

DEMONSTRAGAO: Por hipétese, ord, a = ord,(a + p) = ¢(p) = p — 1. Portanto
p—1] ord,2 a, pois a' = 1 (mod p?) implica a® = 1 (mod p). Além disso, como
ord,2 a | ¢(p?) = p(p—1), devemos ter ord,2 a = p—1 ou ord,2 a = p(p—1) = p(p?).
Do mesmo modo, ord,2(a +p) = p — 1 ou ordy2(a+ p) = p(p — 1) = ¢(p?). Basta
provar, portanto, que ord,2a # p — 1 ou ordy2(a + p) # p — 1. Suponha que
ordy2 a = p — 1. Portanto a?~! =1 (mod p?) e assim

~1 ~1
(a+p)f~ =a""+ (p 1 )“MH (p 2 )“Hp T
=1-pa’~? (mod p?).

Portanto (a + p)?~! ndo é congruente a 1 médulo p?, pois p? nao divide paP—?
(lembre-se de que mdc(a,p) = 1), donde ordy2(a+p) # p — 1. O

Proposicao 1.75. Se p é um nimero primo impar e a € raiz primitiva médulo p?,
entdo a € raiz primitiva médulo p* para todo k € N.

DEMONSTRAGAO: Como a?~! =1 (mod p), mas a’?~! ndo é congruente a 1 médulo
p? (j4 que a é raiz primitiva médulo p?), temos a?~! = 1 + byp, onde p nao divide
b1. Vamos mostrar por indugao que a? e = 1 4 bip®, onde p ndo divide by,
para todo k > 1. De fato, para k > 1 e p > 2 primo,

a?" P=D) = (14 bpp")P =1+ (‘ID brp® + <§) vip?t 4
=1+ p" by + pt)

para algum ¢ € Z e assim bp41 = by, + pt também nao é divisivel por p pois p 1 by.

Vamos agora mostrar por inducio que a é raiz primitiva médulo p* para todo
k > 2. Suponha que a seja raiz primitiva médulo pF. Como a® "+ % = 1
(mod pF+1) = %1% =1 (mod p*) temos

kfl(

P Hp—1) = p(p") = ordyr a | ordyeira | (p*T) = p*(p - 1).

F=1(p—1) ouord,rt1 a = p*(p—1) = p(pF*1), mas o primeiro

Portanto ordyr+1a =p
caso é impossivel pois a? ®~1) =1+ byp* com p 1 by. Logo ord, i+ a = p(pFt1)

e a é raiz primitiva médulo pFtt. O
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Por exemplo 2 é raiz primitiva médulo 5% para todo k > 1. De fato, 2 é raiz
primitiva médulo 5 e, como 2% = 16 # 1 (mod 25), 2 é raiz primitiva médulo
25 = 52 também. Portanto, pela proposicio anterior, 2 é raiz primitiva médulo 5
para todo k > 1.

Proposigao 1.76. Se p € primo impar e a € um inteiro impar tal que a € raiz
primitiva mddulo p*, entio a é raiz primitiva mdédulo 2p*. Em particular, se a é
raiz primitiva qualquer médulo p*, entdo a ou a + p* ¢ raiz primitiva mddulo 2p*
(pois um deles é impar).

DEMONSTRAGAO: Temos, como nas provas acima, o(p¥) = ordys a | ordg,ra e
ordgk a | ©(2p*) = o(p*), logo ordgpk a = ©(2p"). O

Para completar a prova do teorema 1.71, falta provar que se p é primo impar,
entao existe raiz primitiva médulo p. Para isto, precisamos de dois lemas.

Lema 1.77. 3, ¢(d) = n para todo n € N.

DEMONSTRAGAO: Seja d um divisor de n. A quantidade de a’s tais que 1 < a <n
e d = mdc(n,a) é igual a p(%5) pois d = mdc(n,a) <= d|ael=mde(%,9).
Como (%) conta justamente a quantidade de inteiros entre 1 e % (inclusive) que sdo
primos com 7, temos que -, ¢(7) = >_4, ¢(d) conta a quantidade de nimeros
a entre 1 e n (inclusive), particionados segundo os valores de mdc(a,n). O

Lema 1.78. Seja p um primo e d um divisor de p — 1. Defina N(d) como a
quantidade de elementos @ € (Z/pZ)* com orda = d. Entao N(d) < ¢(d).

DEMONSTRAGAO: Podemos supor que N(d) > 0, logo existe a tal que ord, a = d.
Logo @ = T e, para 0 < k < d, as classes de a* sdo todas distintas médulo p.
Como (@*)? = 1 e a equacdo 2¢ — T = 0 tem no méximo d raizes distintas em
7./pZ (pois Z/pZ é um corpo), suas raizes sio exatamente a*, 0 < k < d. Por
outro lado, se ord, a* = d, entdo mdc(k,d) = 1, pois caso r = mde(k, d) > 1, entdo
(a®)¥™ = (a®)*/" =1 (mod p), logo ord,(a*) < d/r < d. Desta forma,

{be (Z/p2)* | ord,b=d} C {a" |0 <k < de mde(k,d) =1},

portanto N(d) < ¢(d) (na verdade, os dois conjuntos acima sao iguais, como ficard
claro a partir da demonstragao da proposi¢ao abaixo). O

Proposigao 1.79. Se p é um primo, entao existe uma raiz primitiva mddulo p.

DEMONSTRAGAO: Para cadaa € (Z/pZ)*, tem-se ord,a | p—1 e portanto p—1 =
Zd|p—l N(d). Por outro lado, temos pelos dois lemas acima que

p—1=Y N@)< > ¢d=p-1

d|p—1 d|p—1

Logo devemos ter N(d) = ¢(d) para todo d. Em particular, N(p—1) = ¢(p—1) > 0,
logo existem raizes primitivas médulo p. O

Corolario 1.80. Seja p um primo. Para cada d | p — 1, existem exatamente p(d)
elementos em (Z/pZ)* com ordem d. Em particular, p possui exatamente o(p — 1)
raizes primitivas.

Com isto, encerramos a demonstracao do teorema 1.71. Vejamos algumas apli-
cagoes.
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Exemplo 1.81. Mostre que existe n natural tal que os mil dltimos digitos de 2™
pertencem a {1,2}.

SOLUGAO: Observamos inicialmente que para todo k € N existe um nimero my, de
k algarismos, todos 1 ou 2, divisivel por 2. De fato, m; = 2 e my = 12 satisfazem
o enunciado. Seja my = 2Fry, rp € N. Se rp é par, tome my; = 2x10% + my, =
2FHL(5k 411 /2), e se 4, é fmpar, tome my 1 = 108 + my, = 281 (5% + 1) /2.

Como myppo = 2 (mod 10), 5 nao divide ripoo = Fiis. Portanto, como 2 é
raiz primitiva médulo 51%°0 pela proposicao 1.75, existe k¥ € N com 2¥ = riggq
(mod 5'°%9). Logo 2% = 51990 4 1400 para algum b € N e assim

9k+1000 _ 511000 4 91000, - 4101000 4y oo

e as 1000 dltimas casas de 2811990 556 as 1000 casas de m1ggo, que pertencem todas
a {1,2}. O

Observagao 1.82. Um grupo G € chamado de ciclico se existe um elemento g tal
que G ={g" | n € Z}. O fato de p™ e 2p™, p primo impar, admitirem raizes primiti-
vas equivale a dizer que os grupos (Z/p"Z)* e (Z/2p"Z)* sao ciclicos, ou ainda que
hd isomorfismos de grupos
(Z)p"Z2)* =2 Z/p(p™) e (Z/2p"Z)* = Z/p(2p™) onde a operagao nos grupos da
direita € a adicdo.

O leitor nao deve ter dificuldades para adaptar a prova acima a fim de mostrar
que todo corpo K com um nidmero finito de elementos (tal como o construido no
exemplo apds o teorema 1.57) admite raiz primitiva, isto €, o seu grupo de unidades
K* =K\ {0} é um grupo ciclico.

Problemas Propostos

1.72. Encontrar as ordens de 2 e 5 modulo 101. Encontrar também todos os ele-
mentos de ordem 20 em (Z/1017)* .

1.73. Determine um elemento de (Z/99Z)* de ordem 30.

1.74. Determine todos os valores de n para os quais |(Z/nZ)*| = 24.
1.75. Determine um gerador de (Z/2427)*.

1.76. Demonstrar que 2n | p(a™ + 1) para todo inteiro positivo a.

1.77 (IMO1978). Sejam m e n inteiros positivos com m < n. Se os trés ulti-
mos algarismos de 1978™ sao os mesmos que os trés ultimos algarismos de 1978,
encontrar m e n tais que m + n assume o menor valor possivel.

1.78. Sejam d e n nidmeros naturais tais que d | 22" + 1. Demonstre que existe um
inteiro k tal que d = k27T + 1.

1.79. Seja k > 2 e ny,na,...,n, > 1 numeros naturais que tem a propriedade

no | (2™ —1), ng| (2™ —1),...,n | (2™ ' =1) e ng | (2™ —1)
Demonstrar que ny =ng = --- =ny, = 1.
1.80. Mostrar que x® — x + 1 ¢é irredutivel em Z/3Z[x]. Encontrar todas as raizes

7/3%[x]

primitivas do corpo finito @t D)
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1.81 (Teorema de Lagrange). Seja G um grupo com nidmero finito de elementos.
Seja H uwm subgrupo de G, i.e., um subconjunto de G tal que a,b € H — a-be H
ea€ H = a=' € H, de modo que o produto de G se restringe a H e faz de H
um grupo também.

(a) Mostre que os subconjuntos de G do tipo

g-H= {g-h|heH}

formam uma particao de G, ou seja, todo elemento de G pertence a algum g- H
equesegr-HNgy - H#D, entio g - H=go- H.

(b) Mostre que |g1- H| = |g2- H| para quaisquer g1, g2 € G e que portanto |H| divide
|G| (teorema de Lagrange).

(c) Seja g € G. Mostre que existe t > 0 tal que g¢ = e. Se ordg é o menor t
positivo com esta propriedade, mostre que

H ={g" |neN}
€ um subgrupo de G com ord g elementos.

(d) Aplicando o teorema de Lagrange ao subgrupo do item anterior, prove que g€l =
e para todo g € G. Observe que isto fornece uma nova prova do teorema de
Euler-Fermat no caso em que G = (Z/(n))*.

1.82 (APMO1997). Encontrar um n no conjunto {100,101, ...1997} tal que n di-
vide 2™ + 2.

1.83. Definimos a funcao de Carmichael A\: N — N como o menor inteiro positivo
tal que a™™ =1 (mod n) para todo a primo comn. Observe que, pelo teorema 1.71,
A(pY) = p'~Y(p — 1) para todo p primo impar. Mostrar que

(a) A\2) =1, A(4) =2 e A\(2') = 2!=2 para todo | > 3.

(b) Sen=pi*-...-pp* € a fatoragio em primos de n, entdo
A(n) = mme{A(pi™"), ..., A(pp*)}-

1.84 (IMO2000). FEziste um inteiro N divisivel por exatamente 2000 primos dife-
rentes e tal que N divide 2 + 19

Sim. Vamos construir indutivamente um inteiro N divisivel por exatamente k
primos distintos e tal que N | 2V + 1.

1.85 (IMO1990). Encontrar todos os nimeros naturais n tais que
n?|2" +1.
1.86 (IMO1999). Encontrar todos os pares (n,p) de inteiros positivos tais que p é

primo, n < 2p e (p — 1)" + 1 € divisivel por nP~1.

1.87 (Banco-IMO2000). Determine todas as triplas (a,m,n) de inteiros positivos
tais que a™ + 1| (a4 1)™.



Capitulo 2
Equacoes Mdédulo m

Neste capitulo estudaremos equagoes do tipo
f(z) =0 (mod m)

na variavel z, onde f(x) é um polindémio com coeficientes inteiros.

2.1 Equacoes Lineares Mdédulo m
Se mdc(a, m) = 1, como a é invertivel médulo m, a equagao
axr =b (mod m),

tem solucio tinica médulo m, dada por z = a¥"™~1h (mod m) (utilizando o teo-
rema de Euler-Fermat para encontrar o inverso de @ € Z/(m)). Assim, todas as
solucoes da equacdo acima sao da forma z = a?™~1b + km onde k € Z. No caso
geral, se mdc(a,m) = d > 1 temos que

axr=b (modm) = ar=>b (modd) < b=0 (mod d).

Logo uma condigao necessaria para que a congruéncia linear az = b (mod m) tenha
solugdo é que d | b. Esta condigdo é também suficiente, ji que escrevendo a = da’,
b=db e m =dm’, temos que

ar=b (mod m) < dxz=b (modm').

Como mdc(a’,m') = 1, h4 uma udnica solugao (a’)“"(m')*lb’ médulo m/, isto é,
hé d solucdes distintas médulo m, a saber 2 = (a/)?(™) =19 + km/ (mod m) com
0 < k < d. Note ainda que como resolver ax = b (mod m) é equivalente a resolver
a equacao diofantina linear ax + my = b, poderiamos também ter utilizado o teo-
rema de Bachet-Bézout e o algoritmo de Euclides para encontrar as solugoes desta
congruéncia linear como no exemplo 1.14. Resumimos esta discussao na seguinte

Proposigao 2.1. A congruéncia linear
axr =b (mod m)

admite solugao se, e somente se, mdc(a, m) | b. Neste caso, hd exatamente mdc(a, m)
solugoes distintas modulo m.

Agora queremos encontrar condigoes para que um sistema de congruéncias line-
ares tenha solugao. O seguinte teorema nos garante a existéncia de tais solugoes.



[SEC. 2.1: EQUACOES LINEARES MODULO M 53

Teorema 2.2 (Teorema Chinés dos Restos). Se by, ba, ..., b, sdo inteiros quaisquer
€ ay,as,...,a, sao primos relativos dois a dois, o sistema de equacéoes

x=0b; (mod ay)

=by (mod az)
x=br (mod ay)

admite solucdo, que € Unica mdédulo A = aias ... ag.

DEMONSTRACAO: Daremos duas provas do teorema chinés dos restos. Para a
primeira, consideremos os numeros M; = GA Como mdc(a;, M;) = 1, logo existe
X; tal que M;X; = 1 (mod a;). Note que se j # i entdo M; é multiplo de a; e
portanto M;X,; =0 (mod a;). Assim, temos que

ro = M1 X1b1 + MyXaoby + -+« + M, X ;. by,

é solugao do sistema de equagoes, pois xg = M;X;b; = b; (mod a;). Além disso,
se x1 é outra solugdo, entdo xg = 1 (mod a;) < a; | xg — x1 para todo a;, e
como o0s a;’s sdo dois a dois primos, temos que A | xg —x1 <= ¢ = 1 (mod A),
mostrando a unicidade médulo A.

Para a segunda prova, considere o mapa natural

fiZ/(A) = Z/(a1) X Z/(az) x -+ X Z[(a)
bmod A — (bmod a1,bmod ag,...,bmod a).

Note que este mapa estd bem definido, isto é, o valor de f(b mod A) independe da
escolha do representante da classe de b mod A, pois quaisquer dois representantes
diferem de um multiplo de A, que tem imagem (0 mod ay,...,0 mod a;) no pro-
duto Z/(ay) x -+ x Z/(ar). Observemos agora que o teorema chinés dos restos é
equivalente a mostrar que f é uma bijecao: o fato de f ser sobrejetor corresponde a
existéncia da solucdo do sistema, enquanto que o fato de f ser injetor corresponde &
unicidade médulo A. Como o dominio e o contradominio de f tém mesmo tamanho
(ambos tém A elementos), para mostrar que f é uma bije¢ao basta mostrarmos que
f é injetora. Suponha que f(b; mod A) = f(b2 mod A), entdo by = by (mod a;)
para todo ¢, e como na primeira demonstragao temos que isto implica b; = bs
(mod A), o que encerra a prova. 0

Observagao 2.3. Como mdc(b,ajas...ar) = 1 <= mdc(b,a;) = 1,Vj < k, a
bijecio f definida na sequnda prova do teorema anterior satisfaz f((Z/(A))*) =
/(1)) X (Z/(a2))* -+ x (Z/(a))".

Em particular, isso nos dd uma nova prova de que
plaras...ar) = p(a1)p(asz)...o(ar) sempre que mde(a,, a;) = 1,Vi # j.

Por exemplo, para k = 2, a; = 3 e as = 5, temos a seguinte tabela, que mostra,
paracadaie jcom0<i<3e0<j<5, atnicasolucago zcom 0 <z <3-5=15
tal que x =4 (mod 3) e x =5 (mod 5):

‘Omod5 Imod5 2mod5 3mod5 4modb
0 mod 3 0 6 12 3 9
1 mod 3 10 1 7 13 4
2 mod 3 5 11 2 8 14
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Vejamos algumas aplicagoes.

Exemplo 2.4. Um inteiro € livre de quadrados se ele nao é divisivel pelo quadrado
de nenhum nidmero inteiro maior do que 1. Demonstrar que existem intervalos
arbitrariamente grandes de inteiros consecutivos, nenhum dos quais € livre de qua-
drados.

SOLUGAO: Seja n um numero natural qualquer. Sejam py, ..., p, primos distintos.
O teorema chinés dos restos nos garante que o sistema

r=-1 (mod p?)
r=-2 (mod p3)

r=-n (mod p?)

tem solucao. Se zy é uma solugao positiva do sistema, entao cada um dos nimeros
xo+ 1,20+ 2,...,29 +n é divisivel pelo quadrado de um inteiro maior do que 1,
logo nenhum deles é livre de quadrados. O

Exemplo 2.5. Seja P(x) um polinémio nao constante com coeficientes inteiros.
Demonstrar que para todo inteiro n, existe um inteiro i tal que

P@G),P(i+1),P(i+2),...,PGi+n)
840 numeros compostos.
SOLUGAO: Demonstraremos primeiro o seguinte

Lema 2.6. Seja P(x) um polinémio nao constante com coeficientes inteiros. Para
todo par de inteiros k,i, tem-se que P(i) | P(k P(i) + ).

DEMONSTRAGAO: Dado que (kP(i)+4)" = i" (mod P(i)) para todo n inteiro nao
negativo, é facil ver que P(kP(i) +i) = P(i) = 0 (mod P(7)). |

Suponhamos por contradigio que a sequéncia  P(i), P(i+1),...,
P(i+n) contém um nimero primo para cada i. Entdo a sequéncia { P(7)};>1 assume
infinitos valores primos. Consideremos os n+1 primos distintos P(ig), P (1), . . -, P(in).
Pelo teorema chinés dos restos segue que existem infinitas solugoes x do sistema de
equacoes

= io (mod P(lo))
il -1 (HlOd P(’Ll))
=iy —2 (mod P(iz))

r=1i,—n (mod P(i,))

onde, se g é uma solugao, entdo x = xg+ k(P(ig) - - - P(i5)) também é solugao para
todo k > 0. Assim, pelo lema anterior, podemos dizer que P(z), P(x+1),..., P(x+
n) s@o numeros compostos quando k é suficientemente grande, multiplos respecti-
vamente de P(ig), P(i1),..., P(in).

O
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Exemplo 2.7. Uma poténcia nio trivial é um nimero da forma m*, onde m, k sdo
inteiros maiores do que ou iguais a 2. Dado n € N, prove que existe um conjunto

s

A C N com n elementos tal que para todo subconjunto B C A nao vazio, Y. x é

zEB
uma poténcia nao trivial. Em outras palavras, se A = {x1,2a,...,x,} entdo todas
as Somas x1,xo,...,Tn, L1 +T2,T1+23,...,Tp1+Tn, ..., T1+To+---+x, Sa0

poténcias nao triviais.

SOLUGAO: Vamos provar a existéncia de um tal conjunto por indugédo em n.
Para n = 1, A = {4} é solugdo e, para n = 2, A = {9,16} é solugdo. Su-

ponha agora que A = {z1,...,2,} é um conjunto com n elementos e para todo
BCA B#0, > x= m]fBB. Vamos mostrar que existe ¢ € N tal que o conjunto
zEB

A= {cz1,cxa,. .., CTY, c} satisfaz o enunciado. Seja A = mme{kp | B C A, B # 0},
o minimo multiplo comum de todos os expoentes kg. Para cada B C A, B # (),
associamos um ndmero primo pp > A, de forma que By # Bs implica pp, # pB,.
Pelo teorema chinés dos restos existe um natural rg com

rg = 0 (mod px) para todo subconjunto X C 4, X # B
Acrg=-1 (mod pg).

(X é invertivel médulo pg). Tomemos

Cc = H (1 + mI;(X))\TX

XCA
X#£0
e vamos mostrar que A = {cx1,cxa,...,cry,c} continua a satisfazer as condigoes
do enunciado.
Dado B’ C {cx1,cxa,...,cty}, temos que B’ = {cx | + € B} para algum

B Cc A. Como ¢ é uma poténcia A-ésima, ¢ também é uma poténcia kp-ésima,
portanto, > 5 x = cm’fBB serd uma poténcia kp-ésima para todo B’ # (). Além
disso, para subconjuntos de A da forma B’ U {c}, temos

S a=c Gmip) = ([T Q+mh)¥)a+mipyres,

zeB'U{c} XX;E(Z)AB
que é uma poténcia pg-ésima, pois A\rg+1 e rx (X # B) sdo multiplos de pg. O

Problemas Propostos
2.1. Resolver as equagoes lineares
(a) Tx =12 (mod 127)
(b) 12z =5 (mod 122)
(¢) 40z = 64 (mod 256)

2.2. Resolver o sistema de congruéncias lineares

zx= 0 (mod?7)
z= 1 (mod 12)
x=-5 (mod 17)
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2.3. Determine um valor de s tal que 1024s = 1 (mod 2011) e calcule o resto da
divisdo de 22990 por 2011.

2.4. Um inteiro positivo n é chamado de auto-replicante se os wltimos digitos de n?
formam o nimero n. Por exemplo, 25 é auto-replicante pois 252 = 625. Determine
todos os numeros auto-replicantes com exatamente 4 digitos.

2.5. Sejam a,n € Nsg e considere a sequéncia (xy) definida por x1 = a, Tp41 = a®*
para todo k € N. Demonstrar que eziste N € N tal que zp41 = i (mod n) para
todo k> N.

2.6. Demonstrar que o sistema de equacoes

x=0b; (mod ay)
= bg (IHOd CLQ)

x=b; (mod ay)

tem solucao se, e s6 se, para todo i e j, mdc(a;,a;) | (b; —bj). (No caso particular
em que mdc(a;, a;) = 1, o problema se reduz ao teorema chinés dos restos).

2.7. Demonstrar que, para k e n numeros naturais, é possivel encontrar k nimeros
consecutivos, cada um dos quais tem ao menos n divisores primos diferentes.

2.8. Demonstrar que se a, b e ¢ sao trés inteiros diferentes, entao existem infinitos
valores de n para 0s quais a +n, b+mn e c+n sdo primos relativos.

2.9. Demonstrar que para todo inteiro positivo m e todo nimero par 2k, este ultimo
pode ser escrito como a diferenca de dois inteiros positivos, cada um dos quais €
primo relativo com m.

2.10. Demonstrar que existem progressoes aritméticas de comprimento arbitrdrio
formadas por inteiros positivos tais que cada termo € a poténcia de um inteiro
positivo com expoente maior do que 1.

2.2 Congruéncias de Grau 2

Seja p > 2 um numero primo e a,b,c € Z com a nao divisivel por p. Resolver a
equacao quadratica
ar’ + bz +c=0 (mod p)

é o mesmo que resolver (completando quadrados)
(2az + b)* = b* — 4ac  (mod p)

(note que 2 e a sao invertiveis médulo p). Assim, estamos interessados em encontrar
critérios de existéncia de solugoes da equagao

X?=d (mod p).

Se a equacdo acima admite solucdo (i.e. se d é um “quadrado perfeito” em Z/pZ)
entao dizemos que d é um residuo ou resto quadratico médulo p. H& exatamente
(p+ 1)/2 residuos quadraticos médulo p, a saber

2
-1
0%,12,22,3%, ..., (102) mod p
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ja que todo inteiro = é congruente a +i mod p para algum i tal que 0 < i < (p—1)/2,
de modo que 2 é congruente a um dos nimeros da lista acima. Note que médulo
p estes nuimeros sao todos distintos: de fato, temos que
#=34° (modp) = p|(i—j)(i+J)
<~ pli—joup|i+j
< i=4j (mod p)

Mas como 0 < 4,5 <(p—1)/2 = 0<i+j<p—1oui=j=0,temos que a
tnica possibilidade é i = j (mod p).

Embora saibamos a lista completa dos residuos quadréticos, na pratica pode ser
dificil reconhecer se um ndmero é ou nao residuo quadrético. Por exemplo, vocé
sabe dizer se 2 é residuo quadréatico médulo 10197 Veremos a seguir o teorema da
reciprocidade quadratica, que permite responder estas questoes de maneira bastante
eficiente.

2.2.1 Residuos Quadraticos e Simbolo de Legendre

Seja p > 2 um numero primo e ¢ um inteiro qualquer. Para simplificar calculos
e notagoes definiremos o chamado simbolo de Legendre:

1 septaeaéum residuo quadratico médulo p

a
(): 0 sepla
p

—1 caso contrario

Proposicao 2.8 (Critério de Euler). Seja p > 2 um primo e a um inteiro qualquer.

Entao
(a) =aP" /2 (mod p).
b

DEMONSTRAGAO: Para a =0 (mod p) o resultado é claro, de modo que podemos
supor p t a. Pelo teorema de Fermat temos que a?~! =1 (mod p), donde
(apT_l—l)(ap%l—i—l)EO (mod p) = p\apT_l—loup|ap2;l+1

p—1

< a2 =41 (mod p).

Assim, devemos mostrar que a7 =1 (mod p) se, e s6 se, a é um residuo quadrético
moédulo p.

Se a é um residuo quadrético, digamos a = 72 (mod p), novamente pelo teorema
de Fermat temos que

T =Pl =1 (mod p).

Assim, os residuos quadréticos 12,22, ..., (”T_l)2 modulo p sao raizes do polinémio
f(z) = 27 —Tem Z/(p)lx]. Mas Z/(p) é corpo, logo f(x) pode ter no maximo
deg f = (p—1)/2 raizes em Z/(p). Isto mostra que as rafzes de f(x) sdo exatamente
os residuos quadraticos nao congruentes a zero médulo p e que, portanto, T =1
(mod p) se, e 86 se, a é um residuo quadrédtico médulo p. O

Corolario 2.9. O simbolo de Legendre possui as sequintes propriedades:

1. se a =b (mod p) entdo (%) = (%).

2. (%):1 septa.
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3. (*71) = (_1),%1’ ou seja, —1 € residuo quadrdtico modulo p se, e sé se, p=1
(mod 4).

4 () =6

DEMONSTRAGAO: Os itens 1 e 2 sdo imediatos a partir da defini¢io e & segue
1 —1

do critério de Euler: (_71) = (-1)*7 (modp) = (‘71) =(-1)"7 jd quep > 2

e ambos os lados da congruéncia sao iguais a 1. Da mesma forma, aplicando o

critério de Euler temos que

(‘;b) = (ab)3" =" T = (;) (2) (mod p),

0 que mostra que (%’) = (%) (%), pois novamente ambos os lados da congruéncia sao

iguais a +1. O

Exemplo 2.10. Mostre que o polinémio f(x) = x* —102%+1 € irredutivel em Z[z],
mas ¢ redutivel modulo p para todo primo p.

SOLUGAO: Vejamos que f(z) é irredutivel em Z[z]. Observe inicialmente que as
raizes de f(x) s@o todas irracionais: se p, ¢ € Z sdo tais que mdce(p,q) = 1e f(p/q) =
0 < p*—10p%¢® + ¢* = 0, temos da tiltima igualdade que ¢ | p* = qg=+le
p|q¢* = p==+1ji que p e q sdo primos entre si, logo p/q = £1, nenhuma das
quais é raiz de f(z) (cujos zeros sio +v/2 +/3).

Logo se f(z) for redutivel ele é o produto de dois polindémios de grau 2, que
podemos supor moénicos. Como o produto dos coeficientes independentes destes
dois fatores deve ser igual ao coeficiente independente de f(z), que é 1, temos
apenas duas possibilidades:

f(x) = (2* +ax +1)(z* + bz +1) ou
f(z) = (2% + ax — 1)(2* + bz — 1)

com a,b € Z. Em ambos os casos, temos a + b = 0 (coeficiente de x2). Logo, no
primeiro caso, comparando o coeficiente de z2 temos ab+ 2 = —10 <= a® =12,
o que é impossivel. O segundo caso é analogo.
Agora, para p = 2 e p = 3 temos
fx)=(x+1)* (mod 2) e f(z)= (2> +1)? (mod 3).

Agora se p > 3 é um primo, temos que ou (%) =1, ou (%) =1 ou (g) =1 ja que

(%) (%) = (%) No primeiro caso, se > =2 (mod p) temos

f(2) = (2* + 2a2 — 1)(z* — 2az — 1) (mod p).
J& no segundo caso, se b> = 3 (mod p) temos

f(x) = (2® +2bz + 1)(2* — 2bx +1)  (mod p).

2 =6 (mod p) temos

Finalmente, no ultimo caso, se ¢

f(z) = (2® +2¢ = 5)(z* —2¢—5) (mod p).

Isto mostra que f(x) é redutivel médulo p para todo primo p. O
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2.2.2 Lei de Reciprocidade Quadratica

O critério de Euler j& nos fornece uma maneira de identificar residuos quadrati-
cos. Entretanto, vamos provar um resultado muito mais forte, que é a famosa

Teorema 2.11 (Reciprocidade Quadratica).

1. Sejam p e q primos impares distintos. Entao

(-

2y _ 2] 1 sep=+£1 (mod38)
(>_( 2 _{—1 sep=+43 (mod 8).

Antes de apresentar a prova, vejamos algumas aplicagoes.

Exemplo 2.12. Determinar se —90 € residuo quadrdtico mdédulo 1019 ou ndo.

SOLUGAO:
-90\
1019/  \1019/\1019 1019 1019
1019
- ( )
4
= — = —_ _1
(5> (5)
Ou seja, —90 é residuo quadratico médulo 1019. O

Exemplo 2.13. Seja p um numero primo. Mostre que
1. se p é da forma 4n + 1 entdo p | n™ — 1.
2. sep é da forma 4n — 1 entdo p | n™ + (—1)"1 . 2n.
SoLugAo: No primeiro item, 4n = —1 (mod p), donde elevando a n obtemos
(4n)™ = 22"n" = (=1)" (mod p).
Por outro lado, pelo critério de Euler e pela reciprocidade quadratica temos

p—1 p2—1

22n = 2% = (—1)"F = (1" = (—1)"  (mod p).

Portanto n™ = 1 (mod p), como querfamos demonstrar.
No segundo item, temos 4n =1 (mod p) e assim

(4n)" =2*"n" =1 (mod p),

mas 2271 = 2% = (-1 ) = (=1)"2*=1Y (mod p), donde 2** = 2. (—1)"
(mod p). Concluimos que 2n™ = (—1)" (mod p) e multiplicando por 2n e utilizando
4n =1 (mod p) obtemos n™ = 2n - (—1)" (mod p), como desejado. ]
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O primeiro passo da demonstracao da lei de reciprocidade quadratica é o seguinte

Lema 2.14 (Gauf}). Sejam p > 2 um nidmero primo e a um inteiro positivo primo
relativo com p. Seja s o numero de elementos do conjunto

{a,2a,3a,...,%~a}

tais que seu resto mdodulo p € maior do que L;l. Entao

G-cr

DEMONSTRAGAO: A ideia é imitar a prova do teorema de Euler-Fermat. Como

0 conjunto {il,iZ,...,i%} é um sistema completo de invertiveis médulo p,
para cada j = 1,2,...,% podemos escrever a - j = €;m; (mod p) com €; €
{-1,1} e m; € {1,2,...,%}. Temos que se i # j entdo m; # m; donde
{ml,m%...,m%} = {1,2,...,”2;1}. De fato, se m; = m; temos a-i = a-j

(mod p) oua-i = —a-j (mod p); como a é invertivel médulo pe 0 < i,5 < (p—1)/2,
temos que a primeira possibilidade implica ¢ = j e a segunda é impossivel. Assim,
multiplicando as congruéncias a - j = €;m; (mod p), obtemos

(a-1)(a-2)- ~—1)qug~-epz;1m1m2~-mp2;1 (mod p)

P
2

-1 -1

5 )!55162...@51(1)2 )! (mod p)

p—1
a 2

~((L

(p
a

— (> =e€1€2...€p-1  (mod p),
p 2

donde () = €1€2...€p-1, pois ambos os lados pertencem a {—1,1}. Assim, (3) =
2

(=1)® j& s é o nimero de elementos j de {1,2,..., %} tais que ¢; = —1. 0

O lema de Gauf} j4 nos permite provar a férmula para (%) Se p =1 (mod 4),

digamosp:4k—|—1,temos%:2k;. ComolﬁZjﬁ%parajgkep?;l <2j<
p—1para k+1< 5 <2k, temos

2\ kL 1, sep=1 (mod 8),
(p>_( b {1, sep=5 (mod 8).

Se p =3 (mod 4), digamos p = 4k + 3, temos prl =2k + 1. Para 1 < j < k temos

1§2j§%eparak+1§j§2k+1temos%<2j§p—1,donde

(2) Ly = {—1, sep=3 (mod 8),

D 1, sep=7 (mod 8).

Agora, para provar o item I da lei de reciprocidade quadratica, vamos mostrar

que
p—1 ¢-1_ ip iq
2 ;= 2 LJJJF 2 L}J *)
1<i< L 1<i<et
e que
p Z:1<i<q*1 %p q Zl<i<p71 %q
(5) = omesn e (G el

A férmula (%) é apenas uma contagem: o lado esquerdo é o niimero de pontos com
ambas as coordenadas inteiras no interior do retangulo de vértices (0,0), (p/2,0),

(0,9/2) e (p/2,q/2).
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Por outro lado, o primeiro somatério do lado direito conta o nimero de tais pontos
que estao acima da diagonal x = gy do retangulo, enquanto o segundo somatdério
conta o nimero de tais pontos abaixo desta diagonal (note que como p e g sdo primos,
nao hé pontos com ambas as coordenadas inteiras na diagonal). Por exemplo, no
primeiro somatério cada termo {%’J representa a quantidade de pontos na reta y = ¢
acima da diagonal z = %y.

Finalmente, para mostrar (), basta checar que 37, _; »-1 L%J = s (mod 2),
onde s é como no lema de Gauf aplicado para a = ¢. Seja r; o resto da divisao

de ig por p, de modo que iq = L%’Jp + r;. Somando e utilizando a notacdo da
demonstracao do lema de Gauf}, obtemos

0 ¥ i B3] X T oom)

1<i<ezt 1<i<kezt ri<p/2 ri>p/2

i = {pJ Z m; + Z (I+m;) (mod 2),

1<i<ezt 1<i<egt ri<p/2 ri>p/2
e como {my,ma,...,mp-1}={1,2,..., %}, concluimos assim que

2
P = { J g t E (mod 2)

I<i<Ezl o 1<i<igd 1<i<ezt o ri>p/2

iq
= E { J =s (mod 2)
1<i<ezt P

0 que encerra a prova. Para uma outra prova da lei de reciprocidade quadratica,
veja a segao 7.

Observagao 2.15. O simbolo de Legendre ( ) pode ser estendido para o simbolo de
Jacobi (E), que estd definido para a inteiro arbitrdrio e n inteiro positivo impar por
(&) = (pil)al (p%)a2 (ﬁ)ak sen =p'py?...py* € a fatoragdo prima de n (onde
08 (pi) sao dados pelo simbolo de Legendre usual); temos (%) =1 para todo inteiro

a. Nao € dificil provar as segquintes propriedades do simbolo de Jacobi, que podem
ser usadas para calcular rapidamente simbolos de Legendre (e de Jacobi):
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) .

1. Se a=b (mod n) entio (%) = (

3l

2. (%) =0 semdc(a,n) #1 e (

5 (5)

- (%) = (2)(Y); em particular, (%) € {0,1}.

—1,1} se mde(a,n) = 1.

a
n

) €
= (2)(2); em particular, (%) € {0,1}.

n n

<

Se m en sao positivos e impares, entGo (%) = (—1)7171 (ﬂ)

6. (32) = (-1
702) = (-1

Os trés ultimos fatos, que generalizam a lei de reciprocidade quadrdtica, podem ser
provados usando a multiplicatividade em a e em n do simbolo de Jacobi (%) e alei
de reciprocidade quadrdtica para o simbolo de Legendre.

Como para o simbolo de Legendre, se (%) = —1, a nao € residuo quadrdtico mo-
dulo n, mas (diferentemente do que acontece para o simbolo de Legendre) é possivel

que (%) seja igual a 0 ou a 1 sem que a seja residuo quadrdtico mdédulo n. Por

exemplo, (&) =(3)@F) =(-1)-(-1)=1e(2)=3)3)=0-(-1)=0, mas2 e 3
nao sao residuos quadrdticos modulo 15.

&

Problemas Propostos

2.11. Calcular (14043) (%) e (%).

2.12. Determine todas as solugoes de z*° =1 (mod 49).
2.13. Sejam p um primo impar e ¢ wm inteiro que nao € multiplo de p. Prove que
pil <a(a+c)> _
a=0 p -
2.14. FExistem inteiros m e n tais que
5m? — 6mn + Tn* = 1985 ¢

2.15. Demonstrar que a congruéncia 6x? + 5x +1 =0 (mod m) tem solu¢do para
todo valor natural de m.

2.16. Demonstrar que existem infinitos primos da forma 3k +1 e 3k — 1.

2.17. Demonstrar que se mdc(a,b) = 1 o miimero a>+b* ndo pode ter fatores primos
da forma 4k — 1 e se além disso mdc(a,3) = 1 entdo o mimero a® + 3b> nao pode
ter fatores da forma 3k — 1. Que podemos dizer sobre os fatores primos de a® + pb?
onde p € um primo?

2.18. Demonstrar que, para p = 1093,
22 = -1 (mod p?).

2.19. a) (Buler) Seja F,, = 2*" 4+ 1 0 n-ésimo mimero de Fermat. Prove que todo
fator primo de F,, é da forma k-271 4 1.

b) (Lucas) Prove que, se n > 2, entdo todo fator primo de F, €é da forma
k-2nt2 41,

¢) Mostre que 22" 41 ¢ composto.
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2.20 (IMO1996). Sejam a,b inteiros positivos tais que 15a + 16b e 16a — 15b se-
jam quadrados perfeitos. Encontrar o menor valor que pode tomar o menor destes
quadrados.

2.21. Seja p um numero primo impar. Mostrar que o menor nao resto quadrdtico
positivo de p é menor que \/p + 1.

2.22. Sejam M um numero inteiro e p um numero primo maior do que 25. Mostrar
que a sequéncia M, M +1,--- M + 3|\/p] — 1 contém um resto ndo quadrdtico
maodulo p.

2.23 (Putnam 1991). Seja p um primo impar. Quantos elementos tem o conjunto
{a? |z € Z/pZY 0 {y* + 1|y € Z/pL}?

2.24 (IMO2008). Prove que existe um nimero infinito de inteiros positivos n tais
que n? + 1 tem um divisor primo maior do que 2n + v/2n.

2.3 Congruéncias de Grau Superior

Dado um polinémio f(x) € Z[z] e um nimero natural n, vamos estudar condigoes
para que a congruéncia

f(x)=0 (mod n)

tenha solucdo. O primeiro resultado diz que basta considerar o caso em que n = p*

é a poténcia de um primo p.

Proposigao 2.16. Suponhamos que n = plfl - -pé” onde 0s p; sao primos distintos.
Temos uma equivaléncia

f(z) =0 (mod pl*)

f(x) =0 (mod p*)

de modo que f(xz) =0 (mod n) admite solugdo se, e somente se, f(x) =0 (mod p?j)
tem solugao para cada j.

DEMONSTRAGAO: Como as poténcias pfj sao coprimas duas a duas, temos que n
divide um inteiro M se, e s se, p?j | M para cada j, o que demonstra a equivaléncia.
Assim, a existéncia de solu¢ao para f(x) = 0 (mod n) implica a existéncia de
solugdo para o sistema acima. Reciprocamente, se cada f(xz) = 0 (mod p?j) tem
uma solucdo r = a; (mod p?"), pelo teorema chinés dos restos existe a tal que
a = a; (mod p?j) para todo j, de modo que f(a) = f(a;) = 0 (mod p?j) para
todo j e logo f(a) =0 (mod n) pela equivaléncia acima. Note em particular que o
nimero de solucoes distintas médulo n de f(x) =0 (mod n) é igual ao produto do

ntmero de solugoes médulo p?j de f(z) =0 (mod pjfj ). O

A préxima proposicdo indica como, a partir de uma solucao de f(z) = 0
(mod p*0), obter solugdes para f(x) =0 (mod p*) para todo k > k.

Proposicao 2.17 (Lema de Hensel). Seja f(z) € Z[x] um polinémio, p um nimero
primo. Seja a € Z tal que f(a) =0 (mod p*°) e cuja maior poténcia p'° de p com
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plo | f'(a) satisfaz 0 < 2ly < ko. Entdo eviste uma sequéncia de inteiros (ax)k>k,
com

k*l(})

ag, = @, apy1 =ag (mod p

flar) =0 (mod p*) para todo k > k.

Em particular, se existe um inteiro a tal que f(a) = 0 (mod p) mas f'(a) Z 0
(mod p) entio f(z) =0 (mod p*) admite solugcdo para todo k € N.

DEMONSTRAGAO: Construimos a sequéncia indutivamente. Seja k > kg e suponha

por inducdo que p* | f(ay), ou seja, f(ax) = rxp* para um certo r, € Zep' | f'(ax)

mas pott { f'(ax), ou seja, f'(ar) = sip® onde p { sx. Estamos procurando um

nimero da forma a4, = ax + txp*~l, com t, € Z, que satisfaz p**1 | f(ars1),

plo | f(apy1) mas pott § f'(ary1). Vamos utilizar a expansdo em série de Taylor
f(.?')

flz+t) = ZO<j<m #tj, onde m é o grau de f(x); note que a partir da expressao
; AN . @ o . s
%#(m") = (?)J;"_J temos que % é um polinémio com coeficientes inteiros.

Como a hipdtese 0 < 2]y < kg implica 2(k — lp) > k + 1, temos

(g .
Flow) = flan) + F a0+ Y T gy
2<j<m J:
= rp® + sptep®  (mod pFth).

Logo para que p**1 | f(ap+1) devemos encontrar ¢, tal que 74 + sptp =0 (mod p),
o que é possivel pois si é invertivel moédulo p. Finalmente, temos que

flars1) = f'(ar) = sip  (mod p*~ )
f(ary1) =0 (mod plo)
- {f/(akJrl) #0 (mod plott)

o que completa a indugao. O

Observemos que a condicao sobre a derivada de f no lema de Hensel é necessaria.
Para isto, consideremos f(z) = 2™ +3 com m > 2, a = 0 e p = 3. Assim, temos
que f(0) =3 =0 (mod 3), mas f/(0) = 0 é divisivel por poténcias arbitrariamente
grandes de 3, logo f(x) ndo satisfaz a segunda hipétese da proposicao. E de fato,
sebeZe f(b)=b0"+3=0 (mod 3) entdo b =0 (mod 3), donde b =0 (mod 9)
e f(b) =b™+3 =3 (mod 9), o que mostra que nenhuma raiz médulo 3 “levanta”
para uma raiz médulo 9.

Agora vamos nos concentrar em equagoes médulo p. Para o préximo resultado,
necessitamos de um

Lema 2.18. Seja p um primo. Entao

0 se(p—1)1k
P42k 4 (p—1)"modp = ’
(b= 1)"mod p p—1 se(p—1)]|k.

DEMONSTRAGAO: Se (p—1) | k, temos que cada termo da soma acima é congruente
a 1 médulo p e o resultado segue. Suponha agora que (p — 1) 1 k e seja g uma raiz
primitiva médulo p. Temos portanto

gk - =146+ + - +97* (mod p)
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Sendo S = 1+ ¢* + ¢* + --- + g®»=2* multiplicando por ¢g* e observando que
g~ Y% =1 (mod p) temos

ng = gk +92k 4. +g(p—1)k (mod p)
—¢"S=S (modp) < (¢*-1)S=0 (mod p)

Como ¢ é uma raiz primitiva e (p — 1) { k temos que g¥ — 1 # 0 (mod p), ou seja,
g* —1 é invertivel médulo p e portanto S = 0 (mod p), o que encerra a prova. O

Teorema 2.19 (Chevalley-Warning). Seja p um primo e sejam

fil@e, ), fe(@, o 2n) € Z[z, . @]

polinémios em n  wvaridveis com  coeficientes  inteiros  tais  que

£i(0,...,0) = 0 (mod p) para todo i<k. Suponha que >, deg(f;)<n. FEntdio a
1<i<k
quantidade de “pontos” em

A={(z1,...,20) € (Z/pZ)" | fi(z1,...,2n) =0 Vi=1,...,k}

€ um maultiplo de p. Em  particular, existem pontos (x1,...,Tn) F#
0,...,0) em (Z/pZ)" tais que fi(z1,...,2,) =0 para todo i.

DEMONSTRAGAO: Usaremos o lema anterior para determinar |A| mod p. Para
isso, notemos que pelo teorema de Euler-Fermat f;(z1,...,2,) # 0 (mod p) <=
fi(z1,...,2,)P"1 =1 (mod p). Definamos

g(x1,...,Tn) = H (1—fi(@r,...,z)Ph).

1<j<k

Observemos que ¢(z1,...,2,) = 0 (mod p) se, e somente se, existe j tal que
fi(z1,...,2n) # 0 (mod p). Por outro lado, se f;(z1,...,z,) = 0 (mod p) para
todo j entdo g(x1,...,2,) =1 (mod p), portanto

Z g(z1,...,zn) =|A4| (mod p).

(1ye.swn)E(Z)DZ)™

Notemos agora que deg(g) < >« (p — 1)deg(f;) < (p — 1)n. Portanto cada
mondémio cgci1 xé’" ---xin de g é tal que Zlgjgn i; < (p — 1)n, donde pelo Principio
da Casa dos Pombos sempre existe algum r com 0 < 4, < p— 1. Assim, pelo lema

anterior, 35, ;72 =0 (mod p) donde

01,02 iy — i1 i2 i
cxfaExr =c g x] E X2 g x

(1,050 )E(Z/PL)™ x1€ZL/pZ x2E€L/pL xn €L/PZ
=0 (mod p)
Isso mostra que Z(zl,“.,mn)e(Z/pZ)“ g(x1,...,2,) = 0 (mod p) e, portanto, |A| é
multiplo de p. Como (0,0,...,0) € A, ha pelo menos p — 1 outros pontos nesse

conjunto, o que prova o teorema.
O

Como aplicagao, provemos o seguinte resultado, devido a Erdés, Ginzburg e Ziv.

Proposigcao 2.20. Seja n wm inteiro  positivo. Dados  inteiros
Ti,...,Top—1 extstem 1 <43 <ig < --- <14y < 2n —1 tais que x4, + x4, + - + 4,
é divisivel por n.
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DEMONSTRAGAO: Mostremos primeiro que se o resultado vale para m e para
n entao vale para mn. Sejam x1,%2,...,Tampn—1 € Z. Por hipétese temos que,
para cada subconjunto A de {1,2,...,2mn — 1} com 2n — 1 elementos, existe um
subconjunto B C A com n elementos tal que ) . px; € divisivel por n. Assim,
construimos B; indutivamente para todo 1 < j < 2m — 1, seguindo os seguintes
passos

o Escolhemos um subconjunto A; de {1,2,...,2mn — 1} \ |J By com 2n — 1

k<j
elementos.

e De A; escolhemos um subconjunto B; com n elementos tal que Ziij x; é
divisivel por n.

Observemos que se j < 2m — 1 entao

{1,2,....2mn —1}\ | J B;

k<j

=2mn—1-(j—1)n

>2mn—1—(2m—2)n=2n—1,

0 que garante a construgao até j = 2m — 1. Definamos agora os inteiros y; =
% Ziij xz; para 1 < j < 2m — 1. De novo por hipétese, existe um subconjunto de

indices C' C {1,...,2m — 1} com m elementos tal que ZjeC y; € divisivel por m e
portanto

ISP

jeCieB; jec

¢ uma soma com |C||B;| = mn somandos que ¢é divisivel por mn.
Assim, basta provar a proposicao para n primo. Para isso, consideremos os
polinémios

n—1 n—1 n—1
filzy, .. xon1) =27 2l + -+ e
n—1 n—1 n—1
fa(wy, .o @2n 1) = a12]7 " +agxy” + o+ a2, 175,
onde ay,...,as,—1 sdo os inteiros dados. A soma dos graus de f1 e fo é 2(n—1) <
2n — 1. Pelo teorema de Chevalley-Warning, existem x1,...,%9,-1 € Z/(n) nao

todos nulos com

fi(x, .. xan—1) = fo(x1,. .., 29p—1) =0 (mod n).

Como z"~! =1 (mod n) para todo x € (Z/(n))*, fi(z1,...,22,—1) =0 (mod n)
implica que existem exatamente n valores i < 2n — 1 com z; # 0 (mod n). Sejam
1<y <ig <+ < iy <2n — 1 tais valores de 4, como a:Z_l =1 (mod n) para
todo s < n temos que

az} T a4 agn 1wt =i, Fag, + oo +ai,  (mod n),
pois ; = 0 (mod n) se j # i, para todo s < n. Assim, a;, + a;, + -+ + a;, é
divisivel por n, o que prova o resultado. m|

Problemas Propostos

2.25 (OBM2007). Para quantos inteiros ¢, —2007 < ¢ < 2007, existe um inteiro x
tal que % + ¢ é miltiplo de 22997 2
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2.26. Seja p um primo e seja n tal que pF { n. Demonstrar: se a equagdo y"™ = a
(mod p*) tem solucdo com mdc(y, p) = 1, entdo para todo m > k a equacio y™ = a
(mod p™) possui solucdo. Seja yy solucdo de y™ = a (mod p¥), com mdc(yg, p) = 1
e g raiz primitivo modulo p™ sep > 2, e g =15 se p = 2. Logo existe by € N tal que

¢yt =a (mod p™), para todo b= by +tp™ ' (p—1), t € Z.
Segue se que g*°° =1 (mod p*) e by = @(p*)b1, assim
bo +tp" " H(p—1) = p*H(p = 1)(by + tp™ ).

comon = p'ny com | < k e mde(ny,p) = 1, entdo eriste um niimero natural ty tal
que ny | by +top™ %, e portanto

1 by+tgp™—F
pE=1=l(p—1)battor

y=g "t Yo
€ a solugcdo procurada.

2.27. Seja f(x) € Z[z] um polindmio, p um nimero primo, a um inteiro tal que
f(a) =0 (mod p) mas f'(a) Z0 (mod p) e k um inteiro positivo. Prove que, se ay,
¢ um inteiro tal que ar, = a (mod p) e f(ax) = 0 (mod p*), entdo, tomando b tal
que b= ay — f(ax) - f'(ar)~' (mod p?*), entdo f(b) =0 (mod p*).

2.28. Seja p um primo impar, a um inteiro e n um inteiro positivo. Sejam « e [
inteiros nao negativos, com o > 0. Prove:

(a) Sep® ep® sio as maiores poténcias de p que dividem n e a— 1 respectivamente
entio p®T8 é a maior poténcia de p que divide a™ — 1 (atengdo, p deve dividir
a — 1 pois a > 0! Mas note que p nao precisa dividir n)

(b) Se n é impar e p® e p® sdo as maiores poténcias de p que dividem n e a + 1
respectivamente entdo p®? é a maior poténcia de p que divide a™ + 1 (mesma
ressalva do item (i)).

2.29. Encontre todos os inteiros nao negativos r e y tais que
7—-2-3"=1

2.30. Encontre todas as ternas (a, m,n) de inteiros positivos tais que a™ + 1 divide
(a+1)™.

2.31. Seja p um nimero primo e n, k e a = p'ay nimeros naturais tais que
mdc(p,a;) = 1. Prove: a congruéncia z™ = a (mod p*) tem solugdo se, e s6
se, k<t ou

Pkii(:ﬂfl)
k>t nl|t e al‘“dc("’p @1 =1 (mod pk—t)_

Claramente se k < t, entdo x = p” com rn > k € solugdo, assim podemos supor
que k > t. Suponhamos que t = sn+1r com 0 < r < t. Como z" tem que ser
divisivel por p* logo p" | ™ portanto x = a*tiy com j > 0. Mas se j > 0 entdo
" —a = pt(p "y — ay) ndo é divisivel por p*, portanto j =0 e r = 0, seque que
t = sn. Assim o problema se transforma em determinar as solugdes da congruéncia

n

y" =a; (mod pk*t)

k—t
Elevando esta equacao olp” ) ) obtemos como condi¢do necessdria que

(n,p(p*—1)
ekt

af"’“”(pkft)) =1 (mod pk_t)
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2.32 (Irlanda 1997). Seja A um subconjunto de {1,2,...2n — 1} com n elementos.
Prove que A contém uma poténcia de 2 ou dois elementos distintos cuja soma é
uma poténcia de 2.

2.33 (Roménia 1996). Determinar o maior inteiro positivo n com a sequinte pro-
priedade: existem inteiros ndao negativos xi,...,T, tais que, para toda sequéncia
€1,€2,...,€, de elementos de {—1,0,1}, ndo todos zero, o nimero

€1%1 + €2X2 + + -+ + €x,Tn

ndo € divisivel por n3.

2.34 (Erd6s). Mostrar que todo nimero inteiro positivo pode ser erpresso como
soma de nimeros da forma 2*3" de modo que nenhum termo é divisivel por outro.

2.35 (Roménia 1998). Mostrar que para todo n > 2 existe um subconjunto S de
{1,2,...,n} com no mdzimo 2|\/n] + 1 elementos tal que todo nimero natural
menor do que n pode ser representado como diferenca de dois elementos de S.

2.36 (IMO2007). Seja n um inteiro positivo. Considere
S={(z,y,2) | z,y,2€{0,1,...,n}, z+y+z>0}

como um conjunto de (n + 1)3 — 1 pontos no espaco tridimensional. Determine o
menor nimero de planos, a unidgo dos quais contém S mas nao inclui (0,0,0).



Capitulo 3

Funcoes Aritméticas

Neste capitulo estudaremos o comportamento assintético de algumas das mais
importantes fungoes aritméticas, muitas delas ja introduzidas em capitulos anteri-
ores. Frequentemente resultados mais precisos sobre o crescimento dessas fungoes
dependem de estimativas precisas sobre niimeros primos, algumas das quais desen-
volveremos neste capitulo, que é fortemente inspirado nos capitulos XVIII e XXII
de [8].

Notacao: dadas duas fungoes f: N = R e g: N — (0, +00), escrevemos

=o0 se lim M =0e

f=0(g) se existe C > 0 com |f(n)| < Cg(n) para n > 0.

Em todo o livro, a menos que se afirme o contrario, log denota o logaritmo natural.
Neste capitulo, divisor de um nimero natural significara divisor positivo.

3.1 Funcgoes Multiplicativas

Uma funcao f definida sobre Ny é dita multiplicativa se dados dois nimeros
naturais a e b tais que mdc(a,b) = 1 entdo f(ab) = f(a)f(b), e totalmente multipli-
cativa se f(ab) = f(a)f(b) para todo a e b. Vejamos algumas fungdes multiplicativas
importantes.
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Proposicao 3.1. Seja n um niumero inteiro positivo e k um real qualquer. As
funcaoes

or(n) ef de e w(n) = funcao ¢ de Euler
d|n
sao multiplicativas. Em particular, as funcoes
dn) ¥

a(n)

= oo(n) = numero de divisores de n
def .
= o01(n) = soma dos divisores de n

sao multiplicativas.

DEMONSTRAGAO: J4 vimos na secao 1.7 que ¢ é multiplicativa. Por outro lado,
pela proposigao 1.21, se n = pJ'pg?...p%m é a fatoragdo candnica de n em primos
entao temos uma féormula explicita

P L T
k =

pi—1 ph =1
donde é facil provar que o é multiplicativa. O

Uma funcao totalmente multiplicativa f fica completamente determinada por
seus valores nos numeros primos. Impondo algumas restri¢oes adicionais, temos o
seguinte resultado

Teorema 3.2. Seja f: Nyg — Rsg uma fungao totalmente multiplicativa e mond-
tona, entdo existe a € R tal que f(n) = n*.

DEMONSTRAGAO: Trocando f por 1/f, podemos supor sem perda de generalidade
que f é estritamente crescente, e definamos « = log, f(2). Vejamos que f(n) = n®.
Para isto observemos que, aplicando f, para todo m € N5 ( temos

2[mlog2 n| <npm < 2Lm10g2 n|+1

— 204Lm10g2 n| < (f(n))m < 201(|_mlog2 n]+1)

Assim,
almlceznl < f(n) < gzl para todo m € Nyg.
Mas
lim M = lim a{mlogyn] +1) = alogy n,
m—0o0 m m—00 m
donde concluimos que f(n) = 2¢°82" = po, ]

Para uma extensao desse resultado para fungées multiplicativas veja o exercicio
3.18

Exemplo 3.3. Encontrar condigoes necessdrias e suficientes sobre m e n para que
ng(m) = me(n).

SOLUGAO: Se np(m) = mp(n) entao

np(m) = mn H (1 — %) =mn H (1 — é) = mep(n).

plm q|n
p primo g primo
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Dai temos que n e m devem ter os mesmos divisores primos; caso contrario, consi-
deremos {p;} e {g;} os fatores primos de n e m respectivamente que nao sdo comuns
aos dois nimeros, entao

[Hei-0][1e =11 -0 ]]»-

Mas, como p; { g; e ¢; { p; para todos os fatores primos, concluimos que

[Ir |TIwi-» e Tl |IIw-0.

o que é impossivel. Agora, se n e m tem os mesmos fatores primos prova-se direta-
mente da férmula acima que np(m) = mp(n).

O

O seguinte teorema nos mostra uma forma de construir fun¢des multiplicativas.

Teorema 3.4. Se f ¢ uma fun¢do multiplicativa entdo a fung¢do

F(n) =) f(d)

d|n
€ também multiplicativa.

DEMONSTRAGAO: Sejam a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1 entao

Flab) =Y f(d)= > fldid)= > f(d)f(do)

d|ab d1|a7d2|b d1|a7d2|b
=33 fd)f(da) =D f(dr) Y f(da)
d1|a dg‘b d1|a dQ‘b
= F(a)F(b).
Segue que F' também é multiplicativa. O

Com o resultado anterior obtemos outro método para demonstrar que oy (n) é
multiplicativa, j4 que f(n) = n* é claramente uma funcdo multiplicativa.

Exemplo 3.5. Demonstrar que p(n)d(n) > n.

SOLUGAO: Se a > 8 > 0 entdo para qualquer primo p temos p(p®) > o(p?), logo
como ¢ é multiplicativa temos que ¢(n) > ¢(d) para todo divisor d de n. Entéo,
pelo lema 1.77,

p(n)d(n) =Y o(n) > > @(d) =n,
d|n

d|n

como queriamos demonstrar. Note que a igualdade s6 se obtém quando n = 1 ou
n=2. O
Exemplo 3.6. Encontrar todos os inteiros n para os quais o(n) = d(n).
SOLUGAO: Se p > 3 ¢ um primo, temos que

(™) = (-1 220 +2) 7 22(1+2(a - 1)) 2 a+1=d(p"),

onde a igualdade s6 se d& quando p = 3 e a« = 1. Portanto, pela multiplicatividade
das fungoes p(n) e d(n), os inicos {mpares que satisfazem p(n) =d(n) sifon=1e
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n = 3. Por outro lado, se @ > 3 temos ¢(2%) = 27! > a + 1 = d(2%); para a = 3
obtemos as solugbes n =1-8=8en=3-8=24.

Assim, s6 nos falta resolver os casos p(2n) = d(2n) <= ¢(n) = 2d(n) e
p(4n) = d(4n) <= 2¢(n) = 3d(n) onde n é {impar. Temos p(5) = 4 = 2d(5),
©(15) = 8 = 2d(15) e p(9) = 6 = 2d(9), donde 2-5=10,2-9=18e 2-15 =30
também sao solucoes da equagao inicial. Demonstremos agora que nao existem mais
solugoes. Se n = p® é poténcia de um primo impar p entdo para p =3 e a > 3, ou
para para p =25 e « > 2, ou para p > 7, temos como acima que

o(n) =p*(p—1)>2a+2=2d(n) > gd(n)

Por outro lado, ji sabemos que ¢(n) > d(n) para todo n {mpar. Assim, da multi-
plicatividade das funcoes p(n) e d(n), obtemos que se n é divisivel por 33, 52 ou por
algum primo p > 7, entdo ¢(n) > 2d(n) > 3d(n) e analisando os casos restantes
obtemos apenas as solugoes apresentadas anteriormente.

Em concluséo, as tnicas solugoes de p(n) = d(n) sdo 1, 3, 8, 10, 18, 24, 30. O

O seguinte teorema relaciona a funcdo d(n) com a fungéo |z].

Teorema 3.7. Seja n um inteiro positivo, entao
2n n m
d(k) — — | =n.
LCE DI EEE

DEMONSTRAGAO: Seja

Observemos que para i,k > 1

-5

Portanto para ¢ > 2 temos

Py = fl—1) = (2012~ 2]+ 3 (mfiﬂ)ﬂ%ﬂ

2<k<i
=24 (d(2i) —2) + (d(2i — 1) —2) + 1
=d(2i) +d(2 —1) -1,

0 caso contrario.

{1 sek|2ouk|2i—1

donde
> d(k) =d(2) +d(1) + > (f() — f(i—1)+1)
k=1 =2

=3+f(n)—f(1)+n—-1
= f(n)+n

que era o que querfamos demonstrar. O
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3.2 Funcao de Mobius e Formula de Inversao

Definimos a funcao de Mébius pu: Ny — Z por

1 sen=1
un) =40 se a® | n para algum a > 1
(—=1)* se n é produto de k primos distintos.

Facilmente se comprova que a funcao de Mobius é multiplicativa. Além disso
Lema 3.8. Para todo inteiro positivo n temos

Zﬂ(d){(l) sen=1
d|n

sen > 1.

DEMONSTRAGAO: No caso n = 1 nao temos nada para provar. Como a fungio
de w(d) é multiplicativa pelo teorema 3.4, basta mostra o lema para n = p* onde
p é um numero primo. De fato,

k
dould) =Y pp)=1-1=0
d|p* =0
como queriamos demonstrar. O

Teorema 3.9 (Férmula de inversdo de Mobius). Seja f(n) uma fungdo sobre os
inteiros positivos e F(n) =3_,,, f(d), entdo para todo n inteiro positivo,

fm) =Y u@F (5).

d|n

DEMONSTRAGAO: Vejamos que

S u@F (5) =Y ud) Y fld)

d|n d|n di|%

= Z Z p(d) f(dr)

dln di|2

=Y > wd)f(d)

n_
dl |’IL d‘ dy

=3 f(d) Y u(d) = Fnu(1) = f(n),

n_
d1|n d| dy

como querfamos demonstrar. O

Exemplo 3.10. Uma pulseira é formada por pedras coloridas, de mesmo tamanho,
pregadas em volta de um circulo de modo a ficarem igualmente espacadas. Duas
pulseiras sao consideradas iguais se, e so se, suas configuracoes de pedras coincidem
por uma rotacao. Se hd pedras disponiveis de k > 1 cores distintas, mostre que o
numero de pulseiras diferentes possiveis com n pedras é dado pela expressao

1 n/d
ndZw(d) ke,
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SOLUGAO: No que segue o numero k de cores de pedras estard sempre fixo. A
cada pulseira podemos associar um periodo, que é definido como o menor divisor
positivo d de n tal que a sequéncia das n pedras da pulseira é obtida a partir de
uma sequéncia de d pedras repetida n/d vezes. Se o problema fosse contar pulseiras
fixas, sem indentificar pulseiras que coincidem por uma rotacado, a resposta seria
claramente k™. Ao considerarmos as n rotagoes de uma pulseira de periodo d,
obtemos d pulseiras fixas distintas (i.e., distintas como pulseiras fixas, mas iguais
a menos de rotagao). Dizemos que uma pulseira com n pedras é primitiva se seu
periodo é n. Se denotarmos por g(n) o nimero de pulseiras primitivas com n pedras,
temos que, para cada divisor d de n, o nimero de pulseiras com n pedras e periodo
d é g(d) (se o periodo é d, podemos tomar d pedras consecutivas e unir as pontas
criando uma pulseira com d pedras, que serd primitiva), e elas dao origem a d.g(d)
pulseiras fixas. Assim, temos, para todo inteiro positivo n, Y din d.g(d) = k™, donde,
pelo teorema anterior, n.g(n) =4, p(d)km/4,
O numero de pulseiras que queremos contar, como no enunciado, é

D a(d) Z DIOLE
dln d|n s|d

Fazendo t = d/s na ultima expressao, temos d = st, e d | n equivale a s | n/t.
Assim, podemos escrever a ultima expressao como

k.t
)IDIEVOLES I D D
tln sin/t tin sln/t

que, pelo exemplo anterior, é igual a 3, , k% “Lo(n/t) = 2tin %t -p(n/t), que, por
sua vez (fazendo r = n/t), é igual a + Do (1) - A |

Agora, observemos que para todo niimero natural m, f e F' definidas como antes,

D FEm =YY fd=) > fd)
d= |

n=1 n=1 d|n
1<n<m

Como f(d) é somado |2 | vezes, entdo

m

> F(n) = S 1 i

No caso particular em que f(n) = ¢(n) temos que F'(n) = n pelo lema 1.77 e

assim .
m—|—1
Z@ Ik

Se f(n) = u(n), entdo F(n) =0sen>1le F( ) =1 pelo lema 3.8, portanto

= Sm2].

A igualdade anterior nos permite resolver o seguinte

Exemplo 3.11. Demonstrar que, para todo inteiro m > 1,

— (k)
> <

k=1
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SoLugAo: Como —1 < p(k) (|| - %) <le|%| -2 =0 quando k = 1,m,
entao

logo mZZ;l %‘ < m e simplificando m obtemos o que queriamos demonstrar.

E conhecido (Mangoldt 1897) que se m tende para infinito, entdo a soma anterior
converge para 0. O

Teorema 3.12 (Segunda férmula de inversdo de Mobius). Sejam f, g funcoes reais
com dominio (0,+00) tais que

o) =3 f (%)

k=1

para todo x, entao

DEMONSTRAGAO: Observemos que

f@) = 3w (£ () = 32 () £(Z) = sto)
k=1 r=1 m=1 k|m
como queriamos demonstrar. O

A seguinte é uma das formulagoes da famosa hipétese de Riemann, um dos pro-
blemas em aberto mais importantes da Matematica. O Clay Mathematics Institute
oferece um prémio de 1 milhao de ddlares para a a primeira demonstracao da Hi-
pétese de Riemann (ver a pagina web http://www.claymath.org/millennium/).

Conjetura 3.13 (Hip6tese de Riemann). Se oo > 1/2, entdo

Podemos reenunciar esta conjectura assim: seja f: (0,4+00) — R definida por

f(t)=0 set<1
Stk =1 set>1.

Entao, para todo a > 1/2,

lim & =0.

t—oo 1™

De fato, pela segunda férmula de inversao de M&bius, temos

11
F6) =" um).

m=1
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Problemas Propostos
3.1. Encontrar todos os inteiros positivos n tais que
n=d:+d>—1,
onde 1 =di <dy <---<dp =n sao todos os divisores positivos do numero n.

3.2. Seja r o numero de fatores primos diferentes de n, demonstrar que

> lu(@)]=2".

d|n

3.3. Sejan um inteiro positivo que ndo é primo e tal que p(n) | n —1. Demonstrar
que n possui ao menos quatro fatores primos distintos.

3.4. Dados dois nimeros reais o e B tais que 0 < a < B < 1, demonstrar que eziste
um numero natural m tal que

p(m)

a< —= < p.
m
3.5. Seja m um inteiro positivo. Dizemos que um inteiro m > 1 € “superabundante”
se

Vk e {1,2,...,m—1} ¥>@.

k
Demonstrar que existe um numero infinito de numeros superabundantes.

3.6. Demonstrar que d(n) < 2v/n. Poderia melhorar esta cota?

3.7. Demonstrar que
o(n)

am =V

3.8. Encontrar todos os valores de n para os quais p(n) | n.

3.9. Dois ndmeros a e b sdo amigaveis se o(a) =b e a(b) = a. Por exemplo 1184
e 1210 sao amigdveis (verificar!). Encontrar outra dupla de nimeros amigdveis.

3.10. Demonstrar que m | o(mn — 1) para todo n se, e sé se, m =2, 3,4, 6, 8, 12
ou 24.

3.11. Demonstrar que
o(n!) 1 1
ST+ 4+ -
n! 2 n
3.12. Demonstrar que existem infinitos nimeros naturais n para os quais o(x) =n
nao tem solucao.

3.13. Demonstrar que para todo m > 1
i p(k)

k
k=1

3.14 (IMO1998). Para cada inteiro positivo n, d(n) denota o nimero de divisores
de n. Determine todos os inteiros positivos k tais que d(n?) = kd(n) para algum n.

<

[SCRI )

3.15. Se n € composto, mostre que p(n) < n —/n.

3.16. Determinar todos o0s numeros inteiros positivos n  tais  que
2
n=d(n)".
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3.17. Mostrar que @(n) + o(n) > 2n para todo inteiro positivo n.
3.18. Seja f : Nt — R uma funcdo multiplicativa e crescente.
(a) Prove que, para todo inteiro M > 1 e todo inteiro positivo n,
O™ 1) > FMT — 1) f(M) e f(M™ 1) < F(M™ + 1) f(M).
Conclua que

lim {/f(M") = f(M).

n— oo

(b) Utilize o item anterior para M poténcia de primo para concluir que f(p*) =
f(P)k para todo primo p.

(¢) Conclua que f ¢é totalmente multiplicativa, e portanto existe v > 0 tal que
n) = n® para todo inteiro positivo n.
p p

3.19. Dadas duas fungoes f,g : Nsg — C, definimos o produto de Dirichlet (ou
convolugao de Dirichlet) f + g:Nsg — C de f e g por

From) <Y f@g(5) = Do fldi)gda):
d|n

dl d2 =n

(a) Prove que, se s € R (ou s € C) e as séries Y. 1) ¢ > %") convergem

ns

absolutamente entao

3 féfsz) . 97(;;) -y f*ns;(n).

n>1 n>1 n>1

(b) Prove que, para quaisquer fungées f,g,h : Nsg — C, temos fxg =g=* f e
fx(gxh) = (fxg)xh (isto é, o produto de Dirichlet é comutativo e associativo),

1 =1
e que a fungao I : Nsg — C dada por I(n) = sen € o elemento neutro

0 sen>1

do produto *, i.e., [ x f = fxI = f,Vf:Nyg— C.
(¢) Prove que se f e g sdo multiplicativas entdo f * g é multiplicativa.
(d) Prove que, se f: Nsg — C € tal que f(1) # 0, entdo existe uma Unica fun¢ao

fEY i Nog — C tal que f+fCY = fCD s« f = 1, a qual € dada recursivamente
por fCV(1) =1/f(1) e, paran > 1,

1 _ 1 n _1
F0 =55 2 (G @

d|n,d<n

(e) Prove que, se f é multiplicativa, entdo a fungao fY definida no item anterior
também é multiplicativa.
3.3 Algumas Estimativas sobre Primos

Para estudar o comportamento assintético das fungoes aritméticas da segao an-
terior, precisaremos de algumas estimativas sobre o crescimento dos primos.
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3.3.1 O Teorema de Chebyshev

Come(;amos com um

Lema 3.14. Sejam n um ndmero natural e p um nimero primo. Seja 0, o inteiro
tal que p’» < 2n < pP»*1. Entdo o expoente da maior poténcia de p que divide (27:1)
€ menor ou igual a 0,. Em particular, se p > \/2n entdo o expoente desta mdzima
poténcia de p € menor do que ou igual a 1. Além disso, se %n < p<mn entao p nao
divide (2:)

DEMONSTRAGAO: Sejam « e 8 os expoentes das maiores poténcias de p que divi-
dem (2n)! e n! respectivamente. Sabemos da proposicao 1.22 que

23 ool l3]

Portanto o expoente da maxima poténcia de p que divide (2:) = (jlnn)ll é
Op
2
n-E [zl
i1 LP p
Mas como
n V”J Sy —2(7—1) >—2VJ > 9t
P P P P P P

somando teremos que

Portanto esta ultima expressao s6 pode tomar os valores 1 e 0. Concluimos que

01’
a—28<) 1=0,
=1

Alémdisso,se%"<p<nentéoa:2eB:1,10goa—26=0. O

Corolario 3.15. Para todo inteiro positivo m, o minimo multiplo comum dos ni-

p . . 2
meros 1,2,...,2n € maior ou igual a (T?)

Podemos agora mostrar a seguinte

Proposicao 3.16 (Chebyshev). Seja 7(x) a quantidade de primos menores do que
ou iguais a x. Existem constantes positivas ¢ < C' tais que

X

C
log x <m(z) < log

c

para todo x > 2.

(2n)!
ninl €

DEMONSTRAGAO: Observemos inicialmente que (2") = miultiplo de todos

n
os primos p que satisfazem n < p < 2n. Como

2n 2n\  on
()= 2 ()=
0<k<2n
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segue que o produto dos primos entre n e 2n é menor do que 227, Como ha 7(2n) —
7(n) primos como esses segue que n™(2M 7" < 227 (pois todos esses primos sao
maiores que n), donde (7(2n) — w(n))logn < 2nlog?2 e

2nlog2
2n) — < —.
w(2n) = w(n) < S
Isso implica facilmente, por indugao, que
Lok
7T_(2k+1) < %

(comegando com k = 5; até k = 5 segue de 7(n) < n/2 para n > 4). Daf segue que
se 28 < o < 2k+1 entdo
5.2k  brlog?2

<
m(z) < k= logx

pois f(z) = zlog2/logx é uma funcdo crescente para x > 3.

Vamos agora provar a outra desigualdade. Se (27?) = Hp <on D7 € a fatoracio

canoOnica de (27?) entao pelo lema 3.14 temos p®» < 2n <= a,logp < log2n e
portanto

2
log ( n) = Z aplogp < w(2n)log(2n),

n p<2n
donde )
log (" log 2
ron) > 128 0) o nlog
log(2n) — log(2n)
pois
2n :27n'2n—1...n+1 > on,
n n n-—1 1 -
assim,

S xlog 2

()

~ 2logx

para todo z par, o que implica na mesma estimativa para todo z inteiro, pois
w(2k — 1) = w(2k). ]

Corolario 3.17. Seja p,, o n-ésimo nimero primo. Existem constantes C' > ¢ > 0
tais que
cdnlogn < p, < C'nlogn

para todo n > 2.

nlogn

DEMONSTRAGAO: Se limsup —£2— > (’, entao
n—oo

lim inf m(x) SliminfM
z=oc x/logaz = n—oo pu/logpy

.. .n(logC’ +logn + loglogn) 1
< liminf = —
n— 00 C'n 10g n c’

j& que z/log z é crescente para z > 3. Assim, como lim inf —=2)
ro0 */logz

anterior, temos que existe C’ tal que p, < C'nlogn para todo n > 2. Analogamente
se prova a existéncia de c’. O

> 0 pelo teorema
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Temos ainda o seguinte corolario do teorema de Chebyshev, que deixamos como
exercicio para o leitor.

Corolario 3.18. Seja f: N — [0, +00) uma fungdo decrescente. A série

> )

p primo

converge se, e somente se, a série

i f(n)
— logn
converge. Em particular,

>

p primo

1
— = +00.
p

Observacgao 3.19. Um interessante argumento devido a Erdds dd uma outra prova

da divergéncia da série dos inversos dos primos: supondo que Y, % < Ho00,
p primo

eriste N € N tal que
> <)
5

p

p primo
p=N

Vamos considerar a decomposicio N = AU B em que
A = {n € N| todos os fatores primos de n sao menores que N} e
B =N\ A. Sejam p1,pa,...,pxr todos os primos menores que N. Fizemos M € N.

a1 02

Sen € Aen < M, ention se fatora como pi"py? ... pe*, onde o < lfogg]g,Vj <k.

Assim, |AN[1,M]] < (1+ lﬁ;gg]g)k. Por outro lado, todo elemento de B tem um

fator primo maior ou igual a N, donde

BALM]< Y {MJ <M Y %<%.

pprmo L P —
p=>N p=>N

Como M = NN [1,M]| = |[AN[L,M]|+|BN[1,M]| < (1+22Y% 4 M temos

log 2
M+ s MOk yara todo M € N, o que é absurdo, pois

log 2
1 log M b
li — |1 =0
Min?kooM< + log2>

3.3.2 O Postulado de Bertrand

Sabemos que h& sequéncias arbitrariamente grandes de nimeros consecutivos
que nao contém primos, por exemplo

E'4+ 2k + 3,k +4,... kKl +k

Nosso préximo resultado é o seguinte teorema, também devido a
Chebyshev, que afirma que os primos nao sao tao “esparsos” assim. Ele é chamado
de “postulado” por razoes historicas.

Teorema 3.20 (Postulado de Bertrand). Seja n um inteiro positivo. Entdo sempre
existe um primo p tal que n < p < 2n.
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Lema 3.21. Para todo n > 2, temos

H p <4,

p<n
p primo

DEMONSTRACAO: A prova é por indugdo em n. Para isso, vemos que para n
pequeno tal desigualdade é valida. Além disso, se o resultado vale para n = 2m +1
entao também vale para n = 2m + 2 pois nao agregamos novos primos ao produto
quando passamos de 2m + 1 para 2m + 2. Logo basta provar a desigualdade para
um valor impar n = 2m + 1.

Dado que para todo primo p tal que m +1 < p < 2m + 1 tem-se que p divide
(2m + 1)! mas nao divide (m + 1)! nem m! entao

2 1 2 2
m+1<p<2m+1 m+ m+ m

Portanto da hipdtese de indugao temos que

H p= H p H p< 4m+14m — 42m+1’

p<2m+1 p<m+1 m+1<p<2m+1

como queriamos demonstrar. O

DEMONSTRAGAO: (DO POSTULADO DE BERTRAND) Suponhamos que esta afirma-
¢ao ¢ falsa para algum valor de n e mostraremos que n nao pode ser muito grande.

Seja p; 0 i-ésimo primo e «; maximo tal que p3* (2:) Como estamos supondo
que nio hd primos entre n e 2n e como nenhum primo entre 2n e n divide (*) pelo

lema 3.14, temos (27:’) = leg% p;*. Ainda pelo lema 3.14, p7* < 2n e a; < 1 para
p;j > V2n, logo

(?)S Iz I w»< II 20 I] »s

PisV2n V2n<p; <% pi<v2n  p;<3

Utilizando o lema anterior, e supondo que n é suficientemente grande de modo que
o niimero de primos entre 1 e v/2n é menor que y/n/2 — 1 (n = 100 é suficiente
e a partir deste valor esta hipdtese se cumpre ja que metade dos niimeros neste
intervalo sdo pares), temos

(2:) < (2n)‘/n/2—142n/3.

Por outra parte, n(*") = n(**7") + n(*"7) > (1 + 1)~ = 22"~! ¢ assim a

desigualdade anterior implica

2n—1
2 < (Qn)\/n/27142n/3 — 22n/3 < (2,”)\/71/2'

n

Tomando logaritmo na base 2, obtemos a desigualdade %ﬁ <logyn +1, que é
falsa para todo n > 50.
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10 20 30 40 50

Portanto, se existe um contra-exemplo do postulado de Bertrand, este deve ser
menor do que 100. Para terminar a demonstragao sé falta mostrar um primo que
cumpra as condi¢oes do teorema para todo inteiro menor que 100: tome

p=2 para 1<n<2
p=>5 para 3<n<5
p=11 para 6<n <11
p =23 para 12<n <23
p =47 para 24 <n <47
p="T9 para 48 <n <79
p=101 para 80<mn <100

Exemplo 3.22. Seja n > 2F. Demonstrar que os k primeiros nimeros que sio
maiores do que n e primos relativos com n! sdo primos.

SoLUCAO: Como n > 2F entdo n? > 2Fn. Entdo entre dois termos consecutivos
da sequéncia n, 2n,4n, ..., 2%n existe ao menos um primo. Portanto, entre n ¢ n?
existem ao menos k primos. Em particular, os k primeiros niimeros maiores que n
que sdo primos relativos com n! estardo entre n e n?. Se um de tais nimeros nio
fora primo, digamos [ = ab, supondo a < b, teremos que a2 <1 < n?, logo a < n, o
que contradiz o fato de que n! e [ sdo primos relativos. O

3.3.3 Outras estimativas

Precisaremos também das seguintes estimativas:

Lema 3.23. 1. > % =logn+v+ O0(L) =logn+ O(1), onde
1<j<n

1
~ = lim (( 3y f) - 1ogn) — 0, 577215664901532860606512 . . .

n— oo 2 j
é a constante de Euler-Mascheroni (ver [1] por exemplo).

2. Y logj=(n+3)logn—n+O(1).

3. > —L— =loglogn + O(1).

DEMONSTRACAO: Para estimativa mais precisa da primeira soma, veja por exem-
plo [6]. Aqui provaremos apenas a segunda estimativa, que nos serd suficiente na
maioria das aplicagoes. Para isto, observemos que a fungio g(z) = X é estritamente

Tz
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decrescente e concava para cima, assim para todo inteiro j > 1, no intervalo [j —1, j]
a reta y = % fica embaixo de y = g(z), que por sua vez fica embaixo da reta que

passa pelos pontos (j — 1, J—l) e (4, %) Portanto calculando as dreas sob as curvas
temos que

1 /J’ 1 1( 1 1>
=< —dr< = |——+-],
J -1 2\j—-1

Somando todas estas desigualdades desde 2 até n temos que

Sie s (i) mt s

j— 1
e assim

1 1
§+%+logn<z <1+ logn.

j= 1

Para estimar o segundo somatério, observemos que a funcdo h(xz) = logz é
estritamente crescente e concava para baixo. Como antes, temos que para todo
inteiro j > 1, no intervalo [j — 1,j] a reta que contém o ponto (j,logj) e tem
inclinagdo m; = h'(j) = % fica por cima de y = h(x), que por sua vez fica acima da
reta que passa pelos pontos (5 — 1,log(j — 1)), (j,logj). Logo

1 J
logj — — > / logzdr > = (log(j —1) +logj).
2] j—1 2
Somando estas desigualdades desde 2 até n temos que
ilogj fii > /nlogacdx
=2 = 2 1
j= J=

> i(log(j —1)+logj) =
j=2 j=2

—
—
o

R
<

\

I
—
9]

0
3

Ou seja,

11
1 — 1 1 1 — =
(n+ )ogn n+ >jz:1ogj>nogn n+2—|—2jz::1

Assim, concluimos que

1 3
<n+ )logn—n+1 > Zlogj > (n+ )10gn—n+4+4
j=1
e o resultado segue.
A terceira soma é estimada comparando-a com a integral f2 Iloggj = loglogn —
loglog 2, e é deixada como exercicio para o leitor. O

Agora, mostremos algumas estimativas sobre ntiimeros primos.

Proposicao 3.24. Y logp =logn+ O(1).
p primo
p<n

DEMONSTRAGAO: Pela proposi¢ao 1.22, temos

H p'” onde v, = i {TZJ .

p primo k=1 p
p<n
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Tomando logaritmos, temos > ;_,logk = Y wv,logp, e como Tol< 3] <

p primo
p<n

oo n _ n
Up < Dkt pE = p=1»

Z (Z_1>]0gp<210gk< Z pﬁll()gp'

p primo k=1 p primo
p<n p<n

Ou seja,

1 1< logp logp
_Epgologpgﬁglogk—p;m » Sp;mp(pfl).

p<n p<n p<n

Pelo teorema de Chebyshev 3.16, temos > logp < w(n)logn = O(n). Por outro

p primo

p<n

lado, > p};g_pl) <Y1 nS% = O(1). O resultado segue, pois + > /' | logk =
P ran -

logn + O(1) pelo lema anterior. |

A proposigao anterior nos permite estimar a ordem de crescimento da soma dos
inversos dos primos.

Teorema 3.25. > % = loglogn + O(1).
pppgzw

DEMONSTRACAO: Defina

lolfk se k é primo -
ap = o e Sy, = E ag.
0 caso contrério Pt
Pela proposigao anterior, temos que S, = > logp — Jog ki + O(1). Assim, temos
p primo
p<k

por “integracao por partes” discreta

1 - ag o Sk — SL_1
p§m;:§10gk:kz:2 log k
p<n

k=2
_z”: o L L N\, S
~ &7 logk  log(k+1)) " log(n+1)

- 1 1
B Zlng <10gk  log(k + 1)) +00)

_ i: log(k + 1) — log k +o)

u 1
X Doty TOW
onde a ultima igualdade segue de

1 /’““dz 1
- < < =
k+1= ), o ~k

. 1 - log(k +1) — logk < 1
(k+1)log(k+1) — log(k + 1) ~ klog(k+1)
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IN

(1) —ow

k=2

n 1 n 1
kz:;klog(k-i—l) Z(k‘—i—l)log k+1)

n
O resultado segue do lema anterior, ji que m
k=2

loglogn + O(1). 0

Observagao 3.26. Ndo € dificil mostrar que a prova acima fornece um termo de
erro do tipo c+O( —) (em lugar de O(1)) para uma certa constante c (a constante
de Mertens), que vale aprorimadamente

0,2614972128476427837554268386 . . . .

Deizamos os detalhes como exercicio para o leitor. Epossivel provar que a constante
de Mertens ¢ € igual a v+ 5. (log(l— 1%) + %), onde v € a constante de Euler-

p primo
Mascheroni.

E possivel obter estimativas mais precisas para o termo de erro. Landau, por
exemplo, provou em [12] que € possivel trocar o termo de erro O(——) por O(exp(—(logn)*/11)),

e Vinogradov ([25]) provou que € possivel trocar o termo de erro por O(exp(—a(logn)3/®(loglogn)~1/%)),
para alguma constante positiva a.

logn

Mais  recentemente,  Diamond e Pintz  ([4]) provaram que o
erro Y. % — loglogn — ¢ troca de sinal infinitas vezes. Mais precisamente,
p primo

p<n
n'?logn( 3 % — loglogn — ¢) atinge wvalores positivos e negativos de mddulos

p primo
p<n

arbitrariamente grandes.

Um outro resultado importante, que serd usado nas secoes seguintes, é
Proposigao 3.27. Z L =

DEMONSTRAGAO: No plano complexo, temos

senz-zH< 2k2)
e

Assumindo esta férmula, vejamos como terminar a prova. O coeficiente de 23 neste
produto é — 377 | —L>, mas como

23 25

senz:z—g—&—a—-n

concluimos que >~ ; ﬂTllcQ = 3,, donde o resultado segue.

Para provar a férmula acima, basta fazé-lo para z real, uma vez que o resultado
geral segue por continuagao analitica. Note que para todo k > 1, sen((2k+1)y) pode
ser escrito como Pg(seny), onde Py é um polinémio de grau 2k + 1 (e coeficiente
lider (—4)%). De fato, seny = seny, sen(3y) = 3seny —4sen3(y) e, para todo k > 1,

Pri1(seny) + Pr—1(seny) =sen((2k + 3)y) + sen((2k — 1)y)
=sen((2k + 1)y + 2y) + sen((2k + 1)y — 2y)
=2sen((2k + 1)y) cos(2y)
=2P;(seny)(1 — 2sen’®(y)),
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o que implica o resultado por indugdo, com Pyi1(t) = 2(1 — 2t?) Py (t) — Py_1(t).
As raizes de Py(t) sao os 2k + 1 ndmeros sen(wr/(2k + 1)), onde r é inteiro com
—k <r < k. Assim, temos

sen((2k 4+ 1)y) = (_4)k seny H (sen2 y= senQ( - ))

1<k 2k+1
2
sen? y
=acseny ][ (1- Z5=)
1<r<k 2k+1

sen((2k+1)y)
seny

para alguma constante c;. Como lim = 2k + 1, temos que ¢ = 2k + 1.

y—0

Fazendo agora y = z/(2k + 1), temos

senx:(2k+1)sen(2kﬁ_1) H (1—2222&2’:}1;).

1<r<k 2k+1

Como 2t/m < sent < t para todo t entre 0 e 7/2, temos, para todo x reale 1 < r < k,

2r r r 2 sen’ ( ST )
T~ < —_ 1 <1 2k
% + 1 —Sen<2k;+1> S okt 1 42 =7 sen?(GE)

Assim, o produto converge uniformemente em compactos, e podemos passar ao
limite £ — oo termo a termo, obtendo a férmula

2

senxsz(l—%).

r>1

O

No seguinte desenho se ilustram os graficos y = fi(x), dos primeiros trés termos
2

da sequéncia fi(z) ===z H (1 — %) que converge em compactos & fungao sen x.
mwer

1<r<k

y = fa(x)

Yy =senx

y = fa(z)

Problemas Propostos

3.20. Seja ((s) =>.7; - a fungdo zeta de Riemann. Mostrar usando a proposi-
¢do anterior que ((4) = g—é.

3.21. Mostrar indutivamente que 47(21;) € sempre racional.
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3.22 (Fragoes egipcias). Uma fragdo egipcia é uma fragao da forma %, onde n é

um inteiro positivo (parece que os egipcios ndao gostavam de fra¢oes com numerador
maior que 1). Prove que todo racional positivo pode ser escrito como soma de
fragoes egipcias distintas.

3.23. (a) Dados inteiros b > 2 e a, com 0 < a < b—1, seja Xap 0 conjunto dos
inteiros positivos n em cuja representacdo na base b o algarismo a nao aparece.

Prove que ), ., L converge.
a,

(b) Prove que qualquer sequéncia finita de digitos aparece como uma sequéncia
de digitos consecutivos na representacao decimal de infinitos nimeros primos.

3.4 A Funcgao ¢ de Euler
As seguintes proposi¢oes mostram algumas estimativas da funcao ¢ de Euler.
Proposigao 3.28. > 7'_ ¢(k) = 37%2 + O(nlogn).

DEMONSTRAGAO:  Observemos que pela férmula de inversdo de Mébius (teo-
rema 3.9) e o lema 1.77 temos @(k) = 3_;, u(d)g, logo

onde fizemos a substituigao r = % < %. Por outro lado,

(5 ) - () o

Além disso, note que para todo o > 1 temos que

S >N Dap 1(d)
Safm-fEpe

Em particular 7, “53) = (X021 )7 = 5 pela proposicio 3.27, assim substi-
tuindo este valor na expressao acima temos o resultado desejado.
O

Observemos que a proposi¢ao anterior mostra que a “probabilidade” de que dois
nimeros naturais sejam primos entre si, ou seja,

1
lim ﬁ#{(m,n) eN?|1<n,m<N e mde(m,n) =1}

N —oc0

é igual a % ~ 60,79%. Este resultado pode ser generalizado da seguinte forma:
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Proposicao 3.29. Dados k > 2 um inteiro e x € (0,400), sejam

X = {(m1,ma,...,my) € N* | mdec(mq,mg,...,my) =1} e
f(@) = #{(m1,ma,....,my) € X |1 <my,ma,...,my <}
Seja ainda ¢ a fungio zeta de Riemann dada por (k) =307 .
Entdo, para k = 2, f(z) = C’E;) + O(xlogz) e, para k > 2,

f(x) = &5 + 0.

Em particular, lim f,(f) = L. Em outras palavras, a “probabilidade” de ter-
r—+oo T C(k)

mos mdc(my, ma,...,mg) =1, para my,ma,...,mi € N € ﬁ

DEMONSTRAGAO: Temos f(z) = 0 para todo z € (0, 1), e, para todo = € (0, +00),

Yoas1 flx/d) = |z]", pois cada um dos |x]" pontos inteiros (mq,mo, ..., my) €

[1, [x]]* se escreve de maneira tnica como d.(r1,7s2, ...,75), onde d (que é igual a
mdc(my, ma, ...,my)) é um inteiro positivo e mde(ry, ro, ..., ) = 1, com (r1,79,...,7%) €
(L, [z/d]]*.

Portanto, pela segunda féormula de inversao de Mobius, temos
(@) = Loy pld) x/d)* = 357 w(d)|w/d)".
Como |z/d|* = z* /d* + O(xF=1 /dF=1), temos

=] ] k1 l=] ) k1

f(as):Zu(d)(z)k—i-O(Zi;l):dZ —i—O(de 1)2

L] [z]

A E ol ) - ol S

o que implica o resultado desejado. O

Proposicao 3.30. >, _, T) = %2 + O(logn).

DEMONSTRAGAO:  Como na proposicao anterior, ¢(k) =3, p(d)% e portanto

- -l

k=

_

) En—i—O(logn)
2

- T
QU=

Proposigao 3.31. 0 < liminf %

n—oo

< +o00.

DEMONSTRAGAO: Seja p; o i-ésimo nimero primo. Se n tem k fatores distintos,
entdo n > ny onde ng = py - pa - - - Pr € 0 produto dos k primeiros nimeros primos.

Assim, #Z . (1_]19)2 1 (1_;):¢§sz)7

P pr‘imo 1<i<k
pln
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logo £lmloeloan 5 eny)loslogne — Bagta mostrar que lim inf £ 10eloBm: () o)
n n n ’ ’
mas k k—o0 k

k
log 1 1
log £l log i _ ¢ (1 - > + log log log .
> -

n
k j=1 ]

1y 1 1 g
Como log(l - p—j) = -5+ O(E), pela proposicao 3.25 obtemos

k 1 k )
;bg(l B p?) - Z IT + 0(1) = —loglog pi + 0(1).

j=1*7

Mas pelo corolario 3.17, temos que k < pr, < Cklogk para algum C, o que implica
log log pr, = loglog k+O(1). Desta maneira, para mostrar que li]gn inf Mflog"’“ €
— 00
(0, 00), basta verificar que
lim sup(log log k& — logloglog ny) = 0.

k—o0
Temos que ni = H?zlpk < (Cklogk)*, donde
logng < k(logk +log(Clogk)) < 2klogk para k grande,
e assim loglogny < logk + loglog k 4 log 2. Portanto

lim sup(log log k — loglog log ny) > 0.

k—o0
Por outro lado, certamente temos nj>2", logo logny>klog?2, loglogn,> logk +
loglog 2, e assim
lim sup(loglog k — logloglog ny) < 0.
k—o0

Logo este limsup é zero, completando a prova. O

Observagao 3.32. E possivel provar que lim inf w =e 7.
n—oo

Observe que outro tipo de estimativa trivial pode ser obtida do fato que ¢(p) =

p — 1, para todo p primo, assim fica claro que lim sup @ =1.
n—oo
Resumindo os vérios tipos de resultados que obtivemos sobre ¢(n) dizemos que
a ordem média de ¢(n) é %%, a ordem méxima de ¢(n) é n e a ordem minima de

, -
(p(n) € lofg logn :

Problemas Propostos

3.24. Prove que se a parte real de o € maior ou igual a 2 entdo

oo <,0(m)_ 0o 1 S 1
mz::l me _ng:lma_l m:lﬁ.

3.25 (Sierpiriski). Mostrar que o conjunto

(D e

¢ denso em [0,1], isto é, que , para todo a € [0,1] e todo € > 0, existe um inteiro

positivo n tal que ’@ — a‘ < €.
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3.26 (Schinzel). Mostrar que o conjunto

{W‘n€N}

€ denso no conjunto dos numeros reais positivos.

3.27. Mostar que para todo a <1 en >0

p(k) 6

2—a 11—«
o = 71_2(2_0[)n +O(n"~"“logn).

k=1

3.28. Mostrar que

Z (k) = %logn—l-C—&-O(lOTgln),

3.5 A Funcgao o

Lembramos que o(n) = ), d é uma fungdo multiplicativa. Assim, se n =
p‘lllpg2 .. .p‘z

k koot 1 _ 1—p, %
3| (IR HH()
j=1 j=

k é a fatorag@o canodnica de n, entao

donde anZl(l + i) <o(n) < nHJ 1 p . Usando a férmula de ¢(n) temos que

mas

p primo p2 p primo k=1

ja que expandindo o produto, cada natural k aparece exatamente uma vez pelo
teorema fundamental da aritmética. Logo temos que % < % < 1 para todo
n > 1. Juntamente com a proposi¢ao 3.31 isso implica a

a(n)

Proposigao 3.33. lim Sup nloglogn

€ (0,00). Naturalmente, se n é primo, a(n) =

n + 1, donde liminf J(") =1.

n—oo

Observagao 3.34. E possivel provar que lim sup % =e.
n—oo

Temos também a

Proposigao 3.35. >.;_, o(k) = %nQ + O(nlogn)
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DEMONSTRAGAO: Da definigdo de o temos que

> o) =3 - Zd[ J

k=1 k=1 d|k
— 7]z +D)
=2 > d=> ) d=)
d>1 k>1 E>1 d>1 k=1
k n kd<n
2 n
n 1
= ?Zﬁ + O(nlogn)
k=1
2,
=" + O(nlogn),
pois 3. L =0([F%)=0(L)e ¥ L =" O
k>n k>1
Proposicao 3.36. Z U(k = %271 + O(logn).
DEMONSTRAGAO: Observemos que G— Ed‘k & Zd'|k 4, assim por um pro-

cedimento similar ao anterior temos
n n n
o(k) 1 1n
ILUES I SEAE
k=1 k=1d'|k d'=1
2

=n Z d’2 + O(logn) = Fn + O(logn).
d'=1

3.6 Numeros Livres de Quadrados

Vamos nesta segao a estimar a “probabilidade” de um ntumero natural dado ser
livre de quadrados, ou seja, vamos calcular o limite

lim #{1 <k <n|kélivre de quadrados} = lim — Z |pe(k

n—oo n _Mn71k 1

n—oo

Proposigao 3.37. lim 1 Z (k)| = 5.

DEMONSTRAGAO:  Seja g(z) = [2?] e f(z) = Y, <, |u(k)|. Observemos que como
um natural n se escreve unicamente como n = r2 com [ livre de quadrados, te-
mos que » <, f(f—;) = g(z). Assim, pela segunda férmula de inversdo de Méobius
(teorema 3.12), temos

. zu(@g(z) -3 |5

k<x k<x
-3 pll +o (z) = 7;3 24 0(z),
k2
k<z
j& que 35,5, “,El;) = 6/7% (ver a demonstracio da proposicio 3.28). Se y = 22,

temos que f(y) = Sy + O(/¥), o que implica o resultado. |
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3.7 As Funcoes w e ()

k¥ com p; < pg < --- < pg primos é a fatoragdo canodnica

Se n = pi'ps? - py
de n, entdo w(n) = k e Q(n) = 2?21 a; sdo respectivamente o nimero de fatores
primos distintos de n e o ntiimero de fatores primos de n com multiplicidade. Vamos
provar que, para a “maioria” dos valores de n, w(n) e Q(n) sdo da ordem loglog n.

Notemos inicialmente que w(n) < Q(n) para todo n e que

Q(n)zz Z 1 e w(n) = Z 1,

k>1 p primo p primo
T pkn pln
donde
n n n
Sam-e =% S 1=% ¥ |
r=1 r=1k22 P primo k>2p primo P
pl|r
n n
< 2 P 2 plp—1)
p primo k>2 p primo
1 1
< —  _)=0
=N (k 1 k:) ()
E>2

Para mostrar que w(n) é da ordem de loglogn para a maioria dos n, vamos
estimar a soma Y, (w(r) — loglogn)?. Comegamos estimando Y _, w(r). Pelo
teorema 3.25, temos

Zw(r): Z {ngn Z %+O(n):nloglogn+0(n),

r=1 p primo p p primo
p<n p<n

Vamos agora estimar Y, w(r)?, para isso observemos que

n n )
Swr=3 (1)
r=1 r=1 pr;r‘irmo
n
= 1= {LJ
; P1»Pzzp:rimos p;no qg;m mmc(p, q)
p1lrp2lr p<n q<n
n
n n n
SIS SR AN S Sl ]
P;xo p p,q;nos pq r:]_w " P,q;nos pq
psn p#q P#q

Note que  >° [+] < n( % %)2 = n(loglogn)? + O(nloglogn). Por outro
p,q primos p primo
pF4q p<n

lado,

> |El- T Zeom

pq

Pp,q primos p,q primos pq
P#q P#q,pqg<n
1\2 )
= ”( Z 5) + O(n) = n(loglogv/n + O(1))* + O(n)
A

= n(loglogn)? + O(nloglogn).

Portanto Y _, w(r)? = n(loglogn)? + O(nloglogn).



[SEC. 3.8: A FUNCAO NUMERO DE DIVISORES D(N) 93

Assim, temos que

n

Z(w(r) —loglogn)? = Zw( - 210g10gnz ) + n(loglog n)?
r=1

r=1
= n(loglogn)? + O(n log 1og n)
—2loglogn - (nloglogn + O(n)) + n(loglogn)?
= O(nloglogn).

Defini¢ao 3.38. Seja f,g: N — R. Dizemos que a ordem normal de f(n) € g(n)
se podemos decompor N = AU B de modo que

<
i PREBIES) oy, Ty
n—oo n nee g(n)

Observe que esta particao de N implica que A contém quase todos os niumeros na-
turais.

Em particular, dado a > 0, B(n) = {r < n | |w(r) — loglogn| > (loglogn)zte}
é tal que #B(n) = O(n/(loglogn)?®). Temos assim que a ordem normal de w(n)
(e de ©2(n) pois > o, [2(k) — w(k)[ = O(n)) é loglogn.

Erdés e Kac provaram em [5] que a distribuigao de probabilidade de %,
n € N, é a distribuicao normal usual. Mais precisamente, dados a,b € R com a < b,
temos

L1 w(k) —loglog k 1 /b 1279
1 — k< <——=""<by=—— 24,
nggon#{ snles loglogk — Vor Ja ©
3.8 A Funcao Niumero de Divisores d(n)

A funcdo d(n) =3 djn 1 tem um comportamento bastante irregular. Temos que
d(p) = 2 para todo primo p, donde lim inf d(n) = 2. Por outro lado podemos estimar
n— oo

a ordem méxima de d(n).

Proposicao 3.39. Se ¢ > 0 entao

d(n) . d(n)
nlL)II;O 92(1+¢)logn/loglogn =0 € h?IlILSOIip 92(1—¢) logn/loglog n

= +400.

DEMONSTRACAO: Para a primeira afirmacao, basta mostrar que

log 2logn

para algum € tal que 0 < € < e. Para isto, considere a fatoragdo canonica em
(OS5

primos n=p{"p3? - - - pp*, de modo que d(n):Hle(lJrai). Temos

k

logd(n Zlog 1+ a;) e logn = Zailogpi.
i=1

Seja § > 0. Dividimos em dois casos: primeiro, se p; > (logn)'~?, temos logp; >
(1 =96)loglogn, e como 2% > 1+ a; < «;log2 > log(1l+ ),

_1log2 - ajlogp;

log(1 + a;) < a;log2 < (1 —4) Toglog
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Segundo, se p; < (logn)' =%, como 2% <n = a; <logn/log2 = log(1+a;) <
2loglogn para n > 0, temos

1
S log(1+a) < 2(logn)'~* loglogn = o (Ogn> .
pi<(logn)l—9 lOglOgn

Somando sobre todos os primos, temos portanto

logd(n) = Y log(1+ a;)
1<i<k

<(1-9)

_,log2- Zlgigk a; logp; o logn
loglogn loglogn
_ log?2 -logn

<((1=0) )2

- (( ) ) loglogn

o que implica nossa afirmacao para n > 0 e § suficientemente pequeno.

Para a segunda afirmagao, considere o produto ny = p1ps - - - pr dos k primeiros
primos. Basta mostrar que

log 21
og2logmk .

logd(ng) — (1 —¢) Tog 1oz 1z

quando k — oco. Temos d(ny) = 2* donde log d(ns) = klog2. Por outro lado, pelo
corolério 3.17, temos

k k
logng = Y logp; = Y logO(jlogj) = klogk + O(kloglog k)
j=1

j=1

de modo que logn, = (1 + o(1))klogk, loglogn, = (1 + o(1))logk e assim
log ng
loglog ng

= (1 + 0(1))k, o que implica o resultado. 0

Vamos agora calcular a ordem média de d(n).

Proposigao 3.40. 13" d(k) =logn+2y—1+ O(ﬁ) onde vy € a constante de

Fuler-Mascheroni

DEMONSTRACAO: Temos

En d(k) = 5" g 1= 5" 2l=n En = + O(n) = nlogn + O(n).
d d
k=1 d=1

k=1 d|k d=1

Y,

7

Ty =,
N
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Podemos estimar o termo de erro de forma mais precisa, contando os pontos de
coordenadas inteiras sob o grifico de y = n/x, conforme a figura:

n

Z {ﬁJ = #{(v,y) € N5o x N>g | zy < n}

d
d=1

= #{(x,y) € N5y x Nyg | 2 < vV/n,zy <n}
+ #{(2,y) € N5og xNyg |y < Vn,zy < n}
— #{(x,y) € Nsg X Nyg | 2 < v/n,y < v/n}
Lvn] n Lvn] 1 )

— o 2_ 1 _

=23 2] -Lvar=2(n > —+0(vm))~ (Vi +0())

1
=mnlogn+ (27 —1)n+O(Vn)
utilizando a estimativa mais precisa > % =logn+~vy+ O(%) 0

1<j<n

Observagao 3.41. E possivel dar estimativas mais precisas para o termo de erro
nesta proposicio. Seja A(n) := Y ,_, d(k)—n(logn+2y—1). A proposi¢io anterior
(que é devida a Dirichlet) diz que A(n) = O(n'/?). O problema dos divisores de
Dirichlet consiste em determinar o menor 0 € R tal que A(n) = O(n?*¢),Ve > 0.
Hardy provou em [7] que 6 > %: de fato, ele mostrou que existe ¢ > 0 tal que, para
certos valores arbitrariamente grandes de n, A(n) > en'/*, e, para outros valores
arbitrariamente grandes de n, A(n) < —cnt/*. Por outro lado, Huzley provou em

[11] que 6 < 3% = 0,31490384615384615384615 . ... Conjetura-se que 6 = 1/4.

Finalmente, para quase todo n € N, w(n) e (n) sdo da ordem de loglogn pela

secao anterior, donde, se n = p{'p3? ---pp* ¢é a fatoragao canodnica de n,
k k
29" = 28 < T (1 + o) =d(n) < [ 2% =27,
j=1 j=1

Assim, logd(n) é da ordem de log?2 - loglogn para quase todo n, ou seja, d(n) =
(logn)'°82 < logn para quase todo n, apesar de a ordem média de d(n) ser logn.
Isso se deve ao fato de, para alguns poucos valores de n, d(n) ser muito maior
que logn, lembrando que a ordem méxima de d(n) é 2(1o(1))logn/loglogn 5, 160y,
para todo n € N. De fato, Ramanujam mostrou que, para r > 1, esse efeito faz
com que Y ,_,(d(k))" seja da ordem C(r)n(logn)? ~! para uma certa constante
C(r) € (0,00).

3.9 A Funcao Niumero de Particoes p(n)

Uma parti¢ao de um inteiro positivo n é uma forma de escrever n como soma de
inteiros positivos, nao importando a ordem. Assim, podemos identificar uma parti-
¢ao de n com um vetor (a,as,...,ax), onde k,ai,as,...,a; sdo inteiros positivos,
a1 > as > --->ageay+as+---+ar =n. Para cada inteiro positivo n, denotamos
por p(n) o nimero de partigdes distintas de n. Por exemplo, como as formas de
escrever 6 como soma de inteiros positivos sao 6 = 5+1=4+2=44+14+1=3+3 =
34241 =3+1+1+1 =24242 = 2424141 =2+1+1+14+1 = 14141414141,
temos p(6) = 11.
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Uma particao pode ser representada por uma pilha de quadradinhos onde a
altura de cada coluna da pilha é monétona nao crescente da esquerda para a direita.
Uma convengao é de que as alturas das colunas sao os inteiros a; > as > --- > ay.
Na figura mostramos a particio 7+5+4+4+3+2+1+ 141 de 28.

7

N&o é muito facil estimar com precisdo a ordem de magnitude da funcao p(n).
Comegamos mostrando as seguintes estimativas elementares, andlogas as estimativas
mostradas em [10]:

Proposigao 3.42. 2LV21=2 < p(n) < [/n|n2V™ vn > 1.

DEMONSTRAGAO: Essas desigualdades sio claramente vélidas para n = 1. Vamos
supor a partir de agora que n > 1. A primeira desigualdade pode ser mostrada
considerando as particoes obtidas da seguinte forma: Escolhemos k£ um ndmero
natural tal que 142+ ---+k+ (k4 1) < n (para isto basta tomar k = |v/2n] — 2
para n > 2). Para cada conjunto A = {aj,as,...,a-} C {1,2,...,k}, podemos
associar a partigcao

n=a+a+---+a+Mn—a—ay—--—a).

Note que n— (a1 +as+---+a,) > n—(14+2+---+k) > k+1 é o maior termo da par-
tigdo, o que mostra que, para n > 3, a subconjuntos distintos de {1,2, ..., k} corres-
pondem particoes distintas, e como hé 2% = olv2n|-2 subconjuntos de {1,2,...,k},
segue que p(n) > 2lv2n|-2 para n > 2, e a primeira desigualdade esta provada.

J4 para a segunda desigualdade, a cada partigdo m = (a1, az,...,ar) de n, com
a; > ag > --- > ay, associamos o maior inteiro positivo ¢ = ¢() tal que a;, > ¢. Em
outras palavras, ¢(7) é o lado do maior quadrado contido no diagrama da partigao:
no exemplo da figura anterior, g(7) = 4 (e o quadrado estd sombreado). Note que
q(7)? < n. Assim, héa |/n] possibilidades para q(7).

Por outro lado, uma vez determinado ¢(7), temos que ay, ..., aqx) > q(7) sa-
tisfazem as desigualdades 0 < a; < n,Vi < g(7), que tém (esquecendo o fato de que
0s a; estdo em ordem decrescente) no méximo n?™ < nlv7 solucdes (pois ha no
méximo n possibilidades para cada a;). Além disso, como a; < g(m),Vj > g(m), os
aj, para j > ¢(m) estdo unicamente determinados pelos nimeros b;,1 < i < g(m)
dados por b; = |{j > q(7);a; > i}|,1 < i < g(7), os quais satisfazem ) b; =

i<q(m)
> a; <n, eassim, como antes, hd no méximo nd(™ < plvnl pogsibilidades para
J>q(m)
0s b;,1 <1i < g(m) e portanto para os aj,j > ¢(m). Assim, temos

p) < > (n9)? < (Va2 = |vn] eVl
1<¢<|v/n]
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Para estimativas um pouco mais precisas, vamos usar a fun¢ao geratriz de p(n).
Note que p(n) é o ndmero de solugoes (mq,mg,ms3,...) com os my inteiros nao
negativos de ), ., kmj = n. Assim, convencionando p(0) = 1, temos a igualdade

seguinte:
Yptos = I1(3 ) =1 ()

n>0 k>1 m>0

A igualdade em principio é formal mas a estimativa acima garante a convergéncia
se |z| < 1. Assim, para todo N € N, e todo z € [0,1),

N N N 1
> et < T ) =TI (=)
n>0 k=1 m>0 k=1

Usaremos esses fatos para provar o seguinte

Teorema 3.43. Para todo N € N, temosp(N) < e™V 2N/3 - Além disso, lim logp(n) _
n

—+00 n
2
T/ 3-

DEMONSTRAGAO: Da discussao anterior, temos que, para todo x > 0,

N N 1 1
s < 3 oo < [ (=) < I (=)

k>1

Tomando x=e™%, com ¢ > 0, obtemos p(N)e N < [] (=== ), donde logp(N) —
k>1

eN < Y —log(l — e ¢¥). Temos que € > flog(li e~¢F) ¢ a soma inferior de
E>1 E>1
Riemann associada & partigao {0, ¢, 2¢, 3¢, .. . } para a integral fooo —log(l—e™Y)dt =

= (essa tltima igualdade segue de

6
a>_1 L p ::j/u> o p
/0 og(l —e™")dt ; (nile /n) t
1 [/ _. 1 ™
— E E/O e dt = E EZE’

n>1 n>1

sendo a troca da ordem da soma e da integral justificada pelo fato de os termos
.. —ck 2
serem todos positivos), e logo & k2>:1 —log(1 —e™*%) < %=

il
6e

, donde logp(N) < eN + =

; —ek
Assim, logp(N) —eN < 3 —log(l —e ") < =,

E>1
para todo € > 0. Escolhendo ¢ = ToN obtemos

logp(N) < 271'1/%: m/?,

0 que prova a primeira parte do teorema.
Da estimativa da proposigao 3.42 (ou da primeira parte do teorema) e da dis-

cussao sobre a funcao geratriz de p(n) segue que, Vze[0,1), a série > p(n)z”
n>0

converge e vale a igualdade ) p(n)z" = kl;[l(ﬁ) Vamos tomar z = e~ ¢, onde

n>0
e = —A (m > 1 vai ser escolhido posteriormente). Temos log [] (——=¢) =
k>1

H



98 [CAP. 3: FUNCOES ARITMETICAS

3 —log(l—e~5k) < ’g—:, como acima, e, por outro lado, como ¢ > —log(1 —e~¢¥)

E>1 k>1
é a soma superior de Riemann associada & partigdo {e, 2¢, 3¢, ... } para a integral

oo 7.(.2
/ —log(1 — e H)dt = e O(eloge™),
€

w2 1 m
logH I—— :&—O(loge )= E—O(logm),

k>1
e portanto Y. p(n)z" = exp(m/Z — O(logm)).
n>0

Por outro lado, temos, para cada n € N,
p(n)z" = p(n) exp(—en) < exp(—en + m/2n/3)
n T
= exp<ﬂ'<—\/ﬁ + 2n/3>) = exp(\/%(%/m - n))

- exp(%(m_ (Vi —vm)*)).

Tomandom =N — N*/Sen=N+k, k>0,

Vi-ymefom  NRrk NP LR
f+f 2N+ k 2 3V

temos

e logo
T N1 [RY
el o (5 40E])
™ N3k
<o (i (- (5 +aw)))
Assim,

T;\]p(n)x” < exp (w\/?) exp <—7Zn\/1%6> kzz:oexp (—ﬁ@)
ofen B2 )
(o2

Analogamente, se n < N — 2N5/6 =y — N5/6,

NN -n N5/6 B N1/3 N ml/3
\fhf VN 2 27

donde

o o (o 25)) o o) e ()

Assim,
1/6
Z p(n)z™ < N exp (m / Tg) exp(—ﬁin\/6 )

n<N—2N5/6
m  wml/6
=o(exp(m/— — )
6 10
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Portanto, como ) p(n)z™ = exp(m/§ — O(logm)), temos

n>0
>t =o(> pma), S pm)a” = oY pin)a"),
n>N n>0 n<N—-2N5/6 n>0
N-1
donde > p(n)z™ > 1 3" p(n)z", e portanto existe k com
n=N—2N5/6 n>0

1
5/6 ko
N=2NP<k<N-1,  pk)a* > x5 > p(n)z

n>0
donde
kmw
log p(k) — Tor: = logp(k) + klogz
>log2p — log( N5/6)—m/7g O(logm),
n>0
e portanto

log p(k) > w\/? — O(logm) + %
77\/? — O(logm) + (m — O(m‘r’/G))%

6m

7r %m — O(m'/3).

Como p(n) é crescente,

logp(N) > log p(k) > m/%m —0(m!'/?) = m/g — O(N'3).

Junto com a estimativa da primeira parte do teorema, isto implica a segunda afir-

magao do teorema.
O

Com métodos mais sofisticados, Hardy e Ramanujan provaram em [9] que lim,, 4nA/3-

p(n)exp(—my/2n/3) = 1.
Posteriormente, Rademacher provou em [18] um resultado ainda mais preciso,
que fornece, para cada inteiro positivo n, uma série que converge a p(n). Para cada

inteiro positivo k, seja

Ag(n) = Y exp(ms(h,k)m’zl)

1<h<k
mdc(h,k)=1

=53 ({5 -4)

Jj=

onde

(lembre que {z} = = — [z]). Entéo

- d
p(n) = m;Ak(n)\@% =121
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Aqui a notagao % significa derivada em relacao a n, considerando a expressao acima
definida para todo nimero real n > 1. Estimativas cuidadosas mostram que este
resultado implica que, para todo n > 576, p(n) é o inteiro mais préximo a

2y g (e (7r %(n—1/24)/k)
s 2 AVEg NCESYeT

E possivel mostrar que o erro da aproximacio acima de p(n) é O(n=3/8) (veja o
capitulo 14 de [19]).

3.10 A Funcgao Custo Aritmético 7(n)

O custo de um numero inteiro é definido como o nimero minimo de operagoes
aritméticas necessarias para obter esse inteiro a partir de 1. Mais precisamente,
dado k € N, definimos 7(k) como o menor m € N para o qual existe uma sequéncia
(80,81, -.,8m) onde sg =1, s,,, = k e para cada | > 1, existem ¢,j com 0 <i,j <1
com s; = s; % s, onde * € {+, —,-}. Essa funcao tem um papel importante em [24],
e também é estudada em [13]. Esta segdo é baseada em [15].

Néo é dificil ver que |7(n) — 7(—n)| < 2 para todo n € Z. Vamos nos restringir
ao caso n € N, e queremos dar estimativas assintdticas para 7(n), n € N.

Proposigao 3.44. log, logon + 1 < 7(n) < 2log, n.

DEMONSTRAGAO: Dada a sequéncia (sg, . - ., ;) como na defini¢cao de 7(n) temos
que s < 22" para todo k > 1, de fato, isso segue por inducao de s;, < max{2s,s?},
onde s = max{|s;| : j < k}. Por outro lado, como 7(2n) < 7(n) +1 e 7(2n +
1) < 7(n) + 2 para todo n € N, por inducao segue que 7(n) < 2log, n para todo
n > 1, assim temos a segunda desigualdade. A primeira desigualdade ndo pode ser

melhorada para todo n € N grande ja que T(22k) =k + 1 para todo k € N. O
Vamos provar que 7(n) > lolgoi gn para quase todo n € N. Mas precisamente,

temos

Teorema 3.45. Dado € > 0 temos que

1. 7(n) > logign +(1- e)% para quase todo n € N

1 1 -log log1 .
2. 7(n) < oien T3+ 6)% para n € N suficientemente grande.

Na verdade o mesmo resultado vale se tivéssemos um ntmero arbitrario de opera-
¢oes bindrias, incluindo +,-. Vamos dividir a prova do teorema acima nos seguintes
resultados

Proposicao 3.46. Suponha que temos s operagoes bindrias na definicao de T.
Entdo N(k) = #{n € N | 7(n) < k} satisfaz N(k) < A* - k¥, para uma certa
constante A = A(s) > 0.

DEMONSTRAGAO: Seja A = {*i,...,%s} o conjunto de operagoes. Se 7(n) = k
entdo existe (sg,...,8S;) com sg = 1, s = n, e para cada [ > 1 existem t; < s, i, j
com 0 < 4, j5; < tais que 8; = s;, %4, s;,. Devemos ter {i1,j1, %2, jo,. ...k, jk} =
{0,1,...,k — 1}, se ndo terfamos criado um s; desnecessdrio, e logo 7(n) < k.
Além disso, se (r1,...,72k) = (i1,J1,---,%%,jkr), podemos supor que existe uma
sequéncia 1 < I3 < ly < -+ <l <2k tal que r;, = ¢—1, paral <14 < k.

De fato, se P(j) = min{é | r; = j} podemos supor sem perda de generalidade
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que P(0) < P(1) < --- < P(k —1), j&4 que caso contrério, se P(j) > P(j + 1),
entdo s; ndo é usado para criar s;41, € portanto s;41 pode ser criado antes de s;.
Assim, escolhendo (sg, 51, ...,8;) com M =max{m > 1| P(j) < P(j+1),Vj <m}
maximo, devemos ter M = k—1, pois, caso contréario, P(M) > P(M+1) e, trocando
as posicoes de spr41 € Spr, aumentariamos o valor de M, o que é uma contradicao.
Podemos entao tomar I; = P(i), para 0 < i < k — 1.

Seja N'(k) = #{n € N | 7(n) = k}. Pelos argumentos acima, segue que
N'(k) < s*N"(k), onde

r; € {0,1,...,k — 1} e existe uma sequéncia
N"(k) =4 (r1,...,r26)|1 < 1y <-+- <l < 2k com 7, = j — 1 para
i=1,.. .k

Por outro lado, N"(k) < () k* < 2%¢-k* = (4k)", donde N'(k) < (4sk)". Portanto
N(k) < Yhg N'(r) < (4s+1)F - k-, -

Corolario 3.47. Dado € > 0, temos, para quase todo n € N, 7(n) > f(n) onde

logn

f("):w‘”l—ﬁ)

logn - logloglogn
(loglogn)?

DEMONSTRAGAO: Vamos estimar B(n) = #{k <n | 7(k) < f(k)}. Se k € B(n)
entdo 7(k) < f(k) < f(n), e, pela proposigao acima, temos no maximo N(f(n)) <
(Af(n))f™ naturais k& com essa propriedade, onde A = 4s + 1, mas entdo para n
grande, #B(n) é menor ou igual a

(Af(n))!™ = exp(f(n) log(Af(n)))

1
< exp (f(n) log ((log 10(?”7;1_6/2 )>

e logn (1 (1—¢) 1ogloglogn) "
loglogn loglogn

X <log logn — (1—%) log log log n))

€ logn - logloglogn
<exp|logn— =
2 loglogn
"o € logn - logloglogn o(n)
f— . X _—— = .
PL7o loglogn

Se tivermos operagoes p-drias em vez de operagoes bindrias (p > 2) temos um
resultado andlogo trocando N(k) < A* - k* por N(k) < A¥ . k»=D¥ no enunciado
da proposicao 3.46 e f(n) por %

Vamos agora obter a estimativa superior do teorema, usando somente as opera-
coes + e - .

no corolario.

Proposigao 3.48. Dado ¢ > 0, temos, para n suficientemente grande, 7(n) < g(n)
onde
logn

g(n) = —==—+ (3 +¢)

logn - logloglogn
~ loglogn ’

(loglogn)?
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DEMONSTRAGAO:  Sejam B:L(logl?%j e C=B* onde k = [loglogn|. Nos

célculos a seguir vamos omitir as partes inteiras. Tome

80:1, 8122, SB_QZB—L
SB_1ZB, SB:2B, SQB_3Z(B—1)B
Sh—1)(B-1)=B""1,  sg_1yB-1+1=2B* "1 ... spp_1)-1=(B-1)BF!
sB—1)=D

Considere agora a representagao de n na base C, isto é

n=a +aC+--+aC", 0<aq <C-1,

| logn logn
~ |logC (loglogn)?’

e as representagoes dos a; na base B
a; =bj1 +bieB+--- +bikBk_1 onde 0 < bij <B-1.

Observe agora que ja construimos os nimeros biij ~1 ¢ logo podemos construir
cada a; fazendo k£ — 1 somas. Como temos r + 1 coeficientes a;, gastamos no total
(k— 1)(r + 1) operagodes para gerar todos os a;. Uma vez gerados os a;, podemos
gerar n com os seguintes 27 passos:
a, — a,.C

—a,C+ar_1

= (a,C+ar_1)C — ---

—a,C"+---+a1C+ag=N.

O numero total de passos que usamos ¢é no maximo k(B — 1)+
(k—1)(r — 1) + 2r, assim

logn
< _ _ _ _ e
Tn) <kB-1)+k-1(r-1)+2r=rk+0 ((log logn)2>
_ logn _logC’+O logn
logC | logB (loglogn)?
__logn logn
~ logB +0 <(10glogn)2)

_ logn n logn
~ loglogn — 3logloglogn (loglogn)?
logn 3logn - logloglogn logn
= < g(n).

~ loglogn (log log n)2 (loglog n)2
O
Usando a prova acima, podemos trocar g(n) por % se tivermos o produto
bindrio e a soma p-dria &(x1,T2,...,Tp) = T1 + -+ + Tp.

Vamos agora considerar o caso em que temos apenas a operacao soma: dado
n € Ny, definimos

. (so, - - =1 =
7'+(7’L) = mln{m c N’ (Soa ’Sm) com sq y Sm n e, para Cada}

[ >1, existem ¢,j com 0 <4,j <les; =s;+s;

Nesse caso podemos provar o seguinte resultado devido a Erdés
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Teorema 3.49. lim 1“( n o _q,
n—oo 10821

DEMONSTRAGAO:  Se (sq,...,8,) é uma sequéncia como na definigdo de 7 (n)
entdao s; < 27 para todo j < m. Em particular, se m = 7+(n), temos n = s, <
2m = 27+(") donde 7, (n) > logyn para todo n € Nyg. Dado n € N*, fixamos
k =k(n) > 1 e comegamos gerando os nimeros
_ _ _ _ ok
S0 = 1,81 —2,52 —3,...,82k_1 =2".
Escrevemos agora n na base B = 2F

n=ay+a B+ --+a.B"

onde

logn
= e 0<a; <B-1, V5
LogBJ -7 = =
Observemos que os a; j& foram gerados, assim fazemos agora
Sok=0r + ar=2a,, Soky1=2ar + 2ar= 4a,., .. 52k+k_1:2kaT:Bar
Sok y=Bar + ar—1, 52k+k+1f2(8a,~ +ar-1), ... Sgkiop=B%ar + Ba,_1
Sok_14(k+1yr=B"ar + B Yap_ 14+ Bai + ao=n

Temos

(k+1)logn
klog2

logy n

2F 14 (k+1)r <2k + ’

=log,n + 2% +

Escolhendo k = [logﬂmﬂ = [log, log n — 2log, loglogn], temos que

74(n) < (1+0(1))logy n

0 que prova o resultado. m|

Problemas Propostos

3.29. Mostrar que para todo n > 0

Z % = L + O(nlogn).
k=1

3.30. Mostrar que para todo « <0 en >0

" d(k) I w4 -
=——n"“1 — “).
,; X (1_a)n 0gn+36+0(n )

3.31. Mostrar que

@ = %10g2n+210gn+0(1).
k=

—

3.32. Prove que, para todo inteiro positivo n, existem exatamente 2"~ ' wvetores
(a1,a9,...,a), onde k,ay,as,...,a sdo inteiros positivos e a1 +as + -+ -+ ax = n.



104 [CAP. 3: FUNCOES ARITMETICAS

3.33. Seja P, o conjunto das parti¢oes de n. Dada m = (a1,as,...a,) € Py,
definimos a(m) = |{j < rla; = 1}|, o numero de termos iguais a 1 na particdo m e
b(r) = |{a1,as,...,a.}|, o nimero de termos distintos na parti¢ao 7.

Prove que, para todon € N, > p a(m) =3 p b(m).

3.34. Prove que, para todon > 1,
n-p(n) = Z -p(n—Llk) = Za(v)p(n — ).

(Sugestao: use a funcao geratriz de p(n).)

3.35 (OIbM1994). Demostrar que todo nimero naturaln < 21900000 pode ser obtido
a partir de 1 fazendo menos do que 1100000 de somas, isto €, existe uma sequéncia
finita de numeros naturais tais que

Loy, L1y---,Lk

com k < 1100000, tais que xg = 1, z, = n, e para cada i = 1,2, ...k, existem,s,
com0<rs<iex;, ==, + Ts.

3.36 (OBM2009). Paran inteiro positivo seja f(n) o nimero de produtos de inteiros
maiores que 1 cujo resultado € no mdximo n, isto é, f(n) € o nimero de k-uplas
(a1,az,...,a) onde k € algum natural, a; > 2 € inteiro para todo i e ay-as-----ap <
n (contando a 0-upla vazia (), cujo produto dos termos € 1).

Assim, por exemplo, f(1) =1, por causa da 0-upla () e f(6) =9, por causa da
0-upla (), das 1-uplas (2),(3), (4),(5) e (6) e das 2-uplas (2,2),(2,3) e (3,2).

Seja o> 1 tal que Yo7 == =2.

a) Prove que existe uma constante K > 0 tal que f(n) < K-n® para todo inteiro
positivo n.

b) Prove que existe uma constante ¢ > 0 tal que f(n) > c¢-n® para todo inteiro

positivo n.
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