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Prefacio

Este texto é uma consequéncia do estudo de varios livros e artigos sobre
nimeros normais, realizado pelos autores, que também resultou em uma
dissertacao de mestrado apresentada pelo primeiro autor em margo de 2008.

Existe uma grande colegao de resultados sobre niimeros normais na lite-
ratura. O leitor poderd, por exemplo, encontrar varios artigos cuja proposta
é a prova de que um numero ou classe de nimeros é normal em base 10.
No entanto, muitos destes trabalhos possuem provas baseadas em numerosas
estimativas (interessantes) que optamos por nao incluir ou mencionar em um
livro introdutoério sobre niimeros normais.

Como o conceito de normalidade esta fortemente ligado ao conceito de
probabilidade, preparamos uma se¢ao com defini¢oes e conceitos iniciais de
probabilidades geralmente vistas em um curso de teoria da medida. Também
buscamos apresentar o Teorema de Borel com uma prova “elementar” base-
ada em ideias de Sierpinski, porém com estimativas de Copeland e Erdos.

O principal teorema apresentado neste livro é o que chamamos “Critério
de Normalidade” de Pjateckii-Sapiro. Este teorema pode ser utilizado (e serd
neste livro) para simplificar a prova da normalidade de algumas constantes,

ou até mesmo deixa-las muito simples.
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Capitulo 1

Numeros normais: primeiras

propriedades

Existe algum digito que ocorre com maior frequéncia na expansao decimal

de 77

Note que na pergunta acima apareceu a palavra frequéncia. Embora de

significado intuitivo, convém apresentarmos uma definicao para a mesma:

Definigao 1. Seja X um conjunto qualquer e (xq,zs,...) uma seqiéncia de
elementos de X. Dizemos que um conjunto Y C X € visitado com frequéncia

a por (x1,,...), se

L, €Y el <1 <N
lim #{i:x;€eYel<i< }:

a.
N—oo N

Exercicio 2. Usando a defini¢cao anterior:

i) Determine a frequéncia de ocorréncia do digito 1 na expansdo do racional

0,0351612.
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ii) Considere o nimero real
a = .122111122222222...,

onde o0s blocos de 1’s e de 2’s intercalam-se, duplicando de tamanho em cada
etapa. Mostre que a frequéncia do digito 1 ndo estd determinada. Mais
precisamente: truncando apos a ocorréncia dos blocos de 1’s mostre que a
frequéncia deveria ser 2/3 enquanto que, truncando apds a ocorréncia dos

blocos de 2’s, mostre que a frequéncia deveria ser 1/3.

Observagao: Dado X = {0,1,...,9}, a expansao de um niimero real em
base 10 pode ser vista como uma seqiiéncia de elementos de X e uma lista
finita de k digitos pode ser vista como uma sequéncia finita de elementos
de X. Se (yi,...,yr) é uma sequéncia finita de elementos de X, dizemos que

(y1, .-, y) ocorre com freqiiéncia a em (xy, T, ...) se

< N — 1:(xy, oo, Tigp—1) =
A}l_r)noo #{7’ = k -+ (xlaNulerk 1) (y17 7yk)} —qa. (11)

E o que é um ntmero normal?

Antes de apresentarmos a definicao cabem algumas indagacoes:
1) Se escolhermos ao acaso um ponto do intervalo [0,1], qual a “probabili-
dade” de seu sétimo digito ser 57
2) Se escolhermos ao acaso um ponto do intervalo [0,1], qual a “probabili-
dade” de seu 28° digito ser 77
3) Se escolhermos ao acaso um ponto do intervalo [0,1], qual a “probabili-
dade” de termos o digito 1 ocorrendo com frequéncia maior que o digito 9

em sua expansao decimal?



6 [CAP. 1: NUMEROS NORMAIS: PRIMEIRAS PROPRIEDADES

A terceira pergunta acima é sem divida mais complicada. E um fato
conhecido que a resposta correta para ela é : zero. Além disso, os digitos 1
e 9 poderiam ser trocados por quaisquer outros. A resposta sempre seria a

mesIna.

Definigao 3. Um nimero real a € dito normal em base 10 (ou apenas nor-

mal) se em sua expansdo qualquer digito ocorre com frequéncia 1/10 e qual-

1

quer lista finita de k digitos ocorre com freqiéncia -

Assim, por exemplo, se um nimero « é normal, entao os digitos 0 e 7
aparecerao em sua expansao com frequéncia 1/10 enquanto que 1329 deverd
aparecer com frequéncia 1/10000.

Um resultado conhecido desde o inicio do século XX, devido ao ma-
temético Emile Borel (ver [7]) garante que “quase todos” os nimeros sdo
normais. A expressao “quase todos” é uma expressao probabilistica, comum
em Teoria da Medida e sera explicada no Capitulo 3. Estamos dizendo que
se escolhermos ao acaso um numero em [0, 1], a probabilidade deste nimero
nao ser normal é nula.

Sendo entdo o conjunto dos numeros normais realmente grande (pro-
babilisticamente falando) nao deveria ser dificil apresentarmos exemplos de
numeros normais. No entanto isso nao é, na pratica, simples como parece.
Como exemplo podemos observar que nao conhecemos a resposta para a per-
gunta do inicio deste capitulo: “Existe algum digito que ocorre com maior

frequéncia na expansao decimal de 77"
Exercicio 4. Mostre que se « € racional entao o nao € normal.

Nao existem exemplos triviais de niimeros normais conhecidos. Ou seja,



utilizando apenas a definicao dada acima, nao conhecemos nenhum exemplo
de nimero normal cuja prova da normalidade seja trivial. O primeiro exem-
plo “concreto” de expansao de niimero normal foi apresentado em 1933 por

Champernowne (ver [8]):
a = .012...9000102...99 000001002...999 0000...,

obtido encadeando-se todas as listas finitas em ordem crescente de tamanho
e ordenando-se lexicograficamente as lista de mesmo tamanho.
Partindo da normalidade deste nimero, Champernowne também mostrou

que a constante obtida listando-se os niimeros naturais
o = .123456789101112...

¢ normal.
Um fascinante resultado Conjecturado por Champernowne e provado por

Copeland e Erdos em 1946 (ver [9]) garante a normalidade da constante
a=.23571113...

cuja expansao ¢ obtida listando-se os niimeros primos.

Em todo este livro a palavra bloco estara significando lista finita de
digitos. Por exemplo 456 é um bloco de 3 digitos, enquanto que 628945 é um
bloco de 6 digitos distinto de 624589. Por By = b;...b; estaremos denotando
um bloco de k digitos. Por |By| estaremos denotando o tamanho do bloco,

que com esta notacgao ¢é igual a k. Por exemplo [4521| = 4 e |421213| = 6.

Notagao 5. Sejam N um numero natural, By, um bloco de k digitos e o €

[0,1):
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Denotamos por #(By; N;a) o nimero de vezes que o bloco By, aparece na
expansao decimal de o até seu N—ésimo digito. Ou seja: se a« = .a1a2a3... €

se N >k entao
#(By; N;o)=#{ne{l,...N—k+1}: (an, ..., ansr—1) = (b1, ..., bg) }.
Se N < k entdo #(By; N;a) = 0.

Exercicio 6. Seja a um nimero contido em [0,1). Seja By, um bloco qualquer

de digitos e seja Ty, o bloco que satisfaz Ty, + By, = 99...99.

k vezes
Mostre que se a expansio de o nao € finita', entdo

#(By; Ny a) = #(T1; N; 1 — a).

Conclua que o € normal se e somente se 1 — « € normal.

'Uma, expansio finita é uma expansio da forma .a;as...az0000...



Capitulo 2

Algumas técnicas para a

construcao de niimeros normais

Nesta segao, seguindo algumas ideias apresentadas em [8], vamos estudar
algumas técnicas para construir niimeros normais, partindo da normalidade

de um numero conhecido, como
a =.012...90001...99 000001...999 0000...

Vamos provar a normalidade deste niimero no Capitulo 5. Ainda que a nor-
malidade deste niimero parega intuitiva, convém observarmos que sua prova
nao ¢ trivial. Isso porque, se desejarmos analisar a frequéncia do digito 7 em
sua expansao, por exemplo, nao é suficiente calcular sua ocorréncia média
truncando apenas em (.012...9), (.012...90001...99) (isto é, apés a listagem
de todos os blocos de tamanho n, para n=1,2,3,... ). De fato, com isso es-
tarfamos calculando apenas o limite de uma subsequéncia, o que nao garante

necessariamente que exista o limite dado em (1.1). Veja também o Exercicio

9
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Observagao: Seja x1, xs,... uma lista infinita de blocos. Seja
= .T1X2X3...

Se By é um bloco qualquer, entao existem duas formas de B, aparecer na
expansao de a:

i) como sub-bloco de algum z,,

ii) estritamente na jungao de dois blocos ;1.

Assim

#(Br; N;a) = #(Br; N; o) + #4(Bi; N o),

onde #;(By; N; «) denota o nimero de ocorréncias satisfazendo i), enquanto

#i(Bg; N; ) denota o nimero de ocorréncias satisfazendo ii). Segue que

#(Bi; N; a) #i(BIe;N;a)_i_#ii(Bk;N;a)'

N N N

Proposicao 7. Seja w1, xs, ... uma lista infinita de blocos tal que |x,| — 400

quando n — +oo. Entdo a frequéncia de By na expansao de
= .T1T2X3...

nao depende do nimero de ocorréncias de By no caso ii) acima, isto €

i #ii(Bk; N; CY)
m ——=
N—oo N

~0. (2.1)

Demonstragao. Fixado L € N, existe ng tal que |x,| > L para n > ny. Seja

C = |x1| + ... + |z, |. Para cada N > C existe um n; tal que

@1l 4 e H | <N < sl oo+ s+ .
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Segue que

#:(By; N; a) < k.(ni+1) < k.(ni+1) < k.(ny+1)
N = N T w4tz T C+ Lng —ng)

Quando N — oo temos que ny; — 00. Segue que

lim sup #a(Bii N; ) < limsup klm+1) _k
N—o0 N T n—oo C+ L(nl - n()) L

Como L é um natural qualquer e a sequéncia é nao negativa, concluimos a

prova de (2.1). O

Exercicio 8. Seja 1, xo, ... uma lista infinita de blocos satisfazendo: |x,| —

400 quando n — +o0o0. Se a = .x1x3x3... € normal, entdo também sao
normaits 0s NUMeros g = .T1X1TaTox3x3..., Q3 = .T1L1T1T2ToLoT3T3L3. ..,
etc.

Sugestao: Consideremos por exemplo ay. Fixado um N, suponhamos
que com N digitos seja possivel listar os blocos x1x1z121...2, mas nao seja
possivel listar completamente os blocos x1z12121...x,2,. Ou seja, nao conse-
guimos listar x,, completamente pela segunda vez. Suponhamos no entanto
que podemos listar até m digitos de x,. Fixado By podemos comparar «

com oy € escrever:

#:(Br; N;aq) = #:(Bg; |z1] + .. + |2al; @) + #4(Bes |z1| + oo + |T0_1| + ms )

+ 2#(By; |21] + .o A [Zn—1]; ).

Exercicio 9. Seja 1, xo, ... uma lista infinita de blocos satisfazendo: |x,| —
+00 quando n — +o00. Se a = .x1x973... € normal entao para digitos quais-

qUer i, Jo, ..., 0 NUMETO

ﬁ = .J1T1J2%2J3%3...
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€ normal.

Agora podemos aplicar estes resultados para apresentar construcoes inte-

ressantes de nimeros normais.
Proposicao 10. Suponhamos que
a =.01...90001...99 000001...999 ...
¢ normal. Entao a Constante de Champernowne
£ = .1234567891011...
obtida listando-se os numeros naturais é normal.

Demonstracao. Seja r; = 01...9, xo = 00...99, etc. Entao, aplicando o

Exercicio 8, obtemos que

ag = (0...9)(0...9)...(0...9) (00...99)(00...99)...(00...99) ...

Vv Vv
Jvezes 9vezes

é normal.
Pelo Exercicio 9 para quaisquer digitos ji, j2, ... (vamos denotar apenas

por j) o nimero

.(j0...79)(50...79)...(j0...59) (j00...99)(500...799)...(j00...599)...
é normal. Segue que

.(10...19)(20...29)....(90...99)  (100...199)(200...299)...(900...999)...

¢ normal. Adicionando os digitos 123456789 ao inicio da expansao anterior

obtemos que a Constante de Champernowne
.12345678910111213...

é normal. ]
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Exercicio 11. Supondo que a Constante de Champernowne
a = .1234567891011...

¢ normal, mostre que a constante obtida retirando-se os naturais que $ao

poténcia de dois:
£ =.35679101112131415171819...

é normal.

No exercicio acima um fato importante é que as potencias de dois ocorrem
com frequéncia zero sobre os naturais. Essa ideia nao pode ser aplicada na

proposicao abaixo.
Proposicao 12. Suponhamos que a Constante de Champernowne
.1234567891011...
€ normal. Entao a constante
a = .13579111315...

obtida listando-se os numeros impares € normal.

Demonstracao. Pelo Exercicio 8 sabemos que
as = .111112222233333...,

obtido concatenando-se cada natural repetido cinco vezes, é normal.

Além disso pelo Exercicio 9, para digitos quaisquer j; € {0, ..., 9},

1911721751541 752762572 82792710---9745 10546 1047...10750 1 1...



14 [CAP. 2: ALGUMAS TECNICAS PARA A CONSTRUCAO DE NUMEROS NORMAIS

é normal. Escolhendo os digitos 1,3,5,7,9,1,3,5,7,9,1,3,5,7,9, ... obtemos
que
11131517192123252729 31...

é normal. Adicionando os digitos 13579 ao inicio desta expansao concluimos

que

£ =.1357911131517192123...

¢ normal. O



Capitulo 3

Introducao a Teoria da Medida

Neste capitulo vamos apresentar algumas defini¢oes e enunciar resultados
conhecidos em Teoria da Medida. Vamos desenvolver estes conceitos sobre
o intervalo [0,1]. As provas para os resultados aqui enunciados podem ser
encontradas em [4]. Na segunda se¢ao vamos apresentar uma prova para o

teorema de Borel que afirma que “quase todos os niimeros sao normais”.

3.1 Algumas definicoes e resultados

Notagao: Denotamos por P a cole¢ao de todos os subconjuntos de [0, 1].

Defini¢ao 13. Uma o-dlgebra de [0,1] é uma colecao A de subconjuntos de
[0, 1] satisfazendo as sequintes propriedades:

1. 2,[0,1] € A;

2. Se X € A entio X¢ = ([0,1] — X) € A;

3. Se X1, Xy, X3, ... estio em A entao |J, oy Xn € A

Note que P é uma o-algebra (a maior possivel). Como @ € A a proprie-

15
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dade 3. é valida para unioes finitas.
Se X1, Xs,... € Aentdao Xy N XoN... = (XU XSU...)¢ pertence a A,
Se X7, X € Aentao X7 — Xo = X7 NXS e A
Se A e B sao o-dlgebras, a intersecao de A e B é a sigma algebra formada

por todos os subconjuntos de [0, 1] que estdao em A e em B.

Exercicio 14. Mostre que a colegcao formada por & e todos os intervalos de

[0,1] mao forma uma o-dlgebra.

Definicao 15. A o-dlgebra de Borel B € a menor o-dlgebra que contém os

ntervalos abertos.

Podemos obter B intersectando todas as o-algebras que contém os inter-
valos abertos. Note que P é uma delas.
Um conjunto X C [0, 1] pertencente a B serd chamado mensuravel ou

boreliano. No que segue, vamos fixar a o-algebra de Borel B.

Definigao 16. Uma probabilidade em [0,1] é uma aplicagio p : B — Ry
satisfazendo:
1. p(@) =0 ep(0,1]) =1

2. Se X1, Xy, X3, ... € B sao disjuntos entdo (U Xn> = Z,u(Xn).

neN n>1

Segue que para todo conjunto mensuravel X:
pX) =1—p(X) e p(X) <1
Se X C Y sao conjuntos mensuraveis, entao

p(X) < p(X) + p(Y = X) = p(Y).
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Se X1, X5, X3, ... sao mensuraveis entao definindo
Yi = X1 e, paran Z 2, Yn = Xn - (Xl U...u Xn—l)y

garantimos que Y1, Ys, Y3, ... sao disjuntos e concluimos que

o <U Xn> = u (U Yn> =Y u(Yo) > p(Xn).

neN neN n>1 n>1

Exercicio 17. Mostre que se u(X,) =0, n=1,2... entdo y (U Xn> = 0.

neN

Exercicio 18. Fizado x € [0,1] defina p, : B — Ry por: u,(X) = 0 se
r¢ X ep,(X)=1sexeX. Mostre que 1, € uma probabilidade.

Exercicio 19. Seja 0 < aq, aq, ... uma sequéncia de niumeros reais tais que
a1+as+... = 1. Seja py, po, ... uma sequéncia de probabilidades. Mostre que

w:B— Ry, definida por
p(X) = arpa (X) + agpa(X) + ...
€ uma probabilidade.

Proposicao 20. Eriste uma tnica probabilidade m em [0, 1] satisfazendo:

m([a,b]) = b — a para todo intervalo [a,b] C [0, 1].

Definicao 21. Vamos chamar a probabilidade m explicitada na proposi¢ao

anterior de medida (ou probabilidade) de Lebesgue em [0, 1].

Definicao 22. Dada uma probabilidade 1, dizemos que uma propriedade é
verdadeira pi-q.t.p. (quase todos os pontos) se existe um conjunto mensurdvel
X C[0,1] tal que u(X) =1 sobre o qual a propriedade é verdadeira. Quando
a probabilidade considerada ¢ a medida de Lebesque dizemos que a proprie-

dade é verdadeira em q.t.p.
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Exercicio 23. Mostre que quase todos os pontos do intervalo [0,1] sdo ir-
racionais. Essa afirmacao € verdadeira se considerarmos uma probabilidade

qualquer?
A proposicao abaixo sera utilizada futuramente.

Proposigao 24. Seja E um conjunto mensurdvel. Para cada € > 0, existe
uma colecao de intervalos abertos O = Ay U Ay U ... tal que E C O e
> m(A;) —m(E) <e.
ieN
Agora passamos ao estudo de integrais de fungoes.
Definicao 25. Dizemos que uma funcao f : [0,1] — [0,1] é mensurdvel se

para todo X € B temos que f~1(X) ={x €[0,1] : f(x) € X} estd em B.

Dizemos que uma fungao mensuravel g : [0,1] — [0,1] é simples se ela
assume um numero finito de valores. Se os valores assumidos sao aq, ..., a,,
definindo A; = g~ '(a;) temos que Ay, ..., A, sao mensurdveis e disjuntos.
Além disso, g = a1, + ... +a,1a,, onde

1, sexe A
la(z) = ,
0, sex¢ A
Neste caso, dada uma probabilidade p, definimos a integral da fungao simples
g por:
/gd,u =a1p(Ar) + ... +anp(4y).
Defini¢ao 26. Se f : [0,1] — [0,1] € uma funcao mensurdvel e p é uma

probabilidade, definimos

/fdu:zsup{/gd,u:ggf eg ésimples},

onde g < f quando g(x) < f(x) para todo z € [0, 1].
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Enunciamos agora trés importantes resultados.

Teorema 27 (Convergéncia Mondtona). Seja fi, fo,... uma sequéncia de
fungées mensurdveis, f, : [0,1] — [0,1], satisfazendo: fi(x) < fo(x) < ...
para todo z € [0, 1].

Defina f(x) = lim,, o fn(x). Entdo f é mensurdvel e para toda probabilidade

[ ran=tin [ fuan

Teorema 28 (Lemma de Fatou). Seja fi, fa,... uma sequéncia de funcgoes

mensuraveis, f, :[0,1] — [0,1]. Defina f(x) = liminf, , fu(x). Entao f €

I

mensurdvel e para toda probabilidade p

/fdu < liminf/fn dp.
n—oo

Teorema 29 (Convergéncia Dominada). Seja p uma probabilidade em [0, 1]
e seja fi, fa, ... uma sequéncia de fungoes mensurdveis, f, : [0,1] — [0,1].

Seja f :[0,1] — [0, 1] uma fun¢ao tal que f,(x) — f(z) p—gq.t.p. Entio f

[ ran=tin [ fuan

Observacoes: O leitor deve ter cuidado ao estudar espacos mais gerais,

é mensurdvel e

onde sao necessarias hipdteses adicionais. Por exemplo, em R cada funcao
fn = (1/n)1pn é mensurdvel e com integral (de Lebesgue) igual a 1. Estas
fungoes convergem uniformemente para a funcao f = 0. No entanto a integral

de f é igual a zero.

Encerramos com um resultado que nos permite interpretar probabilidades
como aplicagoes lineares de C'([0,1]) em R, onde denotamos por C([0,1]) o

espago vetorial formado pelas fungoes f : [0,1] — R continuas.
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Teorema 30 ( Representacao de Riesz). Seja ¥ uma aplicacao que para cada
funcao f € C([0,1]) associa um nimero real. Suponhamos que:

1. U € linear, ou seja V(af + bg) = a¥(f) + b¥(g), para quaisquer a,b € R
e f,g € C([0,1])

2. U(f) >0 se f(x) >0 para todo x

3. W(lpy) =1

Entao existe uma unica probabilidade p em [0,1] tal que U(f) = [ fdu para
toda fungdo continua f :[0,1] — [0, 1].

Utilizando este Teorema, é possivel considerar que uma probabilidade em
[0, 1] é uma aplicagao linear ¥ : C'[0, 1] — R satisfazendo: W(f) > 0se f >0
e V(1) =1.

3.2 Teorema de Borel sobre niimeros normais

Fixado um nimero natural b > 2 podemos representar os niimeros do inter-
valo [0, 1] utilizando a base b. A construcao da representagdo em base b é
analoga a que fazemos em base 10, utilizando um simbolo para cada elemento
do conjunto {0, 1,...,(b—1)} e que aqui chamaremos b—digitos. Um nimero
real a é dito normal em base b se, em sua expansao nesta base, cada simbolo

ocorre com frequéncia 1/b e cada bloco de tamanho k ocorre com frequéncia

1

g7~ Denotamos por #;(By; N; ) o nimero de vezes que o bloco By aparece

na expansao de a em base b, até seu N —ésimo b-digito.

Definicao 31. Um nimero a € [0, 1] € absolutamente normal se for normal

em todas as bases b > 2.
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Teorema 32 (Borel). Quase todos os nimeros do intervalo [0,1] sao abso-

lutamente normais.

Esta secao ¢ dedicada a prova do Teorema de Borel.

Iniciamos observando que ha uma correspondéncia entre a expansao de
um nimero « nas bases b e b*. De fato cada bloco de tamanho k na expansao

em base b corresponde a um b—digito na expansao em base b.

Exemplo 33. Se b= 2 entdo b® = 8. Para cada bloco de tamanho 3 na base

2 corresponde um bloco de tamanho 1 na base 8.

Definicao 34. Um real o € simplesmente normal em base b se em sua ex-

pansao nesta base cada um dos b-digitos ocorre com frequéncia 1/b.

Vamos mostrar que a prova do Teorema de Borel pode ser reduzida ao

estudo dos nimeros simplesmente normais.

Lema 35. Fizados o € [0,1] e uma base b > 2 temos: se «, ba, b*a, ... sdo
simplesmente normais em todas as bases: b, b*, ... (poténcias de b), entio o

é normal em base b.

Demonstracao. Fixado o bloco By, consideramos a base b* e o correspondente

bloco de tamanho 1 que denotaremos por d. Para cada N:

(B k(N+1)=1; @) = #4(d; N; o)+ #pi (d; N3 b.ot) 4.+ (d; N Vo).

k—1

Como por hipétese a, ba, ..., b* Lo sao simplesmente normais na base b*, con-

cluimos que
lim #u(Br; k(N +1) — 1; ) _ l
N—oo kN bk
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Como
kN

lim — =1
NS k(N+1) -1

concluimos a prova. O

Exercicio 36. Mostre que se para cada base b > 2, quase todos os nimeros
sao simplesmente normais, entao quase todos os numeros sao absolutamente

normais.

sugestao: Utilize o lema anterior e o Exercicio 17.

Segue que o Teorema de Borel é consequéncia do teorema abaixo

Teorema 37. Fizada uma base b > 2, quase todos os numeros sao simples-

mente normais nesta base.

A prova que vamos apresentar utiliza estimativas contidas em [9].

No que segue, vamos analisar os blocos de tamanho k, denotados por By.

Defini¢ao 38. Fizado € € (0,1), vamos dizer que um bloco By escrito em

base b é e—normal se qualquer b—digito ocorre em B), com fregiiéncia' entre

3—5654—5.

Para provarmos o Teorema 37, serd 1til uma estimativa para o niimero

de blocos de tamanho k£ que nao sao e—normais.

Exemplo 39. O bloco 1234567890 ¢ e—normal em base 10, seja qual for a
escolha de € € (0,1).

TA expressao “freqiiéncia” aqui representa a razdo entre o nimero de ocorréncias e

numero total de b-digitos, k.
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Exemplo 40. Seja o = (.ayazas...), um nimero normal em base b. Fizado
g, temos que, para n suficientemente grande, o bloco aias...a, € e— normal

em base b.

Lema 41. Sejam ¢ um real positivo, B, um bloco da base b e € € (0,1). Se
c(2—¢) c(2+¢)

cada b—digito ocorre entre ==— e ==~ vezes em By, entao By € e—normal
em base b.

. .. 2— 2
Demonstracao. Se cada b—digito ocorre em Bj entre % e C(T?LE) vezes,

entdo By possui entre ¢(2 — ¢) e ¢(2 + ¢) digitos e cada digito ocorre em B,

com freqiiéncia entre
2-¢)  (+e)
b2+e) bR2-—¢)

Resta verificar que

1 (2—¢) (24¢) 1
b S h2tre) S b2_e b 1T
Mas
1 (2—¢) (2—¢)
b S hzre TS Gy

S 24e—2e—b?<2—¢
& e(l1—2b—be) < —¢
&1 —-20—be < -1

< 2<b(2+¢)

o que ¢ verdade pois b > 2 e € > 0. Analogamente,

(2+¢)
b(2 —¢)

o que é verdade pois b >2e e € (0,1). O
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Notacao 42. Com base neste ultimo lema, firados um inteiro positivo k e

e € (0,1), vamos denotar por

k(2

—;dJ e R=R(k,e) = [

2

S ke ]

onde | z] denota o maior inteiro menor ou igual a z e [z] denota o menor
inteiro maior ou iqual a z.

Corolario 43. Sejam k um inteiro positivo, ¢ € (0,1) e By um bloco em
base b. Se cada b—digito ocorre entre r +1 ¢ R — 1 vezes em By, entao By €

e—normal na base b.

Demonstracao. Inicialmente, note que

k(2 —¢) k(2 +¢)
< —2< 1 R—-1<——~<R
sty ST oe 26 "
logo cada digito da base b ocorre entre k(;a) k(gs) vezes em By. Dal,
aplicando o lema anterior com ¢ = k/2, concluimos a prova. O

Notacao 44. Fizado um inteiro positivo k, para cada s vamos denotar por

k!

k
T, =T,(k)=(b—-1)F" = (b— l)kﬂm'

S

Lema 45. Dados um inteiro positivo k e ¢ € (0,1), o nimero de blocos de

tamanho k que nao sao e—normais na base b € menor ou igual a
r k
b E T, + E T, ].
s=0 s=R
Demonstracao. Pelo corolario anterior, é suficiente estimar um valor maximo

para o nimero de blocos de tamanho £ que possuem pelo menos um b—digito

d que ocorre entre 0 e r ou entre R e k vezes em sua expansao.
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Afirmamos que o nimero de blocos de tamanho k£ que contém o b—digito

d # 0 ocorrendo s vezes é

k!
T,=({b—1)F— .
( ) (k — s)!s!
, k k! . ;. ..
De fato, ha = G formas diferentes de os digitos d estarem posici-
s

onados. Nas demais posi¢oes ha (b—1) possibilidades de digitos. Concluimos
que o numero de blocos de tamanho &k onde o digito d ocorre entre 0 e r ou

entre R e k vezes em sua expansao ¢ igual a

r k
> T+ T
s=0 s=R
Lembrando que temos b digitos na base b, concluimos a prova. ]

Lema 46. Fizados um inteiro positivo k e € € (0,1), com as notagoes 42 e

44 temos:
(i) 2o Ts < (k+ )T,

(ii) o Ty < (k+1)Tx.

Demonstracao. Para verificarmos (i) observamos que r < k/b e que

(k —k/b)

(k—j+1)
/b '

= (b—1), portanto Vj < k/b, >b—1 (3.1)
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Daif:
r—1 '
ZT T, + ( (b—1) : )
s=0 _S)'S'
r—1
k! (3.1)
=T, b-DF"0b—-1)
+§< ) (k—s)!s!) =
r—1 .
(k—7+1) k!
T + (b — 1 -
; ( <] ol J (k — s)ls!
r—1 '
=T, b— 1 -
+s : (005 )

T. = (r+ DT, < (k+ 1T,
s=0

Para verificarmos (ii) observamos que R > k/b e que

/b 1 ok j 1
— to Wi > 41 .
i k) b1 Portamto ¥y = gl ey >

(3.2)

Dai:

Dos Lemas 45 e 46 obtemos
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Corolario 47. Dados um inteiro positivo k e € € (0,1), o nimero de blocos

de tamanho k que nao sao e—normais na base b € menor ou igual a

b(k + 1)(T, + Tg).

Observamos que, dados um inteiro positivo k£ e um inteiro positivo s < k :

T _ O-D"7"o b ks (33)
T, (b— 1)k=s (k_'l!)!s! (s+1)(b—1) '
Decorre dai que T}j ¢ decrescente em s, ou seja,
T, T,
0< 5 <8y <h= 2 ot (3.4)

Ty, T,
Notacgao 48. Fizados um inteiro positivo k e € € (0, 1), vamos denotar por

R =R'(k.c) = %(H%ﬂ = [%w .

Vamos denotar, ainda, por

Tr/ TR/ 9
: U=UE)=14+-—
p2 e (€) + 4(b _ 1)

Tr

Note que, pela Notagao 42
r<r' <R <R.

Lema 49. Com as notacoes anteriores temos que py,ps > ¥ > 1.
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Demonstracgao. E claro que ¥V =1+ (b n > 1. Além disso,

k(4—e)
T, (3.3)/{7—7“/+1_k_{ 4b€J+1 1

T A s V(H)J b—1)
4b
e ekt S S £
— k(4—e _ - k _
i (h—1) E -1
L 1
= %z,1>:(“‘”+i>@ 1
- 1)
£
:1 pr—
DT

Da mesma forma

Tw an Rne-1 (M52 0e-1)

P2 = Trit1 B k— R N k— {k(‘ga)—‘
k(4+5) k ek
+1 T+ =

> a1 > b -1)
k- M) k=73
_+% 14 ¢ e

v A 1 _ <

= G Dk b—1) = b—l(b 1) 1—|—4>\I/

b
]

Lema 50. Com as notagoes anteriores, dado € € (0,1), para cada k inteiro
positivo suficientemente grande temos:

i) T,U% < T, <bF;

i) TRUS < T < b".

Demonstragao. A segunda desigualdade de i) e ii) decorre do Bindémio de

Newton pois

k k

= (b-1)+1F=>" g b—1F=>"T,

s=0 S s=0
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er' R €{0,..,k}.
Para provarmos a primeira desigualdade de i) observamos inicialmente

que

k(44; ) k(22; 6) _ % . LMJ - V(z_—s)J ek

b % | w2

Logo, para k suficientemente grande,

, k(4 —¢) k(2 —¢) ek ek
SRS LS D P iV S,
o { m J { % 7w T

Entao, aplicando o lema anterior, obtemos

cr Lema 49 ek - T, e (3.4)
\I"””§1015<P1:(T) <

S

Tr’—l
To Toy Toy  To
Tr’—l Tr’—Q‘” Tr B Tr'

A prova da primeira desigualdade de ii) é andloga:

k(2+5)_k(4+5)_%kgr:agde ek
2b ) 5b

dai

War <yt < py

cr Lema 49 ek R—R' TR’ R=F (34)
= <

Trsa
Tr Thiw Thr1 Trw
Try1Try2  Tg Tr

]

Corolario 51. Dados € € (0,1) e um inteiro positivo k suficientemente
grande, o niumero de blocos de tamanho k que nao sao (¢,1)—normais na

base b € menor ou igual a

2b(k + 1) (T~ 5b)".
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Demonstracao. Pelos itens i) e ii) do ultimo lema temos
(T, + Tr) U5 < 20,
para k suficientemente grande. Dai
b(k + 1)(Ty + Tr) < 2b(k + 1) (T~ 5D)" .
Agora basta aplicar o Corolério 47. [

Lema 52. Dado € € (0,1) existem § = 6(e) < 1 e kg tais que, para todo
k > ko, o numero de blocos de tamanho k que nao sao e—normais na base b

¢ menor que b>F.

Demonstracao. Aplicando o Corolério anterior, vemos que é suficiente mos-

trar que existe § < 1 tal que para k suficientemente grande
2b(k + 1) (T~ 7b)" < v+,

Para isso observamos que, como ¥ > 1, entdo U~ % < 1, e U~ sb < b.
Logo podemos escolher um ¢ < 1 tal que U~ %b < b°. Seja ¢ satisfazendo

0 < ¢ <1—c. Para k suficientemente grande
2b(k +1) < b°*,

pois a expressao a esquerda é linear em k, enquanto a expressao a direita é

exponencial em k. Segue que
2h(k + 1) (U~ 5b)" < b+

Chamando 6 = ¢+ ¢ concluimos a prova. ]
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Prova do Teorema 37:

Para cada bloco Bj, = b;...b,, em base b associamos o intervalo

by..bi by..bp+1
C(By) = |2 k01 k"‘).

bk’ bk
Fixados m € Ne e = %, tomamos 0 e kg determinados pelo lema anterior.
Seja
1
X = U{C(Bg) : Bynao é — — normal}.
m

Seja

X = U X

s>ko k>s

Se «v estd em [0, 1] — X, entao para qualquer b—digito d:

1 N - N: 1
o B < o PSS <5

1
+—.
m

S|

Como, pelo lema anterior, X,,; tem no maximo b* intervalos, todos de
tamanho bik, concluimos que a medida de Lebesgue m (X, ) ¢ menor ou
igual a (b°~1)*. Segue que para cada s > ky:

1

m(Xm) <m <U Xm,k) < (bé—l)s + (bé—l)s—i—l +..< (bé—l)sm‘

k>s

Entao como s é qualquer, fazendo s — oo, concluimos que m(X,,) = 0. Pelo
Exercicio 17 o conjunto X = X; U X, U ... tem medida zero. Observamos que

se a estd em [0, 1] — X entdo « é simplesmente normal na base b. W



Capitulo 4
Distribuicao de Sequéncias

Vamos iniciar este capitulo com o estudo de sequéncias equidistribuidas em
[0, 1]. Como veremos abaixo, este conceito estd intimamente ligado com o de
normalidade. Na secao seguinte apresentamos o conceito de funcao de distri-
buicao, relacionado ao estudo de expansoes quaisquer e nao necessariamente

normais.

4.1 Sequéncias equidistribuidas

Em [12] hd uma excelente exposigao de resultados sobre sequéncias equidis-
tribuidas. Vamos aqui expor apenas alguns resultados tuteis para provar o
Critério de Normalidade, que sera apresentado no préximo capitulo, junto

com algumas aplicagoes.

Notagao 53. Seja (z,,)nen+ uma seqiiéncia de nimeros em [0,1]. Dados um

conjunto I C [0,1] e um natural N, denotamos por #(I; N; (x,)) o nimero

32
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de vezes em que 0os N primeiros termos de (T )nen+ visitam I, ou seja

#(I;N; (2,)) =#{se€{1l,.N} a5, € I'}.

Se « é um numero real, denotamos por {a} ou amod(l), a parte fra-
ciondria de « (o tnico real em [0, 1) que difere de a por um inteiro). Se (z,,)
é uma sequéncia de niimeros reais, denotaremos por ({x,}) a correspondente
sequéncia formada pelas partes fracionarias dos x,,.

Seja o = .ajasas... Construimos, a partir de «, uma sequéncia z, =

{10"a} = 10"a mod (1). Assim, por exemplo:

zo = {10%} = .a1asas...,
r; = {10'a} = .azasay...,

7y = {10%a} = .azaqas...,
Se considerarmos a aplicacao
T:10,1) = [0,1), definida por T'(z) = {102} = 10z mod(1),
vemos que (x,) representa a orbita de « pela aplicagao T', ou seja

Ty = @,
r, =T (),

Ty = T?%(a) = T(T(a)), ...
Definicao 54. Dado um bloco By = b;...by, definimos o cilindro de By, por
C(By) = {.a1as... : a1 =by,...,ap = b}

= |(.by...bg), (.by...bg) + 1_(1)k> :
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E natural esperarmos que as ocorréncias de By na expansao de « estejam
relacionadas com as visitas de « ao intervalo C'(By). Por exemplo, se o quinto

digito de a ¢é 2 entao naturalmente 10%a € [2/10,3/10), ou seja 10%a € C(2).

Exercicio 55.
#(Br; Nia) = #(C(Br); N — k + 1; ({10"a})).
Em particular
#(Br; N;a) < #(C(By); N; ({10"a})) < # (B N;a) + k.

Segue do exercicio acima que se o é normal entao a sequéncia ({10"a})
visita:
[0,1/10),...,[9/10,1) com frequéncia 1/10.

[0, 15)5 - [ 155, 1) com frequéncia 1/100, etc.

Exercicio 56. o ¢ normal se e somente se, para quaisquer naturais k e

x com [%, ) C [0,1), temos que

.1 r x+1 n 1
Jm N ([row—mk ) V({10 0‘”) = 10F

O exercicio acima indica que quando « é normal, a sequéncia ({10"a})

tem uma distribui¢ao uniforme sobre o intervalo [0, 1].

Definicao 57. Uma seqiéncia (x,) em [0,1] é dita equidistribuida se,

dados quaisquer reais r e s com 0 < r < s <1, temos que

. 1
lim N#([r, $); N;(z,)) =s—r.

N—oo

Exercicio 58. Mostre que seria equivalente, na definicao anterior, conside-

rar intervalos da forma [r,s|, (r,s), (r, s].
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Exercicio 59. Mostre que o é normal se e somente ({10"a}) € equidis-

tribuida.

Em alguns momentos serd conveniente uma andlise que nao considere

intervalos do tipo [0, s) nem [r, 1). Para isso serd ttil o lema abaixo.

Lema 60. Uma seqiiéncia (x,) de nimeros em [0,1) € equidistribuida se e

somente se para quaisquer 0 <r < s <1

, 1
lim N#([T, $); N;(z,)) =s—. (4.1)

N—oo
Demonstragao. Supondo (4.1) e fixado 0 < z < 1, temos que para quaisquer
r, s satisfazendo 0 <r < x < s < 1:

#([z,5); N; (z)) #([0,2); N; (,))

1—$+:L":1—A}i_r>r;o N zhgljo%p N
N—oo N
N—oo N

Fazendo s — 1 e r — 0 concluimos que

Segue também que

- #([x,1); N; (20)) _
]\}L{%O N N—oo N

Teorema 61. Uma seqiiéncia (x,) em [0,1] € equidistribuida se e somente

se, para toda fung¢dao continua f :[0,1] — R, satisfazendo f(0) = f(1):

lim iz f(xn) = | f(x)da. (4.2)
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Demonstra¢ao. (=) Se (x,) é equidistribuida entao (4.2) é satisfeita para

qualquer funcao do tipo f =14, 0 <7 < s < 1. Se f ¢ uma fungao escada,

digamos,
k—1
f(z) = Zcil[mml)(a:), O<rg<m <..<rp<l,
i=0
entao,
N k-1 N
A}LI%O N ; [ ((zn)) = ; Ci 1520 N nz_:l Ly, n+1)(($n>>
k—1 1
= ZCZ/ L) () do
i=0 70
1
= | flz)da

0
Vamos supor agora que f é uma fungao continua. Neste caso, pela definigao

de integral de Riemann, dado ¢ > 0, existem duas funcoes escada f; e f, tais

que fi(z) < f(x) < fo(z) para todo z € [0,1] e

/O (@) = fi(e)] do <e.

Entao:

1 1 1 X
/O f(w)dm—eg/o filz)dr = lim <> fi(z,)

n=1

N N
1 3 1
lin Inf 7 e fil@n) < lipinf 2 flan)

n=1

N N
1 1
< lim sup N E f(z,) < limsup ¥ 5 fo(zy)
=1 n=1

N—oo — N—o00

]V%aafv

N 1
= lim iz fz(l’n>:/0 fo(@)d

< /0 f(z)dx +e.
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Como ¢ pode ser arbitrariamente pequeno, concluimos que obrigatoria-

mente

liminfi Z flz,) = hgl—?olip%z flz,) = /0 f(z) dz.

N—ooco N
n

(<) Seja [r,s) um intervalo arbitrario, onde 0 < r < s < 1. Basta

mostrarmos que

N—oo N

N 1
1
lim — Z 1[r’s)<$n) = / 1[7«75) ($) dzx. (43)
n=1 0

Dado € > 0, como 0 < r < s < 1, existem duas funcoes conti nuas g; e g»

(em forma de trapézio), ¢g1(0) = g1(1) = g2(0) = ¢2(1) = 0, satisfazendo:

g1(x) < 1pgy(x) < go(x) Vo e[0,1)

/0 g2(z) — g1(x) de < e.

Sobre g; e g2 podemos aplicar a hipétese da reciproca do teorema e entao:

1 1
hipdtese ;. 1
e /0 o)y = e < /0 ai(w)dz Jm D ()

N N
.1 .1
= hNHSo%f N 51 g1(x,) < hNHSo%f N El Loy ()

hipdtese

N N
. 1 .1
< hmsupﬁ E L) (zn) < ]\}lg(lx)ﬁ E g2(n) =
n=1 n=1

N—oo
1 1
= / g2(x)dx < / gi(z)dr+e<s—r+e.
0 0
Como € pode ser arbitrariamente pequeno, concluimos a prova. O

Encerramos esta secao com alguns resultados que serao tuteis futuramente.
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Proposigao 62. Se (z}), (22), ..., (z%) sdo k seqiiéncias equidistribuidas, entdo

também € equidistribuida a sequéncia

(zn) = {2, oy 5 2y, ah, L)

Demonstracdo. Inicialmente observamos que

#([r, 5): kN (20)) = g#([ﬁ $)i N (27)),
e portanto
Jim (i s); kN () = 3 i A (D ) B (1)
= NZ ) N ()
:%;]&zﬂo%#w ) Ni(al)) = s —r

Exercicio 63. Se ({z,}) € equidistribuida e ({y,}) € convergente, entdo

({xn +yn}) € equidistribuida.

Exercicio 64. Se x, ¢ equidistribuida e ¢ é um inteiro entao a sequencia

({c.(zn)}) € equidistribuida

Como consequéncia concluimos que se a é normal, entdo {ca} é normal

para qualquer inteiro c.
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4.2 Funcao de distribuicao Assintdtica

Convengao- Dado a € [0, 1), convencionamos que para qualquer seqiiéncia
() em [0, 1).
#([a, a); N; (z,)) = 0.

Definicao 65. Seja (x,) uma seqiiéncia de nimeros em [0,1]. Suponhamos

que para cada x € [0,1] existe o

1
lim #((0, 2); N3 (24)).

N—oo
Entao dizemos que (x,,) possui a funcao de distribuicdo assintdtica

(abrev. f.d.a.) z:[0,1] — [0,1] definida por

(o) = Jim < #(0,2); N: ().

N—o0

Exercicio 66. Mostre que a sequéncia ({10"a}), onde « estd definido no

Exercicio 2, nao possui uma funcgao de distribuicao assintotica.

Se a f.d.a. z existir entdo ela é ndo decrescente, com z(0) = 0 (pela
convengao anterior) e z(1) = 1. Uma fungdo ¢é equidistribuida se e somente

se tem a f.d.a. z(z) = .

Definicao 67. Seja (x,) uma seqiéncia de nimeros em [0, 1]. Dizemos que
uma fungao z : [0,1] — [0,1] € uma fungao de distribuicao (abrev. f.d.)
de (x,) se existe uma seqiiéncia crescente de naturais Ny, Na, ... tal que para
cada x € [0, 1]

lim - #4(00,2); N (1)) = 2().

Ni~>oo i
Alternativamente diremos também que z € uma f.d. de (x,) sobre Ny, Na, ...,

quando for 1til destacar (N;).
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Obviamente uma f.d. ¢é uma candidata a ser f.d.a. Enquanto uma
sequéncia pode nao ter uma f.d.a., queremos mostrar que ela sempre ad-
mite uma f.d. No préximo capitulo esse fato serd 1til; 14 vamos supor que
uma sequéncia tem pelo menos uma funcao de distribuicao z e mostrar que

obrigatoriamente qualquer func¢ao de distribuigao satisfaz z(x)=x.

Lema 68. Seja (F),) = Fi, Fs, ... uma seqiiéncia de fungoes F,, : [0,1] — [0, 1]
e C um conjunto enumerdvel de [0,1]. Entao existe uma subseqiiéncia (Fn;)
de (F,) tal que

lim F, ()

j—roo
existe para todo x de C.

Demonstracao. Basta usar o argumento da diagonal de Cantor e que toda
seqiiéncia limitada possui subseqiiéncia convergente:

Suponhamos C' = {z1, 3, ...}. Como (F,(x1))nen ¢ limitada, possui uma
subseqiiéncia convergente que denotaremos por (F!(z1)). Analogamente,
(F!(x9))nen possui uma subseqiiéncia convergente, digamos (F?(x3)). Con-
tinuando o processo sempre obtemos um novo refinamento da seqiiéncia de
fungdes inicial. Tomamos agora a seqiiéncia (F,;) de fungoes, formada pela
escolha da j-ésima funcao de (FY), para j = 1,2,3, ..., ou seja, tomando-se a
primeira fungao de (F}}), a segunda fungao de (F?) e assim por diante. Entao

(F,,) satisfaz a condicao desejada. O
Teorema 69. Toda seqiiéncia (x,) em [0,1] possui pelo menos uma f.d..

Demonstragao. Considere a seqiiéncia de fungoes Fiy : [0,1] — [0, 1] dadas

por



[SEC. 4.2: FUNCAO DE DISTRIBUICAO ASSINTOTICA 41

Usando o lema anterior, com C' = Q, obtemos uma subseqiiéncia (V;) tal
que (Fy,(z)) converge, para todo x racional em [0, 1]. A fungao limite z(z) =
lim; o, Fi,(z) estd portanto bem definida nos racionais. Considere agora

Z(z) = limsup,_,, Fiy,(z) e z(r) = liminf; ., Fiy,(z). Observamos que
Z(x) = z(x) = z(x)

para todo x racional. Seja y € [0, 1]\Q. Se z é continua em y, seja (x;) uma
seqiiéncia de racionais que converge a y pela direita. Entao, como Z é nao

decrescente, para todo ¢ € N* temos
Z(y) < zZ(x) = z(w),

e portanto

Z(y) < lim z(a) =2 2 (lim ay) = 2(y).

71— 00 1—00

Concluimos que C' = {y € [0,1]\Q; z é descontinua em y} é o maior con-
junto onde Z pode diferir de z. Como z é nao decrescente, o conjunto C'
é enumeravel. Aplicando novamente o Lema anterior garantimos uma sub-
seqiiéncia (NN,) de (IV;) tal que existe limg o Fin,(z) V = € [0,1]. A funcéo
z :[0,1] — [0,1] dada por z(x) = lim, o Fy,(z) é entdo uma f.d. de (z,)

sobre (Nj). O

Corolario 70. Seja (z,,) uma seqiiéncia em [0, 1]. Fizados xo € (0,1) e a €
[0, 1], suponhamos que existe uma seqiiéncia crescente de nimeros naturais
N1, Ny, ... tal que

lim Ni#([(),mo); Nj; (z,)) =

Nj—}OO ]

Entao (x,) possui uma f.d. z :[0,1] — [0,1], tal que z(z9) = .
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Demonstracao. E a mesma prova do teorema anterior, apenas partindo-se

das fungoes Fly,(z) e ndo de Fy(x). O
Corolario 71. (z,) possui a f.d.a z se e somente se z € a unica f.d. de (x,).

Demonstragao. (=): Basta lembrar que se a seqiiéncia
1
~ 7 ([0.2); N3 (24))
NeN*
converge a z(z), entdo qualquer subseqiiéncia converge ao mesmo valor.

(«<): Se por absurdo existe z tal que

(%#([O,xo); N; (:vn))) - z(20),

entao existe o # z(xp) e uma seqiiéncia crescente de naturais Ny, Ny, ... tal
que

) 1
lim F#([O,xo); Nj; (zn)) = .

Nj—>OO 7
Entao, pelo coroldrio anterior, (z,) possui uma f.d. 2’ : [0, 1] — [0, 1], tal que

2'(xg) = a # z(xp). Isso contraria a hipdtese de z ser unica. O

Teorema 72. Se uma fun¢do continua z € uma f.d. de (x,) sobre Ny, Na, ...

entdo, existe uma probabilidade i, tal que para toda fung¢dao continua f :

[0,1] — [0,1]

Demonstragao. Iniciamos mostrando que existe

1 &
lim —Zf(mn)
—1

n
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Se f é uma funcao escada, digamos,

:Z ririe)(X), 0 =19 <71y <...<rp =1,

entao,

= Z ci(z(rig1) — z(ri)).

Vamos supor agora que f é uma funcao continua. Dado € > 0, existem duas
fungoes escada fi e fy tais que fi(z) < f(x) < fo(x) < fi(z) + € para todo
x € [0, 1]. Entao:

N.
1 1
il — _ ) < liminf —
Nhgloo E fi(zy) hgg E fi(zy,) 1}Vr?—}£of NiE f(xn)

n=1

<hmsup—z f(zn) <hmsup—z fo(zy)

N;—o0 z N;—o0 z
Nz
lim — E: ) < i E:f
= l1im — 1m— T
Ni—>ooN — _N—>oo ! n

Assim

hmsup—z f(xy,) —hmlnf—z flx,) <

N;—o00 z Ni—o0
Como € pode ser arbitrariamente pequeno, concluimos que obrigatoriamente

existe
Jim 5 Z J (@) (44)

Seja U a aplicacao que para cada funcao continua f : [0,1] — R associa o

limite (4.4). B facil ver que W é linear, W(f) > 0se f > 0 e que U(ljy) = 1.
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Pelo Teorema da Representacao de Riesz existe uma tinica probabilidade .

tal que para toda funcdo continua f :[0,1] — [0, 1]:



Capitulo 5

Critério de Normalidade

Lema 73. Seja v uma probabilidade tal que existe uma constante C' > 0

/fdz/<0/ f(z

para toda funcgao continua f:[0,1] — [0,1], f(0) = f(1).

satisfazendo

Entdo para todo conjunto mensurdvel F,

v(E) < C.m(E).

Demonstracao. Iniciamos supondo que F, é um intervalo. Fixado ¢ > 0

existem funcoes continuas f; e fs, satisfazendo:
fi(2) < 15( /f2 dm</f1 Jdr e e £i(0)= fi(L).
Segue que
1 1
E) < /f2 dv < C/ fo(x)de < C’(/ fi(z)dr +¢e) < C.m(E) + Ce.
0 0

Como C é uma constante fixada, fazendo € — 0, concluimos o desejado.

45
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Agora estudamos o caso geral. Se E é um conjunto mensuravel, entao
(pela Proposigao 24) para cada ¢ > 0, existe uma cole¢ao de intervalos aber-
tos O = Ay UAy U .. tal que E C O e ) .. ym(A;) —m(E) < e. Segue
que

V(E) <v(0) <) w(A) <C> m(A;) < C(m(E) +¢) = C.m(E) + Ce.
ieN ieN

Como C' é uma constante fixada, fazendo € — 0, concluimos o desejado. [

Lembramos que partindo de um numero fixado a = .ajasas... podemos
construir uma sequéncia (x,,), onde z,, = {10"a} = 10"« mod (1).

Se considerarmos a aplicacao
T:[0,1) = [0,1), definida por T'(xz) = 10z mod(1),
vemos que x,, = ({10™a}) representa a 6rbita de « pela aplicacao T, ou seja

z1=T(a),
— T%(a) = T(T(a)), ...

Teorema 74 (Critério de Normalidade - primeira versao). -
Seja o um nimero em [0,1]. Suponha que existe uma constante C' > 0
tal que, para toda fungao continua f : [0,1] — [0,1], £(0) = f(1),

N—

11?50%13%2 F(({10ma}) < C /0 f(w)da. (5.1)

Entao {10™a} € equidistriuida e portanto v € normal.
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Demonstrag¢ao. Supondo (5.1), afirmamos que a fungao identidade é a tnica
f.d. da seqiiéncia ({10"a}). Seguird disso que, pelo Corolério 71, z(z) = x é
a f.d.a da seqiiéncia ({10"a}), ou seja, ({10"a}) é equidistribuida.

Para mostrarmos que z(z) = x é a tnica f.d., iniciamos observando que
pelo Teorema 69 existe pelo menos uma f.d. para a seqiiéncia ({10"a}). Seja
entdo z(z) uma f.d. sobre Ny, Ny, ..., para a seqiiéncia ({10"a}). Queremos
mostrar que z(z) = x.

Pelo Teorema 72, existe uma probabilidade i, tal que

Ni—1

i A0 = [ ran 65:2)

7

para toda fungao continua f : [0, 1] — [0, 1], e portanto, da hipdtese, obtemos
que
1
[taw<c [ raar (53)
0
Seja T' : [0,1] — [0,1] a aplica¢do definida por T'(x) = 10.z mod (1).
Como f(0) = f(1), a fungao g : [0,1] — [0,1], dada por g(z) = f(T(z)), é

continua e g(0) = g(1). Podemos aplicar (5.2) a fungdo g e obter:

1 N,;—1
lim - " ({10t = [ (@) de (5.4)
Y n=0
Além disso
Nl | Nl 9
N, 2 SO0 = 0 S s <

o que mostra que os dois limites em (5.2) e (5.4) sdo idénticos. Conseqiien-

temente

[ rotdn.= [ san. (5.5)
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Repetindo estes argumentos, por inducao obtemos, para todo n € N*

[roran = [ fdu.ta) (5.6)

Como f é continua em [0, 1], e x é normal em q.t.p.,

N—ooo [V

lm =3 f(T(a)) = /0 (1) dt, (5.7)

para todo x € [0, 1]\ E, onde E C [0, 1] possui medida de Lebesgue zero. Pelo

Lema anterior,

. (E) < Cm(E) =0. (5.8)

Concluimos assim que para pu, q.t.p. x

¥ @)~ [ roan,

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada (TCD) obtemos:

. 1 (5.6)
/fduzlegr;oNZ/fduz =

Segue de (5.2) que

‘ 1 N;—1 . 1
i S gt = [
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Como f é arbitraria, concluimos que z(z) = x. Isso mostra que z(z) = x é a

tunica f.d. de ({10"a}). O

Uma generalizacao deste resultado, pode ser encontrada em [15] pag. 41-
47.

Comentarios um pouco mais avancados: A prova acima pode ser
vista como um resultado de Teoria Ergddica:

Dada uma transformagao 7" : [0,1) — [0, 1), se 1 é absolutamente continua
com respeito a v, ambas probabilidades invariantes e v ergédica para T', entao
= v.

O Teorema anterior utilizou este fato:

- A medida de Lebesgue dz é ergddica para a transformacao 7 : [0,1) —
[0,1) dada por z — 10z mod (1).

- Fixado « € [0,1), satisfazendo (5.1), vemos por (5.6) que toda fungao
de distribuigao z para ({b"«}) pode ser associada a uma probabilidade
invariante du, para T

- Ainda, de (5.1) fica garantido, como concluimos no Lema anterior, que

du, é absolutamente continua com respeito a dzx.

Teorema 75 (Critério de Normalidade - segunda versao). -
Seja ov um numero real
i) Se existe uma constante C > 0 tal que a seqiiéncia ({10"a}) satisfaz

hfvnfip #([u, v);x; (10"a))

< C(v—u)

para todo [u,v) C [0,1), entdo o é normal.

ii) Se existe uma constante C' > 0 tal que para todo bloco By
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: #(Bi; N; ) 1
| —_— 0 L < (—
N N 10K

para todo bloco By, entao o € normal.

iii) Se existem constantes C; > 0, Cy > 0 e uma seqiiéncia crescente de

naturais (N;) tais que

lim sup —2 ! < Oy
Jj—oo J
e
. #(By; Nj; @) 1
limsup —— < C}—, 5.9
Now N, I0F (59)

entao o € normal.

Demonstracao. i) Seja f : [0,1] — [0, 1] uma fungao escada, digamos

com 0 =aqag < ..<ap=1ed; >0 para todo . Entao

limsup — Z f{10"a}) = hm Sup e Z <Zd Lia; 1,a0) {10”@}))

N—oo nl i=1

< Zd hmsup—zl[al Lan ({10™ 04})

N—oo
<Y ac /0 Horr (@) = C /0 f(@)da
=1

Seja agora g : [0, 1] — [0, 1] uma fungao continua. Dado £ > 0 existe f escada,

como definida acima, tal que g(z) < f(z) ¥V x € [0,1) fo r)dr < &
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Dai
li — 10" <l — 10"
msup Zg{ a}) i sup Zf{ a})
< C/ f(zx
< (C’/ g(x)d:c) +e.
0
Logo

1
hmsup— Zg {10"a}) < C’/ g(x)dx,
N—o0 0
e aplicando o Teorema 74 concluimos a prova de 1).

ii) Se existe uma constante C' > 0 tal que, para todo bloco By,
#(By; N; o) 1

li — 2 L (0—
NP TN = e

entao pelo Exercicio 55 concluimos que, para quaisquer naturais k e x com

15 $e¢) € [0,1),
r oz+1 1 1
Decorre que, para quaisquer naturais ri, 7y e k satisfazendo 0 < r; < 1y <

10%, vale

ro—7

limsup%# <[lr—01,€, 1T—()2,,€> ; IV ({10%4})) <C 10%

N—oo

Seja agora [u,v) C [0,1) um intervalo arbitrario. Dado € > 0, existem

inteiros 11, ro € k com 0 < r; < 1o < 10* tais que:

[ ) [7"1 7’2)
U,V
’ 10F7 10k
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€
ro —T1
< —u).
-
Dai
. 1 . 1 Lo T2
— . . T < _ I . 7

limsup o (. 0): V; ({10"0)) < limsup o ({75 757 )+ V: ({1070)))

<2 <01+ e)(v—u)

- 10%
Logo
timsup < # ([, 0) : N: ({10%03) < C(v — ).

N—oo

Aplicando i), concluimos a prova de ii).
iii) A hipétese

N
lim sup g+l < (s,

Jj—oo J

garante que para j suficientemente grande,
Ny < (Ca+1)N;.

Dado N, seja j = j(IV) o indice tal que N; < N < N,;. Entao

By; N; By Niyq; By; Niyq; Cy+1)N;
hmsupw S hmsup #( ks J+1’Oé) Shmsup #( k> ]+17a)( 2+ ) j
N—o00 N j—00 Nj j—o0 Nj Nj+1
. #(Br; Ny ) B 1
= (Cy+1)1 T < Ci(Cy+1)—.
G+ 1) lgllsogp Nj+1 < GGt )mk
Aplicando ii) com C' = C1(Cy + 1) concluimos a prova. O

Algumas aplicagoes do Critério de Normalidade:

Baseados nas idéias descritas em [20], vamos generalizar um resultado de

Champernowne que provou que o nimero

(.(0)(1)...(9)(00)...(99)(000)...(999)...),
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obtido pelo encadeamento em ordem lexicografica de todos os blocos de ta-
manho 1, seguidos de todos os blocos de tamanho 2, etc., ¢ normal na base

10.

Lema 76. Sejam a, e b, duas seqiiéncias de niumeros reais que convergem

ao infinito. Se 3> — ¢ > 0 entdo

N
i Zn:l an —
N—o0 Zi:[:l bn

Demonstracao. Dado € > 0 existe ng tal que, para n > ng, temos

(L—e)e< < (1+e)e,

n

ou seja,
(1 —¢e)ch, < a, < (1+¢)chy,.
Portanto
N N
_ (1 —2¢)eb, . Qy
(1—¢e)e= A}im Z”*"OA([ ) < lij\rfn inf —27\;”0
—00 Zn:no by, —00 Zn:ng b,
N N
_ _ (1 +¢)ch,
< lim sup E;V_—no < lim Zn_noj\(/ ) =(1+¢)c.
N—roo Zn:no bn N=oo Zn:no bn

Como a, e b, convergem ao infinito, temos que

N N
27]1\]:1 Qn Zn:no Qn Zivzl Qp, . . Zn:no an

limsup =2=— = limsup e liminf
N N N N
N —s00 voo N—o0 N—o0
Zn:l n N Zn:no bn Zn:l bn Zn:no bn

decorrendo que

N N
Zn:l an Zn:l Qn

(1 —¢)e < liminf < limsup =% ;

< (1+4¢)c.
N=roo 27]:7:1 bn N—oo n=10n ( )

Fazendo € — 0 concluimos a prova. O
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Teorema 77. Seja S, a listagem em qualquer ordem de todos os blocos

de tamanho n na base 10. Entao a constante
(.515253S54...)10
é normal na base 10.

Demonstracdao. Seja k um natural e B, um bloco qualquer de k digitos. Seja
N; o numero de digitos utilizados para listar 51.5;...5;. Como S,, possui n10"
digitos temos que

Ny (j+ 1107+t

=11,

<1+ lim

4 1)107
lim sup =1+ limsup u Jim. 10

j—o0 j j—o0 N]
logo, pelo item iii) do Critério de Normalidade (Teorema 75), é suficiente

mostrarmos que existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo bloco By:

. #(By; Nj; o) 1
] APk 9 T
imsup == < ey

Se n > k entdao By ocorre no maximo
(n —k -+ 1)10" % + k10"

vezes em S,, onde k10" é uma cota superior para o numero de ocorréncias

de By nas 10™ jungoes de blocos de S,,. Decorre dai que

lim sup #(Bii Nji o) < lim sup e k+ 1)10"* 4 k10™
I J Jmee > m—1 10"

= limsup i _ k+ 110
j—ro0 7 _ nlon

= lim sup izk(n _ k+1)10"" Lema
o0 2 . nlon

1

= o7
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O Critério de normalidade e demais resultados deste texto podem ser
aplicados para uma base inteira qualquer b > 2. Usando este fato vamos

provar a seguinte:

Proposicao 78. Dados s e r naturais nao nulos e a« um niumero real, temos

que a € b°—normal se e somente se a € b"—mnormal.

Demonstracao. E suficiente mostrarmos que « é b—normal se e somente se
a é b*—normal, k € N*.
Suponhamos ser « normal na base b. Entao ({b"a}) é equidistribuida.

Note que, para qualquer intervalo [u,v) C [0,1) temos

1 kn 1 ' i in
N# ([u>v) ; N; ({b CY})) S kk}_N# ([ua U) ) kN> <{b a})) .

Assim, tomando o limite em ambos os lados:

timsup < ([, 0): N5 ((70}) <k Jim - ([u, ) KN; ({"a))

N—o0

= k(v —u).

Pelo Critério de Normalidade (aplicado para a base b*) concluimos que a é
normal na base b,

Agora, se a é bF-normal entdo ({b*"a}) é equidistribuida. Pelo Exercicio
64, as seqiiencias ({6 *a}), j =0,1,...,k — 1 sdo também equidistribuidas.
Aplicando a Proposi¢ao 62, obtemos que ({b"a}) é equidistribuida, ou equi-

valetemente, o ¢ b—normal. O
Corolario 79. Se a é normal e s € racional, entao o + s € normal.

Demonstracao. Suponhamos que s possui uma expansao decimal com periodo
de tamanho k. Entdo, na base 10*, s possui expansao com perfodo de tama-

nho 1. Assim a seqiiéncia ({10*"s}) é convergente. Pela proposicao anterior,
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({10*"a}) é também equidistribuida, e aplicando o Exercicio 63 garantimos
que ({10*"(a+s)}) é equidistribuida, ou seja, a+s é 10F—normal. O teorema

anterior nos garante que a + s ¢ 10—normal. [
Teorema 80. Se a é normal e r € um racional nao-nulo, entao ra € normal.

Demonstracao. Pelo Exercicio 64, é suficiente estudarmos o caso r = %, onde
q € N*.
Dado [u,v) C [0,1), se {%} € [u,v) entao

{10°a} € {{y} 1y € [ug,vq)} =: E.

Portanto

# <[u,v); N; ({ 10;“})) < #(B; N ({107a})).

Se (v —wu) < % ou, equivalentemente ¢(v — u) < 1; garantimos que

[{ug}, {vq}), se {uq} < {vq}
[0,{vg}) U [{ug}, 1), se {ug} > {vq}

e que m(E) = q(v — u), onde m é a medida de Lebesgue.

E =

Dai, como por hipétese o é normal,

lim sup %# ([u,v);N; <{ 10%})) < &E}O%#(E; N:{10"a}) = q(v—u).

N—oo q

Se [u,v) é um intervalo arbitrario, podemos tomar [u,v) = [uy, us) U ... U

[ug—1,w) com (uj; —u;_1) < %V]’ €{2,...,,k}, dai

k—1
1 10"« 1 b
lim sup —+#(|u,v); N; < lim sup — Wi, Ujr1); Nj{—
o (0 (00) < St o (g )



e

-1

< ) aluj —uj—1) = q(v —u).

<.
Il

Aplicando o Critério de Normalidade (Teorema 75), concluimos a prova.
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Capitulo 6

Outros Toépicos

1 - Davenport e Erdés em [10] mostraram que se p(x) é um polinomio que leva
naturais em naturais entdao o numero (.p(1)p(2)...)10 (onde p(i) estd escrito
em base 10) é 10—normal. Na introducao de [19] hd um comentério de que

Mahler, com a mesma hipétese, mostrou que (.p(1)p(2)...)10 € transcendente.

2 - Bailey e Crandall apresentaram avangos no estudo da normalidade de
algumas constantes classicas como 7 e In2, conectando os estudos de nor-

malidade com o conceito de “pseudo-random number generator” (ver [3] e
2]).

Definigao 81. Um PRNG (pseudo-random number generator) é uma i-
teracao

Ty = (brp—1 +1r,) mod (1), (6.1)

onde xy € um numero real, b > 2 é um inteiro e (r,) é uma seqiéncia de

numeros reais.
Nos comentarios que seguem estamos fixando xq = 0.

o8
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A relagao entre niimeros normais e PRNGs é dada no seguinte

Teorema 82. Seja (r,)nen uma seqiiéncia convergente de nimeros reais.

Entio o =S 2. In ¢ b—normal se e somente se a seqiiéncia (x dada
n=1 pn n)neN

em (6.1)€ equidistribuida modulo 1.

Bailey e Crandall conjecturam a b—normalidade de todo irracional que

pode ser escrito na forma y 7 bin(—nng, onde p e ¢ sao polinomios satisfazendo

q
grau(q) > grau(p) > 0, e ¢(N) # 0. Dois desses sao In2 e 7 nas bases 2 e 16,

respectivamente. De fato:

- Partindo da Série de Taylor, aplicada a funcao In z, obtemos

= (1) @ — 0"
In(x) = In(zg) + ,
(@) =) + 32
e tomando x = 1 e g = 2 obtemos
=11
In2 = 2_n_
n=1 n
- Em [1] é provado que
=1 4 2 1 1
”_;W (8n+1 T 8n+d4 8n+5 8n+6)'

3 - O conceito de normalidade admite generalizagoes:
Se [ é um real maior que um, existem dois conceitos de normalidade

usuais. O primeiro consiste em estudar o conjunto
{z € R: ({B"x}) é equidistribuida}.

O segundo conceito de normalidade é dado pela Teoria Ergddica:
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Dado 8 > 1, podemos considerar a transformacao T : [0,1) — [0,1)
dada por Ts(z) = {fz} . Fixado x € [0,1), definimos a seqiiéncia (a,,)nen por
a; = |T" ! (x)]. Em [17], Renyi provou que

3] a2 as

T=—F —+ — 4 ..,
gop B
chamada Reny: S—expansao de x.
Os elementos a; pertencem ao conjunto {0, 1, ..., [5] — 1}, mas dado um

bloco b;...b; de elementos deste conjunto, nao é garantida a existéncia de
algum nimero x € [0, 1), cuja Renyi S—expansao contenha este bloco. Caso
exista, dizemos que o bloco b;...b; é admissivel.

Renyi provou também o seguinte

Teorema 83. Para cada real f > 1, existe uma medida u, equivalente a

medida de Lebesgue, ergodica para Tj.

Em particular, dado um bloco admissivel b;...b, o intervalo

C(by,....,br) ={z €1]0,1): a f — expansao de x inicia com by...b; },

é visitado por (7" (z))nen com freqiiéncia p(C(by, ..., by)), para p—quase todos

os pontos x de [0, 1). Isso define um novo conceito de normalidade:

Definicao 84. a € [0, 1) € dito f—normal se em sua —ezpansao todo bloco

admissivel by...b, ocorre com freqiiéncia igual a p(C(by, ..., by).

Shunji e Shiokawa, em [20], usando uma versao do Critério de norma-

lidade para f—expansoes (ver [15]), generalizaram uma das construgoes de
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Champernowne, provando que a listagem de todos os blocos admissiveis em

base 3 gera um ntimero! f—mnormal.

4 - O conjunto dos niimeros nao normais é pequeno, no sentido de ter medida
de Lebesgue zero, e grande, no sentido de ser nao enumeravel. Esse fato
deu origem a estudos de caracterizagoes deste conjunto, usando dimensao de
Hausdorff. Abaixo citamos os Teoremas de Besicovitch e Eggleston, cujas

provas podem ser encontradas em [5] e [11], respectivamente:

1

Teorema 85 (Besicovitch). Fizado p € [0,3), o conjunto X, C [0,1] for-

mado pelos reais x tais que

T #2(0; N; x)

1
< -
N—o0 N _p<2,

possut dimensao o dada pela equacao

o 1
ST e)

Teorema 86 (Eggleston). O conjunto X C [0,1] formado pelos reais x tais

que
. #o(d; N @)
R

=pg, d=0,1,...b—1

onde 0 < pg <1le Zg;(l)pd = 1, possui dimensao fraciondria o dado pela

equacao
b—1

ho = H(pd>(pd)_

d=1

!Listar os blocos admissiveis pode ndo gerar uma Renyi S—expansdo, pois a conca-
tenagao de dois blocos admissiveis pode nao ser um bloco admissivel. No entanto, o

calculo de freqiiéncias pode ser feito sem problemas.
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