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Resumo — Memdrias associativas sdo modelos inspirados na habilidade do cérebro humano de
recordar por associacao. Aqui, uma representacdo parcial ou aproximada de um item memorizado
pode ser usado para recordar o item completo. Por exemplo, podemos recordar um poema ouvindo as
primeiras palavras como dica inicial. Outro exemplo seria lembrar de uma pessoa especial sentindo
um certo perfume.

Esse mini-curso, direcionado para alunos de graduagdo em matematica e areas afins, tem como
objetivo mostrar como a matematica pode ser usada para modelar nossa habilidade de armazenar e re-
cordar informacao por associag¢do. Especificamente, serdo apresentados e exploradas as semelhancas
e diferencas entre as memorias associativas lineares, morfoldgicas e fuzzy.

1 INTRODUCAO

Iniciamos o mini-curso esclarecendo o que é uma memoria. Simplificadamente, uma memoria é
um sistema que possui trés funcdes ou etapas [7]:

1. Registro — processo pelo qual a informacao € armazenada;
2. Preservagdo — para garantir que a informagdo permanece intacta;
3. Recordagdo — processo pelo qual uma informacao € recuperada.

Existem diversos tipos de memoria. Por exemplo, quando escrevemos (Etapa 1 - Registro) nimero
de um telefone num papel, estamos usando o papel como memoria. Posteriormente, se ndo perdermos
o papel (Etapa 2 - Preservagao), poderemos ler (Etapa 3 - Recordagado) e ligar para este nimero.

Sempre que registramos uma informag¢ao na memoria, precisamos de uma chave ou algo que
permita recuperar o conteudo armazenado. Por exemplo, quando deixamos uma bolsa num guarda-
volumes, pegamos um ticket indicando o compartimento onde ela ficard. O ticket fornece apenas o
endereco onde a entidade (bolsa) estd. Em outras palavras, o ticket € a chave que nos fornece acesso
a bolsa. Note que este endereco, ou chave, ndo possui nenhuma relagdo com o conteido armazenado.
Este tipo de memoria € muito usado nos computadores digitais (meméria RAM ou ROM). Ele é
eficiente em muitos casos, entretanto, possui uma séria limitagdo: O que acontecera se perdermos o
endereco ou a chave de acesso?

Se perdemos o pequeno ticket, teremos que usar um procedimento diferente para recuperar a
bolsa. Provavelmente procuraremos o responsdvel e passaremos informagdes parciais, mas sufici-
entes, sobre a bolsa e seu contetido. E comum encontrarmos bolsas semelhantes, mas o conteddo
certamente serd diferente. Uma descri¢ao parcial do conteido da bolsa pode ser suficiente para que o
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responsdvel possa identificd-la e concordar em devolve-la. Neste exemplo, a chave ou endereco € uma
descricao parcial do que tem na bolsa. Em outras palavras, a chave ou endereco € o préprio conteido
armazenado! Esse tipo de memoria € chamada memoria autoassociativa ou memoria enderecada por
conteudo; um caso particular das memorias associativas.

Uma memoria associativa poderia recuperar um item armazenado a partir de informagdes parci-
ais. Por exemplo, se armazenamos na memoria o informagdes do mini-curso “Introdu¢ao as Memorias
Associativas Lineares, Morfologicas e Fuzzy, por Marcos Eduardo Valle”, a chave “Memdrias Asso-
ciativas + Marcos” poderia ser suficiente para recuperarmos a informagao completa. Além disso, uma
memoria associativa ideal poderia trabalhar com ruidos (ou erros) e recuperar esta mesma informagao
mesmo a partir de entradas incorretas como ‘“Memdbias Aborrativas + Marcio”. Nos computado-
res digitais, apenas formas relativamente simples de memoria associativa tem sido implementadas em
hardware. A maioria dos recursos para tolerancia a ruido no acesso da informag¢ao sao implementados
via software [18]. Esta é uma das razdes para o estudo das memorias associativas.

As memorias associativas encontram aplicacdes em vdrios ramos da ciéncia. Por exemplo, Zhang
et. al. utilizaram um modelo de memoria associativa para reconhecimento e classificagdo de padrdes
[54,55]. A metodologia para classificacido de padrdes baseada em memdrias associativas também foi
aplicada em problemas de detec¢c@o de falha em motores e seguranca de rede [27,52]. Hopfield mos-
trou que seu modelo de memoria associativa pode ser usado para resolver problemas de otimizagao,
como por exemplo, o problema do caixeiro viajante [17]. As memdrias associativas morfolégicas
discutidas neste mini-curso foram aplicadas em problemas de localizacdo de faces, auto-localizacgao,
andlise de imagens hiperespectrais e visdo computacional [14,32,39]. As memdrias associativas fuzzy
foram aplicadas em modelo de previsao de séries temporais e identificacdo de locutor independente
do texto [12,40,42].

O termo memoria associativa tem suas origens na psicologia pois o cérebro humano pode ser visto
como uma memoria associativa. Ele associa o item a ser lembrado com um fragmento da recordagdo.
Por exemplo, ouvindo um trecho de uma misica podemos lembrar da cancdo inteira, ou sentido
um certo perfume podemos associar o cheiro a uma pessoa especial. Nao s6 o cérebro humano,
mas moscas de fruta ou lesmas de jardim também possuem memorias associativas. Na verdade,
qualquer sistema nervoso relativamente simples apresenta uma memoria associativa [7]. Isso sugere
que a habilidade de criar associagOes € natural — praticamente espontanea — em qualquer sistema
neural. Portanto, uma fonte de inspiracdes para os estudos das memorias associativas encontra-se
nos estudos do funcionamento de um sistema nervoso, em particular, do cérebro humano [15,21,44].
Contudo, devido as limita¢des de tempo, nesse mini-curso ndo discutiremos as motivagdes bioldgicas
dos modelos de memdrias associativas e nos concentraremos apenas na descricoes matematicas.

1.1 Conceitos Basicos de Memorias Associativas

Uma memoria associativa (AMs, acronimo do termo inglé€s associative memories) é um mo-
delo inspirado na forma com que o cérebro humano armazena e recorda informacdes por associacao
(2,4, 15,21, 30]. Estes modelos sdo projetados para armazenar um conjunto finito de associacdes
{(x%,y%) : £=1,...,p},emquex* C X ey* € Y, chamado conjunto das memérias fundamentais.
Cada par (x¢,y%) € X x )V é chamado meméria fundamental. Os conjuntos X e ) englobam todos
os possiveis itens memorizados. Por exemplo, X e ) poderiam representar, respectivamente, um
conjunto de perfumes e um conjunto de pessoas. Em termos matematicos, uma memdria associativa
corresponde a uma aplicagio M : X — Y tal que M(x%) = y® paratodo & = 1,...,p. O processo
usado para determinar M é chamado fase de armazenamento.

Uma memoria associativa pode ser classificada como autoassociativa ou heteroassociativa. Tem-
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se uma memoria autoassociativa, também chamada memodria enderecada por conteido, quando o
conjunto das memoérias fundamentais é da forma {(x¢,x%) : € = 1,...,p}. Uma memdria é dita
heteroassociativa se y* for diferente de x¢. Neste caso, o padrio de saida y* pode ter uma natureza
completamente diferente do padrio de entrada x¢. Por exemplo, uma memdria heteroassociativa M
pode associar um perfume a uma pessoa.

Diz-se que uma memdria associativa M armazena corretamente o conjunto das memorias funda-
mentais se M (x%) = y® para todo £ = 1,...,p. Em particular, uma memoéria fundamental (x¢, y*)
é armazenada corretamente se M(x%) = y. A capacidade absoluta de armazenamento refere-se ao
numero de pares de entrada e saida do conjunto das memdrias fundamentais que foram armazenados
corretamente.

Um problema muito comum na constru¢ao de uma memoria associativa € a criacdo de memorias
falsas ou espudrias. Uma memdria espuria € um par de entrada e saida que foi armazenado na memodria,
mas nao pertence ao conjunto das memorias fundamentais, i.e., o par foi armazenado involuntaria-
mente na memaria associativa.

Finalmente, espera-se que uma memoria associativa também seja capaz de recordar um padrao
memorizado mesmo apds a apresentacdao de uma versao distorcida ou incompleta de um item arma-
zenado. Em termos matemadticos, a aplicagdo M deve possuir uma certa tolerdncia com respeito a
ruido, ou seja, a igualdade M (X*) = y* deve valer para versdes ruidosas ou incompletas X* de x¢.
Note que o conjunto X que contém todos os padrdes de entrada x deve ser equipado com uma certa
medida de similaridade. Em geral, X e )/, os conjuntos dos padrdes de entrada e saida, sdo ambos
espacos métricos.

2 MEMORIAS ASSOCIATIVAS LINEARES

As memorias associativas lineares (LAMs, acronimo do termo inglés linear associative memo-
ries) foram introduzidas em 1972 independentemente por Anderson, Kohonen e Nakano [1, 20, 28].
Do ponto de vista matematico, as LAMs podem ser vistas como os modelos mais simples de memorias
associativas. Com efeito, suponha que os conjuntos de todos os padrdes de entrada e saida sejam
X =R"e )Y =R"equeaaplicagdio M : X — ) que descreve a memoria seja linear.

O problema de sintetizar uma LAM pode ser formulado como segue: Dado um conjunto de
memorias fundamentais {(x¢,y%) : € = 1,...,p} C R™ x R™, determine, se possivel, uma aplicagio
linear M : R® — R™ tal que M(x%) = y® para todo & = 1,...,p. Em vista da representagio
matricial de operadores lineares em espagos de dimensao finita [3], podemos escrever

M(x) = Mx, (1)

para alguma matriz M € R™*". Sobretudo, o problema de sintetizar a LAM corresponde ao pro-
blema, aparentemente mais simples, de determinar uma matriz M tal que Mx¢ = y¢ para todo
¢ = 1,...,p. Existe na literatura basicamente duas estratégias, chamadas armazenamento por
correlagdo e armazenamento por projecao, para determinar a matriz M.

2.1 Armazenamento por Correlacao

A primeira estratégia desenvolvida para sintetizar uma memoria associativa linear estd baseada
no chamado postulado de Hebb e resulta numa matriz semelhante a matriz de correlagdo usada
em estatistica [2,20]. O postulado de Hebb pode ser formulado da seguinte forma no contexto das
LAMs: Para que um padrio y* = [y1,¥2,...,¥m]’ € R™ seja recordado apds a apresenta¢io de
x¢ = [, 29, ..., xn}T € R", o termo m;;, que relaciona os elementos yf e xg, deve ser proporcional

%
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a ambos yf e xf Consequentemente, dado um conjunto finito de pares {(x¢,y*) : € = 1,...,p}, 0
armazenamento por correlacdo fornece a matriz M € R™*" através da equacao

p
mij:nyxg, paratodoi =1,....mej=1,...,n. )
=1
Em termos matriciais, se definirmos X = [x!,x? ..., x?] e R"”P e Y = [y',y?, ..., y"] € R™*P

como as matrizes cujas colunas sdo as memorias fundamentais, entdo (2) corresponde a

M=YX"=[y' y* ... y*| , 3)

em que (x¢)” denota o transposto do vetor x°.

Exemplo 1. Considere o seguinte conjunto de memorias fundamentais em R3 x R%:

-1, 1|0, : “)
1 1 o] |2
1 0

Por (3), a matriz M € R**? da LAM com armazenamento por correlaco é dada por:

3 2 8 —3 3

Coer |2 12 -1 1] |5 -2 2
M=YX"=14 31t 0 o7 |11 —4 4
10 2 —1 1

Ao apresentarmos como entrada da memoria os padrdes x' e x2, obtemos respectivamente os padrdes:

8 -3 3], 22 3
N 522l | S |4 2|
M) =Mx =1, 4 11 = l30| # 4| =Y
9 -1 1 6 1
8 9
oy | O If 9
9 0

Portanto, esse modelo de memdria associativa nao foi capaz de armazenar nenhuma das associacoes
no conjunto das memdrias fundamentais.

A LAM com armazenamento por correlagdo pode ser facilmente determinada, mas possui grande
restricdo na capacidade absoluta de armazenamento. Precisamente, suponha que um elemento do
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Figura 1: Imagens do conjunto das memoérias fundamentais {(x!, y!), (x2,y?),..., (x*, y)}.

conjunto de memorias fundamentais x” é apresentado como entrada para a LAM. Substituindo em
(1) a expressdao em (3) obtemos

M(x") = Mx" = (x', x")y' + ..+ (XY ()P Ty

em que (-,-) denota o produto interno usual em R™. Logo, o padrio recordado pela LAM com
armazenamento por correlagdo € dado por

p
M(x) = [X"]3 y" + D (x5 x)y". 5)
§F#n

O primeiro termo do lado direito de (5) € proporcional ao padrao desejado y”, com constante de pro-
porcionalidade ||x"||3 = (x",x") = >_"_, («])?. Essa constante ndo contribuird no padréo recordado
se |[|[x"||2 = 1. O segundo termo do lado direito de (5) é um ruido, chamado interferéncia cruzada
(cross-talk) entre o padrdo x” e as demais padroes memorizados. Note que esse termo serd zero se 0s

vetores x!, x2, ..., x" forem ortogonais. Com isso podemos formular o seguinte teorema:

Teorema 1. Dado um conjunto de memdrias fundamentais {(x*,y®) : € =1,...,p}, comx* € R" e
y¢ € R™ para todo € =1, ... ,p, defina a matriz M € R™ ™ usando (3). Se os vetores x',x%,...,xP
forem ortonormais, entdo a memdria associativa linear M : R" — R™ dada por M(x) = Mx

armazena corretamente o conjunto das memorias fundamentais.

Note que o Teorema 1 ndo impde restricdes nos vetores y',y?,...,y?. Contudo, a condi¢do
imposta sobre os vetores x', . . ., x” dificilmente € satisfeita na prética.

Exemplo 2. Considere as imagens com 256 tons de cinza apresentadas na Figura 1. Estas imagens fo-
ram convertidas em vetores coluna x!, ..., x* € [0, 1]1%6 C R eyl . y* € [0,1]10% C R ¢
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Figura 2: Imagens recordadas pela LAM com armazenamento por correlacdo apds apresentarmos
como entrada as imagens x', . .., x* da Figura 1.

PSNR(y', M(x')) PSNR(y?, M(x?)) PSNR(y* M(x’)) PSNR(y*, M(x"))
LAM 25.16 24.71 26.05 24.79
OLAM 170.16 168.79 171.07 168.40
MAM 53.58 34.43 44.18 31.09
FAM Ty, 22.70 23.32 23.35 27.35
IFAM T), 27.49 25.88 30.42 25.10
IFAM Tp 32.95 27.85 33.20 27.77
IFAM T}, 49.10 34.43 44.18 30.71

Tabela 1: Razdo pico sinal-ruido produzido por memdrias associativas quando os padrdes originais

x!, ..., x* sdo apresentados como entrada.

armazenadas na memoria associativa linear com armazenamento por correlagdo. Usando as memorias
fundamentais como entrada, encontramos como resposta da LAM as imagens apresentados na Figura
2. Neste exemplo percebemos claramente o efeito da interferéncia cruzada discutido anteriormente.
A razdo pico sinal-ruido (PSNR, do termo inglé€s peak signal-to-noise ratio), dada pela equacao

m
PSNR(y,z) = 10log ( — ) , (6)
-2) 0 22:1(%‘ — z)?
para vetores y = [y1,...,ym|’ €2 = [z1,...,2m|’, estd apresentado na Tabela 1. Observe que o

PSNR foi menor que 26.05, um valor baixo para uma memdria associativa.

2.2 Armazenamento por Projecao

O armazenamento por correlacdo, apesar de ter uma motivacao bioldgica, ndo apresenta bons re-
sultados devido a interferéncia cruzada. Do ponto de vista matemadtico, essa estratégia de armazena-
mento nao leva em conta (1), a equagdo que descreve a memoria associativa linear. O armazenamento
por projecdo (no inglés, projection recording), proposto por Kohonen e Ruohonen [15,21,22], tem
como objetivo determinar a melhor LAM no sentido dos quadrados minimos. Especificamente, dado
um conjunto de memdrias fundamentais {(x*,y®) : € = 1,...,p} € R* x R™, 0 armazenamento por

projecao fornece a LAM que minimiza a soma dos erros de recordacdo, ou seja, fornece a solug@o do
problema:

p
Determine M : R" — R™ tal que Y [|y* — M(x%)||3 ¢ minimo. (7
=1
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Em vista do problema (7), uma memoria associativa linear com armazenamento por projecao € cha-
mada memoria associativa linear 6tima (OLAM, do inglés optimal linear associative memory).

Lembrado que M(x) = Mx para alguma matriz M € R™*", o problema (7) pode ser expresso
de forma mais sucinta como

p
; & _ €112
min Yy [y — Mx||3, ®)
¢=1
ou ainda, denotando X = [x!,... x?] e R"P e Y = [y',...,y?] € R™*?, tem-se
min Y — MX|%, )
em que || - || representa a norma de Frobenius e definida como segue para qualquer matriz A =

(aij) € RmMxm.

AN =) ayl* (10)

i=1 j=1
Apesar de expresso numa forma matricial, (9) € um problema de quadrados minimos cuja solucdo €

M=YX". (11)

Aqui, XT denota a pseudo-inversa, também chamada inversa generalizada de Moore-Penrose, de
X [13,43]. Em termos geométricos, M corresponde a matriz de projecao no espago gerado pelas
memorias fundamentais y', ..., y?. Essa estratégia é chamada armazenamento por projecdo em
vista dessa observagao.

De um modo geral, a pseudo-inversa de uma matriz pode ser expressa utilizando a chamada
decomposi¢do em valores singulares [13, 26, 43]. Porém, se o conjunto {x',x? ... xP} for line-
armente independente, ou seja, se X for uma matriz de posto completo, entdao a pseudo-inversa de X
¢ dada por

X = (XTX)"'XT, (12)

€, portanto, tem-se
M=Y(XTX)'Xx7T, (13)

Exemplo 3. Considere o seguinte conjunto de memorias fundamentais apresentados em (4). Como
os padrdes x! e x? sdo linearmente independentes, por (13), a matriz M € R**3 da OLAM ¢

3 2
T o1 T 2 1| o5 —-1]2 -1 1
M=YOEX)TX =1y 3 {—1 3H1 0 0]
_1 0_
3 2] 2 05 —05
|2 1| fo —05 05] |1 0 0
_43{1 1 —1}_3 1 -1
1 0] 0 —05 0.5

Ao apresentarmos como entrada da memoria os padrdes x! e x2, obtemos os seguintes padrdes:

2 05 =05 9 3 2
1y 1 1 0 O _ - 2 . 1 2\ 1 o 2
M(x') = Mx = 5 1 1 11 = |4 =Y e M(x7) = 5| =Y
0 —-0.5 0.5 1 0
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Figura 3: Imagens X!, ..., x* incompletas ou corrompidas com ruido Gaussiano ou Sal-e-Pimenta.

Portanto, essa memoria associativa foi capaz de armazenar as duas associacdes do conjunto das
memorias fundamentais.

No caso autoassociativo, tem-se Y = X e, independente da dimensdo e do posto de X, a matriz
identidade I € R™ " € tal que || X — IX||% = 0. Logo, o problema miny, || X — M X ||% possui
uma solugdo M que satisfaz | X — M X||% = 0, ou ainda, Mx* = x¢, paratodo £ = 1,...,p.
Em outras palavras, a LAM autoassociativa com armazenamento por projecao exibe uma capacidade
absoluta de armazenamento ilimitada, ou seja, pode-se armazenar quantos padroes forem desejados
nesses modelos. No caso heteroassociativo, miny, [|Y — M X || pode ser maior que zero e, portanto,
nao ha garantias de sucesso na fase de armazenamento. Contudo, se X possui posto completo, por
(13), conclui-se que a matriz M do armazenamento por projecdo satisfaz M X =Y, ou seja, todas as
associagcdes do conjunto de memorias fundamentais sdo corretamente armazenadas. Por outro lado,
se p > n, entdo o conjunto {x!,... x?} certamente é linearmente dependente, X ndo terd posto
completo. Nesse caso, dificilmente serd possivel armazenar corretamente as associagdes do conjunto
das memorias fundamentais.

Finalmente, € importante ressaltar que a matriz M dada por (11) produz a melhor memoria associ-
ativa linear. Em particular, o armazenamento por projecao generaliza o armazenamento por correlacao
no caso em que os padrdes x', ..., x? sdo ortonormais. De fato, se {x', ..., x?} forem ortonormais,
entdo vale X7 X = I e, consequentemente, (11) resultaem M = Y X7, que é exatamente a matriz
encontrada usando o armazenamento por correlagao.

Exemplo 4. Considere novamente as imagens em tons de cinza apresentadas na Figura 1. No Exem-
plo 2 observamos que LAM com armazenamento por correlacio ndo € capaz de armazenar corre-
tamente os itens do conjunto das memorias fundamentais. Contudo, pode-se armazenar com su-
cesso estas memorias fundamentais na OLAM. De fato, apds determinar a matriz M utilizando (13),
apresentamos como entrada da OLAM os padrdes originais x', ..., x* e obtivemos como resposta
imagens visualmente iguais as memdrias y', ..., y* A Tabela 1 também apresenta o PSNR desse
experimento. Observe que os valores encontrados sdo muito maiores que os valores produzidos pela
LAM.

Exemplo 5. Nesse exemplo, vamos avaliar a tolerancia a ruidos da OLAM. A Figura 3 apresenta
versdes ruidosas x', ..., x*, geradas removendo partes considerdveis das imagens originais ou in-
troduzindo ruido Gaussiano com média zero e variancia 0,01 e ruido do tipo Sal-e-Pimenta com
probabilidade 0,1. A Figura 4 apresenta os respectivos padrdes recordados pela OLAM. O PSNR
estd apresentado na Tabela 2. Observe que, por um lado, o PSNR foi baixo para os padrdes incom-
pletos. Por outro lado, a OLAM apresentou uma boa tolerancia com respeito ao ruido Gaussiano e

8
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Figura 4: Imagens recordadas pela OLAM quando as imagens da Figura 3 sdo apresentadas como
entrada.

PSNR(y', M(x")) PSNR(y’, M(x?)) PSNR(y®, M(x%)) PSNR(y’, M(x"))
OLAM 25.04 24.23 43.12 38.09
MAM 53.58 34.43 23.00 21.51
IFAM T, 49.10 34.43 23.20 23.06

Tabela 2: Razao pico sinal-ruido produzido por memdrias associativas quando as imagens corrompi-
das x!, ... x* da Figura 3 sdo apresentados como entrada.

Sal-e-Pimenta. Essas observa¢des podem ser confirmadas visualmente comparando as imagens nas
Figuras 1 e 4.

3 MEMORIAS ASSOCIATIVAS MORFOLOGICAS

Uma classe de memorias, chamadas memorias associativas morfoldgicas (MAMs, do termo inglés
morphological associative memories), foi introduzida por Ritter e Sussner em meados de 1990 [34].
As MAMs sdo definidas em termos de operacdes matriciais ndo-lineares definidas numa sub-algebra
da algebra de imagens [33,35,36], chamada 4lgebra minimax [9]. Na dlgebra minimax, as operacoes
de soma e multiplicagdo sdo substituidas por operacdes de reticulados. Especificamente, na dlgebra
linear, o produto usual de duas matrizes A € R™** ¢ B € R¥*" ¢ a matriz C € R™*" cujos elementos

sdo dados por
k
Cij = Z ailblj. (14)
1=1

Similarmente, na dlgebra minimax define-se os produtos D = AM B e E = AR B, chamados
respectivamente produto miximo e produto minimo, do seguinte modo:

dzg l’I:l {azl + bl]} \/ a; + bl]) (15)

=1

k
¢y = min {ag + b} = N (@i +by). (16)

=1
Observe a semelhancga algébrica entre as equagdes (14) e ambos (15) e (16): o produto foi substituido
pela soma e a soma foi substituida ou pela operagdo de méximo ou pela operacdo de minimo.
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Inspirados na memoria associativa linear, podemos substituir o produto usual em (1) pelo produto
maximo. Tal substitui¢do resulta na memoria associativa

M(x) = M M x, a7

em que M € R™ ™. O operador descrito em (17) corresponde a uma operacdo de dilatagdao da
morfologia matematica, uma teoria usada no processamento e andlise de imagens e sinais [16,37,38].
Dai 0 nome memoria associativa morfoldgica. Dualmente, podemos definir uma memoria associativa
morfoldgica usando o produto minimo no lugar do produto maximo em (17).

A técnica usada para o armazenamento de padroes na MAM descrita por (17) pode ser vista
como uma versao minimax do armazenamento por correlacdo dado por (3). Precisamente, dado um
conjunto finito de associagdes {(x%,y%) : ¢ = 1,...,p}, a matriz M € R™ ™ em (17) é definida
como

p
my; = min{yf — a3} = /\ (s} —25). (18)
E=lp
¢=1
Em termos matriciais, se denotarmos X = [x',...,x?] € R"?eY = [y!,...,y?|] € R™*? como

sendo as matrizes com as memorias fundamentais, entdo (18) corresponde a
HT
M=YRX)"=[y' ... y] ® : . (19)

_(Xp)T

Exemplo 6. Considere o conjunto de memorias fundamentais apresentados em (4). Por (19), a matriz
M € R*3 daMAM em (17) é

3 2 1 2 2
21 -2 1 -1 0 11
= — T: =
M=YREX"=1, 3 m{—lo 0} 2 3 3
10 -1 00
Observe que
1 2 2 5 3 2
110 11 2] s |1 o
MMx = 9 3 3 \Vi 11 =1y =Y e MMx* = 3| =Y
-1 0 0 1 0

Portanto, assim como a OLAM, a MAM também foi capaz de armazenar os dois pares de associagoes
no conjunto das memorias fundamentais.

Apesar da semelhanca algébrica com o armazenamento por correlacdo, a estratégia dada por (19)

€ Otima no seguinte sentido:

Teorema 2. Dado um conjunto de memdrias fundamentais {(x5,y¢) : € = 1,...,p} € R* x R™, a
matriz M € R™*" dada por (18) satisfaz a seguinte equacdo:

M =sup{A€R™": AMx" <y'}. (20)

10
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Demonstragdo. Primeiramente, mostraremos que M M x¢ < y¢, paratodo £ = 1,. .., p. Com efeito,
para qualquer i € {1,...,m} e para qualquer £ € {1,...,p}, vale

(M & x°) \/ mi; + SU = Mjj« + SC§*>

em que j* € {1,...,n} corresponde ao indice que fornece o maximo na dltima equagio. Contudo,
por (18), concluimos que

(MM x%); = /\(yf—x?) +x§*§[y§—x }—l—a: =5
n=1

em vista da propriedade do minimo.
Suponha agora que A € R™*" é tal que AM x¢ < y¢, paratodo & = 1,...,p. Dessa forma, vale

(Axg)igyf, VéE=1,...,p, Vi=1,...,m
& \/(aij+x§)§yf, VéE=1,...,p,Vi=1,....,m
& ay+as <y, VE=1,....,p,Vi=1,....m,¥j=1,...,n
& azjgyf—zg, VE=1,....,p,Vi=1,....m, Vj=1,...,n
& aijg/\(yf—xﬁ), Vi=1,...,m,Vj=1,....n
= aijgmij, Vi=1,....,m,Vj=1,...,n
Consequentemente, temos que A < M. [

O Teorema 2 garante que M, fornecida pela versdao minimax do armazenamento por correlacao,
¢ a maior matriz que satisfaz a inequacio A M x¢ < y* paratodo £ = 1,...,p. Como consequéncia,
vale o seguinte resultado.

Corolario 3. Se existe uma matriz A € R™ " tal que AN x¢ = y*, para todo ¢ = 1,...,p, entdo a
matriz M € R™ " também satisfaz a equagdo M N x¢ = y*, paratodo & =1,.. ., p.

No caso autoassociativo, a MAM apresenta capacidade absoluta de armazenamento ilimitada,
ou seja, pode-se armazenar quantos padroes forem desejados nesses modelos. Formalmente, vale o
seguinte corolério:

Coroldrio 4. Considere um conjunto autoassociativo de memdrias fundamentais {(x*,x%) : £ =
1,...,p}. Se M € R™" ¢ definida através de (18), entdo M(x*) = MM x* = x&, para todo
E=1,...,p

Exemplo 7. Considere novamente as imagens em tons de cinza apresentadas na Figura 1. Assim
como a OLAM no Exemplo 4, visualmente, a MAM foi capaz de armazenar todos os itens no conjunto
das memorias fundamentais. O PSNR desse experimento € apresentado na Tabela 1.

Posteriormente, foram apresentadas para a MAM as imagens corrompidas mostradas na Figura
3. A Figura 5 apresenta os respectivos padrdes recordados pela memdria associativa morfoldgica.
Observe que a MAM apresentou um excelente desempenho para imagens incompletas mas nao foi
eficiente na remog¢do do ruido Gaussiano ou do tipo Sal-e-Pimenta. Com efeito, obtivemos o PSNR
apresentado na Tabela 2.

11



2° Coloquio de Matematica da Regido Sul (ColMatSul), 24-28 de Abril de 2012, Londrina — PR, Brasil.

Figura 5: Imagens recordadas pela MAM quando as imagens da Figura 3 sdo apresentadas como
entrada.

4 MEMORIAS ASSOCIATIVAS Fuzzy

No inicio dos anos 1990, uma outra classe de memorias associativas, chamadas memorias asso-
ciativas fuzzy (FAMs, do termo inglés fuzzy associative memories), foram introduzidas por Kosko
e desenvolvida posteriormente por diversos pesquisadores. Nessa secdo, apresentaremos apenas os
modelos de Kosko, as FAMs generalizadas de Chung e Lee [8] e as memorias associativas fuzzy im-
plicativas (IFAMs, do termo inglés implicative fuzzy associative memories) introduzidas por Valle e
Sussner [41,51]. Antes, porém, apresentaremos uma breve revisao na teoria dos conjuntos fuzzy.

4.1 Alguns Conceitos Basicos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy

A teoria dos conjuntos fuzzy foi introduzida por Zadeh em meados de 1960 e pode ser usada
para modelar conceitos que nao sdo bem definidos como, por exemplo, a nocao de “pessoa jovem”,
“erro pequeno”, etc. [19,29,31,53]. Formalmente, um conjunto fuzzy, também chamado conjunto
nebuloso ou conjunto difuso, é caracterizado por uma funcdo x de um universo de discurso U no
intervalo unitério [0, 1]. Note que um conjunto fuzzy x : U — [0, 1] pode ser representado por um
vetor coluna x = [x1,...,2,)" se U = {ui,...,u,} é um conjunto finito. Nesse caso, x; = x(u;)
para todo j = 1,...,n, e x corresponde a um ponto no hipercubo [0, 1]” [25]. Nesse minicurso,
estaremos interessados apenas em conjuntos fuzzy tais que x € [0, 1| e y € [0, 1]™.

Muitas operacdes com conjuntos fuzzy, incluindo as operagdes de unido e intersec¢do, sao modela-
das através de operadores da l6gica fuzzy. Por simplicidade, apresentaremos aqui apenas os operado-
res 16gicos necessarios para o desenvolvimento das FAMs mencionadas no primeiro paragrafo dessa
secdo. O leitor interessado em maiores detalhes é convidado a consultar as referéncias [19,29,31].

Uma norma triangular, ou simplesmente t-norma, é uma aplicagdo crescente 7" : [0, 1] x [0, 1] —
[0, 1] que € associativa, comutativa, e satisfaz a condicé@o de fronteira 7'(1, z) = x para todo x € [0, 1]
[11,19,29,31]. Dizemos que uma t-norma € continua se 7' € continua em ambos argumentos. As
seguintes aplicagdes sdo exemplos de t-normas continuas:

Ty (x,y) = min{x,y}, (minimo) 21
Tp(z,y) =y, (produto) (22)
Tr(z,y) = max{0,x +y — 1}. (Lukasiewicz) (23)

Uma t-norma generaliza o operador 16gico “E”. Com feito, pode-se mostrar que qualquer t-norma
satisfaz as equagdes 7°(0,0) = 7'(1,0) = 7(0,1) =0e T(1,1) = 1.

Uma operagdo matricial, semelhante ao produto maximo da 4lgebra minimax, pode ser definido
combinando a operacdo de maximo com uma t-norma da seguinte forma [19,31]: Dadas duas matrizes

12



2° Coloquio de Matematica da Regido Sul (ColMatSul), 24-28 de Abril de 2012, Londrina — PR, Brasil.

A € [0,1]™* e B € [0,1]**", o produto max-T" de A e B, denotado por C = A o B, é definido
através da seguinte equacao:

k

Cij = max {T (aq, bij) } = l\/lT(ail, bi;), paratodoi=1,....me j=1,...,n. (24)
Note que o produto max-7" definido em (24) também € andlogo ao produto matricial usual com a
soma substituida pelo méximo e o produto por uma t-norma. Um indice adicionado ao simbolo “o”
serd adicionado para especificar a t-norma adotada em 24.

Um operador [ : [0,1] x [0,1] — [0, 1] que é decrescente no primeiro argumento e crescente no
segundo é chamado implicagdo fuzzy se I estende a implicagdo cldssicaem {0, 1} x {0, 1}, ou seja, se
satisfaz as equacdes 1(0,0) = 1(0,1) = I(1,1) = 1 e I(1,0) = 0. Alguns exemplos de implica¢des
fuzzy sdo apresentadas abaixo [19,31]:

_J L r=y, N
e ={ ) 1Y (Goel 2s)
_ ) L r=y,
Ip(z,y) = { /T, T>Y,, (Goguen) (26)
In(z,y) =min{l,1 —x + y}, (Lukasiewicz) (27)

Dizemos que uma t-norma 7' e uma implicacao fuzzy I formam uma adjuncao se, e somente se,
elas satisfazem a seguinte relac@o para todo x,y, z € [0, 1] [10]:

T(x,z) <y & z<I(z,y). (28)

Os pares (Tyy, Inr), (Tp, Ip) e (11, 1) sdo exemplos de operadores adjuntos.

Gostariamos de observar que a no¢do de adjun¢do estd fortemente relacionada ao conceito de
conexao de Galois [5] e residuo de um operador [6]. Pode-se mostrar que, se 1" e [ formam uma
adjuncdo, entdo a t-norma comuta com a opera¢do de supremo em ambos argumentos, ou seja, vale

T(sup X, 2) = sup{T(x,2)} e T(zsupX)=sup{T(z )}, 29)
zeX zeX
paratodo z € X e X C [0, 1]. Reciprocamente, se 7' comuta com o supremo, entdo existe uma tnica
implicacdo fuzzy Ir que forma uma adjungdo com 7. Além disso, essa implicacdo fuzzy pode ser
obtida a partir da seguinte equagao para todo x,y € [0, 1]:

Ir(z,y) =sup{z € [0,1] : T(x,2) < y}. (30)

Finalmente, toda t-norm continua comuta com o supremo. Portanto, existe uma tnica implicacdo
fuzzy Ir tal que (T, Ir) forma uma adjunc¢do. Por simplicidade, consideraremos apenas t-normas
continuas nesse minicurso.

4.2 Memorias Associativas Fuzzy Generalizadas

As primeiras FAMs, referidas como FAM max-min e FAM max-produdo, foram introduzidas
por Kosko no inicio dos anos 1990 [23-25]. Simplificadamente, as FAMs max-min e max-produto
sdo definidas de forma anédloga a LAM por correlagdo, mas em termos do produto max-7’, em que
T € ou 0 minimo ou o produto. Posteriormente, Chung e Lee generalizaram o modelo de Kosko
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substituindo o minimo e o produto por uma t-norma qualquer. Precisamente, dado um conjunto de

memorias fundamentais {(x%,y%) : € = 1,...,p}, defina a matriz M € [0, 1]™*" através da equagdo
p
_ § € _ § &
my = o {7 (4.5 } —g_\/lT@wwj), 3D

ou, equivalentemente, pela equagao
M=YoXT, (32)

emque X =[x, x%....,xP] € [0,1]"PeY = [yl y%...,y?] € [0,1]™*P. A estratégia de ar-
mazenamento descrita pela equacdo (31), ou (32), é referida como estratégia de codificagao cor-
relacdo-t (em inglés, correlation-t encoding scheme). Finalmente, a FAM generalizada, ou sim-
plesmente GFAM (do termo inglés generalized fuzzy associative memory), corresponde a aplicagao
M [0, 1]" — [0, 1]™ definida como segue para todo x € [0, 1]™:

M(x) = M o x. (33)
Exemplo 8. Considere o seguinte conjunto de associagdes:
1.0] [o0.8 1.0 0.8 0.1 0.4
02,1091 |, {05],109( ], 104],0.5 . (34)
L.oj |10 0.8 0.8 0.9 0.9

Por (32), a matriz M € [0, 1]3*3 da GFAM baseada na t-norma do minimo satisfaz a equagdo:

(0.8 0.8 0.4 1.0 0.2 1.0 0.8 0.5 0.8
M=Yoyu X"=109 09 05| o0y [1.0 05 08| = (09 05 0.9
1.0 0.8 0.9 0.1 04 0.9 1.0 0.5 1.0

Ao apresentarmos o conjunto fuzzy x' 4 memdria associativa, obtemos como resposta

0.8 0.5 0.8 1.0 0.8
M(x')=Mopyx' =109 05 09| oy [02] = [09] =y
1.0 0.5 1.0 1.0 1.0

Porém, ao apresentarmos os padrdes x? e x>, obtemos

0.8 0.8 0.8 0.4
M(x*) =109 # [09] =y* e M(x*)= [09] # |05| =y°.
1.0 0.8 0.9 0.9

Portanto, a FAM max-min n#o foi capaz de armazenar as associagdes (x%,y?) e (x3,y?).

Na Secdo 2, observamos que as LAMs com armazenamento por correlagdo apresentam um arma-
zenamento perfeito das memérias fundamentais se os padrdes x!, ..., x" forem ortonormais. Uma
sentenga similar pode ser formulada para as GFAMs, como revela o Teorema 5 abaixo cuja demons-
tragdo encontra-se em [8].

Uma “fuzzifica¢do” direta dos conceitos de ortogonalidade e ortonormalidade levam as seguintes
defini¢des [8]. Um conjunto nebuloso x € [0, 1]" é normal se, e somente se, \/7_, 7; = 1, ou seja,

xT op x = 1. Os padrdes nebulosos x,y € [0, 1]" sdo ditos max-7" ortogonais se, ¢ somente se,

x" opy = 0, ou seja, T'(x;,y;) = 0 para todo j = 1,...,n. Consequentemente, um conjunto
{x!,...,x"*} é dito max-T ortonormal se, e somente se, x* e x” forem max-T" ortogonais para todo
¢ # n e x¢ for um conjunto nebuloso normal paratodo £ =1, ..., k.
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Figura 6: Imagens recordadas pela FAM max-min quando as imagens originais da Figura 1 sdo apre-
sentadas como entrada.

Teorema 5. Suponha que o conjunto das memdrias fundamentais {(x°,y*) : € = 1,...,k} seja ar-
mazenado numa GFAM através da estratégia de codificagdo correlagdo-t. Se o conjunto {x', ... x*}
for max-T ortonormal, entdo M(x%) = M ox* =y* paratodo & =1, ... k.

Em particular, a GFAM de Lukasiewicz, ou seja, a GFAM baseada na t-norma de Lukasiewicz, é
capaz de armazenar todas as memorias fundamentais se os padrdes x*’s, além de normais, forem tais
que 0 V (x§ +x] —1) =0paratodo & #nej=1,...,n. Emoutras palavras, y* = M oy, x* para
todo &£ =1,...,psext foremnormaisex?—i—x;? < lparatodo& #nej=1,...,n. Note que a
condi¢do x§ + X? < 1 vale, em particular, para padrdes x*’s que satisfazem a condi¢io Z]gzl x§ =1
paratodoj =1,...,n.

Exemplo 9. Assim como a LAM, a FAM max-min também nao foi capaz de armazenar as associa¢des
(x',y'),..., (x* y?) daFigura 1. Com efeito, a Figura 6 apresenta as imagens recordadas € a Tabela
1 contém o PSNR quando os padrdes originais x', . . ., x* sdo apresentados como entrada. Note que,
devido a interferéncia cruzada, ambos FAM max-min ¢ LAM com armazenamento por correlaciao
apresentaram baixo valores no PSNR.

4.3 Memorias Associativas Fuzzy Implicativas

As memorias associativas fuzzy implicativas (IFAMs, do termo inglés implicative fuzzy associ-
ative memories), introduzidas por Valle e Sussner, podem ser vistas como versoes melhoradas das
GFAMs. Com efeito, assim como no caso linear, a estratégia de armazenamento correlacdo-t ndo
leva em conta a equagdo (33) que descreve a FAM. O armazenamento implicativo [41, 51], também
chamado armazenamento por adjuncao [44, 48], tem como objetivo determinar a melhor FAM num
sentido semelhante ao Teorema 2 para as MAMs. Precisamente, dado um conjunto de memdrias
fundamentais {(x5,y%) : £ = 1,...,p} € [0,1]" x [0,1]™, 0 armazenamento implicativo fornece a
maior FAM M : [0,1]" — [0, 1]™ descrita por (33) tal que M(x*) < y* paratodo £ = 1,. .., p.

Formalmente, a matriz M € [0, 1]™*"™ da FAM descrita por M(x) = M o x é definida através da
equagdo:

M =sup{Ac[0,1]™": Aox* <y* VE=1,...,p} (35)

A solugdo desse problema pode ser calculada de forma direta através do seguinte teorema:

Teorema 6. Dado um conjunto de associagoes {(x%,y*) : £ =1,...,p} €[0,1]" x [0,1]™, a matriz
M € [0, 1]™*™ definida através da equagdo

p
myj = gzilg{IT(xﬁ,yf)} = g/:\IIT(:Cg,yf), paratodot=1,.... mej=1,...,n, (36)
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Figura 7: Imagens recordadas pela IFAM T, quando as imagens da Figura 3 sdo apresentadas como
entrada.

em que I denota a implicacdo que forma uma adjuncdo com a t-norma usada no produto max-T, é
a solugdo de (35).

A demonstracdo desse fato é semelhante a demonstracdo do Teorema 2 e serd omitida.

Exemplo 10. Considere as associagdes apresentadas em (34) e a IFAM definida em termos da t-norma
do minimo. Por (36), encontramos

mip = min{]M(x%,y%),]M(xf,y%),IM(x?,yf)}
= min {/;,(1.0,0.8), 13,(1.0,0.8), I3,(0.1,0.4) }
= min {0.8,0.8,1.0} = 0.8.

e, de um modo geral, temos
0.8 1.0 0.4
M= {09 1.0 0.5
0.8 1.0 1.0

Pode-se verificar que a IFAM, dada por M(x) = M o, x com M dada acima, é capaz de recordar
todas as associagdes em (34).

Exemplo 11. Considere novamente as imagens em tons de cinza apresentadas na Figura 1. Essas
imagens foram armazenadas na IFAM baseada na t-norma do minimo 7, e, posteriormente, as ima-
gens originais foram apresentadas como entrada para essa memoria. A Figura 7 apresenta as imagens
recordadas e a Tabela 1 apresenta o PSNR desse experimento. Observe que a IFAM T, ndo foi capaz
de armazenar as associagdes (x',y'), ..., (x* y*).

Exemplo 12. De um modo andlogo, as imagens em tons de cinza apresentadas na Figura 1 foram
armazenadas nas [FAMs basedas nas t-normas 77, (produto) e 77, (Lukasiewcz). Assim como a [FAM
T, a IFAM baseada na t-norm 7’p ndo foi capaz de armazenar as associacoes. Porém, visualmente,
a IFAM T}, foi capaz de recordar as imagens originais y!,...,y?*, conforme mostra a Figura 8. A
Tabela 1 também apresenta o PSNR desse experimento.

Posteriormente, foram apresentadas para a IFAM 77, as imagens corrompidas mostradas na Figura
3. A Figura 9 apresenta os respectivos padroes recordados pela memoria associativa fuzzy. Assim
como a MAM, a IFAM T}, apresentou um excelente desempenho para imagens incompletas, mas
ndo foi eficiente na remocao do ruido Gaussiano ou do tipo Sal-e-Pimenta. Com efeito, obtivemos o
PSNR apresentado na Tabela 2. Note que a IFAM T7, apresentou um PSNR muito similar a MAM. Tal
similaridade foi confirmada teoricamente estabelecendo uma relagdo entre a MAM e a IFAM T, [41].
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Figura 8: Imagens recordadas pela IFAM T, quando as imagens originais da Figura 1 sdo apresenta-
das como entrada.

Figura 9: Imagens recordadas pela IFAM T}, quando as imagens da Figura 3 sdo apresentadas como
entrada.

Finalmente, como consequéncia direta de (35), vale o seguinte resultado:

Teorema 7. Considere um conjunto de memdrias fundamentais {(x°,y*) : € = 1,...,p}. Se existe
A €[0,1]™" tal que Ao x* =y* paratodo & =1, ..., p, entdo a matriz M € [0, 1]™*", solucdo de
(35), também satisfaz a equagdo M o x* = y* para todo ¢ = 1, ..., p. No caso autassociativo, em
particular, sempre vale M(x%) = M ox* = x paratodo £ =1,...,p.

O Teorema 7 mostra que as I[FAMs sempre apresentam uma capacidade absoluta de armazne-
amento maior ou igual as GFAMs de Chung e Lee. Note também que esse teorema é andloga aos
Coroldrios 3 e 4 da Secdo 3. De fato, tanto as MAMs como as IFAMs podem ser vistas como casos
particulares das chamadas memdorias associativas em quantales (QAMs, do termo inglés quantale-
based associative memories), que sao definidas numa estrutura matematica chamada guantales [50].
Outras generaliza¢des das IFAMs e das MAMs incluem as memdrias associativas fuzzy morfoldgicas
[44,48,49], as memdrias associativas fuzzy implicativas finitas baseadas em permutacdes [45], as
memorias associativas esparsas em reticulados [46,47] e as memorias associativas fuzzy baseadas em
medidas de inclusdo [39].

5 CONCLUSAO

Nesse minicurso, apresentamos brevemente as memorias associativas lineares, morfoldgicas e
fuzzy. Especificamente, as memorias associativas lineares sao descritas através de um produto matriz-
vetor, em que a matriz é determinada através do armazenamento por correlacdo ou pelo armazena-
mento por projecao.

As memdrias associativas morfoldgicas sdo baseadas em produtos matriciais nao-lineares da dlgebra
minimax. Embora definidas de forma semelhante as memorias associativas lineares com armazena-
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mento por correlagdo, essas memorias sao 6timas num sentido semelhante as memdrias associativas
lineares com armazenamento por projecao.

Finalmente, as memorias associativas fuzzy sao definidas em termos do produto max-7". Duas
classes de memorias fuzzy foram apresentadas nesse minicurso. A primeira € semelhante as memorias
associativas lineares com armazenamento por correlacio e sdo capazes de recordar corretamente os
itens armazenados se uma certa condi¢dao de ortonormalidade for satisfeita. As memdrias associa-
tivas fuzzy implicativas, por outro lado, podem ser vistas como 6timas num certo sentido e sempre
apresentam uma capacidade de armazenamento maior que as memorias fuzzy generalizadas.
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