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Resumo – Memórias associativas são modelos inspirados na habilidade do cérebro humano de
recordar por associação. Aqui, uma representação parcial ou aproximada de um item memorizado
pode ser usado para recordar o item completo. Por exemplo, podemos recordar um poema ouvindo as
primeiras palavras como dica inicial. Outro exemplo seria lembrar de uma pessoa especial sentindo
um certo perfume.

Esse mini-curso, direcionado para alunos de graduação em matemática e áreas afins, tem como
objetivo mostrar como a matemática pode ser usada para modelar nossa habilidade de armazenar e re-
cordar informação por associação. Especificamente, serão apresentados e exploradas as semelhanças
e diferenças entre as memórias associativas lineares, morfológicas e fuzzy.

1 INTRODUÇÃO

Iniciamos o mini-curso esclarecendo o que é uma memória. Simplificadamente, uma memória é
um sistema que possui três funções ou etapas [7]:

1. Registro – processo pelo qual a informação é armazenada;

2. Preservação – para garantir que a informação permanece intacta;

3. Recordação – processo pelo qual uma informação é recuperada.

Existem diversos tipos de memória. Por exemplo, quando escrevemos (Etapa 1 - Registro) número
de um telefone num papel, estamos usando o papel como memória. Posteriormente, se não perdermos
o papel (Etapa 2 - Preservação), poderemos ler (Etapa 3 - Recordação) e ligar para este número.

Sempre que registramos uma informação na memória, precisamos de uma chave ou algo que
permita recuperar o conteúdo armazenado. Por exemplo, quando deixamos uma bolsa num guarda-
volumes, pegamos um ticket indicando o compartimento onde ela ficará. O ticket fornece apenas o
endereço onde a entidade (bolsa) está. Em outras palavras, o ticket é a chave que nos fornece acesso
a bolsa. Note que este endereço, ou chave, não possui nenhuma relação com o conteúdo armazenado.
Este tipo de memória é muito usado nos computadores digitais (memória RAM ou ROM). Ele é
eficiente em muitos casos, entretanto, possui uma séria limitação: O que acontecerá se perdermos o
endereço ou a chave de acesso?

Se perdemos o pequeno ticket, teremos que usar um procedimento diferente para recuperar a
bolsa. Provavelmente procuraremos o responsável e passaremos informações parciais, mas sufici-
entes, sobre a bolsa e seu conteúdo. É comum encontrarmos bolsas semelhantes, mas o conteúdo
certamente será diferente. Uma descrição parcial do conteúdo da bolsa pode ser suficiente para que o
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responsável possa identificá-la e concordar em devolve-la. Neste exemplo, a chave ou endereço é uma
descrição parcial do que tem na bolsa. Em outras palavras, a chave ou endereço é o próprio conteúdo
armazenado! Esse tipo de memória é chamada memória autoassociativa ou memória endereçada por
conteúdo; um caso particular das memórias associativas.

Uma memória associativa poderia recuperar um item armazenado a partir de informações parci-
ais. Por exemplo, se armazenamos na memória o informações do mini-curso “Introdução as Memórias
Associativas Lineares, Morfológicas e Fuzzy, por Marcos Eduardo Valle”, a chave “Memórias Asso-
ciativas + Marcos” poderia ser suficiente para recuperarmos a informação completa. Além disso, uma
memória associativa ideal poderia trabalhar com ruı́dos (ou erros) e recuperar esta mesma informação
mesmo a partir de entradas incorretas como “Memóbias Aborrativas + Marcio”. Nos computado-
res digitais, apenas formas relativamente simples de memória associativa tem sido implementadas em
hardware. A maioria dos recursos para tolerância a ruı́do no acesso da informação são implementados
via software [18]. Esta é uma das razões para o estudo das memórias associativas.

As memórias associativas encontram aplicações em vários ramos da ciência. Por exemplo, Zhang
et. al. utilizaram um modelo de memória associativa para reconhecimento e classificação de padrões
[54, 55]. A metodologia para classificação de padrões baseada em memórias associativas também foi
aplicada em problemas de detecção de falha em motores e segurança de rede [27, 52]. Hopfield mos-
trou que seu modelo de memória associativa pode ser usado para resolver problemas de otimização,
como por exemplo, o problema do caixeiro viajante [17]. As memórias associativas morfológicas
discutidas neste mini-curso foram aplicadas em problemas de localização de faces, auto-localização,
análise de imagens hiperespectrais e visão computacional [14,32,39]. As memórias associativas fuzzy
foram aplicadas em modelo de previsão de séries temporais e identificação de locutor independente
do texto [12, 40, 42].

O termo memória associativa tem suas origens na psicologia pois o cérebro humano pode ser visto
como uma memória associativa. Ele associa o item a ser lembrado com um fragmento da recordação.
Por exemplo, ouvindo um trecho de uma música podemos lembrar da canção inteira, ou sentido
um certo perfume podemos associar o cheiro a uma pessoa especial. Não só o cérebro humano,
mas moscas de fruta ou lesmas de jardim também possuem memórias associativas. Na verdade,
qualquer sistema nervoso relativamente simples apresenta uma memória associativa [7]. Isso sugere
que a habilidade de criar associações é natural – praticamente espontânea – em qualquer sistema
neural. Portanto, uma fonte de inspirações para os estudos das memórias associativas encontra-se
nos estudos do funcionamento de um sistema nervoso, em particular, do cérebro humano [15,21,44].
Contudo, devido as limitações de tempo, nesse mini-curso não discutiremos as motivações biológicas
dos modelos de memórias associativas e nos concentraremos apenas na descrições matemáticas.

1.1 Conceitos Básicos de Memórias Associativas

Uma memória associativa (AMs, acrônimo do termo inglês associative memories) é um mo-
delo inspirado na forma com que o cérebro humano armazena e recorda informações por associação
[2, 4, 15, 21, 30]. Estes modelos são projetados para armazenar um conjunto finito de associações{(

xξ,yξ
)
: ξ = 1, . . . , p

}
, em que xξ ⊆ X e yξ ∈ Y , chamado conjunto das memórias fundamentais.

Cada par (xξ,yξ) ∈ X × Y é chamado memória fundamental. Os conjuntos X e Y englobam todos
os possı́veis itens memorizados. Por exemplo, X e Y poderiam representar, respectivamente, um
conjunto de perfumes e um conjunto de pessoas. Em termos matemáticos, uma memória associativa
corresponde a uma aplicaçãoM : X → Y tal queM(xξ) = yξ para todo ξ = 1, . . . , p. O processo
usado para determinarM é chamado fase de armazenamento.

Uma memória associativa pode ser classificada como autoassociativa ou heteroassociativa. Tem-
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se uma memória autoassociativa, também chamada memória endereçada por conteúdo, quando o
conjunto das memórias fundamentais é da forma {(xξ,xξ) : ξ = 1, . . . , p}. Uma memória é dita
heteroassociativa se yξ for diferente de xξ. Neste caso, o padrão de saı́da yξ pode ter uma natureza
completamente diferente do padrão de entrada xξ. Por exemplo, uma memória heteroassociativaM
pode associar um perfume a uma pessoa.

Diz-se que uma memória associativaM armazena corretamente o conjunto das memórias funda-
mentais seM(xξ) = yξ para todo ξ = 1, . . . , p. Em particular, uma memória fundamental (xξ,yξ)
é armazenada corretamente seM(xξ) = yξ. A capacidade absoluta de armazenamento refere-se ao
número de pares de entrada e saı́da do conjunto das memórias fundamentais que foram armazenados
corretamente.

Um problema muito comum na construção de uma memória associativa é a criação de memórias
falsas ou espúrias. Uma memória espúria é um par de entrada e saı́da que foi armazenado na memória,
mas não pertence ao conjunto das memórias fundamentais, i.e., o par foi armazenado involuntaria-
mente na memória associativa.

Finalmente, espera-se que uma memória associativa também seja capaz de recordar um padrão
memorizado mesmo após a apresentação de uma versão distorcida ou incompleta de um item arma-
zenado. Em termos matemáticos, a aplicação M deve possuir uma certa tolerância com respeito à
ruı́do, ou seja, a igualdadeM(x̃ξ) = yξ deve valer para versões ruidosas ou incompletas x̃ξ de xξ.
Note que o conjunto X que contém todos os padrões de entrada x deve ser equipado com uma certa
medida de similaridade. Em geral, X e Y , os conjuntos dos padrões de entrada e saı́da, são ambos
espaços métricos.

2 MEMÓRIAS ASSOCIATIVAS LINEARES

As memórias associativas lineares (LAMs, acrônimo do termo inglês linear associative memo-
ries) foram introduzidas em 1972 independentemente por Anderson, Kohonen e Nakano [1, 20, 28].
Do ponto de vista matemático, as LAMs podem ser vistas como os modelos mais simples de memórias
associativas. Com efeito, suponha que os conjuntos de todos os padrões de entrada e saı́da sejam
X = Rn e Y = Rm e que a aplicaçãoM : X → Y que descreve a memória seja linear.

O problema de sintetizar uma LAM pode ser formulado como segue: Dado um conjunto de
memórias fundamentais {(xξ,yξ) : ξ = 1, . . . , p} ⊆ Rn×Rm, determine, se possı́vel, uma aplicação
linear M : Rn → Rm tal que M(xξ) = yξ para todo ξ = 1, . . . , p. Em vista da representação
matricial de operadores lineares em espaços de dimensão finita [3], podemos escrever

M(x) =Mx, (1)

para alguma matriz M ∈ Rm×n. Sobretudo, o problema de sintetizar a LAM corresponde ao pro-
blema, aparentemente mais simples, de determinar uma matriz M tal que Mxξ = yξ para todo
ξ = 1, . . . , p. Existe na literatura basicamente duas estratégias, chamadas armazenamento por
correlação e armazenamento por projeção, para determinar a matriz M .

2.1 Armazenamento por Correlação

A primeira estratégia desenvolvida para sintetizar uma memória associativa linear está baseada
no chamado postulado de Hebb e resulta numa matriz semelhante a matriz de correlação usada
em estatı́stica [2, 20]. O postulado de Hebb pode ser formulado da seguinte forma no contexto das
LAMs: Para que um padrão yξ = [y1, y2, . . . , ym]

T ∈ Rm seja recordado após a apresentação de
xξ = [x1, x2, . . . , xn]

T ∈ Rn, o termo mij , que relaciona os elementos yξi e xξi , deve ser proporcional
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a ambos yξi e xξi . Consequentemente, dado um conjunto finito de pares {(xξ,yξ) : ξ = 1, . . . , p}, o
armazenamento por correlação fornece a matriz M ∈ Rm×n através da equação

mij =

p∑
ξ=1

yξi x
ξ
j , para todo i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n. (2)

Em termos matriciais, se definirmos X = [x1,x2, . . . ,xp] ∈ Rn×p e Y = [y1,y2, . . . ,yp] ∈ Rm×p

como as matrizes cujas colunas são as memórias fundamentais, então (2) corresponde a

M = Y XT =
[
y1 y2 . . . yp

]

(x1)T

(x2)T

...
(xp)T

 , (3)

em que (xξ)T denota o transposto do vetor xξ.

Exemplo 1. Considere o seguinte conjunto de memórias fundamentais em R3 × R4:

 2
−1
1

 ,

3
2
4
1


 ,


10
0

 ,

2
1
3
0



 . (4)

Por (3), a matriz M ∈ R4×3 da LAM com armazenamento por correlação é dada por:

M = Y XT =


3 2
2 1
4 3
1 0

[2 −1 1
1 0 0

]
=


8 −3 3
5 −2 2
11 −4 4
2 −1 1

 .
Ao apresentarmos como entrada da memória os padrões x1 e x2, obtemos respectivamente os padrões:

M(x1) =Mx1 =


8 −3 3
5 −2 2
11 −4 4
2 −1 1


 2
−1
1

 =


22
14
30
6

 6=

3
2
4
1

 = y1,

e

M(x2) =


8
5
11
2

 6=

2
1
3
0

 = y2.

Portanto, esse modelo de memória associativa não foi capaz de armazenar nenhuma das associações
no conjunto das memórias fundamentais.

A LAM com armazenamento por correlação pode ser facilmente determinada, mas possui grande
restrição na capacidade absoluta de armazenamento. Precisamente, suponha que um elemento do
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x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

Figura 1: Imagens do conjunto das memórias fundamentais {(x1,y1), (x2,y2), . . . , (x4,y4)}.

conjunto de memórias fundamentais xη é apresentado como entrada para a LAM. Substituindo em
(1) a expressão em (3) obtemos

M(xη) =Mxη = 〈x1,xη〉y1 + . . .+ 〈xη,xη〉yη + . . .+ 〈xp,xη〉yp,

em que 〈·, ·〉 denota o produto interno usual em Rn. Logo, o padrão recordado pela LAM com
armazenamento por correlação é dado por

M(x) = ‖xη‖22 yη +
p∑
ξ 6=η

〈xξ,xη〉yξ. (5)

O primeiro termo do lado direito de (5) é proporcional ao padrão desejado yη, com constante de pro-
porcionalidade ‖xη‖22 = 〈xη,xη〉 =

∑n
j=1(x

η
j )

2. Essa constante não contribuirá no padrão recordado
se ‖xη‖2 = 1. O segundo termo do lado direito de (5) é um ruı́do, chamado interferência cruzada
(cross-talk) entre o padrão xη e as demais padrões memorizados. Note que esse termo será zero se os
vetores x1,x2, . . . ,xk forem ortogonais. Com isso podemos formular o seguinte teorema:

Teorema 1. Dado um conjunto de memórias fundamentais {(xξ,yξ) : ξ = 1, . . . , p}, com xξ ∈ Rn e
yξ ∈ Rm para todo ξ = 1, . . . , p, defina a matriz M ∈ Rm×n usando (3). Se os vetores x1,x2, . . . ,xp

forem ortonormais, então a memória associativa linear M : Rn → Rm dada por M(x) = Mx
armazena corretamente o conjunto das memórias fundamentais.

Note que o Teorema 1 não impõe restrições nos vetores y1,y2, . . . ,yp. Contudo, a condição
imposta sobre os vetores x1, . . . ,xp dificilmente é satisfeita na prática.

Exemplo 2. Considere as imagens com 256 tons de cinza apresentadas na Figura 1. Estas imagens fo-
ram convertidas em vetores coluna x1, . . . ,x4 ∈ [0, 1]4096 ⊆ R4096 e y1, . . . ,y4 ∈ [0, 1]4096 ⊆ R4096 e
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Figura 2: Imagens recordadas pela LAM com armazenamento por correlação após apresentarmos
como entrada as imagens x1, . . . ,x4 da Figura 1.

PSNR
(
y1,M(x1)

)
PSNR

(
y2,M(x2)

)
PSNR

(
y3,M(x3)

)
PSNR

(
y4,M(x4)

)
LAM 25.16 24.71 26.05 24.79

OLAM 170.16 168.79 171.07 168.40
MAM 53.58 34.43 44.18 31.09

FAM TM 22.70 23.32 23.35 27.35
IFAM TM 27.49 25.88 30.42 25.10
IFAM TP 32.95 27.85 33.20 27.77
IFAM TL 49.10 34.43 44.18 30.71

Tabela 1: Razão pico sinal-ruı́do produzido por memórias associativas quando os padrões originais
x1, . . . ,x4 são apresentados como entrada.

armazenadas na memória associativa linear com armazenamento por correlação. Usando as memórias
fundamentais como entrada, encontramos como resposta da LAM as imagens apresentados na Figura
2. Neste exemplo percebemos claramente o efeito da interferência cruzada discutido anteriormente.
A razão pico sinal-ruı́do (PSNR, do termo inglês peak signal-to-noise ratio), dada pela equação

PSNR(y, z) = 10 log10

(
m∑m

i=1(yi − zi)2

)
, (6)

para vetores y = [y1, . . . , ym]
T e z = [z1, . . . , zm]

T , está apresentado na Tabela 1. Observe que o
PSNR foi menor que 26.05, um valor baixo para uma memória associativa.

2.2 Armazenamento por Projeção

O armazenamento por correlação, apesar de ter uma motivação biológica, não apresenta bons re-
sultados devido a interferência cruzada. Do ponto de vista matemático, essa estratégia de armazena-
mento não leva em conta (1), a equação que descreve a memória associativa linear. O armazenamento
por projeção (no inglês, projection recording), proposto por Kohonen e Ruohonen [15, 21, 22], tem
como objetivo determinar a melhor LAM no sentido dos quadrados mı́nimos. Especificamente, dado
um conjunto de memórias fundamentais {(xξ,yξ) : ξ = 1, . . . , p} ∈ Rn×Rm, o armazenamento por
projeção fornece a LAM que minimiza a soma dos erros de recordação, ou seja, fornece a solução do
problema:

DetermineM : Rn → Rm tal que
p∑
ξ=1

‖yξ −M(xξ)‖22 é mı́nimo. (7)
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Em vista do problema (7), uma memória associativa linear com armazenamento por projeção é cha-
mada memória associativa linear ótima (OLAM, do inglês optimal linear associative memory).

Lembrado queM(x) = Mx para alguma matriz M ∈ Rm×n, o problema (7) pode ser expresso
de forma mais sucinta como

min
M

p∑
ξ=1

‖yξ −Mxξ‖22, (8)

ou ainda, denotando X = [x1, . . . ,xp] ∈ Rn×p e Y = [y1, . . . ,yp] ∈ Rm×p, tem-se

min
M
‖Y −MX‖2F , (9)

em que ‖ · ‖F representa a norma de Frobenius e definida como segue para qualquer matriz A =
(aij) ∈ Rm×n:

‖A‖2F =
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2. (10)

Apesar de expresso numa forma matricial, (9) é um problema de quadrados mı́nimos cuja solução é

M = Y X†. (11)

Aqui, X† denota a pseudo-inversa, também chamada inversa generalizada de Moore-Penrose, de
X [13, 43]. Em termos geométricos, M corresponde a matriz de projeção no espaço gerado pelas
memórias fundamentais y1, . . . ,yp. Essa estratégia é chamada armazenamento por projeção em
vista dessa observação.

De um modo geral, a pseudo-inversa de uma matriz pode ser expressa utilizando a chamada
decomposição em valores singulares [13, 26, 43]. Porém, se o conjunto {x1,x2, . . . ,xp} for line-
armente independente, ou seja, se X for uma matriz de posto completo, então a pseudo-inversa de X
é dada por

X† = (XTX)−1XT , (12)

e, portanto, tem-se
M = Y (XTX)−1XT . (13)

Exemplo 3. Considere o seguinte conjunto de memórias fundamentais apresentados em (4). Como
os padrões x1 e x2 são linearmente independentes, por (13), a matriz M ∈ R4×3 da OLAM é

M = Y (XTX)−1XT =


3 2
2 1
4 3
1 0

[0.5 −1−1 3

] [
2 −1 1
1 0 0

]

=


3 2
2 1
4 3
1 0

[0 −0.5 0.5
1 1 −1

]
=


2 0.5 −0.5
1 0 0
3 1 −1
0 −0.5 0.5

 .
Ao apresentarmos como entrada da memória os padrões x1 e x2, obtemos os seguintes padrões:

M(x1) =Mx1 =


2 0.5 −0.5
1 0 0
3 1 −1
0 −0.5 0.5


 2
−1
1

 =


3
2
4
1

 = y1 e M(x2) =


2
1
3
0

 = y2.
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x̃1 x̃2 x̃3 x̃4

Figura 3: Imagens x̃1, . . . , x̃4 incompletas ou corrompidas com ruı́do Gaussiano ou Sal-e-Pimenta.

Portanto, essa memória associativa foi capaz de armazenar as duas associações do conjunto das
memórias fundamentais.

No caso autoassociativo, tem-se Y = X e, independente da dimensão e do posto de X , a matriz
identidade I ∈ Rn×n é tal que ‖X − IX‖2F = 0. Logo, o problema minM ‖X − MX‖2F possui
uma solução M que satisfaz ‖X − MX‖2F = 0, ou ainda, Mxξ = xξ, para todo ξ = 1, . . . , p.
Em outras palavras, a LAM autoassociativa com armazenamento por projeção exibe uma capacidade
absoluta de armazenamento ilimitada, ou seja, pode-se armazenar quantos padrões forem desejados
nesses modelos. No caso heteroassociativo, minM ‖Y −MX‖F pode ser maior que zero e, portanto,
não há garantias de sucesso na fase de armazenamento. Contudo, se X possui posto completo, por
(13), conclui-se que a matriz M do armazenamento por projeção satisfaz MX = Y , ou seja, todas as
associações do conjunto de memórias fundamentais são corretamente armazenadas. Por outro lado,
se p > n, então o conjunto {x1, . . . ,xp} certamente é linearmente dependente, X não terá posto
completo. Nesse caso, dificilmente será possı́vel armazenar corretamente as associações do conjunto
das memórias fundamentais.

Finalmente, é importante ressaltar que a matrizM dada por (11) produz a melhor memória associ-
ativa linear. Em particular, o armazenamento por projeção generaliza o armazenamento por correlação
no caso em que os padrões x1, . . . ,xp são ortonormais. De fato, se {x1, . . . ,xp} forem ortonormais,
então vale XTX = I e, consequentemente, (11) resulta em M = Y XT , que é exatamente a matriz
encontrada usando o armazenamento por correlação.

Exemplo 4. Considere novamente as imagens em tons de cinza apresentadas na Figura 1. No Exem-
plo 2 observamos que LAM com armazenamento por correlação não é capaz de armazenar corre-
tamente os itens do conjunto das memórias fundamentais. Contudo, pode-se armazenar com su-
cesso estas memórias fundamentais na OLAM. De fato, após determinar a matriz M utilizando (13),
apresentamos como entrada da OLAM os padrões originais x1, . . . ,x4 e obtivemos como resposta
imagens visualmente iguais as memórias y1, . . . ,y4. A Tabela 1 também apresenta o PSNR desse
experimento. Observe que os valores encontrados são muito maiores que os valores produzidos pela
LAM.

Exemplo 5. Nesse exemplo, vamos avaliar a tolerância a ruı́dos da OLAM. A Figura 3 apresenta
versões ruidosas x̃1, . . . , x̃4, geradas removendo partes consideráveis das imagens originais ou in-
troduzindo ruı́do Gaussiano com média zero e variância 0, 01 e ruı́do do tipo Sal-e-Pimenta com
probabilidade 0, 1. A Figura 4 apresenta os respectivos padrões recordados pela OLAM. O PSNR
está apresentado na Tabela 2. Observe que, por um lado, o PSNR foi baixo para os padrões incom-
pletos. Por outro lado, a OLAM apresentou uma boa tolerância com respeito ao ruı́do Gaussiano e
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Figura 4: Imagens recordadas pela OLAM quando as imagens da Figura 3 são apresentadas como
entrada.

PSNR
(
y1,M(x̃1)

)
PSNR

(
y2,M(x̃2)

)
PSNR

(
y3,M(x̃3)

)
PSNR

(
y4,M(x̃4)

)
OLAM 25.04 24.23 43.12 38.09
MAM 53.58 34.43 23.00 21.51

IFAM TL 49.10 34.43 23.20 23.06

Tabela 2: Razão pico sinal-ruı́do produzido por memórias associativas quando as imagens corrompi-
das x̃1, . . . , x̃4 da Figura 3 são apresentados como entrada.

Sal-e-Pimenta. Essas observações podem ser confirmadas visualmente comparando as imagens nas
Figuras 1 e 4.

3 MEMÓRIAS ASSOCIATIVAS MORFOLÓGICAS

Uma classe de memórias, chamadas memórias associativas morfológicas (MAMs, do termo inglês
morphological associative memories), foi introduzida por Ritter e Sussner em meados de 1990 [34].
As MAMs são definidas em termos de operações matriciais não-lineares definidas numa sub-álgebra
da álgebra de imagens [33,35,36], chamada álgebra minimax [9]. Na álgebra minimax, as operações
de soma e multiplicação são substituı́das por operações de reticulados. Especificamente, na álgebra
linear, o produto usual de duas matrizesA ∈ Rm×k eB ∈ Rk×n é a matrizC ∈ Rm×n cujos elementos
são dados por

cij =
k∑
l=1

ailblj. (14)

Similarmente, na álgebra minimax define-se os produtos D = A ∨� B e E = A ∧� B, chamados
respectivamente produto máximo e produto mı́nimo, do seguinte modo:

dij = max
l=1:k
{ail + blj} =

k∨
l=1

(ail + blj) , (15)

e

eij = min
l=1:k
{ail + blj} =

k∧
l=1

(ail + blj) . (16)

Observe a semelhança algébrica entre as equações (14) e ambos (15) e (16): o produto foi substituı́do
pela soma e a soma foi substituı́da ou pela operação de máximo ou pela operação de mı́nimo.
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Inspirados na memória associativa linear, podemos substituir o produto usual em (1) pelo produto
máximo. Tal substituição resulta na memória associativa

M(x) =M ∨� x, (17)

em que M ∈ Rm×n. O operador descrito em (17) corresponde a uma operação de dilatação da
morfologia matemática, uma teoria usada no processamento e análise de imagens e sinais [16,37,38].
Daı́ o nome memória associativa morfológica. Dualmente, podemos definir uma memória associativa
morfológica usando o produto mı́nimo no lugar do produto máximo em (17).

A técnica usada para o armazenamento de padrões na MAM descrita por (17) pode ser vista
como uma versão minimax do armazenamento por correlação dado por (3). Precisamente, dado um
conjunto finito de associações {(xξ,yξ) : ξ = 1, . . . , p}, a matriz M ∈ Rm×n em (17) é definida
como

mij = min
ξ=1:p
{yξi − x

ξ
j} =

p∧
ξ=1

(yξi − x
ξ
j). (18)

Em termos matriciais, se denotarmos X = [x1, . . . ,xp] ∈ Rn×p e Y = [y1, . . . ,yp] ∈ Rm×p como
sendo as matrizes com as memórias fundamentais, então (18) corresponde a

M = Y ∧� (−X)T =
[
y1 . . . yp

]
∧�

−(x
1)T

...
−(xp)T

 . (19)

Exemplo 6. Considere o conjunto de memórias fundamentais apresentados em (4). Por (19), a matriz
M ∈ R4×3 da MAM em (17) é

M = Y ∧� (−X)T =


3 2
2 1
4 3
1 0

 ∧� [
−2 1 −1
−1 0 0

]
=


1 2 2
0 1 1
2 3 3
−1 0 0

 .
Observe que

M ∨� x1 =


1 2 2
0 1 1
2 3 3
−1 0 0

 ∨�
 2
−1
1

 =


3
2
4
1

 = y1 e M ∨� x2 =


2
1
3
0

 = y2.

Portanto, assim como a OLAM, a MAM também foi capaz de armazenar os dois pares de associações
no conjunto das memórias fundamentais.

Apesar da semelhança algébrica com o armazenamento por correlação, a estratégia dada por (19)
é ótima no seguinte sentido:

Teorema 2. Dado um conjunto de memórias fundamentais {(xξ,yξ) : ξ = 1, . . . , p} ∈ Rn × Rm, a
matriz M ∈ Rm×n dada por (18) satisfaz a seguinte equação:

M = sup
{
A ∈ Rm×n : A ∨� xξ ≤ yξ

}
. (20)
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2o Colóquio de Matemática da Região Sul (ColMatSul), 24-28 de Abril de 2012, Londrina – PR, Brasil.

Demonstração. Primeiramente, mostraremos que M ∨� xξ ≤ yξ, para todo ξ = 1, . . . , p. Com efeito,
para qualquer i ∈ {1, . . . ,m} e para qualquer ξ ∈ {1, . . . , p}, vale

(M ∨� xξ)i =
n∨
j=1

(mij + xξj) = mij∗ + xξj∗ ,

em que j∗ ∈ {1, . . . , n} corresponde ao ı́ndice que fornece o máximo na última equação. Contudo,
por (18), concluı́mos que

(M ∨� xξ)i =

[
p∧

η=1

(yηi − x
η
j∗)

]
+ xξj∗ ≤

[
yξi − x

ξ
j∗

]
+ xξj∗ = yξi ,

em vista da propriedade do mı́nimo.
Suponha agora que A ∈ Rm×n é tal que A ∨� xξ ≤ yξ, para todo ξ = 1, . . . , p. Dessa forma, vale

(A ∨� xξ)i ≤ yξi , ∀ξ = 1, . . . , p, ∀i = 1, . . . ,m

⇔
∨

(aij + xξj) ≤ yξi , ∀ξ = 1, . . . , p, ∀i = 1, . . . ,m

⇔ aij + xξj ≤ yξi , ∀ξ = 1, . . . , p, ∀i = 1, . . . ,m, ∀j = 1, . . . , n

⇔ aij ≤ yξi − x
ξ
j , ∀ξ = 1, . . . , p, ∀i = 1, . . . ,m, ∀j = 1, . . . , n

⇔ aij ≤
p∧
ξ=1

(yξi − x
ξ
j), ∀i = 1, . . . ,m, ∀j = 1, . . . , n

⇔ aij ≤ mij, ∀i = 1, . . . ,m, ∀j = 1, . . . , n

Consequentemente, temos que A ≤M .

O Teorema 2 garante que M , fornecida pela versão minimax do armazenamento por correlação,
é a maior matriz que satisfaz a inequação A ∨� xξ ≤ yξ para todo ξ = 1, . . . , p. Como consequência,
vale o seguinte resultado.

Corolário 3. Se existe uma matriz A ∈ Rm×n tal que A ∨� xξ = yξ, para todo ξ = 1, . . . , p, então a
matriz M ∈ Rm×n também satisfaz a equação M ∨� xξ = yξ, para todo ξ = 1, . . . , p.

No caso autoassociativo, a MAM apresenta capacidade absoluta de armazenamento ilimitada,
ou seja, pode-se armazenar quantos padrões forem desejados nesses modelos. Formalmente, vale o
seguinte corolário:

Corolário 4. Considere um conjunto autoassociativo de memórias fundamentais {(xξ,xξ) : ξ =
1, . . . , p}. Se M ∈ Rn×n é definida através de (18), então M(xξ) = M ∨� xξ = xξ, para todo
ξ = 1, . . . , p.

Exemplo 7. Considere novamente as imagens em tons de cinza apresentadas na Figura 1. Assim
como a OLAM no Exemplo 4, visualmente, a MAM foi capaz de armazenar todos os itens no conjunto
das memórias fundamentais. O PSNR desse experimento é apresentado na Tabela 1.

Posteriormente, foram apresentadas para a MAM as imagens corrompidas mostradas na Figura
3. A Figura 5 apresenta os respectivos padrões recordados pela memória associativa morfológica.
Observe que a MAM apresentou um excelente desempenho para imagens incompletas mas não foi
eficiente na remoção do ruı́do Gaussiano ou do tipo Sal-e-Pimenta. Com efeito, obtivemos o PSNR
apresentado na Tabela 2.
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Figura 5: Imagens recordadas pela MAM quando as imagens da Figura 3 são apresentadas como
entrada.

4 MEMÓRIAS ASSOCIATIVAS FUZZY

No inı́cio dos anos 1990, uma outra classe de memórias associativas, chamadas memórias asso-
ciativas fuzzy (FAMs, do termo inglês fuzzy associative memories), foram introduzidas por Kosko
e desenvolvida posteriormente por diversos pesquisadores. Nessa seção, apresentaremos apenas os
modelos de Kosko, as FAMs generalizadas de Chung e Lee [8] e as memórias associativas fuzzy im-
plicativas (IFAMs, do termo inglês implicative fuzzy associative memories) introduzidas por Valle e
Sussner [41, 51]. Antes, porém, apresentaremos uma breve revisão na teoria dos conjuntos fuzzy.

4.1 Alguns Conceitos Básicos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy

A teoria dos conjuntos fuzzy foi introduzida por Zadeh em meados de 1960 e pode ser usada
para modelar conceitos que não são bem definidos como, por exemplo, a noção de “pessoa jovem”,
“erro pequeno”, etc. [19, 29, 31, 53]. Formalmente, um conjunto fuzzy, também chamado conjunto
nebuloso ou conjunto difuso, é caracterizado por uma função x de um universo de discurso U no
intervalo unitário [0, 1]. Note que um conjunto fuzzy x : U → [0, 1] pode ser representado por um
vetor coluna x = [x1, . . . , xn]

T se U = {u1, . . . , un} é um conjunto finito. Nesse caso, xj = x(uj)
para todo j = 1, . . . , n, e x corresponde a um ponto no hipercubo [0, 1]n [25]. Nesse minicurso,
estaremos interessados apenas em conjuntos fuzzy tais que x ∈ [0, 1]n e y ∈ [0, 1]m.

Muitas operações com conjuntos fuzzy, incluindo as operações de união e intersecção, são modela-
das através de operadores da lógica fuzzy. Por simplicidade, apresentaremos aqui apenas os operado-
res lógicos necessários para o desenvolvimento das FAMs mencionadas no primeiro parágrafo dessa
seção. O leitor interessado em maiores detalhes é convidado a consultar as referências [19, 29, 31].

Uma norma triangular, ou simplesmente t-norma, é uma aplicação crescente T : [0, 1]× [0, 1]→
[0, 1] que é associativa, comutativa, e satisfaz a condição de fronteira T (1, x) = x para todo x ∈ [0, 1]
[11, 19, 29, 31]. Dizemos que uma t-norma é contı́nua se T é contı́nua em ambos argumentos. As
seguintes aplicações são exemplos de t-normas contı́nuas:

TM(x, y) = min{x, y} , (mı́nimo) (21)
TP (x, y) = xy , (produto) (22)
TL(x, y) = max{0, x+ y − 1} . (Lukasiewicz) (23)

Uma t-norma generaliza o operador lógico “E”. Com feito, pode-se mostrar que qualquer t-norma
satisfaz as equações T (0, 0) = T (1, 0) = T (0, 1) = 0 e T (1, 1) = 1.

Uma operação matricial, semelhante ao produto máximo da álgebra minimax, pode ser definido
combinando a operação de máximo com uma t-norma da seguinte forma [19,31]: Dadas duas matrizes
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A ∈ [0, 1]m×k e B ∈ [0, 1]k×n, o produto max-T de A e B, denotado por C = A ◦ B, é definido
através da seguinte equação:

cij = max
l=1:k

{
T (ail, blj)

}
=

k∨
l=1

T (ail, blj), para todo i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n. (24)

Note que o produto max-T definido em (24) também é análogo ao produto matricial usual com a
soma substituı́da pelo máximo e o produto por uma t-norma. Um ı́ndice adicionado ao sı́mbolo “◦”
será adicionado para especificar a t-norma adotada em 24.

Um operador I : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] que é decrescente no primeiro argumento e crescente no
segundo é chamado implicação fuzzy se I estende a implicação clássica em {0, 1}×{0, 1}, ou seja, se
satisfaz as equações I(0, 0) = I(0, 1) = I(1, 1) = 1 e I(1, 0) = 0. Alguns exemplos de implicações
fuzzy são apresentadas abaixo [19, 31]:

IM(x, y) =

{
1, x ≤ y,
y, x > y,

(Gödel) (25)

IP (x, y) =

{
1, x ≤ y,
y/x, x > y, ,

(Goguen) (26)

IL(x, y) = min{1, 1− x+ y} , (Lukasiewicz) (27)

Dizemos que uma t-norma T e uma implicação fuzzy I formam uma adjunção se, e somente se,
elas satisfazem a seguinte relação para todo x, y, z ∈ [0, 1] [10]:

T (x, z) ≤ y ⇔ z ≤ I(x, y) . (28)

Os pares (TM , IM), (TP , IP ) e (TL, IL) são exemplos de operadores adjuntos.
Gostarı́amos de observar que a noção de adjunção está fortemente relacionada ao conceito de

conexão de Galois [5] e resı́duo de um operador [6]. Pode-se mostrar que, se T e I formam uma
adjunção, então a t-norma comuta com a operação de supremo em ambos argumentos, ou seja, vale

T (supX, z) = sup
x∈X
{T (x, z)} e T (z, supX) = sup

x∈X
{T (z, x)}, (29)

para todo z ∈ X e X ⊆ [0, 1]. Reciprocamente, se T comuta com o supremo, então existe uma única
implicação fuzzy IT que forma uma adjunção com T . Além disso, essa implicação fuzzy pode ser
obtida a partir da seguinte equação para todo x, y ∈ [0, 1]:

IT (x, y) = sup{z ∈ [0, 1] : T (x, z) ≤ y} . (30)

Finalmente, toda t-norm contı́nua comuta com o supremo. Portanto, existe uma única implicação
fuzzy IT tal que (T, IT ) forma uma adjunção. Por simplicidade, consideraremos apenas t-normas
contı́nuas nesse minicurso.

4.2 Memórias Associativas Fuzzy Generalizadas

As primeiras FAMs, referidas como FAM max-min e FAM max-produdo, foram introduzidas
por Kosko no inı́cio dos anos 1990 [23–25]. Simplificadamente, as FAMs max-min e max-produto
são definidas de forma análoga a LAM por correlação, mas em termos do produto max-T , em que
T é ou o mı́nimo ou o produto. Posteriormente, Chung e Lee generalizaram o modelo de Kosko
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substituindo o mı́nimo e o produto por uma t-norma qualquer. Precisamente, dado um conjunto de
memórias fundamentais {(xξ,yξ) : ξ = 1, . . . , p}, defina a matriz M ∈ [0, 1]m×n através da equação

mij = max
ξ=1:p

{
T
(
yξi , x

ξ
j

)}
=

p∨
ξ=1

T
(
yξi , x

ξ
j

)
, (31)

ou, equivalentemente, pela equação
M = Y ◦XT , (32)

em que X = [x1,x2, . . . ,xp] ∈ [0, 1]n×p e Y = [y1,y2, . . . ,yp] ∈ [0, 1]m×p. A estratégia de ar-
mazenamento descrita pela equação (31), ou (32), é referida como estratégia de codificação cor-
relação-t (em inglês, correlation-t encoding scheme). Finalmente, a FAM generalizada, ou sim-
plesmente GFAM (do termo inglês generalized fuzzy associative memory), corresponde a aplicação
M : [0, 1]n → [0, 1]m definida como segue para todo x ∈ [0, 1]n:

M(x) =M ◦ x. (33)

Exemplo 8. Considere o seguinte conjunto de associações:
1.00.2

1.0

 ,
0.80.9
1.0

 ,

1.00.5
0.8

 ,
0.80.9
0.8

 ,

0.10.4
0.9

 ,
0.40.5
0.9

 . (34)

Por (32), a matriz M ∈ [0, 1]3×3 da GFAM baseada na t-norma do mı́nimo satisfaz a equação:

M = Y ◦M XT =

0.8 0.8 0.4
0.9 0.9 0.5
1.0 0.8 0.9

 ◦M
1.0 0.2 1.0
1.0 0.5 0.8
0.1 0.4 0.9

 =

0.8 0.5 0.8
0.9 0.5 0.9
1.0 0.5 1.0

 .
Ao apresentarmos o conjunto fuzzy x1 à memória associativa, obtemos como resposta

M(x1) =M ◦M x1 =

0.8 0.5 0.8
0.9 0.5 0.9
1.0 0.5 1.0

 ◦M
1.00.2
1.0

 =

0.80.9
1.0

 = y1.

Porém, ao apresentarmos os padrões x2 e x3, obtemos

M(x2) =

0.80.9
1.0

 6=
0.80.9
0.8

 = y2 e M(x3) =

0.80.9
0.9

 6=
0.40.5
0.9

 = y3.

Portanto, a FAM max-min não foi capaz de armazenar as associações (x2,y2) e (x3,y3).

Na Seção 2, observamos que as LAMs com armazenamento por correlação apresentam um arma-
zenamento perfeito das memórias fundamentais se os padrões x1, . . . ,xk forem ortonormais. Uma
sentença similar pode ser formulada para as GFAMs, como revela o Teorema 5 abaixo cuja demons-
tração encontra-se em [8].

Uma “fuzzificação” direta dos conceitos de ortogonalidade e ortonormalidade levam as seguintes
definições [8]. Um conjunto nebuloso x ∈ [0, 1]n é normal se, e somente se,

∨n
j=1 xj = 1, ou seja,

xT ◦T x = 1. Os padrões nebulosos x,y ∈ [0, 1]n são ditos max-T ortogonais se, e somente se,
xT ◦T y = 0, ou seja, T (xj, yj) = 0 para todo j = 1, . . . , n. Consequentemente, um conjunto
{x1, . . . ,xk} é dito max-T ortonormal se, e somente se, xξ e xη forem max-T ortogonais para todo
ξ 6= η e xξ for um conjunto nebuloso normal para todo ξ = 1, . . . , k.

14
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Figura 6: Imagens recordadas pela FAM max-min quando as imagens originais da Figura 1 são apre-
sentadas como entrada.

Teorema 5. Suponha que o conjunto das memórias fundamentais {(xξ,yξ) : ξ = 1, . . . , k} seja ar-
mazenado numa GFAM através da estratégia de codificação correlação-t. Se o conjunto {x1, . . . ,xk}
for max-T ortonormal, entãoM(xξ) =M ◦ xξ = yξ para todo ξ = 1, . . . , k.

Em particular, a GFAM de Lukasiewicz, ou seja, a GFAM baseada na t-norma de Lukasiewicz, é
capaz de armazenar todas as memórias fundamentais se os padrões xξ’s, além de normais, forem tais
que 0 ∨ (xξj + xηj − 1) = 0 para todo ξ 6= η e j = 1, . . . , n. Em outras palavras, yξ = M ◦L xξ para
todo ξ = 1, . . . , p se xξ forem normais e xξj + xηj ≤ 1 para todo ξ 6= η e j = 1, . . . , n. Note que a
condição xξj + xηj ≤ 1 vale, em particular, para padrões xξ’s que satisfazem a condição

∑k
ξ=1 x

ξ
j = 1

para todo j = 1, . . . , n.

Exemplo 9. Assim como a LAM, a FAM max-min também não foi capaz de armazenar as associações
(x1,y1), . . . , (x4,y4) da Figura 1. Com efeito, a Figura 6 apresenta as imagens recordadas e a Tabela
1 contém o PSNR quando os padrões originais x1, . . . ,x4 são apresentados como entrada. Note que,
devido a interferência cruzada, ambos FAM max-min e LAM com armazenamento por correlação
apresentaram baixo valores no PSNR.

4.3 Memórias Associativas Fuzzy Implicativas

As memórias associativas fuzzy implicativas (IFAMs, do termo inglês implicative fuzzy associ-
ative memories), introduzidas por Valle e Sussner, podem ser vistas como versões melhoradas das
GFAMs. Com efeito, assim como no caso linear, a estratégia de armazenamento correlação-t não
leva em conta a equação (33) que descreve a FAM. O armazenamento implicativo [41, 51], também
chamado armazenamento por adjunção [44, 48], tem como objetivo determinar a melhor FAM num
sentido semelhante ao Teorema 2 para as MAMs. Precisamente, dado um conjunto de memórias
fundamentais {(xξ,yξ) : ξ = 1, . . . , p} ∈ [0, 1]n × [0, 1]m, o armazenamento implicativo fornece a
maior FAMM : [0, 1]n → [0, 1]m descrita por (33) tal queM(xξ) ≤ yξ para todo ξ = 1, . . . , p.

Formalmente, a matriz M ∈ [0, 1]m×n da FAM descrita porM(x) =M ◦x é definida através da
equação:

M = sup{A ∈ [0, 1]m×n : A ◦ xξ ≤ yξ, ∀ξ = 1, . . . , p}. (35)

A solução desse problema pode ser calculada de forma direta através do seguinte teorema:

Teorema 6. Dado um conjunto de associações {(xξ,yξ) : ξ = 1, . . . , p} ∈ [0, 1]n × [0, 1]m, a matriz
M ∈ [0, 1]m×n definida através da equação

mij = min
ξ=1:p

{
IT
(
xξj , y

ξ
i

)}
=

p∧
ξ=1

IT
(
xξj , y

ξ
i ), para todo i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n, (36)
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Figura 7: Imagens recordadas pela IFAM TM quando as imagens da Figura 3 são apresentadas como
entrada.

em que IT denota a implicação que forma uma adjunção com a t-norma usada no produto max-T , é
a solução de (35).

A demonstração desse fato é semelhante a demonstração do Teorema 2 e será omitida.

Exemplo 10. Considere as associações apresentadas em (34) e a IFAM definida em termos da t-norma
do mı́nimo. Por (36), encontramos

m11 = min
{
IM
(
x11, y

1
1

)
, IM

(
x21, y

2
1

)
, IM

(
x31, y

3
1

)}
= min {IM(1.0, 0.8), IM(1.0, 0.8), IM(0.1, 0.4)}
= min {0.8, 0.8, 1.0} = 0.8.

e, de um modo geral, temos

M =

0.8 1.0 0.4
0.9 1.0 0.5
0.8 1.0 1.0

 .
Pode-se verificar que a IFAM, dada porM(x) = M ◦M x com M dada acima, é capaz de recordar
todas as associações em (34).

Exemplo 11. Considere novamente as imagens em tons de cinza apresentadas na Figura 1. Essas
imagens foram armazenadas na IFAM baseada na t-norma do mı́nimo TM e, posteriormente, as ima-
gens originais foram apresentadas como entrada para essa memória. A Figura 7 apresenta as imagens
recordadas e a Tabela 1 apresenta o PSNR desse experimento. Observe que a IFAM TM não foi capaz
de armazenar as associações (x1,y1), . . . , (x4,y4).

Exemplo 12. De um modo análogo, as imagens em tons de cinza apresentadas na Figura 1 foram
armazenadas nas IFAMs basedas nas t-normas TM (produto) e TL (Lukasiewcz). Assim como a IFAM
TM , a IFAM baseada na t-norm TP não foi capaz de armazenar as associações. Porém, visualmente,
a IFAM TL foi capaz de recordar as imagens originais y1, . . . ,y4, conforme mostra a Figura 8. A
Tabela 1 também apresenta o PSNR desse experimento.

Posteriormente, foram apresentadas para a IFAM TL as imagens corrompidas mostradas na Figura
3. A Figura 9 apresenta os respectivos padrões recordados pela memória associativa fuzzy. Assim
como a MAM, a IFAM TL apresentou um excelente desempenho para imagens incompletas, mas
não foi eficiente na remoção do ruı́do Gaussiano ou do tipo Sal-e-Pimenta. Com efeito, obtivemos o
PSNR apresentado na Tabela 2. Note que a IFAM TL apresentou um PSNR muito similar a MAM. Tal
similaridade foi confirmada teoricamente estabelecendo uma relação entre a MAM e a IFAM TL [41].

16
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Figura 8: Imagens recordadas pela IFAM TL quando as imagens originais da Figura 1 são apresenta-
das como entrada.

Figura 9: Imagens recordadas pela IFAM TL quando as imagens da Figura 3 são apresentadas como
entrada.

Finalmente, como consequência direta de (35), vale o seguinte resultado:

Teorema 7. Considere um conjunto de memórias fundamentais {(xξ,yξ) : ξ = 1, . . . , p}. Se existe
A ∈ [0, 1]m×n tal que A ◦ xξ = yξ para todo ξ = 1, . . . , p, então a matriz M ∈ [0, 1]m×n, solução de
(35), também satisfaz a equação M ◦ xξ = yξ para todo ξ = 1, . . . , p. No caso autassociativo, em
particular, sempre valeM(xξ) =M ◦ xξ = xξ para todo ξ = 1, . . . , p.

O Teorema 7 mostra que as IFAMs sempre apresentam uma capacidade absoluta de armazne-
amento maior ou igual as GFAMs de Chung e Lee. Note também que esse teorema é análoga aos
Corolários 3 e 4 da Seção 3. De fato, tanto as MAMs como as IFAMs podem ser vistas como casos
particulares das chamadas memórias associativas em quantales (QAMs, do termo inglês quantale-
based associative memories), que são definidas numa estrutura matemática chamada quantales [50].
Outras generalizações das IFAMs e das MAMs incluem as memórias associativas fuzzy morfológicas
[44, 48, 49], as memórias associativas fuzzy implicativas finitas baseadas em permutações [45], as
memórias associativas esparsas em reticulados [46,47] e as memórias associativas fuzzy baseadas em
medidas de inclusão [39].

5 CONCLUSÃO

Nesse minicurso, apresentamos brevemente as memórias associativas lineares, morfológicas e
fuzzy. Especificamente, as memórias associativas lineares são descritas através de um produto matriz-
vetor, em que a matriz é determinada através do armazenamento por correlação ou pelo armazena-
mento por projeção.

As memórias associativas morfológicas são baseadas em produtos matriciais não-lineares da álgebra
minimax. Embora definidas de forma semelhante as memórias associativas lineares com armazena-
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mento por correlação, essas memórias são ótimas num sentido semelhante as memórias associativas
lineares com armazenamento por projeção.

Finalmente, as memórias associativas fuzzy são definidas em termos do produto max-T . Duas
classes de memórias fuzzy foram apresentadas nesse minicurso. A primeira é semelhante as memórias
associativas lineares com armazenamento por correlação e são capazes de recordar corretamente os
itens armazenados se uma certa condição de ortonormalidade for satisfeita. As memórias associa-
tivas fuzzy implicativas, por outro lado, podem ser vistas como ótimas num certo sentido e sempre
apresentam uma capacidade de armazenamento maior que as memórias fuzzy generalizadas.
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