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Prefacio

Este texto ¢ uma tentativa de divulgar para os alunos que iniciam seus estudos na matematica
uma bela (e inesperada) conexao entre duas areas da Matemadtica que estao crescendo no Brasil,
mas que ainda nao sao tao populares quanto outras: Combinatéria e Mecanica Estatistica
Rigorosa. Parte destas notas escrevi ainda quando fiz meu doutorado na UFMG sob a supervisao
dos professores Aldo Procacci (UFMG) e Roberto Fernandez (Ultrecht University), na época este
ultimo ainda trabalhando na Université de Rouen. As demais partes sao frutos de outras trés
ocasioes onde ministrei este minicurso exatamente nos mesmos moldes de agora: trés aulas de 2
horas cada. Isto aconteceu nos programas de verao nas universidades de Vigosa (UFV), Unicamp
e de Brasilia (Unb), ocasides nas quais fui convidado pelos professores Mauricio Barros Corréa

Junior (UFV), Eduardo Garibaldi (Unicamp) e Leandro Cioletti (Unb).

O texto estd longe de ser autocontido e provavelmente no futuro surgirao outros além dos
ja existentes sobre o tema. Talvez o principal atrativo deste minicurso seja justamente chamar
a atencao do estudante para o quao frutifero pode ser o habito de ir a semindrios, conversar
com seus colegas de outras dreas e estar atento a possiveis ligacoes ainda nao exploradas entre
diferentes topicos da Matematica.

Agradeco as comissoes cientifica e local pela oportunidade de ministrar este minicurso
e igualmente sou agradecido as ageéncias de fomento que estao financiando o II Coloquio de
Matemaética da Regiao Sul.

Por fim, agradeco a minha esposa Pita por me ajudar com a edigao do texto.

Parand, abril de 2012,

Rodrigo Bissacot!

rodrigo.bissacot@gmail.com



Introducao

“This course could be called The Probabilistic Method or The Erdos Method or, my favorite,
Erdés Magic” - Joel Spencer (na descrigao de seu curso de Grafos Aleatérios na New York
University em 2012).

A frase acima descreve bem o atual status que o Método Probabilistico obteve dentro da
Teoria Combinatéria. A palavra Méagica nao é usada na frase somente porque foi Paul Erdos
quem popularizou a abordagem, mas pelo poder que este conjunto de técnicas e ideias acabou
exibindo quando aplicado aos mais variados problemas.

Paul Erdos foi um dos mais prolificos matematicos de todos os tempos e o sucesso do
Método Probabilistico em geral é creditado a ele devido aos varios trabalhos que publicou de
1947 em diante utilizando este método, veja por exemplo [18, 19, 20, 21]. De fato, um dos
primeiros trabalhos de que se tem noticia onde tal método foi utilizado, foi escrito por Szele
em [39] enquanto estudava uma questao sobre caminhos hamiltonianos. O surgimento do nome
M¢étodo de Erdos é devido a popularizagao obtida pelos seus numerosos artigos nesta abordagem.
Talvez o proprio Erdos ficasse surpreso com o dicionario preciso que existe nos dias de hoje entre
resultados em Combinatéria e Fisica Estatistica. Explicar esta ligagao surpreendente é um dos
objetivos deste texto.

A ponte entre os dois mundos se da através de um teorema chamado Lema Local de Lovdsz.
Curiosamente tal lema apareceu pela primeira vez no artigo [21] onde Erdds é coautor apesar do
nome deste nao aparecer no Lema. No texto seguiremos a tradi¢ao dos artigos de Combinatoéria
citando somente o nome de Léaszl6 Lovasz.

Mas afinal, o que significa resolver um problema usando o Método Probabilistico e o Lema
de Lovasz?

A abordagem é a seguinte: para assegurar a existéncia de determinado objeto (um
grafo com determinadas propriedades pré-estabelecidas, por exemplo) constréi-se um espago de
probabilidade adequado ao problema onde nosso objeto de interesse tem probabilidade positiva
de ocorrer. Nesta situacao, em particular, tal objeto obrigatoriamente existe mesmo que nao
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saibamos exatamente como construi-lo.

Apesar da ideia parecer ingénua a aplicabilidade desta técnica é enorme e é vasta a literatura
com resultados obtidos pelo préprio Erdos e por muitos outros matemaéaticos usando essa poderosa
ferramenta. Mais recentemente o livro [3] que contém muitas aplicagoes mostrando as diferentes
maneiras de se aplicar o Método Probabilistico.

Quando aplicamos este método em um problema isso pode ser feito de varias maneiras,
entre elas: Método do Primeiro Momento, Método do Segundo Momento, Concentracao via
Martingais, argumentos de contagem, Lema local de Lovasz etc. E nesta tltima abordagem
que nos concentraremos. Modelar um problema para utilizar o Lema Local de Lovdsz significa
encontrar uma colecao finita Aq, As, ..., A, de eventos ruins os quais codificam o que nao
queremos no objeto de interesse de tal forma que, ao mostrarmos que com probabilidade
positiva nenhum destes eventos ocorre (P(N?_; A;) > 0), provamos que ha probabilidade positiva
de ocorrer as condi¢oes que desejavamos inicialmente. Como sabemos que um evento com
probabilidade positiva nunca é vazio, existe pelo menos um objeto satisfazendo as condigoes
procuradas.

O que o Lema de Lovéasz nos fornece sao valores reais positivos 71, ra, ..., 7, que nos dirao o
quao grande podem ser as probabilidades dos eventos ruins no problema em questao, ou seja, o
Lema de Lovész é um resultado que estabelece, sob determinadas hipdteses, para ;s adequados,
se tivermos P(A;) < ry, P(As) < ry,..., P(A,) <1y, entao P(N, A;) > 0.

O surpreendente é que o que descrevemos acima esta intimamente ligado a Teoria dos Gases
na rede. A primeira prova de um resultado deste tipo é do préprio Paul Erdos e de Léslé Lovész
em 1973 [20]. Em 1977, Joel Spencer [34] publica uma versao mais geral do teorema de Erdds e
Lovasz, versao esta a mais popular desde entao usada em centenas de artigos. Na formulagao de
Spencer os 1is sdo escritos em fungdo da dependéncia entre os eventos ruins. Em 1985, Shearer
[32] publica um artigo com uma colegao de desigualdades algébricas envolvendo as probabilidades
dos eventos ruins e as dependéncias entre eles, as desigualdades caracterizam completamente
quando temos P(N?_; A;) > 0. Apesar do teorema de Shearer nao ser usado quando aplicamos o
Lema de Lovész em um determinado problema, ele fornece uma caracterizagao da regiao onde o
lema sera, de fato, eficaz.

Alheio a tudo isso, em 1996, o famoso Fisico-Matematico Roland Dobrushin obtém um
novo e melhor critério para a convergéncia da série da Pressao do Gés de Rede (de fato ele
prova para um gas bem mais geral) que melhora levemente o Critério de Kotecky-Preiss (1985)
[28] (melhor até entdo) através de uma prova bem mais elementar do que as anteriores, baseada
apenas no principio da indugao, e também prova o Critério de Kotecky-Preiss desta forma [16, 17].
Obter um critério melhor para a convergéncia de uma série equivale a obter nimeros positivos
P1, P2, -, Pn tais que na regiao C" definida por |wq| < p1,|we| < po, ..., |w,| < p, a série da
Pressao (Série de Mayer) é convergente.
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O milagre que ocorre aqui é que os valores ry,rs,...,7, da versao do Lema de Lovasz
obtida por Spencer em 1977 coincidem com os valores pi, pa, ..., p, obtidos por Dobrushin em
1996! Sendo as expressoes algébricas obtidas por ambos idénticas a menos de uma mudanca
de variaveis elementar. Tudo isso ficou adormecido até 2005 quando Alex Scott e Alan Sokal
publicam um trabalho [35] esclarecendo tal fato até entao invisivel para os pesquisadores de
ambas as dreas.

O trabalho é publicado quase na integra novamente em outra revista voltada ao especialistas
em Combinatéria em 2006 [36] para que o fato fosse amplamente divulgado na comunidade que
mais usa o Lema de Lovasz. Depois disso um comentdrio comum entre os pesquisadores de
ambas areas é que os resultados eram equivalentes, o critério de Dobrushin e o Lema Local de
Lovasz.

Em 2007, Roberto Ferndndez e Aldo Procacci publicam um novo critério [22] para a
convergencia da série de Mayer. O argumento é puramente combinatoério e a abordagem permite
estabelecer uma hierarquia explicita entre todos os critério ja conhecidos. Nao é imediato que
hé algo para estudarmos de posse de um novo critério depois do historico descrito até aqui. No
entanto, o artigo de Scott e Sokal, além de chamar a atencao para a equivaléncia entre o Critério
de Dobrushin e o Lema Local de Lovasz, mostram também, com a ajuda do resultado de Shearer,
que a regiao onde a Pressao é analitica coincide com a regiao onde o Lema de Lovasz é eficaz,
independente de qualquer critério. Isto significa que toda vez que é provado para algum gas de
rede que a Pressao ¢ analitica numa determinada regiao, na mesma regiao um Lema de Lovasz
sera eficaz.

De posse deste novo critério, obtivemos em 2011 uma nova versao do Lema de Lovész [6]
que ja foi aplicada em alguns exemplos [9, 29] mas, dado que sdo centenas de problemas j&
atacados com este lema, ainda nao esté claro o ganho desta nova versao perante a anterior.

Sendo assim, neste texto explicaremos (omitindo algumas provas mais técnicas que podem
ser facilmente encontradas nas referéncias) a ligagao entre as duas teorias. Estudaremos o Lema
Local de Lovasz e suas versoes através de exemplos elementares e levaremos o aluno até a fronteira
do que se sabe sobre este lema, explorando essa bonita propriedade da Teoria Combinatoria de
que é possivel introduzirmos estudantes que iniciam seus estudos em Matematica em problemas
considerados atuais de pesquisa.

Organizacao do texto:
- Capitulo 1. Nocoes e alguns resultados sobre Combinatoéria, Grafos e Probabilidade.

- Capitulo 2. O Método Probabilistico e o Lema Local de Lovasz.



- Capitulo 3. O Gas de Rede.

- Capitulo 4. Os Teoremas de Shearer, Scott-Sokal e a ligagao entre as duas teorias.
- Capitulo 5. Um novo lema e exemplos.

Organizacao das aulas:

Aula 1 - O Método Probabilistico e o Lema Local de Lovasz.

Aula 2 - O Géas de Rede e Critérios de Convergéncia para a Série de Mayer.

Aula 3 - O Dicionéario entre as duas teorias e o a nova versao do Lema de Lovasz.

A proposta inicial é de que nas aulas 1 e 2 nao seja apontado como ¢ feita a ligacao entre
os dois assuntos, de forma que o estudante tenha a sensacao de descoberta na aula 3, quando
sera explicado a conexao desvendada por Alex Scott e Alan Sokal.



Sumario

Prefacio
Introducao

1 Um pouco de Combinatéria, Grafos e Probabilidade
1.0.1 Arvoricidade linear . . . . . . . . . ... ...

1.0.2 Espagos de Probabilidade . . . . . .. ... ... 0oL

2 O Método Probabilistico e o Lema Local de Lovasz

2.1 O Lema Local de Lovasz . . . . . . . . . . .

3 O Gas de rede

3.1 A série de Mayer e sua convergéncia . . . . . . . .. ...

4 A ligacao entre as duas teorias
4.1 O Teorema de Shearer . . . . . . . . . .
4.2 O Trabalho de Alex Scott e Alan Sokal . . . . . . . . . . .. . . ... ... ...

4.3 A relacao entre as cotas inferiores para P([;c(,

5 Um novo Lema e exemplos
5.1 O critério de Fernandez-Procacci . . . . . . . . . . .. ... L.

5.2 Exemplos . . ...

Bibliografia

ii

12
12

20
24

29
29
35
40

42
42
45

53



Capitulo 1

Um pouco de Combinatéria, Grafos e
Probabilidade

Iniciamos o texto introduzindo conceitos e notacoes da Teoria dos Grafos e Combinatéria.

Definigao 1. Um Grafo € um par ordenado G = (V, E) onde V é um conjunto que chamamos
de conjunto dos vértices de G.

E ainda, E C {{a,b} :a # b ;comaebem V}. Os elementos de E, conjunto de dois
vértices distintos de V', sao chamados de elos de G. O elo {a,b} também é denotado por ab.

Exemplo 2. Na prozima figura do texto temos o grafo G = K5 cujo conjunto de vértices é o
conjunto finito V-=1{1,2,3,4,5} e com conjunto de elos

E={{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4},{3,5},{4,5}}.

Ou seja, cada vértice do grafo se liga a todos os demais. Quando isso acontece dizemos que o
grafo é "completo". Quando V € finito diremos que o grafo € finito, do contrdrio, o grafo é dito
infinito.

A maioria dos grafos tratados neste texto sao finitos.

Definicao 3. Um subgrafo G’ de um grafo G = (V, E) é um par ordenado G' = (V', E') tal
que V' CV eE CE.
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Definicao 4. Chamamos de caminho um subgrafo P = (V(P), E(P)) de um grafo G = (V, E)
tal que V(P) = {xo,21,...,x5-1, Tk}, onde x; # xj quando i # j e 0 < i,j < k—1 com
E(P) = {xox1,x129, ..., vx_12 }. Note que o unico par de vértices iguais que estamos permitindo
€ xog = 1. Quando esta igualdade ocorrer diremos que o caminho € um ciclo. Quando xy # xy
diremos que P € um caminho ligando os vértices xg e x;.

Definicao 5. Seja G um grafo e P um caminho em G. O comprimento do caminho P € a
quantidade de elos de P, ou seja, o comprimento de P é |E(P)|.

Observacgao: Seja G = (V, FE) um grafo e P = ({xo}, () o subgrafo contendo apenas um vértice
de G e nenhum elo. Note que pela definicdo P é um caminho (de fato é um ciclo) de comprimento
Zero.

Definicao 6. Seja G = (V, E) um grafo, G serd dito conexo se para quaisquer dois vértices a
e b deV existir um caminho ligando os dois vértices a e b.

Definicao 7. Seja G = (V, E) um grafo, G serd dito uma arvore quando for conexo e ndao
contiver ciclos entre seus subgrafos.

Exercicio 1. Seja G = (V, E) um grafo, mostre que a relagio R no conjunto dos vértices
de G: "(a,b) € R se existe um caminho ligando os vértices a e b”, é uma relagdo de
equivaléncia em V x V.

Definicao 8. Seja G = (V, E), os subgrafos induzidos pela relagao de equivaléncia descrita no
exercicio anterior sao chamados de componentes conexas do grafo G.

Defini¢ao 9. Seja G = (V, E) um grafo e x € V. Chamaremos de grau do vértice x, que
denotaremos por d(x) o nimero |[{y € V : {x,y} € E}|. Ou seja, o grau de um vértice € o
numero de vértices que estao ligados a .
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Defini¢ao 10. Seja G = (V, E) um grafo e x € V. Diremos que um vértice z € V € vizinho
de x quando {x,z} € E.

Defini¢ao 11. Dado um grafo G = (V, E) dizemos que T C V ¢ independente em relag¢io ao
grafo G se nao existe elo de E ligando pontos de T

Notagao: O conjunto dos vizinhos de x, ouseja {y € V : {z,y} € E} é chamado de vizinhanga
de x e denotado por I'(z). E ainda, I'"(z) = I'(z) U {z}.

Exercicio 2. Seja G = (V, E) um grafo com V finito. Mostre que

> d(x) =2.|E|

zeV

Exercicio 3. Seja G = (V, E) um grafo qualquer, com V finito e |V| > 2. Mostre que existem
pelo menos dois vértices x e x' tais que d(x) = d(x'). Dica: Use o Principio da casa dos pombos.

Defini¢ao 12. Um grafo G = (V, E) € dito bipartido quando existem Vi e Vy subconjuntos
de V' formando uma particao de V' tais que nao existem elos ligando dois vértices de V; e nem
ligando vértices de Vy. Ou seja, se xv € E entdox € Vi ey e Vo ouy e Vi ex € V.

Defini¢ao 13. Dizemos que um grafo G = (V, E) € regular quando todos os vértices do grafo
tem o mesmo grau.
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Definigao 14. Dado um grafo G = (V,E) chamamos de trilha uma sequéncia alternando
vértices e elos de G que comeca e termina com vértices e que nao contém nenhum elo repetido.

. . , . : ;.
Ou seja, uma trilha é uma sequéncia do tipo {xi, ey, xa, €2, T3, ..., Tf_1,€k_1, T} onde TS sao
vértices de V' e os e;s sao elos de E todos distintos, isto €, se i # j entdo e; # e;.

Comentario: Uma trilha pode passar pelo mesmo vértice varias vezes.

Definigao 15. Dado um grafo G = (V, E) chamamos de emparelhamento' de G um conjunto
M de elos dotado da sequinte propriedade: todo vértice de G pertence a no maximo um elemento

de M.

Defini¢ao 16. Dado um grafo G = (V,E) chamamos de emparelhamento perfeito um
emparelhamento cujos elos contém todos os vértices do grafo.
1.0.1 Arvoricidade linear

Definicao 17. Uma floresta linear € um grafo em que cada componente conexa é um caminho.

Definicao 18. A arvoricidade linear la(G) de um grafo G = (V,E) é o menor nimero de
florestas lineares, subgrafos de G, tais que a uniao dos elos destes é o conjunto E.

/.

Decomposicdo de G
em florestas lineares

Grafo G

! Em inglés matching.
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Conjectura da Arvoricidade Linear

Em 1980, Akiyama, Exoo e Harary conjecturaram que se A é o grau maximo do grafo
entao:

A+1 A
A arvoricidade linear de um grafo simples finito la(G) é sempre [ ;— -‘ ou {5—‘

Tal conjectura ja foi provada em alguns casos, por exemplo, para grafos planares. De fato,

A
se sabe que para grafos planares la(G) é igual a [5-‘ para todo A > 10, veja [11]. No caso de

grafos regulares de grau d a conjectura é a seguinte:(caso onde vamos nos concentrar)

d+1
A arvoricidade linear de qualquer grafo reqular de grau d € igual a {%—‘

Primeiramente observamos que qualquer grafo regular de grau d com n vértices tem nd/2
elos e que toda arvore linear tem no maximo n — 1 elos. Entao, para qualquer grafo regular de
grau d segue que:

nd
la(G) = m

d
> 5
Como la(G) é um ntmero inteiro, segue que la(G) > [(d + 1)/2], isso mostra que a
dificuldade de provar a conjectura estd em mostrar que la(G) < [(d + 1)/2]. A conjectura ja
foi provada quando d = 2,3,4,5,6,8, 10, ver [1, 2, 14, 24, 42]. Também se mostrou verdadeira
para mais algumas classes de grafos com determinadas propriedades, por exemplo, veremos que
¢é verdadeira para grafos com cintura suficientemente grande.

Defini¢ao 19. Dado um grafo G = (V, E), a cintura de G € o tamanho do ciclo com menos
elos que é subgrafo de G.

Grafo de cintura g=3
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Para provarmos a conjectura para grafos regulares de cintura grande vamos precisar do
seguinte resultado de grafos:

Teorema 20. (Hall-Ko6nig-Egervary) Seja G um grafo finito bipartido V(G) = V1UV,. Entao
G contém um emparelhamento que cobre todos os vértices de Vy se, e somente se,

IT(A)| > |A] (1.1)
para todo A C V.

Prova: Suponhamos que |I'(A)| > |A| para todo A C V. Quando |Vj| = 1 é evidente que G
contém um emparelhamento que cobre o vértice de V;. A prova segue por indugao em |Vi].

Supomos agora que o teorema ¢é valido para todo grafo com 1 < |Vj| < m. Queremos
mostrar que ele é valido quando |V;| = m.

Primeiro caso: |T'(A)| > |A| + 1 para todo @ # A & V.
Tomamos ab € E(G) e seja H := G|V (G) — {a, b}].
Dado A C V; — {a} temos que:
Tu(A)| = T(A)]-1=[A[+1-1=]4]
Pela hipétese de inducao, H contém um emparelhamento M C E(G) que cobre V; —{a}. Assim
M U {ab} é um emparelhamento que cobre V; em G.
Segundo caso: Existe § # A G V; tal que |[T'(A)| = | 4.

Neste caso tomamos o seguinte grafo induzido H := G[AUT'(A)]. Como A & Vi, por
hipétese de inducao existe um emparelhamento M em H que cobre A.

O grafo G' = G — H satisfaz a hip6tese do teorema pois se existisse algum S C V; — A
tal que |T'e/(S)] < |S] terfamos [T'(S U A)| < |S U AJ, o que ndo pode acontecer. Novamente
por hipétese de indugao temos que existe um emparelhamento N em G’ que cobre Vi — A, disto
segue que M U N é um emparelhamento em G que cobre V. O

Existem vérias outras demonstragoes deste resultado, por exemplo, [12] pag. 31.

Exercicio 4. Seja G um grafo reqular de grau k > 0 bipartido. Mostre que G possui um
emparelhamento perfeito.

Exercicio 5. Seja G um grafo regular de grau k > 0 bipartido. Mostre que E(G) € unido
disjunta de k emparelhamentos perfeitos.
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Exercicio 6. Seja m > 1 um numero natural e x1,xo, ..., x,, numeros complexos. Mostre que:

k=1 TC[m] €T

Observagao: Por convencgao o produto de zero fatores é igual a 1. Ou seja ng =1

£ed
Exercicio 7. Fizados ni,na,...,n, inteiros positivos tais que Zle n; = n. Mostre que o
nimero de particoes { By, Ba, ..., By} de [n] tais que
’B1| = Ny, |BQ| = Na, R} |Bk| = Nk,
€ igual a
n!
nylns! .. ng!

Apresentaremos agora um resultado bem conhecido em Combinatéria que serd usado na
prova do teorema de Shearer.

Notacao: Dados dois conjuntos 7" e Z. O simbolo 07z assume o valor 1 quando 1" = Z e zero
caso contrario.
Lema 21. (Principio de Inclusao-Exclusao)
Seja X um conjunto finito.
2X

Considere o sequinte espago vetorial real de fungoes V.= {f : — R} e a seguinte

aplicagao linear ¢ : V. — V definida por

of(T)= Y f(Y) (1.2)

Entao ¢ € inversivel e

¢ AT = Y (=), (1.3)

Of(T)= Y (=) (1.4)
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Entao segue que

(o) f(T) = w<¢f<T>>=Y;T<—1>Y—T¢f<Y> (1.5)
- Y;T<—1>'Y-f';;yf<z> (1.6

— ZT Z DY -TE(2) (1.7)

= Z;T;,Z?Z(Z)zfm (1.8)

: ]

1.0.2 Espacos de Probabilidade

Definigao 22. Seja Q) um conjunto nao-vazio e P(£2) o conjunto das partes de 2. Chamamos
um subconjunto A C P(QQ) de o-algebra quando:

i) A€ Aimplica A°=Q\A € A,
iit) Ac AeBeAimplica AUB € A,

iii) A; € Apara j=1,2,...,n,... implica UAj € A.

j=1
Exercicio 8. Prove que se A é uma o-dlgebra, entdo é fechada para interseccoes enumerdveis,
[o.¢]

ou seja, se A; € Aparaj=1,2,...,n,... entao ﬂAj € A
j=1

Exemplo 23. Q =[n] e A=P(Q).

Comentario: Apesar de simples, esta é uma das principais o-algebras deste texto.

Nomenclatura: Em geral, em textos de Probabilidade, os elementos de uma o-dlgebra sao
chamados de eventos. Por outro lado, o par (€2,.4) é chamado de espago mensurdvel nos textos
de Teoria da Medida em vez de espagos de eventos.
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Definicao 24. Seja (2, A) um espago mensurdvel e P : A — [0, 1] satisfazendo:
i) B(A) >0,
i) P(Q) =1,
i11) (o-aditividade). Se Ay, As, ... € A sdo disjuntos (isto €, mutuamente exclusivos), entao

IP’( n@l An) - :01 P(A,),

entio P € chamada wma medida de probabilidade em A ou simplesmente uma
probabilidade em A.

Exemplo 25. Q= [n|, A=P(Q) eP(A) = ﬁ, para todo A # @, ACQ e P(2) =0.

Defini¢ao 26. Um espago de probabilidade ¢ uma tripla (2, A,P), onde:
i) Q € um conjunto nao-vazio,
it) A € uma o-dlgebra de subconjuntos de ), e
iii) P € uma probabilidade em A.

Proposigao 27. Em qualquer espago de probabilidade P(2) = 0.

Prova: Seja (A, )nen a seguinte familia de eventos Q: A; = Q e A,, = () para todo n > 2. Entao,
como a familia é disjunta, pela propriedade iii) temos que

P(Q) = ]P’( G An> - i P(A,) = P(Q) + P() + P(2) + P(2)...

o que implica que obrigatoriamente P(2) = 0. ]

A proposicao anterior pode ser lida através da seguinte implicagao:
A=0=PA) =0.
que € equivalente a seguinte implicacao que serd usada durante todo o texto:

P(A) £0= A0, (1.9)

A implicacao 1.9 nos diz que um conjunto A que possui probabilidade positiva
obrigatoriamente contém algum elemento e ¢é este fato elementar que usaremos em todo o texto.
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Exercicio 9. Construa um espago de probabilidade (2, A,P) que possua um evento A nao-vazio

tal que P(A) = 0.
Comentario: O exercicio acima nos lembra que um conjunto pode probabilidade zero ser ser
vazio, ou seja, nao valem as reciprocas das implicagoes acima.

Exercicio 10. Supondo A € A, mostre que:
1. P(A°) =1 —P(A).
2.0 <P(A) < 1.
3. A; C Ay = P(A)) < P(Ay).

7 P(CJAi) < iP(AJ.
5. ]P’(GAZ-) < i]P’(Ai).

Definicao 28. Seja (2, A,P) um espaco de probabilidade. Se B € A e P(B) > 0, entdo a
probabilidade condicional de A dado B ¢ definida por

P(AN B)
P(B)
Exercicio 11. Mostre que P(A°| B) =1 —P(A | B).
Exercicio 12. Fizado A € A tal que P(A) > 0, mostre que a fungao definida por
P(AN B)
P(A)

P(A| B) = Ae A

Pa(B) =

¢ uma probabilidade.

Exercicio 13. Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade. Prove que:
1. P(ANB)=P(A)P(B | A) =P(B)P(A| B), para todo A, B € A.

2. ]P)(Al ﬂAgﬂ ..ﬂAn,1> = I[D(A1>]P(A2 ‘ Al)P(Ag ’ AlﬂAg) .. P(An ’ Alﬂ . .ﬂAnfl), para
todo Ay, ..., A, € A, n=2,3,....

5 PO ) = [P N = [0 -2l N A)

j
Definig¢ao 29. Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. Os eventos aleatdrios A e B sdo ditos
independentes quando:

P(ANB) =P(A)-P(B).
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Exercicio 14. Se A e B sdo independentes, mostre que A e B¢ também sdo independentes (e

também A° e B, e ainda A° e B°).

Defini¢ao 30. Seja A um evento em um espago de probabilidade e (Ay)zex uma familia finita
de eventos. Dizemos que A é mutuamente independente da familia finita (A;)zex quando

A € independente de todos os conjuntos da forma (), .q Az, com S C X.

zeS

Exemplo 31. Independéncia dois a dois nao implica independéncia coletiva, ou seja, se eventos
sao 2 a 2 independentes pode ser que a familia de eventos sao seja mutuamente independente.

Seja 2 um conjunto de quatro pontos, com os eventos A, B, C assim definidos:

)

Seja P(1) = P(2) = P33) = P4) = 1. Entio, P(A) = P(B) = P(C) = 5
P(ANB) =3 =P(ANC) =P(BNC). Logo, A, B,C sio independentes 2 a 2, mas
P(ANBNC) = i 2 é _ P(A)P(B)P(C).

O seguinte exercicio também serd usado na prova do Teorema de Shearer:

Exercicio 15. Seja (A;)icjn) uma colegio de eventos em um espago de probabilidade (€2, A, P)
seja S C [n]. Mostre que nestas condigoes P((;cq Bj) = Z(—l)'T‘IP’(ﬂ B;).

TCS JET

Dica: Para cada T' C S defina f(T) = P(ﬂ B;) e use o Principio de Inclusao-Exclusao.
jer

e

e



Capitulo 2

O Método Probabilistico e o Lema
Local de Lovasz

2.1 O Lema Local de Lovasz

A menos que se fale o contrario, nesta secao X denotard um conjunto finito e G um grafo tal
que V(G) = X.

Problema: Vocé possui uma colecao (A, )zcx de eventos ruins num determinado espago de
probabilidade (2, A, P) os quais deseja evitar. Dentro da filosofia do Método Probabilistico vocé
quer descobrir condicoes, as mais gerais possiveis, de modo a garantir que com probabilidade
positiva nenhum destes eventos ruins ocorre, ou seja, quer o minimo de restrigoes possiveis para

que

P(() 4:) >0, (2.1)

zeX

onde A, denota o complementar de A,.

Exemplo 32. Seja (Ay).ex uma familia de eventos independentes em (€2, A, P).

Basta exigir que P(A,) = p, < 1,V x € X, pois neste caso:

P((4.) =[[P@A) =] -p) >0

zeX reX reX

12
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Exemplo 33. Seja (A.)zex uma familia de eventos em (2, A,P) tal que P(A,) = p, sobre a
qual vocé nao sabe quais sao independentes.

Como P(U,cx Az) < X ,ex P(Az) = > .cx Per impondo que > p, < 1 obtemos o
resultado. De fato,

P((\A)=P(|JA)=1-P(|J4)=>1-> p.>0

rzeX zeX zeX zeX

Exemplo 34. Seja (A;)icn) uma familia de eventos em (Q, A, P) tal que P(A;) = p Vi € [n],
ou seja, o mesmo exemplo anterior onde agora todos os eventos sdo equiprovdveis.

Como no exemplo anterior, basta tomar n.p < 1.

Os dois 1ltimos exemplos nao levam em conta a dependéncia entre os eventos. A idéia entao
é que, caso seja possivel usar esta informacao, obteremos maiores valores para as probabilidades
p. de forma ainda a garantir P()

A;) > 0.

zeX

O primeiro resultado nesta diregao foi obtido por Paul Erdos e Lészlé Lovasz em 1973 [20],
o qual continha a primeira versao do entao chamado Lema Local de Lovdsz. Antes de enunciar
o teorema precisamos de algumas definicoes:

Definigao 35. Dizemos que G é um grafo de dependéncia para a familia de eventos (A, )zex

em um espaco de probabilidade quando, para cada x € X, A, € mutuamente independente da
familia {A, :y € X\I'"(z)}.

E importante ressaltar que o grafo de dependéncia nao é unico, basta observar que dado
um grafo de dependéncia G para uma familia de eventos (A;).cx, qualquer outro grafo obtido
a partir deste adicionando elos a G serda um grafo de dependéncia para a familia. O resultado
obtido por Erdos e Lovasz pode entao ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 36. (Erdos e Lovasz) Seja G um grafo de dependéncia para uma familia de eventos
(Az)zex com grau mdzimo A e P(A;) = p,. Suponha que 4p,A <1, para todo x € X. Entao,

P(Myex Az) > 0.

A prova do teorema é por inducao, assim como a prova da versao mais geral obtida por
Joel Spencer em 1977 [34] que apresentaremos agora. De fato, segundo o préprio Spencer, esta
formulagao da prova foi-lhe comunicada por Cecil Rousseau. Esta é a formulacao mais popular
hoje em dia e a mais geral no caso de grafos nao orientados, que antecede nosso resultado o qual
apresentaremos na secao seguinte.

O Lema Local de Lovdsz enunciado por Spencer foi:
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Teorema 37. (Lema Local de Lovasz) Seja G um grafo de dependéncia para a familia de
eventos (Ay)zex € suponha que ezistam (r;)zex numeros em [0,1) tais que, para cada x,

P(A;) =p. <7o [] (L—1y). (2.2)

yel'(z)
EntdO, ]P)(meX Zm) 2 Hg;ex(l - TI) > 0.

Prova: Suponhamos que |X| = n, ou seja, X = {x1,29,...,2,}. Assim, ndo sé nesta
demonstragdo mas em véarias outras, sem perda de generalidade, vamos supor que X = [n] =
{1,2,...,n} seguindo a tradi¢ao de vérios artigos sobre este teorema.

Afirmacao: Para qualquer que seja i € [n] e S C [n] com i ¢ S, temos que:

O teorema segue imediatamente da afirmacao, para ver isso basta observar que pelo
exercicio ?77:

(2.4)

éﬁ H Ailﬁﬁj)zﬂu—mmoA

IIS:@
|_|
|
3

Prova da afirmacao: Em dois casos é trivial, quando S = () e quando S NT'(i) = (). Nestes dois
;) =P(A;) e por hipétese P(A4;) < r; H (1—r;) <.

J€r(@)
Suponhamos agora que S NT'(7) # (). Seja S =S USs, onde S; = SNI(i) e Sy = S\S;.
A prova é por indugao na cardinalidade do conjunto S. A base de indugao é facilmente

verificada pois a desigualdade é valida quando S = (). Suponhamos entao que para qualquer
T CS,T#S, adesigualdade (2.3) seja verdadeira.

Assim, se Sy = {Jj1, ja, ..., Je}, por hipétese de inducdo segue que

casos temos que P(A;] ﬂ]es

JklﬂA N 4)<r,., Y2<k<t (2.5)

JES2

Quando k£ = 1 a desigualdade é novamente garantida pela hipdtese de indugao:

P(A;] () A)) < 7 (2.6)

JES2
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Assim como fizemos antes, temos que:

P(() 4.1 4) = [[P@AI(A4.n[)4)
Jm€S1 JES2 k=1 m=1 JES2
¢ -1 B
= H(l - ]P)(AM AJm 8 ]))
k=1 m=1 JES,

vV
—
—_
|
<3
v
—
—
|
kﬁ

donde

P(AN () Al 4)

P(A] m A)) = P(A ﬂ AN ﬂ A)) = im€S1 €S
jES Jim€ES1 JESs ]P)( ﬂ A]m| ﬂ A])
Jm€S1 JES>

P(AN () 4. (4) P4

M 4)

S Jm€S1 JES2 S JES2
ITa-r ITa-r
JEL () JEL(7)

v [ (=)
P(A;) < Fer()

[Ma-r»— J[a-

Jer(3) Jjer(i)

15

(2.7)

(2.8)

]

Na penultima igualdade usamos o fato de que S5 é composto somente por vértices que nao
sao adjacentes a i e, sendo GG um grafo de dependéncia, A; é mutuamente independente da familia

(Aj)1jes.y- Salientamos que a demonstragao usa fortemente a identidade P(A;) = P(A4;] ﬂ Aj),

onde Sy C [n]\I'*(4).

Esta ultima observacao permite enfraquecer as hipéteses do teorema e nos leva a seguinte

definicao:
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Definigao 38. Dizemos que G é um grafo de dependéncia assimétrico® para a familia de
eventos (Ag)zex em um espago de probabilidade quando, para cada v € X,

P(A.| (] 4,) < P(A), (2.9)

yey
para todo Y C X\I'™(x).

Observacao 39. Todo grafo de dependéncia € em particular um grafo de dependéncia
assimétrico.

Este fato foi observado por Spencer e Erdés em 1991 [21], que perceberam a importancia
de trabalhar com grafos mais gerais. O novo conceito foi usado para uma nova aplicacao do
Lema Local de Lovasz no estudo dos Latin Transversals. Veremos este exemplo no futuro, no
qual serd aplicado a nova versao do Lema de Lovasz obtida por nés via o critério de convergéncia
para a série de Mayer de Ferndandez-Procacci.

O resultado obtido por Spencer e Erdos é o seguinte:

Teorema 40. Suponha que G € um grafo de dependéncia assimétrico para a familia de eventos
(Az)zex € suponha que existam (r;)zex numeros em [0,1) tais que, para cada x,

P(A) =pa <7a |] (1—1y). (2.10)
y€el'(z)

Ent&O, ]P)(mmEX Az) 2 erx(l - 7133) > 0.

Prova: Anéloga a do teorema anterior, observando que a pentltima igualdade da demonstracao
é substituida pela desigualdade P(A;] ﬂ Aj) < P(A). O
JES2

Agora podemos enunciar a generalizacao natural do teorema obtido por Erdds e Lovasz.
Esta versao é chamada de caso simétrico, isto porque é muitas vezes enunciada no caso onde todos
os eventos tem uma mesma probabilidade p de ocorrerem ou tomando p = sup{P(4;) = p;}.

i€ln]

Pela praticidade na verificacao das hipdteses, esta versao do teorema é muitas vezes
preferida pelos autores. Neste caso nao é necessario ter uma informagao mais refinada a respeito
da estrutura do grafo de dependéncia, apenas o valor da probabilidade dos eventos (ou o supremo
destas) e o grau maximo A do grafo de dependéncia.

Teorema 41. (Lema Local de Lovasz - caso simétrico) Seja G um grafo de dependéncia
para uma familia de eventos (A;)icfn) com grau mdzimo A e P(A;) = p;. Suponha p.(A+1).e <1
e considere p = sup p;. Entao P, 4i) > 0.

icn] i€[n]

! A nomenclatura usual em inglés para este tipo de grafo é lopsidependency graph.
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Prova: Segue do Lema de Lovasz usual, tomando r; = ALH para todo i € [n]. De fato, para ver
isso precisamos verificar a hipdtese do Lema de Lovéasz, ou seja, para cada i € [n| devemos ter:

P(A)=pi<r [] (1—rp. (2.11)
JET (@)
Mas como definimos r; = ALH, temos:
1 1 \°
1—r;) = 1) > (1 —
}H,( i) H( A+1)—( A+1)
Jer(i) JEL(3)

)R e

n ko, ,
Lembre que a seqiiéncia b, = (1 + %) é crescente e converge para o numero de Kuler,
1

e’

NI 1 k
portanto a sequencia b = (1 + k) ¢ decrescente e converge para

Agora basta observar que, como por hipétese temos p.(A + 1).e < 1, entdo para todo
i€ [n]:

1 1 1 1\ ¢ 1\ 2
pigpg(A+1).gg<A+1).(1+K> :ri(1+z) <r [J(-r) (213)

JEL(4)

]

Antes de entrarmos nos trabalhos de Shearer, Scott e Sokal, que nos ajudarao a entender
a ligacao entre o Lema de Lovasz e a convergéncia da série de Mayer, cabe ressaltar que em
1996 Dobrushin [16, 17] chegou na mesma cota que Spencer aparentemente desconhecendo
completamente os trabalhos de Spencer, Erdos e Lovasz.

O fato até aqui parece milagroso. Porém, apds expormos o resultado de Shearer [32] ficara
claro que Scott e Sokal [35] perceberam que Shearer havia provado que a fungao partigdo nao se
anulava dentro do raio de convergéncia estipulado por Dobrushin.

Ao apresentar a condicao exigida pelo Lema Local de Lovasz para um pesquisador de
Mecanica Estatistica sem falar que se trata da hipotese do lema, se este desconhecesse o trabalho
de Scott e Sokal provavelmente responderia que o enunciado se refere ao Critério de Dobrushin.
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De fato, com uma facil mudanca de variaveis podemos colocar esta desigualdade na forma
que usualmente encontramos a condi¢ao de Dobrushin nos trabalhos em Mecanica Estatistica:

Exercicio 16. Sejam (pi)scx nimeros reais ndo-negativos definidos por p, = 1=- onde
0<r, <1, ouseja, r, = lﬁi V x € X. Mostre que as sequintes desigualdades sao equivalentes:

(Desigualdade do Lema de Lovész):
Dpe<r J[(1-7)

yel'(z)
(Desigualdade do Critério de Dobrushin):
Ha

IT a+m)

yel*(z)

i) pp <

E esta é a maneira que apresentaremos o Critério de Dobrushin no Capitulo sobre os
critérios de convergeéncia.

Outro ponto a ressaltar ¢ que o Lema de Lovasz nao s6 fornece uma cota superior para
uma regiao para as probabilidades (p,).cx onde temos a garantia de que P((), .y A,) > 0, mas
também nos fornece uma cota inferior para a probabilidade P((, .y Az) > [Lcx (1 —ps) > 0.
Esta cota inferior é valida dentro das hipdéteses do Lema de Lovasz, ou seja, dentro do polidisco

de poli-raio proveniente do critério de Dobrushin.
Aplicacao:

Agora daremos um exemplo de como podemos utilizar o Lema de Lovész, no ultimo capitulo
voltamos neste exemplo e trazemos outros onde aplicamos nossa nova versao do Lema. Centenas
de outros exemplos podem ser encontrados na literatura ou em uma busca rapida na internet.

Proposicao 42. Seja G = (V, E) um grafo tal que seus vértices tem grau mdrimo A e seja
V =VuWU..UV, uma particao do conjunto dos vértices V' em n conjuntos dois a dois
disjuntos. Suponhamos ainda que para cada conjunto V; tenhamos |V;| > 2e/A. Entao existe um

conjunto independente W C V' de cardinalidade n que contém exatamente um vértice de cada
V.

Prova: Sem perda de generalidade podemos assumir que para cada conjunto V; temos
|Vi| = k, onde k é a menor dentre as cardinalidades dos conjuntos V;, 1 < i < n. O caso geral
segue deste usando o grafo induzido por G em uma uniao de n subconjuntos de cardinalidade k,
cada um deles subconjunto de um dos V;.
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Escolhemos um conjunto W de n vértices como segue: em cada conjunto V; escolhemos,
aleatoriamente e independentemente, um tnico vértice de acordo com a distribuicao uniforme,
isto é, em cada V; a probabilidade de um vértice ser escolhido é 1/k.

Para cada elo ab € E, seja W,, o evento “W contém ambos os vértices a e b”. Entao
P(Wu) = 0, se a e b sao elementos do mesmo V; e P(W,) = 1/k* = p, se a € V; e b € V}, com
i # j. Note que, se os vértices a e b pertencem a V; UV} temos que o evento W, é mutuamente
independente da familia de eventos composta por todos os outros eventos W,y tais que nem c e
nem d pertencem a V; U Vj.

Assim, existe um grafo de dependéncia H = ({ab}awecr(c), £(H)) para a familia de eventos
(Wap)abeE(G) com grau maximo menor ou igual a 2kA — 1. Podemos tomar H sendo o grafo de
dependéncia para a familia (Wy)apep(e) com menor nimero de elos possivel, ou seja, existird
um elo de H entre dois elos de GG ab e cd se, e somente se, W, e W4 forem dependentes.

Seja {a,b} C V;UV]. Pela definigao do grafo H temos que se c¢d € I'yy(ab), entao c € V;UV;
oud € V;UV}, donde segue que |I'gy(ab)| < 2kA —1. O valor 2kA é obtido observando que cada
vértice de V; estd ligado a no maximo A vértices de G e que V; possui k vértices, isso que dizer
que temos no maximo kA elos de GG incidentes em algum elemento de V;. O mesmo é valido para
V; totalizando no maximo 2kA — 1 elos cd ligados (através de elos de H) ao elo ab. Subtraimos
o (-1) descontando o préprio elo ab.

Pelo Lema de Lovész (caso simétrico), se p.(2kA — 1+ 1).e < 1 entao

P( () Wa)>0. (2.14)
abeE(Q)
Como o evento [),c BG) W 4 ter probabilidade positiva equivale & existéncia de conjunto
W procurado a proposicao estd provada ja que p = k%, k = |Vi| e p2kA.e < 1 implicam

[Vi| > 2eA. O

Mais adiante voltaremos no problema de encontrar conjunto de vértices independentes em
grafos.



Capitulo 3

O Gas de rede

Um analogo abstrato dos modelos de gases em Mecanica Estatistica que usam a formulacao do
ensemble grande candnico pode ser posto da seguinte forma:

Seja X um conjunto finito que fard o papel do conjunto de posicoes onde as particulas
ou seus centros de massa podem estar. O nome gads de rede se refere ao fato que, em geral,
estes pontos estao dispostos em um ambiente espacial, por exemplo Z? (chamado de rede nestes
casos). Nestes exemplos existe a noc¢ao de distancia e podemos refinar o modelo impondo, por
exemplo, a exclusao dos primeiros vizinhos. Veja na figura abaixo dois exemplos de configuragoes
permitidas num grafo com interagao do tipo exclusao dos primeiros vizinhos:

O termo exclusao dos primeiros vizinhos é usado para designar o fato de que nao é

20
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permitido (desconsiderando tais configuragoes) que duas posigdes vizinhas na rede estejam
ocupadas simultaneamente.

Um caso bem simples é quando para cada um dos pontos de X pode existir ou nao uma
particula (no maximo uma), onde ainda supomos que a interagao depende somente da distancia
entre elas e que as particulas estejam dispostas numa rede onde os pontos de X sao muito
distantes de modo a nao existir interagao entre elas.

Vamos supor também que as atividades ou fugacidades das particulas sao todas iguais a
uma constante w € C. Nos modelos fisicos esta quantidade contém informacoes da particulal.

Neste caso, a definimos a func¢ao particao grande canodnica por:

Z(w) = (1 +w)™ (3.1)

Note que isso nada mais é do que a soma de todas as possibilidades (configuragdes) de
existir ou nao particula em cada um dos pontos de X onde cada configuracao entra com um
peso w!¥l, sendo S o nimero de posicoes ocupadas por particulas na configuracéo.

Para introduzirmos interacao entre as particulas usamos uma funcdo interacao de pares® do
tipo carogo duro auto-repulsiva W : X x X — {0,1}, onde o adjetivo de auto-repulsivo se refere
ao fato de que cada posigao da rede s6 pode ter uma tnica particula (W (z,z) =0V z € X)eo
nome caroco duro® traduz a propriedade de que os Unicos possiveis valores que a interacao pode
assumir sao 0 ou 1. A funcao particao pode ser escrita da seguinte forma:

Ew) = (1 +w)X = Z% Z w" H W(x;, z;) (3.2)

(@15eeyxn)CXT 1<i<j<n

A generalizagao natural deste modelo é quando consideramos atividades que nao sao todas
iguais e é com ela que vamos trabalhar daqui pra frente.

Neste caso, temos um vetor atividade w = (w,).ex € C*. Note que agora estamos
permitindo que exista interacao entre as particulas dependendo de qual posicao ocupam na rede
via a fun¢ao interacao W. Podemos codificar os pares de posi¢oes onde particulas interagem
umas com as outras introduzindo um grafo G = (X, E(G)) cujos elos sao determinados pela
interacao W e vice-versa, ou seja, se x # y entao zy € E(G) se, e somente se, W(x,y) = 0.

Desta forma, fica claro que fixar uma interacao de pares W com tais propriedades é o

z

mesmo que fixar um grafo G cujo conjunto de vértices é X. Exemplos deste tipo de modelo é

Nos modelos mais realisticos a fugacidade é um niimero real, por exemplo w = e5#( ZB"FLT) 2 onde 3 é o inverso

da temperatura, m é a massa da particula, ;1 é o potencial quimico [27] e ki é a constante de Planck. No entanto
permitiremos que esta variavel assuma valores complexos.

2Nao levamos em conta a interacao de trés ou mais particulas entre si.

3Em inglés: hard-core.
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o gas de rede com uma interacao onde as particulas interagem com os seus primeiros vizinhos
determinados pelo grafo, ou os primeiros e segundos vizinhos, etc.

Assim, seguindo a notagao de Scott e Sokal [35], a funcao partigdo = que é determinada
pelo vetor atividade w e pela interagao W, pode ser escrita na forma:

ZW(W)ZZ% 3 ( w> T W), (3.3)

" (@1,020) XM 1<i<j<n

ou seja,

Zw(w) =) (wa) T Wy |. (3.4)

TCX \z€eT {z,y}CT

Como o caso considerado aqui é o do gas com interagao repulsiva do tipo carogo duro,
dada W construimos o grafo G e, reciprocamente, dado G podemos determinar os pares para os
quais W vale zero ou 1. Sendo assim podemos escrever a funcao particao em funcao do grafo G
construido a partir da interacdo. Em outras palavras, a fungao (3.4), de fato, pode ser escrita

| Zew) = 3 J[w. (3.5)

TCX xeT
TEI(G)

onde I(G) detona a familia de subconjuntos independentes em relagao ao grafo G do conjunto

X =V(Q).
Definigao 43. Dado um grafo G = (V, E) o polinébmio de conjuntos independentes® de G

€ dado por
Za(w)= Y []w. (3.6)

TCX zeT
TEeI(G)

Geralmente, nos artigos de Combinatéria e Teoria dos Grafos, ver por exemplo [10], o
polinomio de conjuntos independentes ¢ encontrado no caso mais restrito onde todas as atividades
coincidem (tal como em nosso primeiro exemplo de gés onde as particulas nao interagem), ou
seja,

Za(w) = Z w! !, (3.7)

TCX
TEI(G)

no entanto, em geral, usaremos a verao mais geral de vérias variaveis.

Assim, o polindémio de conjuntos independentes de um grafo G = (X, E) é a fungao partigao
do gas com interagao W do tipo carogo duro construida a partir do conjunto de elos E.

4A nomenclatura em inglés é independent-set polynomial
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O que veremos a seguir é que se nos restringirmos a um polidisco complexo onde a funcao
parti¢do nao possui zeros, ou seja, se as probabilidades p = (p;)zex da familia de eventos (A, )zex

estao neste polidisco, entao o teorema de Shearer nos garante que P((, .y Az) > Za(—p) > 0.

Exercicio 17. Suponha que G seja um grafo finito de duas componentes conexas G e Gy. Isso
significa que V(G) = V(G1)UV (G2) com V(G1)NV(G2) = 0, e ainda, se Ey = E(G1) sao os elos
de G que contém vértices de V(G1) e Ey = E(G3) sdo os elos de G que contém vértices de V(Gs)
obrigatoriamente tem-se E(G1) N E(Gy) =0 e E(G) = E(G1) U E(G2) além do fato dos grafos
G e Gy serem conexos. Mostre que neste caso do polinomio de conjuntos independentes de uma
varidvel w dado por Zg(w) = Z w! se fatora da seguinte forma Zg(w) = Zg, (w). Ze, (w).

TCX
Tel(G)

E sempre natural em matematica nos questionarmos sobre invariantes de determinado
objeto. Dois grafos dados G; = (4, E1) e Go = (Va, Es) sao isomorfos quando existe uma
bijecao ¢ : Vi — V5 tal que ab € Ej se, e somente se, ¢(a)p(b) € E,. Neste caso, ¢ é dita um
isomorfismo entre GGy e G5. Isso significa que, se renomearmos os vértices, o grafo é o mesmo.
Note, conforme a figura abaixo, como a posicao que desenhamos os vértices do grafo pode nos
confundir a tal ponto de acharmos que nao existe tal isomorfismo (figura extraida do Wikipedia):

Um isomorfismo
entre GeH

Grafo G Grafo H

)

)
(b)
)

O,
&

C

&
@)

(
(

e

d)
(g
(h
fiy=4

(4) OB,

=2}
I
[ T & T FU RN, T Y

)
)

()
(3

E f4cil ver que dois grafos isomorfos tém o mesmo polinomio de conjuntos independentes. A
pergunta (para os que ja estudaram grafos a resposta é imediata) é: se o polinémio de conjuntos
independentes de um grafo é um invariante completo, ou seja, se dois grafos tém o mesmo
polindmio de conjuntos independentes, eles necessariamente sao isomorfos?

Exercicio 18. Eziba dois Grafos NAO ISOMORFOS que possuem o mesmo polinémio de
conjuntos independentes.



CAPITULO 3. O GAS DE REDE 24
3.1 A série de Mayer e sua convergéncia

Seja X finito.

Como ja vimos, a fun¢ao particao grande canonica de um gas com interacao W do tipo
caroco duro é dada por

ZW<W) = Zg(W) = 1+ Z% Z Wy Wyy * * * Wey, H W(:L‘Z, xj)

n>1 " (@1,..,@0)EXT 1<i<j<n
1
= 1—1—25 Z Wy Way * ** Wy, H (W (zj,z;) — 1) + 1]
n>1 7 (T,e,2n)EXT 1<i<j<n
1
= 1‘}'25 Z Wy Wey *** Wey, H [(F (i, ;) + 1]
n>1 (210,00 )EXT 1<i<j<n

S S D SRR T Dol gt

n>1 (21,..,2n)EXT 9€Gn {i,j}€E(g)

onde F(x;,x;) é definido por W(z;,z;) — 1 para quaisquer x;,z; em X e G,, denota o conjunto
de todos os grafos ¢g cujo conjunto de vértices é [n]. Observe que na tltima igualdade usamos o
exercicio 6.

Note que, apesar de somarmos todos grafos cujo conjunto de vértices é [n], varios deles
nao contribuem para a soma acima pois toda vez que duas posigoes xy e z (vértices do grafo
de interagao) nao forem ”proibidas”pela interagdo W de estarem ocupadas simultaneamente,
teremos W (xe,x) = 1 < F(xg,x3) = 0. Isso implica que []; i1 py) £'(2i,25), para todo g tal
que {4, k} € E(g).

Nos grafos abaixo se os elos do grafo da esquerda g(xy, z2, 23, x4) indicam os pares {z,, x }
onde Wz, zx) = 1 entdo o grafo g € G4 a direita nao contribui para a soma.

X, 1
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Defini¢ao 44. A Pressio do gas de rede (a volume finito X ) € definida por

1

P =

log Zg(w). (3.8)

De fato a definicao difere da encontrada nos livros de Fisica-Estatistica por um sinal e um
fator de 5~!. Entretanto, isso nao afetard em nada nossa analise dado que estamos buscando um
polidisco |wy| < p1, |wa| < pa, ..., Jw,| < p, em C" onde Py seja analitica. Esse ponto de vista é
adotado em varios livros que fazem um tratamento rigoroso da Mecanica Estatistica, tais como
(33]. E imediato ver que nesta anélise também nao influencia o fator | X1, ou seja, para que a
Pressao seja analitica em determinado polidisco basta controlarmos a série da funcao log Zg(w).

Aqui cabe um comentario importante, muitos fendmenos fisicos como transicoes de fase
se manifestam no limite termodinamico, ou seja, X é tomado como um subconjunto de vértices
de um grafo infinito (Z? por exemplo) e fazemos X tender ao conjunto infinito de vértices do
grafo de maneira adequada (no sentido de van Hove, por exemplo). Ao tomarmos o Limite
Termodinamico, fazemos isso com o objetivo de controlar esta série uniformemente em relagao
ao volume X. A funcao limite é chamada de Pressiao e entender as singularidades (uma das
possiveis defini¢oes para Transicao de Fase) desta fungdo é uma das principais questoes quando
estudamos os gases a volume infinito.

Aqui nao precisaremos nos preocuparmos com este limite pois nosso interesse é a conexao
com o Lema de Lovasz e, portanto, sempre estaremos a volume finito X.

Para prosseguirmos esse estudo dos gases a volume finito usaremos o seguinte resultado
fundamental sobre série formais amplamente utilizado em Mecanica Estatistica:

Proposicao 45. (Série de Mayer)

1
logZG(w):Zm > (@, )W, Wy, (3.9)
n=1

(z1,eeyn)EX™

onde ¢* (xy, ..., x,) sdo chamados de coeficientes de Ursell e sdo definidos da sequinte forma

1, sen=1
—1)IEW)I >
& (21, 1) = gezcn (—1) , sen>2eg(xy,...,x,) €C, (3.10)
B(9)CE(g(1,--7n))
0, sen>2eqg(xy,...x,) € Cp

onde C,, denota o conjunto dos grafos conexos com conjunto de vértices [n] = {1,2,...,n} e, para
cada n-upla (xy,...,x,) € X", o grafo g(xy,...,x,) € definido da sequinte forma: o conjunto de
vértices € [n] e {i,j} € E(g(x1,...,x,)) se, e somente se, F(x;,x;) = —1 < W(x;,x;) =0.
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O que esta identidade nos diz é que o logaritmo elimina as parcelas referentes a grafos
desconexos da funcao particao.

A equagao (3.9) faz sentido apenas para w € C” tal que a série formal no lado direito de
(3.9) seja convergente.

Prova: Para provar (3.9), basta mostrar que:

Za( —exp(Z . Z szZZHFx“xj>

T )EX™ i=1 g€Cn {1,5}

Vamos usar a seguinte Identidade:

TR DS H¢

9€Gn {1,j}€E, k=1 {Bau,...,Bi}¢P(n)

onde

i) < | Taeon, iyer, Flamy). se | =2
! 1, se |Bjl=1

e P(n) é o conjunto das parti¢oes de [n].

Portanto,
Zolw) = 3 Y Ty I #inn)
n=0 " (z1,...,zn)EX™ i=1 g€Gn {i,j}eEg
1 n

S SND S I i ()1 LY

n>0 (21,2 n k=1 {By,...,By}€P(n) j=1 i€B;
k

- yly I X Ilwes) 6w

n>0 k=1 {By,..,B}eP(n) j=1 cx!Bjl i€B;

@iy )

Agora, note que fixado G, o grafo de interagao, a expressao

sé depende de |B;| = n;. Assim, escreveremos:

p(n;) = Z H w,, 6" (Bj)

(mlp ,Izn )eXnJ ’LGB
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Por (3.11) e pelo exercicio (15), temos

k

Zow) = 305 S et

n>0 k=1 {Bi,..,By}eP(n) j=1

1<~ 1 i !
- ZEZE Z H(b(nj)nll.é.nk!
n>0 k=1 (n1,...,ng)  J=1
n1+ﬁ~i+27{k=”
1 <. 1 i n!
n>1 k=1 (n1,...,ng) J=1
n1+-T-L-i-‘§qk:n
n k
SEED DI D I | £
n>1 k=1 (n1,...,ng) J=1 n
n1+;1~~:§1lk—n
entao,
00 k
Zotw) = 1+ LY S [
k>1 " n=k (n1,...,ng) J=1 J
ni+...+ng=n
n;>1
(Y )
k>1 ni=1ns=1 ne=1j =1
l [ k
- 1+ 5 (250)
E>1 n=1
_ exp(iﬂ'))
n=1 n

Assim, finalmente:

log Zo(w) = Y —5-

= — Z T (21, Tp)Way W,
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Outras demonstragoes deste fato poder ser encontradas em [31, 33, 38].

Uma grande quantidade de modelos (particulas no continuo, por exemplo) com interagao
do tipo esferas duras e muitos outros podem ser escritos através de um gas discreto como esse
que acabamos de ver, dai a importancia deste formalismo. A Abordagem, resumidamente, é feita
definindo novos objetos (contornos, subconjuntos finitos de um grafo, etc) que fardao o papel das
posicoes das particulas e depois definir quais destes objetos interagem entre si. Este gés (quando
sequer definimos quem sao exatamente os objetos que vao interagir ou nao entre si) é chamado
de Gds de Polimeros Abstratos. Veja [31, 33], por exemplo, para mais detalhes.

A vpartir dai, um caminho (o mais eficaz nos dias de hoje) de obter critérios para a
convergencia da série é fazer um estudo detalhado dos coeficientes de Ursell.

Sao conhecidos os seguintes critérios para a convergencia desta série:

fho

lwe| < Ry = D pe >0 VareX, (3.12)
vu (1)
onde
( exp[ Z /Lyi| (Kotecky-Preiss-1986)
yel*(z
H (1+ uy) = Z H fz  (Dobrushin-1996)
ve() = 3 i TR @) T (3.13)
Zr+(z) (1) = Z H,ux (Fernédndez-Procacci-2007)
TCF* (z) xeT
\ TeI(G)

Para uma prova deste fato veja [22, 5].
Evidentemente, como:

exp[z ,uy}z H (1+,Lby = Z H,Lbz_ Z Hﬂx;

yel*(x) yel*(z) TCry(z) z€T TCrE (x) z€T
TeI(G)

entao o critério de Fernandez-Procacci é melhor do que o de Dobrushin que, por sua vez, é
melhor que o de Kotecky-Preiss.

Exercicio 19. Seja K, o grafo completo de vértices {1,2,...,n}. Mostre que
S (1) = (-1 - 1)
9€Chn

onde C,, denota o conjunto de todos os subgrafos conexos de K,.



Capitulo 4

A ligacao entre as duas teorias

O que veremos a seguir é que Shearer [32] mostrou (mesmo na época nao se dado conta disso)
em 1985 que o fato da Pressao do gés de rede ser analitica em um polidisco de poli-raio (R, )zex
implica que a funcao partigdo Zg(w) nao se anula neste polidisco fechado e ainda temos que que

P(,ex Az) = Za(—p) > 0 se p, < R, para todo x € X. Scott e Sokal [35] perceberam o fato
e esclareceram esta conexao somente em 2005.

Note que dentro do polidisco de poli-raio de Dobrushin (R} ).cx, pelo que apresentamos até

agora, temos a cota inferior [] . (1 — p,) para P((,.y Az), obtida por Spencer. Mostraremos
agora a cota obtida por Shearer Zg(—p).

A relagdo entre estas cotas veremos mais tarde. Na verdade, dentro do polidisco {(w)zex :
|w,| < R, } proveniente do Critério de Dobrushin valem as seguintes desigualdades:

| Za(w)| > Zg(—p) > H(l — Pa)-

4.1 O Teorema de Shearer

Teorema 46. (Shearer-1985) Seja G um grafo de dependéncia para uma familia de eventos
(A)eex com P(A,) = p,. Suponha que P(S) = (—=1)1¥1Zg(—p; S) > 0, para todo S C X.

Entio, P(,ex Az) > Za(—p) = P(0) e esta cota inferior é a melhor possivel.

Prova : Se |X| = n entdo podemos assumir que X = [n] e consideramos o espago mensuravel
(Q,P(22)) onde Q2 = {0,1}" é o conjunto das sequéncias de zeros e uns e P(£2) é o conjunto das
partes de €.

29
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Tome a seguinte familia dos cilindros (B;)ic), onde B; = {(ay,...,a,) € Q :a;, = 1} e a
medida P é definida por

P(()B:) = Z P(T)= > (-0)"Zs(-p;T),

€S T:
SCTC[ ] SCTC[n)

onde, como antes

Za;S) = Y. [l»: (4.1)

SCTC[n]: ¢:€T
Tel(G)

Aqui adotamos a convencao padrao de que a soma de zero parcelas é zero e o produto de
zero fatores é 1.

O valor de P sobre a dlgebra gerada pelos cilindros determina completamente a medida.
Mostraremos agora que (€2, P(Q2),P) é de fato um espago de probabilidade.

Se ) # S C [n] nao é um conjunto independente em relagao a G, isto é, se existem dois
vértices i e j em S tais que {i,j} € E(G), entdo ndo existem conjuntos independentes em I(G)
que contém S. Isso implica que Zg(p;S) é uma soma de zero parcelas, que por convengao é
Zero.

Assim, quando o conjunto {7 € [n] : i € S} nao é um conjunto independente para o grafo
G, temos P((),cq Bi) = 0.

Por outro lado, se S C [n] é independente,

P(B) = Z P(T)= > (-1)"Zs(—p;T)

€S T:
SCTC[n] SCTC[n]
- E , <_1)|T‘ E H pz
T:
SCTCn] SCTCRC[ ] i€R
ReI(G)
R|—|T
= E:le Yo (=T =TT (4.2)
T:
SCRC[] iR SCTCRC[n] i€s
ReI(G)

Quando S = 0, ;g Bi = {(a1,...,a,) € Q : a; = 1se i € 0} = Q. Entao podemos
definir diretamente P((,.;, Bi) = 1 e isso estd consistente com nossa convengao acima, isto ¢,
estd coerente com o produto de zero fatores resultar 1. Ou seja

= P(ﬂ B;) = sz‘ =1 (4.3)

i€l il
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Nos resta mostrar que todas as seqiiéncias tem medida maior ou igual a zero de ocorrerem
e teremos mostrado que P é de fato uma probabilidade, em outras palavras, temos que verificar
que, para todo T' C [n],

P((B:N(]Bi) > 0. (4.4)
ieT i¢T
Por um lado temos que para todo T' C [n],

P(m By) = Z HNJ)(ﬂ B;n ﬂgi)a (4.5)
s ies

ieT : ¢S
TCSC[n]

mas por defini¢ao

P((\B)= Y. P(S) (4.6)

€T S:
TCSCn]

Pelo Principio de Inclusao-Exclusao segue que

0<P(T) = ]ﬁ)(ﬂ Bin mEZ) = Z (—1)‘5‘_|T|]1~D(ﬂ B;). (4.7)

€T i¢T e i€s
Assim, em particular,
P(0) = B(() Bi) = Za(—p; 0) = Zo(—p). (4.8)
i€[n]

A 1ltima identidade esclarece o enunciado do teorema quanto a afirmacao de que a cota
inferior Zg(—p) é a melhor possivel.

De fato, acabamos de construir um espaco de probabilidade (Q,P(Q),P) e uma familia
de eventos (B;)icfn) com P(B;) = p;, tal que G é um grafo de dependéncia para a familia e

P(Micp Bi) = Za(—p).
O teorema estara provado se conseguirmos mostrar que

P( ﬂ A) > P(ﬂ By). (4.9)

i€[n] i€[n]

Como para todo S C [n] temos que I@’(ﬂies B;) > P(N... B:), a desigualdade (4.9) é ébvia
0

se existe um conjunto S C [n] tal que I@’(ﬂies B;) =
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Consideramos entao o caso interessante onde P([)

s Bi) > 0, para todo S C [n].

Afirmagao 1: A prova do teorema estara finalizada se provarmos que S; C Sy implica que

(4.10)

De fato, se isto for verdade, entao

1= {P’(ﬂie@%) < ]Ebm"e[”] §i>. (4.11)
P(ﬂie@ Bi) P(ﬂie[n} 1)

E ainda, é suficiente provar a Afirmagao 1 para o caso onde |Sy — Si| = 1.

Para ver que basta provar para este caso suponha que este esteja provado e que |So—S1| > 2,
se a desigualdade (4.10) é verdadeira quando |Sy — Si| = 1, ent@o se Sy = Sy U {iy, g, ..., 0k}
temos

]NP)(mieSl zl) < IED(mieS&U{il}fi) § § Iﬁ)(nie&u{il,iz ----- Zk}fZ> (412)
P(mi651 BZ) P(mi€S1U{i1} Bz) P<mi651U{i1,i2 ..... i} Bl)
A prova da afirmagao é por indugao em |Ss|.
Caso 1: |S;] = 1. Nesse caso,
IP( ﬂ Zi) = ]P)<Zi) =1-p = P<§i) = ED( ﬂ E‘)' (4.13)
1€ES2 1€ES2

Caso 2: Agora suponha que |S3| > 2 e que a desigualdade (4.10) é verdadeira para qualquer
subconjunto S} tal que |S5| < |Sa.

Tome S; com Sy = S; U {i} e defina:

hi={jesS:{ij} ¢ EG)} e T={jes {ij}eEG)}
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Entao S; = T1 UT; e pelo Lema (15) temos que:

P(()B;) = > ()" By

JES? TCSs JeT
= > )"I»
TCSqU{i} JjeT
Tel(G)
= > O Ie+ > e
TCS) JET TCT U{i} JET
Tel(G) Tel(G)
€T
= P(( B)) + (=p)P([) B)). (4.14)
JEST JjeTT
Para P([,cg, Aj) temos
P(()4) = P([)4)-P([]4NA4)
JES> JEST JEST
> P([)4)-P([)4NnA)
JjEST JET
= P([)4)-pP([) 4. (4.15)
JEST JeTY

onde a tltima identidade é conseqiiéncia de G ser um grafo de dependéncia para (A;) cpm-

Para simplificar a nota¢ao renomeamos P(ﬂjes i) =a(S)e If”(ﬂjes B,) := B(S). Entio,
para concluir a prova basta mostrar que
CY(SQ) 05(51) 04(52) 04(51)

B(S,) = BS) © B B, =" (4.16)

A desigualdade (4.15) e a igualdade (4.14) implicam, respectivamente, que
a(S2) > a(S1) = pia(Th) e B(S:) = B(S1) — piB(Th),
entao,
a(S1) —pia(Th)  aS)
B(S1) —p:B(Th)  B(S)
pi(B(Th)a (51) — a(T1)B(51))
(B(S1) — piB(11))B(51)

)
_ B(Tl) a(S1)  a(Th)
- sy (B BeEy) 2° 417)
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onde a tltima desigualdade vem do fato que estamos no caso onde B(T}) = P( ieT B;)>0e

por hipétese de indugao, (g((?l)) — ?(?R)) > 0, pois |S1| < |Sa]. O
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4.2 O Trabalho de Alex Scott e Alan Sokal

Para ajudar a entender o significado do resultado de Shearer enunciamos um Teorema de Scott
e Sokal que prova uma série de equivaléncias entre afirmacoes sobre o gas de rede:

Teorema 47. (Scott e Sokal-2005) Considere um gds de rede em X com interagao do tipo
carogo duro auto repulsiva determinada pelos elos do grafo G = (X, E) e seja R = (R;)zex > 0.

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) =R = (=R,).ex pertence a componente conexa do conjunto Zg" (0, +00) N (—o0, 0% que
contém o vetor nulo 0.

(2) Zg(w) > 0, para todo w satisfazendo —R < w < 0.

(3) Za(w) # 0, para todo w satisfazendo |w| < R.

(4) A série de Taylor de log Zg(w) em torno do vetor 0 € convergente em w = —R.

(5) A série de Taylor de log Zg(w) é absolutamente convergente para |[w| < R.

(6) Za(—R1g) > 0 para todo S C X, onde (—R1g), = R, quando x € S e zero caso contrdrio.

(7) Za(=R) > 0 e P(S) = (—=1)*1Z5(=R; S) > 0 para todo S C X, onde

Za(w;S) = Y ] w. (4.18)

Tel(G) z€T
SCTCX

(8) Eziste uma medida de probabilidade P definida em 2% tal que P(0) > 0 e para cada S C X
Y P(T)= <H wx) I way |- (4.19)
T:T2S zeS {z,y}Cs

Lembre que se x # y entao W(x,y) =0 se, e somente se, xy € E.

FEziste uma tnica probabilidade (chamada Medida de Shearer) satisfazendo estas
condicoes e esta € definida por

P(8) = (=1 Z5(-R; 9),

para todo S C X. Em particular, P(()) = Zg(—R) > 0.
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Prova: Ver [35] pagina 17.

Na verdade boa parte deste teorema ¢é véalido para um gas mais geral: as 5 primeiras
afirmagdes sdo equivalentes para qualquer gas com interagao do tipo repulsiva 0 < W(z,y) < 1,
nao necessariamente do tipo caroco duro. Para um estudo detalhado sobre a medida de Shearer
veja [40, 41].

Definigao 48. Denotaremos por R(G) o conjunto de todos os vetores [0, +00)* satisfazendo as
condigoes do teorema (47).

E feito um estudo sobre as diversas propriedades do conjunto R(G) em [35], em particular
temos:

Proposicao 49. Para qualquer gds de rede repulsivo (0 < W (x,y) < 1) temos que:

(a) R(G) é um aberto de [0, +00)~.
(b) Se0 <R’ <R eR € R(G) entao R’ € R(G).
(c) Se R € OR(G) em [0, +00)* entdo Zg(—R) = 0.

Prova: O item (a) é imediato do item (1) do teorema (47), e o item (b) segue direto do item (3)

do mesmo teorema. Para provar (c) lembre que OR(G) = R(G)\R(G) e suponhamos por absurdo
que R € OR(G) e que Zg(—R) > 0. Note que j& sabfamos que Zg(—R) > 0 pois R € R(G) e
Z¢ ¢ continua e positiva quando restrita a R(G). Entao, —R pertence a componente conexa do
conjunto Z;'(0,400) N (—o0, 0¥ que contém o vetor nulo 0. Para ver isso basta observar que
o conjunto —R(G) U {—R} é conexo, onde —R(G) = {—p : p € R(G)}. Assim terfamos que
R € R(G), absurdo. O

Corolario 50. Seja G um grafo de dependéncia para uma familia de eventos (A;)zex com
P(A,) = p.. Suponha que P(S) = (=118 Zg(—p;S) > 0, para todo S C X e que Zg(—p;0) =

Za(—p) > 0. Entio, P((,.x As) > 0.

reX

Prova: Imediata.

O Préximo resultado de fato é um subconjunto do teorema de Scott e Sokal mas vamos
exibir a prova deste (que é relativamente elementar) devido a sua importéancia para a compreensao
de como as duas teorias se ligam neste ponto, o que vamos garantir ¢ que a convergéncia da série
de Mayer de um gés com um grafo GG codificando a interagao implica a eficiéncia do Lema de
Lovasz com grafo de dependéncia G.
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Teorema 51. Seja G um grafo de dependéncia para uma familia de eventos (Az)ezex com
P(A,) = p.. Suponha que a série de Taylor de log Zg(w) é absolutamente convergente para

\w| < p. Entio, P((,cx Az) > Zo(—p) > 0.

Prova: Imediata se observamos as equivaléncias do Teorema 47 e o resultado de Shearer acima.
Porém, como exibiremos um novo lema garantindo que a probabilidade P((7,.y A,) é positiva
num polidisco que pode ser maior do que o estipulado pelo Lema de Lovasz dependendo do grafo
G (usando justamente a convergéncia da série do logaritmo e o critério de Fernandez e Procacci
que sobrepoe o de Dobrushin), apresentaremos a prova deste teorema usando diretamente o
resultado de Shearer. De fato, isso é reescrever parte das equivaléncias do teorema de Scott e

Sokal, essa prova também é apresentada em [6].

Para demonstrar este teorema considere, para cada ) # S C X,

Ps) = Y 0 Te.= > TICeo Iw

U:SCUCX zelU REX\(SUI'(9)) z€R yes
UEI(G) REI(G)
= ZG(_plx\SUF(;(S)) pr- (4.20)
yeS

Note que quando S nao é independente, S é uma soma de zero parcelas e portanto nula.

A restrigao de Zg(w) ao conjunto Ky = [],cy[—ps,ps] ¢ uma fungao polinomial real e
portanto continua e positiva em K = [T, [0, ps].

Como log Zg(w) é absolutamente convergente no polidisco |w,| < p,, a fungao partigao
Za(w) nao tem zeros no mesmo polidisco |w,| < p, e portanto Zg(w) nao possui zeros em

Kp = H;l;eX [_pa77 px] .

Disso concluimos que Zg(w) é positiva em todo ponto de K, pois, como nunca se anula e
¢ continua e definida em um conexo, se assumisse também valores negativos, obrigatoriamente
se anularia em algum ponto de K.

Em particular P(()) = Zg( —p) > 0 e ainda, como para todo S C X temos que o conjunto

K,se = Hwex[—pic,pfc] estd contido em K, onde p*° = {p3°},cx e

0 JZESurg(S)

4.21
P caso contrario, ( )

pY = (p-lx\sura(s)s = {
temos que Zg(w) é também positiva em K s e entao Zg(—plx\surg(s)) = 0.

Disto e da identidade (4.20) concluimos que P(S) > 0 para qualquer S C X e P(0)) =
Za(—p) > 0. O resultado segue do teorema de Shearer. O
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Agora podemos provar o resultado fundamental obtido por Shearer que mostra que obter
condigoes onde a conclusao do Lema de Lovasz é valida é equivalente a obter condigoes para que
a funcdo partigdo (polinémio de conjuntos independentes) nao se anule. Isso reduz o problema
a conseguir o maior polidisco possivel onde o logaritmo da funcao particao do gés de rede com
interacao do tipo carogo duro seja uma funcao analitica pelo Teorema 47. A prova de que é
suficiente a analiticidade do logaritmo acabamos de dar na proposi¢ao acima.

E importante ressaltar que a validade da tese do Lema de Lovéasz nao é equivalente a
nenhum critério especifico para a convergéncia, mas sim a convergéncia da série do logaritmo em
si. Isso revela que da mesma forma que apresentaremos a seguir uma melhora do lema usando o
novo critério de Fernandez e Procacci, eventuais novos critérios que surjam para a convergencia
da série de Mayer obrigatoriamente irao melhorar a regiao onde o Lema de Lovasz é eficiente,
produzindo portanto um novo lema.

Teorema 52. Pode-se aplicar o Lema Local de Lovdsz de modo a garantir que a probabilidade do
evento ﬂie[n] A; seja positiva, onde (Aj)icm) € uma familia arbitréria de eventos com P(A;) = p;
e grafo de dependéncia G se, e somente se, Zg(—p) > 0 e P(S) = (—=1)¥Z5(—p; S) > 0, para
todo S C [n].

Prova: A prova da ida faremos por contraposicao.

Se Zg(—p) = 0 e P(S) > 0 para qualquer S C [n], entdo é ficil ver que o lema
de Lovész nao é eficiente pois, pelo Teorema de Shearer é possivel construir uma familia de
eventos cujo grafo de dependéncia é G, onde os eventos tem probabilidades (p;)ic(n) mas que

P(Nicpy Ai) = P(0) = Za(—p) = 0.

Suponhamos agora que nao seja verdade que P(S) = (—1)¥1Z5(—p;S) > 0, para todo
S C [n]. Pelo Teorema 47 item (7), temos que p ¢ R(G) e lembrando que R(G) é um aberto
conexo [0,00)" contendo o vetor nulo, segue do Teorema da Alfandega que qualquer caminho
continuo que tomarmos ligando p ao vetor nulo 0 certamente interceptard a fronteira de R(G) em
[0,00)™. Portanto, existe um vetor p’ < p com p’ € IR(G) em [0, 00)" e entao, pela Proposigao
49, segue que Zg(—p’) = 0.

Temos que P(S) = (=1)¥1Z¢(—p’;S) > 0 para todo S C [n], pois p’ € IR(G) e, para
cada S fixado a funcio que associa q ao ntimero (—1)I%!Z4(—q; S) é continua e nio negativa em
R(G), portanto nao negativa também na fronteira OR(G).

Sabemos entao, pelo Teorema 46, que é possivel construir uma familia de eventos (B;)icn)
em um espago de probabilidade (£2, P(2),P) com P(B;) = p}, tal que G é um grafo de dependéncia

I

para a familia (B;);cp, com Zg(—p') = P(N

Construiremos um espaco de probabilidade e uma familia de eventos (Aj)icm) com P(4;) =

p; tal que G é um grafo de dependéncia para a familia e ]P’(ﬂie[n] A;) = 0. O caso trivial é
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quando algum dos p; ¢ 1 pois p; < p; e portanto, P(A;) = 0, assim qualquer familia (Aj)icm) com
P(A;) = p; satisfaz P([,.,; Ai) = 0.

Assim vamos considerar o caso onde p; < 1, para todo ¢ € [n].

1€[n]

Como no Teorema 46 consideramos o espago mensuravel (2, P(€2)) onde Q = {0,1}" é o
conjunto das seqiiéncias de zeros e uns e, P(£2) é o conjunto das partes de €.

Tome a familia dos cilindros (B;)icpn), onde B; = {(ai,...,a,) € Q : a; = 1} e a medida P
construida no teorema.

Considere o espaco produto (2 x Q,P(2 x ), P) com P definida por

P((\Bix () C)) =P((B:) H

i€s JeT i€s JET

l

% (4.22)

onde, fazendo a identificagao natural de  x  com {0, 1}?", para quaisquer S, T C [n] e i € [n]:
Ci=A{(a1,...,a2,) € QXX Q: a1, =1}

ﬂBZ- X ﬂC’j ={(ay,...,a2,) €EAxQ:a;,=1quandoi € SU(n+T)}
ies jer

Bi = {(al, ...,agn) eQxO: a; = 1}

Assim (C})iefn) ¢ uma familia independente de eventos e, definindo A; = B; U C; para cada
i € [n], segue que G ¢é um grafo de dependéncia para a familia (A;);c) e ainda:

o opi—p e (L= p)(p —pj)

(2

Concluimos entdo que G é um grafo de dependéncia para a familia (A;);cp,) com P(A;) = p;

P(() 4)=P([ ) BiUC) = ﬂBmﬂc <IP’ﬂB P(()B:)=0. (424)

i€[n] i€[n] i€[n] i€[n]

A volta segue diretamente do Corolario 50.
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4.3 A relacao entre as cotas inferiores para ]P’(ﬂie[n] A;)

Suponhamos que esteja fixado o grafo G' e consideramos familias (A;);cjn) de eventos em espagos
de probabilidade tais que G' é um grafo de dependéncia para estas.

O Lema Local de Lovész, Teorema 37, nos fornece um polidisco (definido pela condigao de

Dobrushin) no qual é possivel obter a cota inferior para P(ﬂie[n] A;), a saber:

Se existem (1.)zex numeros em [0,1) tais que, para cada x,

P(As) =pa <7a ] (1—7y) (4.25)

y€el'(z)

Entio P(,ex Az) > [loex (1 —r2) > 0.

A maneira de Shearer garantir que P([;c, A;) é positiva é a mesma, é produzida uma
cota inferior para a probabilidade, esta cota inferior por hipdtese é positiva e o Lema de Lovasz
estd provado. A diferenca na abordagem de Shearer é que nao é estipulado um poli-raio, exige-
se que P(S) = (- )81 Zg(—p; S) > 0 para todo S € X e que Zg(—p) > 0, nestas hipdteses
P(M,ex Ar) > Zo(—p) = P(0) > 0.

Como vimos no Teorema 47 as hipoteses exigidas por Shearer sao equivalentes a
analiticidade da funcao log Zg(w) no polidisco |w| < p. Entao agora basta lembrarmos que
no polidisco definido pela condicao (4.25) a fungao log Z(w) é analitica (Teorema ?7), ou seja,
se vale (4.25) entdo pelo Teorema de Shearer também temos que P((,.x Az) > Za(—p) =
P®) > 0.

Assim concluimos que se p, < 73 ][ cr(,)(1 —ry) para todo x € X, entao sao vélidas as
desigualdades:

B((yex Ao) > [Lex(1=7) >0 ¢ PN,y A) > Za(—p) > 0.

De fato, temos:

Proposicao 53. Seja (A;)icin) uma familia de eventos com P(A;) = p; e grafo de dependéncia
G. Se pi <1i]ljeru(1 —1j) para qualquer i € [n] entdo

P(() 4:) > Za(-p) > [[(1—7) > (4.26)

1€ [n] 1€ [’I’L]

Prova: A primeira desigualdade segue diretamente do fato de o polidisco proveniente da condicao
de Dobrushin estar contido na regiao onde valem as hipdteses do Teorema 46. Agora observe
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que na prova do Teorema 46 construimos uma familia de eventos (Bi)icp com P(B;) = p; tal
que G é um grafo de dependéncia para esta e ainda P(ﬂiew B;) = Zg(—p). Aplicando o Lema
Local de Lovész na familia (B;)ief) obtemos Zg(—p) > [];c(y(1 — i) > 0. O



Capitulo 5

Um novo Lema e exemplos

5.1 O critério de Fernandez-Procacci

Neste capitulo lembramos o critério de Fernandez-Procacci ja enunciado anteriormente o lema
que fornece uma condi¢ao menos restritiva que o Lema Local de Lovéasz usual para garantirmos
que a probabilidade da interseccao de uma familia finita de eventos é nao nula.

Seguindo a notagao dos capitulos anteriores, seja X um conjunto finito e {y,}.cx uma
familia de nimeros ndo negativos e G' um grafo tal que V(G) = X.

Para cada x € X definimos a particao restrita aos vizinhos de x por:

O () =Zrwm) = > ]k

TCTE(x) z€T
Tel(G)

e a seguinte funcao auxiliar:

2w = > []u (5.1)

TCrg(z) x€T
TeI(G)

Como a atividade 0 < p = {p, }.cx fard o papel das probabilidades e estamos interessados

na probabilidade de nenhum dos eventos ocorrerem, nos préximos enunciado para todo z € X
estamos considerando 0 < p, < 1.

42
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Teorema 54. Suponhamos que existam p = {ji; }zex nimeros reais em [0, +00) tais que, para
cada x:

g
pe < R, = =AM (5.2)
Entao, no polidisco {|w,| < ps}teex, temos
Zo(—lwl) > [T =p)™ ", (5.3)

zeX

onde ¢ (p) € a fung¢do dada em 5.1 que ndo depende de i, e satisfaz
Yo (1) = pe + 2, (1)

Prova: Veja [5, 6].

E agora podemos enunciar o principal resultado deste capitulo, nossa versao do Lema de
Lovasz:

Teorema 55. Suponha que G é um grafo de dependéncia para o familia de eventos (Az)rex €m
um espago de probabilidade (2, A, P) e que existem p = {1, }oex nimeros reais em [0, +00) tais
que, para cada x € X, P(A,) = p, satisfaz:

Ll [
pe <R, = = : 5.4
T~ Zeo () (5:4)

Entao,

Prova: Conseqiiencia da combinacao dos seguintes resultados: Teorema de Shearer 46; teorema
51, ou melhor, da prova deste teorema o qual mostra que a analiticidade do logaritmo da funcao
partigdo implica nas hipéteses do teorema de Shearer; do critério de Fernandez-Procacci (3.13)
e do resultado anterior. O]
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Comparacao entre as cotas inferiores:

Assim como no lema Lovasz usual, onde mostramos que dentro do polidisco proveniente
do Critério de Dobrushin (R, )sex, tinhamos a desigualdade Zg(—p) > 7, [Terw( —ry) e
esta cota inferior era valida se p, < 7, Hyer(x)(l —1,). Neste novo lema obtemos uma regiao
maior onde a probabilidade de nenhum dos eventos ocorrer é positiva e a cota inferior obtida é

erX (1 - px)ﬁp (u)'

Nossa nova cota sera melhor do que a do Lema de Lovéasz usual se para cada x € X
tivermos:

1— ry = S (1 _pz)‘ﬂz (1)

. 1 1/¢£P(H)
e < R, = 1-—
br = (1—1—/@)

Lema 56. Para os poli-raios dos polidiscos onde o Lema de Lovdsz é eficiente (o usual e a nova
versao) valem as sequintes desigualdades:

ou seja,

R >R, > R = Ho_ > RP 5.5
5 ) 37 () (55)

Prova: Lembremos que pela desigualdade de Bernoulli sabemos que (1+a)? < 1+absea > —1
e0<b<1 Fazendoa=r, eb=1/p." (1) obtemos

~FP
1 1/@e (1) ep r
—(l—r)VE W <2 (5.6)
<1 + um) : &y (1)
donde
/5" (1)
R,—1- ( ! ) =1 (1= )P0 > T2 R (5.7)
1+ gy Cu (1)
Como (1+ ) @57 (1) < @7 (1) temos que Ry > Ry, O

Vale a pena ressaltar que todas as desigualdades sao estritas, menos no caso onde
@o" (1) =1, ou seja, p, = 0 para todo y € I'g().

A conclusao é que melhoramos a cota inferior da probabilidade dentro do polidisco original
de Dobrushin {p, < R, } e ainda numa regido um pouco maior {p, < R,}.

[gualmente como no caso do Lema de Lovasz usual, o seguinte resultado ¢ imediato:
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Teorema 57. Suponha que G é um grafo de dependéncia assimétrico para a familia de eventos
(Ay)zex em um espago de probabilidade (2, A,P) e que existem p = {1, }rex numeros reais em
[0, +00) tais que, para cada v € X temos que P(A,) = p, satisfaz:

f [ho

p. <R, = = : 5.8
) Zreo () (58)
Entao,
J— ~FP
P(()4.) > Za(-p) = [[(1=p)*™ ™ > 0. (5.9)
zeX zeX

O Lema local de Lovéasz é usado em centenas de artigos de Combinatoéria, Teoria dos Grafos
e outras dreas, a seguir aplicamos nossa versao em alguns exemplos para mostrar a melhora nas
estimativas em relagao a versao usual do lema. O capitulo 5 inteiro de [3] pode ser reescrito com
esta nova versao do lema, refaremos alguns exemplos ja citados no texto afim de esclarecer a
diferenca entre a aplicagao de um e outro. Nossa versao do Lema de Lovasz ja foi utilizada nos
artigos [6, 9, 29] e, assim como o Lema de Lovasz usual, possui uma versao algorithmica [30].

O que fica evidente ja no enunciado do teorema acima é que o critério de Fernandez-
Procacci utiliza mais informacao do grafo de dependéncia permitindo assim que a variavel p,
(probabilidade do evento ruim) posso assumir maiores valores.

5.2 Exemplos

Aqui voltaremos em alguns exemplos para observarmos as diferencas entre o Lema de Lovész
usualmente encontrado nos textos de Combinatoria que é equivalente ao Critério de Dobrushin
e nossa nova versao obtida via o critério de Fernandez e Procacci.

Refazendo a Proposicao 42 sobre conjuntos de vértices independentes de um grafo com
grau maximo A obtemos:

Proposicao 58. Seja G = (V, E) um grafo tal que seus vértices tem grau mdrimo A e seja
V =ViuUWU..UV, uma particao do conjunto dos vértices V. em n conjuntos dois a dois
disjuntos. Suponhamos ainda que para cada conjunto V; tenhamos |V;| > 4A. Entao existe um
congunto independente W C V' de cardinalidade n que contém exatamente um vértice de cada

V.

Prova: Usamos a modelagem ja feita na Proposicao 42 e o grafo de dependéncia 14
construido. Assim, existe um grafo de dependéncia H = ((ab)aer(c), F(H)) para a familia
de eventos (Wap)aber(@) com grau méaximo menor ou igual a 2kA. E ainda, para aplicar o
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teorema 55 usando o grafo de dependéncia H precisamos calcular ou pelo menos dar uma cota
superior para Zp»&(ab), onde ab é um elo arbitrario de G.

Em vista disso, precisamos de uma cota superior para o nimero de pares de eventos
{Wea, Wg,} independentes em H tais que cd e fg que sejam adjacentes a ab no grafo H.
Claramente o nimero de pares nao excede kA2, pois temos no maximo kA eventos W,y tais
que cd seja adjacente a ab onde ou ¢ ou d nao pertence a V; U'Vj.

Nao existem trincas {Weq, Wes, Wy} de eventos cujos respectivos elos {cd, ef, gh} sejam
adjacentes a ab e independentes dois a dois em H. De fato, se {a,b} C V; UV, ja vimos que se
cd € T'y(ab), entdo c € V;UV; oud € V; UV}, o mesmo vale para ef e gh. Assim, cada um dos
eventos do conjunto {W,q, Wes, Wy} deveria satisfazer as seguintes condigoes simultaneamente:
cada um dos seus indices (elos de ) deveria ter pelo menos um vértice em V; UV} e os eventos
deveriam ser independentes dois a dois, o que é impossivel. Assim:

Zps (ab) < 14 2kAp + KA = (1 + kAp)?. (5.10)

Para aplicar o Teorema 55 usando o grafo de dependéncia H, observamos que

1 p
fp) = Ze-, (@) > R (5.11)

onde p = (ftap)aver(c) € tal que figy = p > 0 para todo ab € E(G).

Como o lado direito da desigualdade acima assume seu valor maximo em pg = i, pelo
Teorema 55, se p < 1/4kA < f(uo) entdo a probabilidade de nenhum dos eventos da familia
(Wab)abeE(c) ocorrer é positiva.Isso conclui a prova, pois p = 1/k* e entdo p < 1/4kA se, e
somente se, k > 4A.

O

Como vimos em 42, se usdssemos o Lema de Lovéasz original precisariamos exigir que
[Vi] > 2eA ao invés de |V;| > 4A.

Sobre este problema de encontrar o tamanho minimo que devemos impor aos elementos
da particao afim de garantirmos um conjunto independente de vértices cabe citar o fato de que
é conhecida a constante optimal deste problema, ou seja, ja provamos que o resultado funciona
para |V;| > ¢.A onde ¢ = 2.e e agora para ¢ = 4(em particular para qualquer valor maior que
este). J& era conhecido nao ser possivel (através de contra-exemplos) que ¢ nido poderia ser
menor que 2 e conjecturado por Reed que ¢ era o menor valor, a conjectura foi provada por
Haxell em 2001 [25] usando outras técnicas e nao ¢ conhecida uma prova deste fato usando o
método probabilistico.
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Proposicao 59. Seja G = (V, E) um grafo tal que seus vértices tem grau mdrimo A e seja
V=VuWU..UV, uma particao do conjunto dos vértices V' em n conjuntos dois a dois
disjuntos. Suponhamos ainda que para cada conjunto V; tenhamos |V;| > 97%. Entao existe um
congunto de vértices W C V' de cardinalidade n que contém exatamente um vértice de cada V;
cujo o grau mdzimo do grafo induzido (W) é 1. Ou seja, (W) é formado por vértices isolados e
elos independentes.

Prova: A prova é muito semelhante a da proposi¢ao anterior. Assumimos que cada conjunto
V; tem cardinalidade k, onde k é a menor dentre as cardinalidades dos conjuntos V;, 1 <i < n.

Escolhemos um conjunto W de n vértices, um de cada conjunto V;, aleatoriamente e
independentemente segundo a distribuicao uniforme em cada V;.

Seja T' o conjunto de trincas de vértices t = {a,b,c} de G tais que o grafo induzido ()
contém pelo menos dois elos de G. Para cada t € T consideramos W; o evento “W contém todos
os vértices de t”.

Assim, P(W;) = p = 1/k?, se todos os trés vértices de ¢ pertencem a diferentes V; e
P(W;) = 0, caso contrario. Se a € V;, b € V; e ¢ € Vj, entao o evento W; é mutuamente
independente da familia de eventos composta por todos os outros eventos Wy tais que todos os
vértices de t' = {d’,V/, '} nao pertencem a V; U'V; U Vj.

Entao, existe um grafo de dependéncia H = ((t)ier, E(H)) para a familia de eventos
(Wi)ier com grau maximo menor ou igual a %. Podemos tomar H sendo o grafo de
dependéncia para a familia (W});er com menor numero de elos possivel, ou seja, existird um
elo de H entre duas trincas t e t’ se, e somente se, W; e W, forem dependentes.

Seja t = {a,b,c} C V;UV,;UV;. Pela definicao do grafo H temos que se t' € I'y(t) entdo
adeV,uV;UVyoub € V;UV,;UV, oucd € V;UV; UV, disto segue que [I'gy(t)] < %. O
valor % é obtido observando que cada vértice de V; esta ligado a no maximo A vértices de G
e que V; possui k vértices. Isso totaliza kA elos incidentes em algum elemento de V;, cada elo
destes é adjacente a no maximo (A — 1) outros elos em cada um de seus vértices, resultando no

% elementos t' € T tais que t' € I'};(t) e ¢’ possui pelo menos um vértice em V;.

O mesmo é valido para V; e Vj, donde segue que |I';; ()| < %. Na verdade, pode-se afirmar
que [Ty ()] < #E5=H

Para aplicar o Teorema 55 usando o grafo de dependéncia H temos que calcular, ou pelo
menos dar uma cota superior para Zr: (t) onde t € T.

maximo de

mas usaremos a cota mais gI‘OSSGiI‘&.

Fazendo uma analise parecida com a da proposicao anterior temos que:

9 2 3 2 ? 2 3 2 ’ 3 3 2 ’
Zr, () S 1+ SkA u+3(§m) 2+ (5“) [ = (1+§m u) (5.12)
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e, portanto

. H p
I = 70 % (13 kam) (5.13)

onde p = (pg)ier é tal que py = p > 0 para todo t € T

Derivando e igualando a zero a expressao do lado direito da desigualdade acima, o valor
para o qual a expressao assume seu valor maximo é g = ﬁ.
Pelo Teorema 55, se p < m% < f(po) entao a probabilidade de nenhum dos eventos da
familia (W});er ocorrer é positiva. Em particular, com probabilidade positiva nosso conjunto
aleatério W é tal que (W) é formado por vértices isolados e elos independentes, contendo um

vértice de cada V.
Isso prova a proposicao, pois p = k% e entao p < m% se, e somente se, k > Q—AB =~ 3, 18A.
O
Em 1991 Filip Guldan [23] havia obtido o mesmo resultado usando o Lema de Lovdasz usual,
a condicao exigida por Guldan foi k > %.

Voltando a Arvoricidade Linear:

Agora podemos provar a conjectura da arvoricidade linear para grafos regulares com cintura
suficientemente grande:

Teorema 60. Seja G um grafo reqular de grau d. Suponhamos que d seja par e que a cintura g
do grafo seja tal que g > 8d. FEntao,

e = 451

Prova: Seja cada P uma componente conexa de G.

Suponhamos que V(P) = {wv,vs,...,v,} e, como cada vértice de P tem grau par
pois d é par, segue que P ¢ euleriano e, portanto, existe uma trilha fechada C =
(w1, €1, W, ..., wy_1, €0, wy) que utiliza todos os elos de P; aqui wy = wy, £ = |E(P)| e para

todo 1 <1 </, e; = {w;, w1}

A trilha naturalmente induz uma orientacao nos elos de P da seguinte forma, para cada
trinca (wy, €;,w;+1) na sequéncia alternada de vértices e elos presente em C, tomamos o elo
orientado (w;, w;y1).

Consideramos o grafo bipartido H onde V(H) = AU B, A = {a,a9,...,a,} ¢ B =
{b1,b2,...,b,} tal que {a;,b;} € E(H) se, e somente se, (v;,v;) é um elo orientado de P, de



CAPITULO 5. UM NOVO LEMA E EXEMPLOS 49

acordo com a orientacao induzida por C'. Como P é d-regular, cada vértice v de P estara
presente em d elos orientados de P, metade deles na primeira coordenada e na outra metade v
estara na segunda coordenada.

Assim, H é bipartido e d/2 regular. Portanto pelo exercicio 5 existem d/2 emparelhamentos
perfeitos disjuntos de H (M;, 1 <i < d/2) tais que E(H) = My U My U ... U Myys.

Cada emparelhamento perfeito M; de H corresponde a um subgrafo gerador de P que ¢
regular de grau 2 ou seja, um ciclo que passa por todos os vértices de P.

Concluimos entao que cada componente conexa de G pode ter seu conjunto de elos
particionado em ciclos cujo o conjunto dos elos de cada ciclo sao disjuntos dois a dois.

Aplicando este raciocinio acima a cada componente conexa de G separadamente, segue
que E(G) = E(F1) U E(F,) U ... U E(Fy/2) onde E(F;) é a unido dos elos do subgrafo gerador
em (G cujos elos sao provenientes de todos os ciclos referentes ao emparelhamento M;; cada
componente conexa contribui com um ciclo. Assim, F; = C;; UC;, U...U ;. onde r é o nimero
de componentes conexas de G e os C;, (1 < j < r) sao ciclos em diferentes componentes conexas.

Por hipétese, temos que |E(Cj;)| > 8d para qualquer ciclo Cj; e quaisquer 1 < i < d/2,
I<j<r.

Seja L o grafo de linhas de G, ou seja, V(L) = E(G) e dois vértices de L (elos de G) sao
adjacentes se, e somente se, os dois possuem um vértice de G em comum. Como G é d-regular,
segue que L é (2d — 2)-regular.

A familia (V;;)1<i<a2 de conjuntos de vértices de L, formada por elos dos ciclos Cj;, ou seja
1<j<r

Vi, = E(Cy,), satisfaz |V;,| = |E(C;,)| > 8d > 4(2d —2). Pela Proposicao 58 segue que existe um
conjunto de vértices independentes M em L contendo exatamente um vértice em cada V.
Desta forma M é um emparelhamento em G e F;—M = (C;, —M)U(C;,—M)U...U(C;, — M)
¢ uma floresta linear. Ou seja, os subgrafos M, Fy — M, F, — M, ..., Fyjo — M sao d/2+1 florestas
lineares que cobrem todos os elos de G, donde la(G) < d/2+ 1= [(d+1)/2]. O

Comentario: A prova do teorema anterior contém o conhecido resultado de Petersen que diz
que todo grafo regular de grau par pode ser fatorado em subgrafos regulares de grau 2.

Corolario 61. Seja G um grafo reqular de grau d, suponhamos que d seja par e que a cintura g
do grafo seja tal que g > 8d. Entdo os elos de G podem ser particionados em d/2 + 1 subgrafos
de G, um emparelhamento perfeito e d/2 drvores lineares.

Teorema 62. Seja G um grafo reqular de grau d. Suponhamos que d seja par e que a cintura g
do grafo seja tal que g > 3—%. Entao os elos de G podem ser particionados em d/2 + 1 subgrafos
de G, d/2 florestas lineares e uma floresta linear cujas componentes conexas sao caminhos de
comprimento 1 ou 2.
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Prova: Basta repetir a mesma demonstracao do teorema anterior e ao invés de usar a
Proposicao 58, utilizar a 59.

Teorema 63. Seja G = (V, F) um grafo reqular de grau d onde d € impar. Suponhamos que G
possua uma emparelhamento perfeito Fy e que a cintura g do grafo seja tal que g > 16d. Entao:

Cd+1

la(G) 5

Prova: O grafo G' = (V, F — Fy) é d regular, onde ' = d — 1 é par.

Como antes, sendo d’ par, E(G') = E(F1)UE(F;)U...UE(Fy/,), onde E(F;) é a uniao dos
elos de um subgrafo gerador em G', F; = C;, UC;, U...UC; onde r é o nimero de componentes
conexas de G’ e os C,-j(l < j <r) sao ciclos em diferentes componentes conexas.

Por hipétese, temos que |E(Cy;)| > 16d para qualquer ciclo Cj; e quaisquer 1 <1i < d'/2,
I<j<r.

Tomamos agora o grafo H = (F — Fy, E(H)), onde V(H) = F — Iy = U E(C;;) é o

1<j<r
1<i<d’/2

conjunto de vértices de H e dois destes vértices sao adjacentes em H se, e somente se, os dois

possuem um vértice de G em comum com um mesmo elo de Fj. Como G é d-regular segue que
L é (4d — 6)-regular.

A familia (Vij) 1<i<as2 de conjuntos de vértices de H formada por elos dos ciclos C’Z-j, ou seja
1<5<r

=
Vi, = E(Cy,), satisfaz |V;,| > 16d > 4(4d —6). Pela Proposicao 58 existe um conjunto de vértices
independentes M em H, contendo exatamente um vértice em cada V;,.

Assim, M U F, é uma floresta linear cujas componentes conexas tem comprimento 1 ou 3.
) 0

E ainda, M é um emparelhamento em G e F; — M = (C;;, — M)U(Cy, — M)U...U(C;, — M)
sao florestas lineares para todo i. Ou seja, os subgrafos M U Fy, Fy — M, Fo — M, ..., Fyy ;o — M sao
d’'/2+1 florestas lineares que cobrem todos os elos de G, donde la(G) < d'/2+1 = (d—1)/24+1 =
(d+1)/2. O

Esse mesmo resultado havia sido provado por Alon [4] onde se exigia g > 100d e foi
melhorado para g > 32d em [23].

Desta forma, mostramos que a conjectura da arvoricidade linear é valida para grafos
regulares com cintura suficientemente grande g > \9/—% quando d é par e, para g > 16d quando
d é fmpar, de forma que no caso impar exige-se que o grafo possua um subgrafo que é um
emparelhamento perfeito.

Existe uma literatura razoavel em Teoria dos Grafos tratando de grafos regulares com
cintura grande, ver por exemplo, contando inclusive com uma famosa construgao explicita (sem
usar métodos probabilisticos) de uma familia deste tipo de grafo, [13] pag. 112.
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Para ver mais sobre a conjectura da Arvoricidade linear veja [3], pag. 73.

Latin Transversal

Definicao 64. Seja A uma matriz n x n com entradas a;j. Suponha que a;; sao inteiros para
todoij =1,...,n. Uma permutacao o : {1,2,...,n} = {1,2,...,n} i+ o(i) é chamada Latin
transversal de A se as entradas ai,;y com i =1....,n sdo todas distintas.

Proposicao 65. Seja A uma matriznxn ek < (n—1)/(256/27). Suponha que nenhum inteiro
aparece em mais do que k entradas de A. Entao A tem um Latin transversal.

Prova: Seja o uma permutagao de {1,2,...,n} escolhida aleatoriamente de acordo com
distribui¢ao uniforme. Denote por 7' o conjunto de todas as quatro-uplas ordenadas (i, j,4, ")
tais que i < 7', j # j' e a;j = ay;. Para cada (i,7,7,j") € T, seja A;jvj o evento que o(i) =j e
o(i)=j"

Claramente, A;ji;» tem probabilidade m de ocorrer e qualquer permutagao o tal que
A;jirj ocorre nao é Latin transversal. Por isso, um Latin transversal de A existe quando uma
probabilidade nao-nula de nenhum do eventos A;;;; ocorrerem existe. Definimos, entao, um
grafo G cujo conjunto de vértices é T', onde dois vértices (i, 7,7, j') e (p,q,p’,q’) sdo adjacentes

se, e somente se, {¢,7'} N {p,p'} #0 ou {j,j'} N{q,q} #0.

Esse grafo tem grau maximo menor do que 4nk. De fato, para (i, j,4,5’) fixos, podemos
escolher (s,t) de 4n maneiras diferentes com s € {i,i'} ou t € {j,j'} para (i,j,7, ') dados, e
entao, uma vez (s,t) é escolhido, temos menos do que k escolhas para (¢,t') diferente de (s, 1),
tal que agy = agy, uma vez que, por hipotese, existem no maximo k entradas de A com o mesmo
valor.

Assim, temos menos do que 4nk quatro-uplas (s,t,s',t') tais que s =i ou s =14 out =j
out=j', com ag = agy. Agora, para cada uma das quatro-uplas (s,t,s’,t'), podemos associar
as quatro-uplas (p,q,p',q) = (s,t,s',t') se s < s’ ou as quatro-uplas (p,q,p',q) = (s',t,s,t) se
s < s.

Nao ¢ dificil ver que G é um grafo de dependéncia assimétrico para a familia de eventos
Aijiryr, ou seja
— 1
P(Aiji’j’| m qup’q’) <

(p,9,0",q")EY n(n B 1)

para quaisquer (i, 7,4, j') € T e qualquer conjunto Y dos membros de T' que nao sao adjacentes
em G para (i,j,7,j'). Portanto, podemos aplicar Teorema 40 para o grafo lopsidependency G
com o conjunto de vértices T" descritos acima. Tome p, = 1 > 0, para todo x € T, e observe que
o conjunto de vértices em I';((7, 5,7, j")) é, pela construgao anterior, a unido de 4 subconjuntos,
cada um com cardinalidade méxima nk tais que todos os vértices em cada um desses quatro
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subconjuntos sao adjacentes. Logo, para tal grafo G,

Zre, ((3,5,7,3)) (1) < (1 + nkp)*

I 1 _
Zea(d, 270 () = ks~ W

Como o lado direito assume seu valor maximo em gy = ?ﬂ%k, podemos usar o Teorema 57 na

regiao p = n(n;_l) < 27/256nk = f(po), o que é equivalente a dizer que k < (n—1)/(256/27). O

A mesma proposi¢ao com 4e em vez de 256/27 é provada em [3] pag. 73, usando a versao
do Lema Local de Lovasz usual.
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