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ABSTRACT. In this work we study a class of Secant-like iterations for solving
nonlinear and non-differentiable equations in Banach spaces. We consider a
condition for divided differences which generalizes those usual ones, i.e, Lips-
chitz continuous and Hoélder continuous conditions. A semilocal convergence
result is obtained. For that, we use a technique based on a new system of recur-
rence relations to obtain domains of existence and uniqueness of the solution.
Finally, we apply the result obtained to a numerical example.

1. INTRODUCCION

En este trabajo consideramos operadores F' : £ C X — Y, donde € es un
dominio abierto y convexo en el espacio de Banach X, siendo Y también un espacio
de Banach. Entonces, nos planteamos aproximar una solucién de la ecuacion

(1) F(z)=0.
Uno de los métodos més utilizado para resolver ecuaciones no lineales es el conocido
método de Newton [4]:

Tyl = Ty — F’(xn)le(xn), 20€Q, n>0.

Sin embargo, si F' no es diferenciable, este método no es aplicable, ya que requiere
evaluar F’(x,) en cada paso. Una opcidn elegida, para solventar esta dificultad, ha
sido considerar diferencias divididas. Recordemos que un operador lineal y acotado
[z,y; F] : Q C X — Y se dice una diferencia dividida de primer orden para F' en los
puntos z e y (z # y) si cumple la siguiente igualdad:

(2) [z, Fl(z —y) = F(z) = F(y).

Pues bien, este operador se ha utilizado para aproximar la primera derivada Fréchet

de F. Asi, utilizando esta nocidn, se ha estudiado el método de la Secante [3]:
Tnt1 =T — [Tn- 1,205 F] F(zn), @0, 21 €Q

El método de la Secante es 1til cuando F' no es derivable o es dificil de calcular
F’, pero es més lento que el método de Newton. Recordemos que, mientras que el
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método de Newton tiene convergencia cuadratica, el método de la Secante tiene R-
order de convergencia (1 + /5)/2 (ver [5]).

Pues bien, en este trabajo, construimos una familia uniparamétrica de procesos
iterativos de tipo Secante, dada por el siguiente algoritmo:

x_1, xg € )
(3) Yn = A + (1 = Nzxp_1, X€][0,1],
Tpt1 = Tn — [Yn, Tn; F]ilF(xn)'

Estos métodos se pueden considerar como una generalizacién del método de la Se-
cante, y mantienen la caracteristica de no necesitar la evaluacion de la primera
derivada Fréchet del operador en su aplicacién.

Observemos que (3) se reduce al método de la Secante si A = 0 y al método
de Newton si A = 1, porque z,, = y, y en este caso es conocido [5] que, si F' es
diferenciable Fréchet, [y, zn; F| = F'(z,).

En el caso real, para los métodos (3), es claro que cuanto mas préximo esté
a Yn, Mas alta serd la velocidad de convergencia. Por ello, considerar los procesos
iterativos dados en (3) nos permitird aproximarnos més rdpidamente a la solucién
que el método de la Secante y la velocidad de convergencia se aproximard a la del
método de Newton cuando A se acerque a uno. Ademads, evitamos la computacién
de F'(x,) en cada paso.

La convergencia del método de la Secante para aproximar la solucién de (1)
ha sido estudiada por otros autores ([1], [2], [5], [6]). La suposicién béasica es que
las diferencias divididas sean Lipschitz o Holder continuas. En este trabajo, para
estudiar la convergencia de los procesos iterativos (3), nos proponemos generalizar
esta condicién, y asi, sélo exigiremos que la diferencia dividida verifique

(4) [z, y; F] = [o,w; Fl| < w([|z = o, lly = wll),  z,y,0,weQ,

siendo w : Ry xR; — R, continua y no decreciente en ambas componentes.

Es conocido [1] que, si para x,y € ) existe una diferencia dividida cumpliendo
una condicién de tipo Lipschitz o Holder en €2, entonces existe la derivada de Fréchet
de F en () y satisface

[z,2; F] = F'(z), z€Q.

De igual manera, es facil probar que dicha igualdad también se verifica con la con-
dicién (4) siempre que w(0,0) =0. Sin embargo esta condicién obligard a que el
operador F sea diferenciable, situacién que nosotros no contemplamos.

Estudiaremos la convergencia semilocal de (3) mediante una nueva técnica que
utiliza relaciones de recurrencia. Queremos hacer notar, la inestimable ayuda que
supuso para nosotros, la participacién del profesor J. Javier Guadalupe (Chicho) en
el desarrollo de este procedimiento.

Entonces, dadas las caracteristicas consideradas, esta familia uniparamétrica nos
permitira solucionar el problema de aproximar una solucién de (1) de forma reducida
en cuanto al coste operacional, y efectiva en cuanto a la velocidad de convergencia.

Para finalizar el trabajo se hace un estudio practico de esta familia uniparamétrica
aplicando los resultados de convergencia obtenidos a un ejemplo numérico.
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2. ESTUDIO DE LA CONVERGENCIA SEMILOCAL

Si contemplamos la situacion en que el operador F' no sea diferenciable, no exigire-
mos que la funcién w verifique w(0, 0) = 0. Esto nos obligara a considerar A € [0, 1).
Nuestras condiciones iniciales serdn
(D: Nz — ol = a,
(I1): existe Ly~ ' = [yo,xo;F]fl tal que ||[Lo™ Y| < B,
(I): [[Lo™ " F(xo)]| <,
(IV): H[xvya F] - [’U,’LU; F]H < W(H.’E - ’UH, Hy - ’LUH), para x,y,v,w € Q; siendo
w: Ry xR — Ry continua y no decreciente en ambas componentes.
Consideramos las notaciones siguientes:
__Bun+ (A= Na,n) b(ur) = Bw (X =Nn,n)
1—Bwdn+ (1 —-XNa,n)’ 1—Bwlu+(1—Na,u)’
entonces ya estamos en condiciones de obtener un resultado de convergencia semi-
local valido para operadores no diferenciables.

Teorema 2.1. Sean xzg,z_1 € Q y A € [0,1). Suponemos que, para cada par de
puntos distintos x,y € Q, existe una diferencia dividida [x,y; H] € L(X,Y). En las
condiciones (I)-(IV), suponemos que la ecuacion

(5) uz(%l)(w—Fl)n

tiene al menos una solucion positiva, sea R la solucidn positiva mds pequenia. Si
Bw(R+ (1 —Nao,R) <1, b(R) <1y B(xo,R) CQ, la sucesion {x,} dada en (3)
estd bien definida y converge a una tnica solucion xz* de F(x) = 0. Ademds, la
solucion x* y las iteraciones x,, pertenecen a B(xg, R).

Demostracion. Para simplificar la notacién , denotaremos [yy,, zn; F| = L, y b(R) =
b. En primer lugar probaremos, por induccién, que la sucesién dada en (3) estd bien
definida, es decir, que en cada paso el operador diferencia dividida [y, z,,; F'] posee
inverso y el punto obtenido x,, 1 esta en €.

De las hipétesis iniciales se sigue que 1 estd bien definido y ||z1 — z¢|| <71 < R.
Por tanto, 1 € B(zg, R) C Q.

Utilizando (IV) y que w es no decreciente en ambas componentes, resulta

11 = Lo Lall < [Lo™ |l 1Lo = Lall < 1Zo™ Hlw(llyr = olls [l21 — oll)
< |1 Lo~ w21 — aoll + (1 = Ao — -l [}z — o)
< w4+ (1= Na,n) < fu(R+ (1 = Na, R) < 1,
y por el lema de Banach existe Lyt y

1)< A )
T 1= pw(An+ (1= Na,n)

Por (2) y (3), obtenemos
F(z1) = F(xo) — w0, 15 Fl(zo — 21) = (Lo — [0, 15 F]) (w0 — 21).

[ L1




32 M. A. HERNANDEZ Y M. J. RUBIO

Entonces, por (IV), se tiene
[F(z)ll < lllzo, 215 F] = Lol l|#1 — 2oll < w ([lzo — woll, [lx1 = ol]) [l1 — zoll
< w (1= Na,n) lla1 — woll < w (R+ (1= Na, R) [la1 — aol.
Como x5 estd bien definido, por estarlo F'(z1) y L7, se sigue

B ((1— Nv,n)
I T @ D

Por otro lado, teniendo en cuenta que R satisface (5),

(6) llwz = 21| < Lo~ [1F (1)

lz1 — 2ol = allz1 — zol|-

(1) Nlze —zol| < [Jwe — 21| + |l21 — 20|

Bw ((1 = Nev, )
T B~ Nan)

+ L [lz1 =zl < (a+1)n < R,

luego, xz2 € B(xo, R) € Q.
Andlogamente a lo realizado en el paso anterior, tenemos que
11 = Lo La|l < |1 Lo~ || | Lo = Lall < Bw(llyz = wolls [lz2 — o))
< Pw(llyz = zoll + [lzo — yoll, lz2 — zol]) < fw(R + (1 =N, R) <1
y por tanto, obtenemos

71H S ﬂ )
1 —-pw(R+(1-XNao,R)

Tomando normas en la igualdad

F(z2) = F(x1) — [v1,22; F|(21 — 2) = (L1 — [21, 22; F]) (71 — 22),

[| L2

se tiene

[F(z2)ll < ll[w1, w2 F] = La|| [z — 21|
w (1 = Mlwr = zoll, lz2 — z1]]) [z — 21 ]| < w (1= A)m,0) 22 — 2.
Entonces se sigue
(8)

|3 — 22| < [|La7 Y| [|F(22)

| < — Dl = A, )
T 1-pw(R+(1-Na,R)

En consecuencia, por (5), (6), (7) y (8), se tiene

lz2 — z1| = bl|z2 — 21].

lzs — zoll < [|z3 — 22| + |22 — 20| < b||l22 — 21| + [[22 — 20|
< (ba+a+1)|zr —xol]| < (ba+a+1)n < R.

Por tanto, z3 € B(zo, R).
Probaremos, por induccién sobre n, las siguientes relaciones para n > 2:
IH < ﬂ )
“1-PwR+(1-XNo,R)
(iin): lens1 — 2all < bl — 2ol <+ < 0" V2o — a1 <.

(in): 3Ly~ = [yn, 20 F]™' tal que ||Ln~
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Suponiendo que los operadores lineales L; son inversibles y z;11 € B(zo, R) C
para todo j =1,...,n— 1, obtenemos
11 = Lo~ Lall < Lo~ | 120 = Lall < Bw(llyn = yoll, lzn — zoll)
< Pw(llyn — xoll + lzo = yoll, lzn — zol]) < fw(R + (1 = Me, R) <1,

y por tanto,

71H < ﬂ )
T 1-BwR+(1-Na,R)
De (3) y de la definicién de diferencia dividida (2), podemos escribir
F(xn) = F(xnfl) - [$n,1,$n; F](xnfl - xn) = (Lnfl - [$n,1,$n; F]) (xnfl - xn)

Tomando normas en la igualdad anterior, por (IV) se tiene

([ Ln

[F(@n)ll < [[[zn—1,2n; F] = Lyl 20 — 2n-1]|
Sw (I =Mwn—1 = znal, [lon = znal) [[2n — 2n 1]
<w (X =Xn,n)llen — znal-
Asi,
Pw (L = N)m,n)
—Pw(R+ (1 —MNa, R)
=bllxy, — zpa]] < b"ilﬂxz — 21 <.

-1
[ont1 = 2all < (Lo 1E(@a)ll < 1 [#n = znll

Por tanto, de (5) y (i), se sigue

lzn+1 — zoll < [znt1 — zull + |20 — Tn—all + -+ [[z2 — 21| + |21 — 20|
n

b
ot 1] llz1 — ol

_ n— 1_
< [bn L A 2_|_..._|_1] lze — z1|| + [|z1 — o] < [1

a
< |——+1|n=R.
=k
Luego, 41 € B(xo, R) € Q y la induccién estd completa.

En segundo lugar probaremos que {z,} es una sucesién de Cauchy. Para m > 1
y n > 1 se tiene

1Tntm = Znll < | Tnsm — Tagm_tll + | Tnrm—1 — Tngm—2| + -+ [|[Tny1 — 20|
1-m

ST 1 [l = 2l € T

lZn+1 — 2nl|

1
< mb"71|\x2 - .’ElH

En consecuencia, {z,} es una sucesién de Cauchy y converge a x* € B(xg, R).
Por ultimo, veamos que z* es una raiz de F'. Como

[E(@n)ll <w ((1=Nn,n) 20 — 20,

¥ |Zn — Zn—1|| — 0 cuando n — oo, se tiene F'(z*) = 0.
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Para probar la unicidad, suponemos que existe otra solucién y* € B(zo, R) y
consideramos el operador A = [y*, 2*; H]. Como A(y* — z*) = F(y*) — F(z*), si el
operador A es inversible, entonces z* = y*. Pero,

Lo~ A= 1| < ILo™ "Il lA — Loll < Lo~ lllly*, =*s H] — [yo, o; H]]|
< Pw ([ly" = woll, lz" = zoll) < Bw (" — @oll + [lzo — woll, [l* — o)
<fPw(R+(1-No,R)< 1

y por tanto, existe el operador A1, O

3. EJjeEMPLO NUMERICO

Ahora, aplicamos el resultado de convergencia semilocal obtenido al siguiente
sistema:
) 2 —y+1+43z-1=0,

v +a— T+ 3yl =0.

Sea el operador F : R? — R? dado por F = (F, F»). Para z = (z1,22) € R?
tomamos Fy(x1,12) = 212 — w9 + 1+ %|x1 — 1|, Fo(z1,22) = 2% + 21 — 7+ %|x2|.

Asimismo, consideramos la norma ||z|| = [[z|, = 112;’2(2 |7;| en R?, y la corres-

71’7

pondiente norma matricial para A € R? x R2:
2

Al = 112?2‘22 |ag]-

j=1
Por otra parte, para v,w € R?, tomamos [v,w; F] € £(R? R?) como

Fi(v1,w2) — Fi(wr, w2) Fi(vi,v2) — Fi(v1, wa)

[v, w; Fli1 = , (v, w; Flig = yi=1,2.
V1 — w1 V2 — W2
Por tanto
2 2
v —wj 1 1 o1 —1]—|wi—1] 0
[v, w; F] = (”11““ vgwg> 3 ( . [va|—[ws |
V2 — W2 V2 — W2
y

2
e,y F] = [o,w; FII| < flz = ol + [ly — wi| + 5-

A la vista de esta desigualdad y de (IV), consideramos la funcién

w(u, ue) = u1 + ug + g

En primer lugar, aplicamos el método de la Secante, tomando (A = 0) en (3) para
aproximar la solucién de F'(z) = 0.
Elegimos z_1 = (0.9,1.1) y 20 = (1, 1); después de tres iteraciones obtenemos

zo = (1.06867,2.18207) 'y 2z3 = (1.14038,2.34476).
Entonces, considerando x_1 = 29 y g = 23, resulta:

a =0.162691, [ =0.479385, = =0.0199155, a = 0.240801.
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En este caso, la ecuacién (5) tiene como solucién R = 0.0256167; ademas,
Bw(R+ (1 —N)a, R) =0.209082 < 1

y b(R) = 0.158834 < 1. Por tanto, se cumplen las hip6tesis del teorema 2.1, lo cual

nos asegura la existencia de una tinica solucién de la ecuacién F'(z) = 0 en B(xg, R).

En segundo lugar, tomando A = 0.99 en (3), se cumplen las condiciones de con-

vergencia un paso antes, considerando r_1 = 21 y xg = 23:

z1 = (1.55676,3.05109), zo = (1.22744,2.42526),

ya que,

R =0.0803703,

a = 0.625827, [ =0.433589, n =0.066004, a = 0.184859,
Bw(R+ (1 —N)ea, R) =0.168762 < 1, b(R) =0.150689 < 1.
Finalmente, obtenemos la solucién aproximada z* del sistema (9):

x* = (1.15936,2.36182).

En la Tabla 1 se muestran las acotaciones ||z* — z,|| para las iteraciones x,

generadas por los métodos (3) para distintos valores de A\. Como se puede observar,
cuanto mayor es A, mayor es la velocidad de convergencia de los procesos (3).

TaBLA 1. Estimaciones de los errores para diferentes valores de A en (3)

A=0

A=0.25

A=0.5

A=0.75

A =0.99

6.04841 x 1071
1.79753 x 10~ ¢
1.8976 x 1072
9.39474 x 107%
7.42629 x 1076
2.64814 x 1077

o U W N =3

6.25523 x 1071
1.08581 x 10~ ¢
7.86512 x 1073
1.47586 x 104
3.56366 x 1077
1.53042 x 10~ 1!

6.46627 x 1071
4.51011 x 102
2.47721 x 1073
1.12474 x 107°
2.46324 x 107°
2.88658 x 10715

6.68166 x 10!
3.66444 x 1072
1.80847 x 1073
7.20012 x 10~¢
1.24707 x 107°
8.88178 x 10716

6.89267 x 1071

6.80791 x 1072

2.07502 x 1073

2.18935 x 10~°

1.89109 x 101!
0.0

(1]
(2]
(3]

[4]
[5]

[6]
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