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ABSTRACT. We consider the sequence of varying measures du, = IWdW’
n
where du is a positive Borel measure on the unit circle and {Wy (2)}nen is a
sequence of polynomials whose zeros lie in {|z| < 1}. The aim of this paper is
to study some properties of the zeros of the sequence of polynomials {®,(z)}

where ®,,(z) is the n-th orthogonal polynomial with respect the measure dpr, .

1. INTRODUCCION

Sea {dpuy} una sucesiéon de medidas positivas, finitas y de Borel en [0, 27) con
infinitos puntos en su soporte. Para cada n € N, denotaremos con ¢, (dun; z) el
m-ésimo polinomio ortonormal respecto de la medida du,, con coeficiente principal

Km (dptyn) > 0.
La clase de medidas variantes més estudiadas es la definida por
dp
(1) dpin = )
[Wa(2)2

donde dp es una medida positiva y de Borel sobre el intervalo [0, 27) cuyo soporte
tiene infinitos puntos y para cada n, W, (z) es un polinomio a lo sumo de grado n
con todos sus ceros en {|z] < 1}.

Los polinomios {@.,(dun,; 2)} aparecen en el estudio de los aproximantes multi-
puntuales de Padé de las transformadas de Markov de las medidas dy ([7]) y en dicho
trabajo juega un papel importante el comportamiento asintdtico de los ¢y, (dpn; 2).
Los resultados sobre asintéticas de los polinomios ¢, (du,; 2) exigen que los ceros
de W, (z) se comporten de una manera determinada, lo que puede plasmarse en la
llamada condicién de admisibilidad (ver, por ejemplo, [9]).

Ademss, los {¢m, (dpn; z)} juegan un papel importante en la extensién de la teoria
de Szegé para funciones racionales. Como puede verse en [8] y [11], una familia de
funciones ortogonales {@, m }1—o puede expresarse en la forma

- pm(dpa; 2)
<;On,m - Wn(Z) )
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donde, como indica la notacién empleada, ., (dpn,; 2) es el m-ésimo polinomio or-
tonormal respecto de la medida variante de.
n

En lo que sigue consideraremos la familia de polinomios {@., (dun; 2) } 50—, n € N,
asociada a la sucesién de medidas (1) donde los W, (z) vienen definidos mediante

Wo (Z) = 1,
Wi(z) = (2 — wp)Wp_1(2), n > 1,
siendo {wy, }52; una sucesién de nimeros complejos sobre el disco unidad, es decir

|wn| < 1 para todo n. Supondremos, ademds, que [ du, < co para todo n € N. Se
tiene pues

1 [ _ 0, k#m ,
dpin; m(dpin; 2) dpin (0) = ’ ) = “97
27T/O Pr(dpn; 2)om (dpin; 2) dpin (6) {17 b 27€
donde ., (dpin; 2) = Em(dpn)2™+- -+ 5 Km(dpy,) > 0. Como es habitual escribiremos

By (dpin; 2) = omldini ), m =01,

1
Ko (dpin
y pi(z) para el polinomio reciproco de p(z), o sea p};(z) = 2"p(L).
Los {®,,(dun; z)} y sus reciprocos satisfacen las férmulas de recurrencia

Po(dpin; 2) =1,
Prms1(dpin; 2) = 2Pm(dpin; 2) + Prgr (dpn; 0)O7, (dpins 2), m >0,
5 (dpns; 2) = 1,
O 41 (dpins 2) = ©5 (dptn; 2) + g1 (dptn; 0) 2@ (i 2), m > 0.
El nicleo reproductor K, (dun; z,y) se define, como es usual

Ko(dpns; 2,9) = Y @;(dpn; )¢5 (dpni 2),  y € C,
3=0

siendo
(2) Ko (dpin; 2,0) = Em(dpn) ey, (ditn; 2).

Para zy # 1, son vélidas la siguientes relaciones de Christoffel-Darboux

5 (dpn; 2)@5, (dpn; y) — om(dpn; 2)om(dpn; y)
3 Ko—1(dpn; 2, = — ’
3) 1(dpn; 2,y) 2

:ndn§z :ndnay — 2Gpm(dpin; 2)om(dpn; y
@) Km(dun;z,y):‘/’(“ )P (diin; y) — 2Gpm (diin; 2) om(dpin; y)

)

1—2z2y
las cuales, para y = z, |2| # 1, se pueden reescribir en la forma
* (dptn; 2)1? = |om(dpn; 2)|?
(5) Km-1(dpn; 2, 2) = [28C )1|_ |Z|]P2 (dpn; 2)| ’

* (d . 2 _ 2 md o 2
(6) Ko (dpn; z,2) = [P (dp ’Z)|1_|'|Z!|2|90 (ditn; )] .
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Por otra parte, dos medidas consecutivas de la sucesién {dpu,, } estdan relacionadas
mediante

neN (dpo = dp).

Por ello, los polinomios ortogonales respecto de estas medidas satisfacen la relacién
(ver [6]):

Km(din)
7 m(dpin; 2) = —————(2 — wn) Em—1(din_1; 2
(1) pmldpniz) = =0 =5 ( Jom—1(dfin—1; 2)
O (dhn; Wn)
K 1(dpin; 2, wn), y

+Km71(dun;wn,wn) 1(dpn; z,wn), m>0
6
(8) Pm(dpn;2) = (2 — wn)Prm—1(dpn-1; 2)

D, (dptn; wn)
Kmfl(dﬂrﬁ Wn, wn)

Kmfl(dﬂn%Z?wn)? n >0,
ambas con la condicién
Kfl(dﬂm Z, wn)

=1.
Kfl(dﬂrﬁ Wn, wn)

En lo que sigue nos centraremos en el estudio de la sucesion {p, (dun; 2) 152,
(6 { P (dpn; 2) }02o) que denotaremos simplemente {p,(2)}02, (6 {Pn(2)}52,); asi-
mismo escribiremos &, = K, (du,) para todo n.

2. FORMULAS DE RECURRENCIA

Es sabido que los coeficientes conductores de los polinomios {1, (z)}22, ortonor-
males con respecto a una medida fija du, verifican la relacién

2 2 2
Rpt1 — kp = |1/)n+1(0)|
(ver [5], Ch. 1, p. 7).
La proposicién siguiente, establece la relacién «analoga» a la anterior para los
coeficientes de los @, (2):

Proposicién 2.1. Los coeficientes conductores de los polinomios {¢n(2)}S2, satis-
facen la relacion

|</?n+1(wn+1)|2
n(dMnJrlE Wn41, wn+1)

SN

(9) Kyt — b = K

Demostracion. Escribamos la férmula (7) para m = n e indice n + 1:

(10) put1(z) = T (z — w1 2)

n

n wn
+ L4 +1( +1) Kn(dﬂrH»l; Z7wn+1)7 n > 0.

Ky, (dﬂn+15 Wn41, wn+1)

Multiplicamos ambos miembros de (10) por W,,;1(2), escribimos z = ¥ e in-

tegramos con respecto a duy,+1. Las integrales que resultan se calculan usando la



524 M. P. ALFARO, M. BELLO Y J. M. MONTANER

ortogonalidad de ¢p41(2) con respecto a la familia {WZ—’Z@ :k=0,1,...,n} en
L ():

1 [ _ 1 1 2 Ont1(2)knt1 Wht1(2) 1
— nat1(2)What1(2)dpni1 = — / d ,
o7 0 ® +1( ) +1( ) Hn+1 0 |Wn+1(2)|2 K1

27 Kn+1
1 27 - 1 27 <,0n(2’) 1

P — Wn n n d n - - d -
o7 J, (2 = wns1)en ()Wt (2) dpn1 = o W T

27 o

2_ K, (dﬂn+1; Z, wn+1)Wn+1(Z) dﬂn+1 = —<Pn+1(wn+1)~
T Jo Kn+1

Finalmente, se obtiene
2 . N 2
(11) n;»l =1+ |90 +1(w +1)| ,
Rn Kn (dﬂn+1; wn+17 wn+1)
o su equivalente (9). O

Corolario 2.2. {k,}22, es una sucesion no decreciente de nimeros positivos.
Corolario 2.3. Supongamos que lirr/{ |wnt1| # 1, donde A es una sucesion de indices
ne

en N. Entonces,
(1) /in+1 N 1 §0n+1(wn+1) N 0

Kn neA ©p1(Wnt1) neA
(11) =0 90:1+1(w"+1)
Kny1 neA ©1(Wny1) | nea
Demostracion. Si escribimos (11) en la forma
K1 _ Kny1(wn1, wnt1)
K% Kn (dﬂn+1; Wn41, wn+1) ’

para n suficientemente grande podemos utilizar (5) y (6) para obtener
2

Pnt1(Wnt1)
n 4P,,L+1(Wn+1)
2 27
R Ont1(Wni1)

ML= el

WTL+1 (W'rHrl)
de donde se deduce inmediatamente (ii).

2
Pnt1(wni1)

*

Ademis, si
Pr+1 (wn+1)

— 0, entonces — 1.
neA Knp41 neEA

Reciprocamente, si fintl 1, a partir de (11) y (5),
Kp nEA
2 2 2 2
lon+1(wnt1)*(1 = Jwnt1]?) _ ‘@nJrl(wnJrl) 1 — |wnt1] 0
|<P;+1(Wn+1)|2 — |¢n+1(wnt1)]? ©nr1(Wnt1) _ | ent1(wngr) 2
1
WTHrl(W'rHrl)
Esto implica que M — 0 ya que, segun (ii), si — 1, entonces
©0F 11 (Wny1)| nea Kntl neA
‘M - 1 para toda subsucesién A’ de A. O
r i (Wntr) | nen
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Nota 2.3.1. Si w, = 0 para todo n,
<Pn+1(wn+1)
90;+1(Wn+1)

Por ello, el resultado anterior se corresponde con el cldsico para P.O. respecto de
medida fija:

_ wn+1(0)
= 1 .

Brtl 9 e Jihnyr(0)] — 0.

n

En [11] se obtienen relaciones de recurrencia para los polinomios ®,,(z) a partir
de las correspondientes para los nicleos de funciones racionales ortogonales.

Sin embargo, las férmulas de recurrencia para estos polinomios pueden obtenerse
sin salir del espacio de los polinomios.

Proposicién 2.4. Para la sucesion {p,(2)}22,, son vdlidas las siguientes relacio-
nes:

(12)
2
Kn+1 Ry Pn+1 0 Pn 0 *
ont1(2) = /: (z - Hz—wnJrl) on(2) + (;7() + Wn41 . i1)> ©n(2),
n n+1 n n
(13)
) - _
. Kni1 Ky x ©n41(0) ©n(0)
= 1- n - n n .
G = S22 (1 o ) i)+ ( 10 om0 o)

Demostracion. Como el polinomio

Rn+1 Rn
Pnt1(2) — <—+Z - u}er) on(2)

Kn Kn+1

tiene a lo més grado n, podemos escribir

Rn+1 Rn =
nt1(2) — ( P u}nJr1> pn(z) = Z)\"J‘Pj(dﬂni z),

Kn Kn+1

=0
donde los coeficientes se obtendrdn de la manera habitual:
(14)

Kn+1 Kn .
An,j=<son+1<z>—( 4, wnﬂ)%(z),mdun;z»du", 0<j<n.

Kn Kn+1

Basta, pues, calcular:

(1) {pn+1(2); @5 (dpns 2))dp, -

(11) <Z<Pn (2)7 Pj (dMnE Z)>dun'

(ili) (n(2), ) (dpn; 2))ap,, -
(i) Se tiene

(Pn+1(2), @5(dpin; 2))du,, = (2 = Wng1)Pn41(2), (2 = Wns1) @5 (dtins 2))dpria
—Wn41 <Z§0n+1 (2)7 Py (dﬂn; Z)>dun+1
{0, si g <mn,

Wn+41 Kol 81 ] =n.
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Si escribimos

Qn,j = H’(dﬂn%
©;(dpn; 2) oy, hz con 7 J
Z {an,o = ‘Pj(dﬂni 0)

entonces
1

2
(zonr1(2), 0 (dpins 2))apnin = 5- /0 2pn+1(2)@; (dpn; 0) dpin 41

E— 2
=¥ (dﬂna 0)% /0 Z¢n+1(z) dﬂn+1
donde Iy = 5 fozw 2pn+1(2) dint1. De aqui,

0, sij<mn,

sij =n.

<<Pn+1(2’)790j(dﬂn; Z)>du" = _<Pj(dﬂn; 01 dnt1 — {w »

Ko +1 )
(ii) Utilizando técnicas semejantes:
(20 (2), @i (din; 2))dp, = #j(dpin; 0)1n.
(iii)
0, sij<mn,
1, sij=n.

(n(2), 0 (din; 2))ap, = {

Con estos resultados, (14) se reduce a

(15) )\n,j = —(pJ(dun, 0) (wn+1ln+1 + Fnt1 In> y 0 S ] S n
y sélo falta calcular I,,. Pero
27
Rn+1 Rn+1 1
In = o n d n
. o on ) Zen(2)du
1 27 K/n
o | (PR wr)en®) (1 = ) dane
™ Jo Rn
y podemos utilizar (10), donde pondremos
G 1= 90n+1(w"+1)
nr Kn(dMnJrl; Wn41, wn+1)
Entonces,
an 1 27
n:l I, = Y- on+1(2)(1 = 20n51) dptn1
1 27
- GnJA% / (1 — 2@ 1) K (dpiny1; 2, Wng1) dpin g1
0

2
= —Wnt1ln+1 — Gn+1%/ (1 = 20n11) Kn (dptny15 2, wnt1) Aty
0
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donde la integral se calcula haciendo uso de (3), obteniéndose

1 27

o o (1 — 2wp1) K (dpin+15 2, Wnt1) dppn+1 = P

90;+1(Wn+1)~

Sustituyendo %In en (15) se sigue

1 1 —
Anj = —@j(dpn; 0)m¢;+l(wn+l)Gn+l = Hg—ﬂ%‘(dﬂn; 0)Grni1Kn11(0,wny1)

y de nuevo teniendo en cuenta (2), (10) evaluada en z = 0, y (11), obtenemos
1 n n
(2220, 0

g =pi(du )K/n P + Wn41 it

lo que prueba (12).
Finalmente, utilizando el operador x,, en (12), se deduce (13). O

Corolario 2.5. Las formulas de recurrencia para los polinomios mdnicos pueden
escribirse en la forma

(16) Pr11(2) = (2 = hng1)Pn(2) + An1P5(2),
(17) n41(2) = (1= hny12) @5 (2) + An 1285 (2),
donde
I€2
(18) hn+1 = g—nwn+17
Hn+1
(19) Apy1 = (I)n+1(0) + hn+1¢’n(0).

La férmula de recurrencia a tres términos, se obtiene ahora en la forma usual:

Proposicién 2.6. Los polinomios {®,(2)}52, satisfacen la siguiente férmula de
recurrencia a tres términos:

(20) Ap®uir(2) = [(2 = hny1)Adn + (1= Fn2)Aps] @a(2)
T[22 = (1= Ton2) (2 — ha)] Aps1®n i (2),
donde los coeficientes Ay, y hy, son los definidos en (18) y (19).
Demostracion. Eliminando @7 (z) a partir de (16) y (17) se tiene
(21) (1T 12)®n51(2) = A1 @42 ()4 (1 12) (B~ Anga22) @ (2).

La férmula (20) se obtiene eliminando @} (z) entre (16) y (21) reescritas para
grado n. O

Un primer resultado de las relaciones de recurrencia es el que establece la

Proposicién 2.7. Si w, # 0 para algin n. Entonces los polinomios {®,(2)}5Ly no
son ortogonales con respecto a ninguna medida fija sobre la circunferencia unidad.
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Demostracion. Si la sucesién {®,(z)} fuera de polinomios ortogonales respecto a
alguna medida fija, tendria que satisfacer

D,11(2) = 20, (2) + Ppy1 (0)P](2),
para todo n € N, ademds de (16). En consecuencia
Py 1®n(2) = (Ans1 — ©n11(0)) P (2)
es decir,
"t 1P (2) = hpp1 P, (0)®) (2).
Pero esta igualdad implica que h,+1 = 0 (ver [10]) y por tanto wy41 = 0. U

3. CEROS DE LOS POLINOMIOS

Es bien conocido que los ceros de los polinomios ®,,(z) estdn en {z: |2| < 1}. En
cuanto a la existencia de ceros comunes, los ®,,(z) se comportan de forma parecida
a los polinomios ortogonales respecto de una medida fija.

Proposicién 3.1. Sean ®,(2) y ®n11(z) dos polinomios consecutivos.

(i) Si Ppt1(wnt1) =0, sus n ceros restantes son los de @, (z).

(il) Si Ppy1(wnt1) #0, Dp(2) y Pryi1(z) carecen de ceros comunes.
Demostracion. (i) Supongamos ®,41(wnp4+1) = 0. Entonces de (11) se sigue que

Hn+1
K2

= 1y la férmula (16) evaluada en z = wy41 da Apy19% (wypt1) = 0 y por
tan@o Ap+1 = 0. Dicha férmula se reduce a
Qp11(2) = (2 — wnt1)Pa(2),

lo que prueba (i).

(ii) Supongamos que ®,, 11 (wn+1) 7 0y que existe p, cero comin a los polinomios
®,(2) vy Prt1(2). De (8) escrita para n = m e indice n + 1 y evaluada en z = p
deducimos

Ky (dpny1; p,wny1)
Ky, (dNnJrlE Wn41, wn+1)
y ademas K, (din+1; p, wnt+1) = 0. Utilizando la férmula de Christoffel-Darboux (4),
obtenemos

=0

Qpp1(wnt1)

On (i1 p)5 (dpng1; Wny1) = POt 1P (dpin 115 p)On (ditny1; wnt1)-

Y de esta y su relacién conjugada,

|05 (dpnr15 )Pl (dpmt1; wng1)|* = o1 | wnr1|*lon (dpngt; p) 1P @n (dpins; wns)

es decir,

2 2
On(dpny1; p) | | onldping1; wni1)

er(dpint1;p) | |05 (dint1; wny1)
Pero esta igualdad es imposible, ya que el segundo miembro es un producto con dos
factores iguales o menores que uno y otros dos son estrictamente menores que 1. [

1= | wns?




ESTUDIO DE UNA SUCESION DE POLINOMIOS: RECURRENCIA Y CEROS 529

Corolario 3.2. Supongamos |wy| <1y ®p(wy) = 0 para cada n. Entonces ®,,(z) =
Wi (2) y dp = df donde, como es habitual, df representa la medida normalizada de
Lebesgue sobre [0, 27).

Demostracion. Se cumple, para cada n > 1,
D, (2) = (2 —wn)Pp_1(2);

asi que
n

H (z —wj) = Wy(2).
)

Entonces, para cada polinomio II,, ( de grado no mayor que n se tiene

2m
() dien(0) = 3= [ M) s,

1 27
27

mientras que el Teorema 2.2, p.198; de [4], nos lleva a

i 2 _i 2 H ( )
o ) T@dm® =5 [ g

La conclusion resulta inmediatamente. O

Es sabido que para polinomios ortogonales con respecto a una medida fija sobre
la circunferencia unidad, es vélido el siguiente resultado ([1]):

Proposicién 3.3. Sea {z, }nen una sucesion de puntos en {z :|z| < 1}. Entonces,
existe una Unica sucesion de polinomios mdnicos {1, (2)}52, ortogonales sobre la
circunferencia unidad tal que ¥, (z,) = 0 para todo n € N.

Por tanto, la sucesion {¢,,(2)}22, estd completamente determinada si se conoce
un cero de cada polinomio.

En nuestro caso, disponer de la sucesién de raices {z,} no es suficiente para
construir {®,(z)}52,. La correspondiente versién de la proposicién 3.3 se recoge en
la proposicién 3.5, mientras que 3.4 establece un resultado alternativo.

Proposicién 3.4. Sean las sucesiones {kn}5%, con k, > 0 para todo n > 0, y
{pn}22, CC, con |pn| <1 para todo n € N. Entonces, existe una inica sucesion de
polinomios monicos {®,(2)}22, y una medida positiva v con infinitos puntos en su
soporte, tal que [ du, < o y

(i) @o(2) =1; Pp(2) =2"+---, n>1.

(ii) @, (pn) =0, n > 1.

(iii) ®,(2) es el (n+1)-ésimo término de la sucesion {®m (dpn; 2)} de polinomios

ortogonales con respecto a la medida dpy,.

Demostracion. Construiremos la sucesion {®,,(z)}52, utilizando un proceso induc-
tivo a partir de la relacién de recurrencia (16). Si n = 0, obtenemos

(22) ®1(2) = (2 — h1)®o(2) + A1P5(2),
donde hy = :—§w1 es conocido. Por otra parte,
1

(I)l(pl) =0= A1 =mh — P1,
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lo que permite calcular ®1(z) en (22).

2
o Wn+1, la con-
+1

Construido ®,(z), volviendo a (16), donde conocemos h, 11 = —

dicién @, 41(pny1) =0, da
@ (pn+1)
@5 (pn+1)

Por tanto, la misma férmula (16) determina ®,41(2). La conclusién iii) sigue del
correspondiente teorema de Favard para fracciones ortogonales demostrado en [3].

(23) Apnt1 = (hnt1 — pnt1)

O
Nota 3.4.1. Si w, = 0 para todo n, (23) se reduce a
(I)n(anrl)
24 D1 (0) = —ppyq —Prtl)
( ) +1( ) P +1(I)Z(Pn+1)

que es la relacion que permite construir la sucesion de polinomios ortogonales res-
pecto de una medida fija, cuando se conoce una raiz de cada polinomio.

Para que la sucesién {®,,(2)}52, quede determinada en términos de sus ceros,
necesitamos conocer dos ceros de cada polinomio.

Proposicién 3.5. Consideremos dos sucesiones {pn }or, {Tn 152, de puntos en {z :
|z| < 1}. Entonces, existe una unica sucesion {®n,(2)}2,, de polinomios mdnicos y
una medida positiva p con infinitos puntos en su soporte, tal que f dpy, < ooy
(i) Po(2) =1; Pp(2) =2"+---, n>1.
(i) @n(pn) = Pn(mm) =0, n = 2; ®1(p1) = 0.
(iii) ®,(2) es el (n+1)-ésimo término de la sucesion {®m (dpn; 2)} de polinomios
ortogonales con respecto a la medida di, .

Demostracion. Se tiene, ®1(z) = z — p;. Supongamos que $,(z) ha sido construido
a partir de (16). La misma relacién de recurrencia, evaluada en z = p,11 y 2 = Tnt1
sucesivamente, nos permite obtener h, 11y 4,11 como soluciones de el sistema lineal

(I)n(anrl)thrl - (I);:(anrl)AnJrl = pn+1q)n(pn+1),

(I)n(Tn+1)hn+1 - (I);(Tn+1)An+1 - Tn+1(I)n(Tn+1),
con determinante

Any1 = P (Tng1) P (Pnr1) — Pr(pPnr1) P (Thtt)-

Si fuera A, 41 =0,

A, A <,
el polinomio
Pn(2) — AP, (2)

se anularia en p,11, Th41 y en cualquier otro cero de ®,41(z). Por consiguiente,
tendria n + 1 ceros y en consecuencia

D, (2) — AP} (2) = 0.
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En particular, deberfa ser 1 — A®,,(0) = 0 y como |A| < 1, resulta
@, (0)] > 1,

lo cual no es posible.
Como A, 41 # 0, el sistema anterior tiene solucién tnica (A1, Any1),

- Tn+1q)n(7n+1)q);(Pn+1) - Pn+1(I)n(Pn+1)(I);(Tn+1)

hn - )
(25) i An+1
A - (I)n(PnJrl)(I)n(TnJrl)
n+1l — A (Tn+1 - pn+1)~
n+1
Llevando estos valores a (16), ®,41(2z) queda construida a partir de &, (z). O

Corolario 3.6. Los coeficientes hy 11 y Anq1 estan relacionados por
(I)n(Tn+1)
5 (Tn41)

o la correspondiente iqualdad con pny1 en lugar de T,41.

(26) Apy1 = (hnt1 = Tnt1),

Demostracion. Basta notar que las férmulas (25) pueden escribirse en la forma
@7 (Tn11)
(I)n(TnJrl)

Tnt1) . @7 (pnt1

Q0 (Tnt1)  Pulpn+1)
Tn+1 — Pn+1
@5 (Ta+1) _ @5(pnt1)
(I)n(TnJrl) (I)n(PnJrl)

hnt1 = (Tng1 — Pnt1) T ( ) + Tht,

An+1 -

O

La relacién (26) vuelve a ser la generalizacion de (24) para la sucesién {®,(2)}.

Las Proposiciones 3.4 y 3.5 anteriores establecen, pues, cémo se traslada al caso
que nos ocupa el hecho de que una sucesién de P.O. respecto de una medida fija
quede determinada al fijar un cero de cada polinomio.

Nuestro propésito era obtener, ademés, informacién sobre la distribucién de ce-
ros de los ®,,(z) mediante algin resultado que pudiera considerarse un andlogo del
obtenido para el caso de medida fija por J. J. Guadalupe y otros ([2], Th. 1.5). La
técnica alli empleada no resulta manejable en este caso. Como herramienta alter-
nativa hemos utilizado la férmula obtenida por Rakhmanov en ([12], p. 157), con

20 = Wnil, Wiy = 5> que evaluada en z = 0 da

u)7er1‘*):;+1':1)71(0) = (I)n+2(dﬂn+15 O) + Cn(I)nJrl(O) +dn,
donde los coeficientes d,, y ¢, son, ahora,
H%(dﬂrH»l)
2

n

dyn = w:+1¢n+1(dﬂn5 0)

)

D,y po(dpin1; WZ+1) @7, (dpin1; W:+1)

Cp = — -
" (I)n+1(w:+1) " (I)n+1(w:+1)
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Construyendo la sucesién {®,(z)} a partir de ({kn}, {pn}), de acuerdo con la
Proposicién 3.4, se tiene ademas

¢n n
P, (0) + ,12(0) = GHE

Eliminando ®,,(0) entre estas dos ultimas relaciones e imponiendo condiciones
de tamano a k, y p, se llega a resultados parciales en el sentido del Teorema 1.5
de [2], siempre que |®,1(dp,;0)] — 0 cuando n — oco. Con este planteamiento,
aceptar la validez de los resultados obtenidos exige resolver previamente el siguiente
problema:

Determinar condiciones para la sucesion {dun} (lo que se traducird en condicio-
nes para los wy, ) para que pueda garantizarse que lim,, oo ®rn41(dpn;0) = 0.

( n+1 — pn+1)'

REFERENCIAS

[1] M. P. Alfaro y L. Vigil, Solution of a problem of P. Turén on zeros of orthogonal polynomials
on the unit circle, J. Approz. Theory 53 (1988), 195-197.

[2] M. Bello, J. J. Guadalupe y J. L. Varona, The zero distribution of orthogonal polynomials

with respect to varying measures on the unit circle (pendiente de publicacién).

A. Butheel, P. Gonzdlez-Vera, E. Hendriksen y O. Njastad, A Favard theorem for orthogonal

rational functions on the unit circle, Numer. Algorithms 3 (1992), 81-90.

[4] G. Freud, Orthogonal polynomials, Akadémiai Kiadd, Pergamon, Budapest, 1971.

[5] Ja. L. Geronimus, Orthogonal polynomials, Consultants Bureau, Nueva York, 1961.

[6] E. Godoy y F. Marcelldn, Orthogonal polynomials and rational modifications of measures,
Cand. J. Math. 45 (1993), 930-943.

[7] A. A. Gonchar y G. Lopes [G. Lépez]|, On Markov’s theorem for multipoint Padé approxima-
tions, Mat. Sb. (N.S.) 105(147) (1978), 512-524. Traduccién al inglés: Math. USSR Sb. 34
(1978), 449-459.

[8] X. Li y K. Pan, Strong and weak convergence of rational functions orthogonal on the unit
circle, J. London Math. Soc. (2) 53 (1996), 289-301.

[9] G. Lépez, Asymptotics of polynomials orthogonal with respect to varying measures, Constr.
Approz. 5 (1989), 199-219.

[10] F. Marcelldn, Orthogonal polynomials and Toeplitz Matrices: some applications, en Rational
approzimation and orthogonal polynomials (Zaragoza, 1988), Publ. Sem. Garcia de Galdeano,
Zaragoza (1989), 31-57.

[11] K. Pan, On orthogonal system of rational functions on the unit circle and polynomials ortho-
gonal with respect to varying measures, J. Comp. Applied Math. 47 (1993), 313-322.

[12] E. A. Rakhmanov, On the asymptotic properties of polynomials orthogonal on the circle
with weights not satisfying Szeg&’s condition, Mat. Sb. (N.S.) 130(172) (1986), 151-169.
Traduccién al inglés: Math. USSR Sb. 58 (1987), 149-167.

3

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA, EDIFICIO DE MATEMATICAS,
C1upAaD UNIVERSITARIA S/N, 50009 ZARAGOZA, SPAIN
Correo electrénico: palfaro@posta.unizar.es

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y COMPUTACION, UNIVERSIDAD DE LA RIoJja, Epiricio Vi-
VES, CALLE Luis DE ULLOA s/N, 26004 LOGRONO, SPAIN
Correo electrénico: mbello@dmc.unirioja.es

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA (EUITIZ), UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA, CORONA
DE ARAGON 35, 50009 ZARAGOZA, SPAIN
Correo electrénico: montaner@posta.unizar.es



