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y �Ul`o�qª�¢q�l`nÙl]�Ï�nSq���j©jv�zj y jvn~� y jm� � lGsSo���l`u$�zq�nSjx��u$��u�l`�S��j y o Ó l]nSjZk���nHÏ�n�sH� � j©�Su¢lgl���o�l`u�u�jv��jvu¢jvn�kvj�o�qznon©�Ð n©��Ñ ÂxÒa��p �¬� � j·or���`kmjIk���n��Uj¨sGj�kvl y �Ul`o�j�s¥�]oBqzn ���`� Õ �ûÓ � � j�n¥� � j2��l`���zl � qznS«=���z«]l`u�q�� � y kv�]n�Uj2��orjxsÙ��l�orl`���`j �r�]�z�x�m�qsr�tvuvw-xey!z�{}|�~����F�Q����� �������'�-�����-�������2�'�F�2�'�'�-�����-�������������o�?�e���!�'�2�� �C�������-�?�����v�����������-�-�����?� ¶ â ß ì   ß4�� �6���-���¡  �2¢�£ �S� ¶�¤2¥ äß ì  �ß �?�'¦9���?�v����������§�¨?��� àX¸Y¾S�v�`� ´�´v´ �rá �����4�©�����-�
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åí ¬!® ß ¶ ¤ ¬)¯ � ë � ß ì  pß"Ë�r�]��±��² �C³´�C���C�����µ�S�·¶¸�¹���>�?�4�-�����-���p n�� � j���l]�z��l � qznS« Ó � j�sGjvn�l���j ¶ ¤ ¸»º åßzî â ¶ ¤ß � ëS� ê ¾�� ¤>¯��]o¢or� y qznS«¿� � �×� � qzokml`n~��qzn~��l]��o���¯=sSqª�0jvu¢jvn~��qt������jI�]n�s¼ ï d ² � ï ½ } ð b � c ��d"� ² � c ���g�m�d ² � f ð¾½ ï d ² � ï ½ } � ë dI�r�éì   � ���]� ¿`��B� j�u�jÀ¼ ê ¾S� ½ ê ¾�Ó ��n�s ��orqznS«©Á ¤ ¸
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y ��qznsGjxkml y �Ul`o�qª�¢q�l`n y jv� � lGs � çSl`uÙ��«`q��`jvn¿sGl
y �]q�nYº Ó � j�Ïpu¢or�ÙsGqz�gqzsGj qª�éqzn~��l�kvl`�]u¢o�j

y jxo �o��S�UsSl y ��qzn�o Ó �]n�s¥� � jvn�u�jvÏ�nSj·j��]k � kml~��u®orj
y jxo � or�S�0sGl y �]q�n:��l�«]jm��Ï�nSj y j�o � sGqz�gqzo�qzl]n�o��l]u º ��p n'� � jY��l]�z��l � qznS«�jm�S� y ����jxo Ó sGl y ��qzn º qto��®��Ä]j�n'�]o�Ð ¾��v�mÒµì Ð ¾S�v�vÒa��í nSq���l]u yy j�o � qto ��o�j�sÌ�pl]� � ��l`u:� � j4kml~��u®orj y jxo � sSq��gqtorqzl]nD�]n�s � � j�Ï�n�j y j�o � sGqz�gqzo�q�l`n �Lî jm�º¦ß �ràI¸ �]�¢ÂS�

´�´v´ �UjÙ�(kml`�]u¢o�j y j�o � sGqz�gqzo�q�l`n�l��"º Ó orj�jÙçXqz«]�Su¢j �]Ó � j�� � j�n�j�nS�z�]u�«`j�j��`k �º¦ß.�¢l4ºðïß ¸òñ�ó ì�ô�õ��4ö]à�÷�øm�eó©� º¦ß � ðúù)û �¢l�«]jv�él×�]j�u��t���S��q�nS«�o��S�UsSl y ��qzn�o �Oü j�u�j ñ0ô�õ ûsGj�nSl��¢j�o>� � j.Ï�nSj y j�o � sGq��gqtorqzl]nÙ��l]u©º �Î � jB�SnSqzl]nÚl�� ºðïß kml×�`jvu®oµýº � q�� � l×�]j�u��t���po�l]�0o�qzÛvj Â ù �2î jm�$��osGjvnSl]��j¦� � jZ�Sqzj�kvj � qtorj¦�zq�nSjx��uÏ�nSq���jéjv�zj y jvn~�¨o����]kvj � qª� � Ûvjvu¢l���u®�]kvj�o2l`n(� � j��Ul]�Sn�s���u¢q�jxoIÀÁºðïß �`oÿþ õâ � ºðïß �ûÓ �]n�s�sGjvn�l���jþ âõ � þ â� �`o¦� � j¨kml~��u®orj2��nps�Ï�nSj y j�o � Ï�nSq���jIj���j y jvn~�"o����]kvj�oBu¢j�o��pjxkû�¢q��`jv�z¯ �U§ nSjIk���n�o � l �� � �×� þ õâ ¸ þ �â ã í þ õâ � º ïß � Ë �_ÂG� Ñ �çSl`u�� � j�l×�]j�u��t���S��q�nS« o��S�UsSl y ��qzn�o Ó �]o¢o��
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y
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y
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y j�o � Ó � � j�ng�
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The global fine mesh
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Color 0: the coarse mesh
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Color 1 subdomains
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Color 2 subdomains
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Color 3 subdomains
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Color 4 subdomains

º å ¬!® ß ¶ ¤ ¬ �]n�s d ¤�¥ äÇ ä ¸
¶ ¤
��p n(j��`k � o��S�UsSl y ��qzn l]�$� � j à ��� kvl]�zl]u Ó � � jÚor�S���Su�l`�S�zj y nSj�j�sSo��lÚ�UjIorl`���`j�sÙqzo ±
��µ
³ d ¤�¥ äß � ³ � ß �¸Ì�_¹U�r� ß �û� ë � ß ì þ õâ � ºðïß �"�d ¤�¥ äß ¸ d ¤�¥ äß Ç ä l]n�ÀÁºðï	 � �_ÍS�z�xÂ]���nps d ¤�¥ äß ¸ d ¤2¥ äß Ç ä qznÙºST]º c	 � çSl`u$� � j�kvl`��u®o�j

y jxo � �Su�l`�S�zj y Ó q�� � jZ�zjm� d ¤�¥ ä� ¸
¶�¤2¥ äâ ²�¶ ¤â Ó� � jvn¥qª�©o¢�×�¢qzorÏ�jxo

�_µ
³
�
¶ ¤ ã d ¤�¥ ik� �û�

³
� � �¸Ì�_¹U��� � ��� ë � � ì þ �â � º � Ë �_ÍS�z��Í`�Ø �ø�¢jvu"� � j·kml

y �S�S�¢�×�¢q�l`n�l���� � j¨o��S�UsSl y ��qzn:�Su¢l]�S�zj y oZ�]n�s�� � j·kml~��u®orj y jxo � �Su¢l]����j y Ó � jo�jm� ¶ ¤�¥ ä ¸Xd ¤�¥ äå �CU l���j¦� � �×�� � j©o��S�0sGl y �]q�n�o � qª� � � � j"o�� y jZkvl]�zl]u$sGl2n�l��qzn~��jvu®o�j�kû� � q�� �j��`k � l�� � jvu Ó orl"q�nHkml
y �S�S��qznS«Z� � j à ��� kml]�zl]u¬o��S�UsSl

y ��qzn¨o�l]�z�G��qzl]n�o Ó � � j¦kml
y ���G�¢����qzl]nIqto¬sGl]nSjqzn��p��u®���z��j���q�n�jx�]k � l��>� � jéo��S�0sGl y �]q�n�o.l]�<� � j à ��� kml`��l`u �Q§ nSj�l`��o�jvu¢�]j�o"� � �×�I� � qto2qzo2� � jor�¢��npsS��u®s y �S����qz�S�zqzk��×��qz�]j � k �g� �]u�Û

y jm� � lGsH��l]u�zqznSj��]u$jv�z��qz�G�¢qzk©j�°~���×�¢q�l`n�o ��p nÚ� � j©��q���j�u¢�����Su¢j Ó� � qzo y jv� � lGsÚqto�l��ø�¢jvn=o�¯ yHy jv��u¢qzo�j�sÚ��nps¨� � jvn=�`kvkvjv�zjvu®�×��jxs¨�g¯Hkml]nWV��S«`����jB«]u®�]sSq�j�n`� y jm� � lGs Óo�jvj:Ð � ¤2X.Ñ l ÒÔ��p n�� � j=nSjv�~�·jm�S� y �S�zj Ó � jÚ��u¢¯(��l:o�jvj�� � jékml`ng�]jvu¢«]j�n�kmj � q�� � l`�G�¨��o�q�n�«¥� � jjm�g�¢u¢�Ú�]k�kmj���j�u¢����qzl]n �Y[Z]\ {_^7r�Ä¡|XÅ��X�e�#�È�Ð�·¶#���´�S�Ô� ¢ �L� Ì¸���������Q� � �È�Ú�>�����>�4�À¨?���©�����Ê�'�0�9�Ð�����-� µ¿¸ ÁR`6a � ¶ ¸o�q�n �_ÍWbB�0� orqzn �_ÍWbBcS� �)�����O�ðÌ����-�9�Od ¢ �e�����'�����'�9�^�À�?�·�����fe!�^�È�/�>��Ò¸�?�C�-� ��¸����Ù¸g��cÚ¸ äh �i ��� £ ���6�o���·�s�È�L�e���9�Ú���!Ò2�9�Ð�0� � ¸ � ��¸ � cÚ¸ äh k ��j��2�'�Y����Ó'�2�-�o�-���©�È���·¶¸�>�?�S�2�'�ÀÓ?§?k�9�Ô�?�o�9�����F�>�CÌ)�?���-�-�?���Ô�'�v�9� i ���C���v���������	Ì2�����'�À�È�F�>��Ò¸�?�¾�0�o�����s�'�!�-�'�9�C�o�?�� �9�-���Q�����-� ¶ � ��/� Ì��Q�4� � ����� �#�'���·�����?���e�����'�-�����Q�>�'�µ�9�����Q�������Ð�-���o�'���´�S�Q���'�À�?���4�-��¨'�Q�S�?�����-�S� i �2Ó9�Ô� � �·��� Í ��e���ÿ�'�����-�?��Ì)�9���'�O���4�4���?����§2�]�����µ�-� Õ��9�·�9���¹�>������� Í ���e� � �Q� � c=ì Ð ää ½Ql ���mÒ�¢ �����!� Í ���e�j�Q�#Ò���� Í ���ð � Ö l~Â Ö ¢ �-�S� Í ���e�Ð���0�9���Ô�'� ���fe!� ùnm � l ¢ �������'�-�����Q�>�'�À�9�-� �Q�������¡�-� Í �-§0���'�-�v�0�9��Ì)�����>�o�e���Ì2�Ô�2Ó'�-� £ �v�������?�Ô�9�o�?�v�/�9�-� �Q�������Ê���Ê� ���'�������-� ¿ �����>�v�9�
o L�N>N>dÔ\aPSOÁ^~\_VXb[ ^]V��.\ÔbRUO f�p�bX^]Rpf)årOQPSR��=f~V��¦daRUW�[
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Global FEM error u_h−u.

}.~0��� *�,����!�6���[�K�������G�9���]���&���S�E���J�R�4���0�����J�R�R�4���t�$�W�Å��>�9�·�-�����-� �À��¶K��9���·��� �4�4�����?�����-��   �  J¡9�C¢   � �6£�   �  ¸�C¤K¤   � �¸²²   �  C �²0¤   � �2�£   �  C 2�(¡   � £�¤É   �  C 2� É   �ÈË2Ë



G�HQ¥ JLK M�NOKQPSR/T7ROUOVXWYK)Z	[2\�Z]V^RO_
"$#&%('¦)9*�§ N¨3ML?uCFCA�N+A;:736<rN95©8;/4DGFC5ªA;D«@&368¬N5=:=<0/!N+8�:=<®A;/Q8G@¯N914/2uC8;36H05=/4LÀK

0
0.5

1

0

0.5

1
0

1

2

3

x 10
4

(a) Coefficient a(x,y).

0
0.5

1

0

0.5

1
−0.02

0

0.02

0.04

(b) Computed solution u_n.
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(c) Computational error u_n−u_h.
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(d) Global FEM solution u_h.

Y[Z]\ {_^7r�Ä±°³²Ú�s�9�-���-�Ú�Ð� �����'�-�C���v���9�e¨?�2�'�µ���4�2Ó9�Ô�?�o� i ���©�'�!��´ �9���?�v���s�-�4�s�>��Ò¸�9�¾�0� µ�¸�����U� ÁR`Ma Í ���9�·� �����U� �È�ÿ�S���4�'� Í �È�9���'�-����������������� �����U��¸ � �-� ��¾ 
 ¢ ~��?�'�j�¹� Ì2�Q�·� ² �2� i ���Ì2�Ô�2Ó'�-� £ ��� £ �v�����´�9�Ô�9�À�9�����9�-���Q�����-�C�È� £ �'�����'���´�S�Q���'�2���¹¨'���9�ð�����-� ¢ �����	���4�2Ó9�Ô�?���È�´�4���´�S�Q���'�Ó9§ �L� Ì)�-�����e�#� � �-�S� �����Ï�?���·���¡Ó'�9� Í �'�9� �e���¡���>�?�4�-�����0�Ï�¸�-�o�-��� �2�'�'�-�����0����������� �9�-���Q�����-��-�S�Ð�e���ÀÌ2�Ô�2Ó'��� £ �S�C�o�?��Ï�9�-���Q�����-�¾�È�Y�'�-�Ô�9�Q�Ô�����'�2� i ���j�À�?�·� ���fe!�?�Y�-�·� � � ¸ � c�¸ ääÝâ¢â ¢���Ù¸g��cH¸ ääÝâ � i ������� Ì)�-�����e�#�«�4�����-�?��Ì¸�?�S¨?���´�-�9Ó9�����·����§������������-�2Ì2�����'�9�?�?�(j��¸�4�À����Ó4�¸�-�o�-����È�j�4¶¸���9���¸�4� Ó9§ � �9�Ô�9�À�9�����C���ÚÌ)�?�ÿ���0�9���Ô�'� � i ���Ð�'�-�v�0�9��Ì)�?�S�'�j�È�C���������Ô���Ð�0�s�e���Y���o����������4�2Ó9�Ô�?�o�
µ L�N>N>dÔ\aPSOÁ^~\_VXb[ ^]V�¶4V�b>da\Ôb<RpOQf·��dÔdÔ\_N<^`\aP¸�=f~V��¦daRUW�[
p n(� � jÚ�zqª�¢jvu®�×����u�j Ó sSl y ��qzn(sGjxkml y �Ul`o�q���qzl]n y jv� � lGsSo2�]n�s y �S�ª�¢q��zjv�`jv� y jm� � lGsSo � � �`j¨�Ujvjvnqzn`�¢jvn�o�qz�]jv�z¯:or����sGqzj�s ��l]u2�zqznSj��]u�j����zqz�G��qtkH�Su�l`�S�zj y o � ç�l]u2nSl`nS��qznSjx��u��Su�l`�S�zj

y o Ó q��Iqzo � �]u¢s ��l«]jv�Ùo�l y j�«]j�nSjvu®���©kvl]ng�]j�u�«`jvn�kvj¥j�or��q y ����jxo � çSl]ué��q���j�u¢�����Su¢j�u�jxor���ª�®o=u¢jv�t�×��jxs���l�nSl`nS�zq�nSjx��u�Su¢l]�S�zj y o Ó o�jvj·Ð ¹^m�Ñ�Õ ÒaÓ Ð ¹EXnº2ÎBÑ]Õ ÒÔÓ Ð î���î�¿ Ñ ÒaÓ Ð `Ðn"Ñ`Ö ÒaÓ Ð Î��]qzÑ ÂxÒ7» Ð ÎX��qtÑ�Õ~� ÒaÓ Ð n©��Ñ]Õ ÒaÓ jv�¢k � Î � j�Su¢l]�Ul`o�j�s��]��«`l]u¢qª� � y l��B� � qzo � l]u¢Ä�k���n��Uj��]�S�S�zq�jxs���l��zq�nSjx��u·�Su�l`�S�zj y o �r�]�ÃÂ]� �]o � j����¦�]onSl`nS��qznSjx��uB�Su¢l]�S�zj y o ���`� Í~�û�Î � j�X.���po�orÜ U j � �¢l]n
y jm� � lGs � `:�����t��� o��S�Su¢l]�G�¢q�n�j�Ï y q�ng� � qzoY��o�j�s8��l orl`���`j � � jy q�n�q y qto�����qzl]n��Su¢l]����j y �r�]��±��m� i�q�� � l`�G����o�q�nS« � � j�sGl y �]q�n�sSj�kml y �pl~orq���qzl]n Ó � � jÙl`u�qz«]qzn�����Su¢l]�S�zj y qzoZo�q y ����¯��¢lgl��z�]u�«`j��]n�sÙkvl`or���z¯���l��UjIo�l]�z�]j�s �Y[Z]\ {_^7r�Ä�¼½²Ú�Ê�#�9�Ê�-� �-�S�-��§-�����'�-�´�9�����Q������� ¶ ¸ o�q�n �aÂ®bB�0� orqzn �aÂ®bBcS� ¨?���Ç~ � � ² �Ç�>� �>������L� Ì)�-�����e�#� � �L�/� Ì��Q�4� £ ����� i �¸Ó?� � � �·��� Í �e���Ï�'���´�S�Q�������������-�6�·�?���Q����� Í ���e� £ �����o���·�� ��¸ � c�¸ ää�â¢â ¢ �-�S�Ð�'�����'�?�C�À�?�·� ����¸���c�¸ ää�â �¨j��¸�4� ����Ó4�¸�-�o�-���Ï�È�C�·¶¸�>�?�S�2�'�©Ó9§ �
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Computational error u_n−u.
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�9�Ô�?�o�9�������>�oÌ¸�9�6���0�9���Ô�4���9� i ���C���v����������Ì����?�'���È�À�����s�'�!�-�'�9�o�o���·�Ê�9�-� �Q��������� i ���s�0�������s�¨÷ �È� ² �¬Å��Q�o�?�����'�-�O���?�����À�·��� Í �e���-���e���j�-� Ì)�-�����e�#�ò�4�����-�?��Ì¸�?��¨?�-�Y���9Ó?�����·����§Ê�����������-�<Ì2�����'��-�S�Ú�e���s�9���·�����·�'�����?�����-� �¸���?�À���-�6�2�>���9�����-�Ï�e���o���v����������Ì2�����'�9� i ���Y�¸�����?�S�2�9���9§Ê��¨F�e����'�-�v�0�9��Ì)�?�S�4�F�-�����������0�9���Ô�'�2�����#Ìj���fe!�������j�-�Ê�e���ÿ���Q�oÓ'�?�µ�¨�����Ó4�¸�-�o�-�������È�µ�e���µ�9�-�o���-�¨?�-�ÿ�����µ�����S�'�-�^���4�2Ó9�Ô�?� ~ � � � �2�
L�PCÆ$b<V�ç(daRvë>eQR0W�RUbX^
Î � qto � l]u¢Ä�qzo=o��S�S�Ul]u���jxs��~¯�Ç p�� Î ØIÓ �(u¢j�o�j��]u¢k � kmlgl]�Ujvu®�×�¢q�l`n��Ujm� � jvj�n4� � j U l`u � jv«`qz�]nØ k��]sGj

y ¯�l�� � kvq�j�n�kmj �]n�s î jv�r�¢jvu®o=��n�s m"jvnYnSl]u®orÄ`j�l]� V�j�o�jv�torÄ×�]� � � o �"�È� �¢����l`q�� � ��nps�� � jÈBjxorjx��u®k � ¹<l`�Sn�kvq��pl�� U l`u � � ¯ Ó ��n�sGjvu>kml`n`�¢u¢�`kû� � Â¬É�Ü �]� Ö ¿]Í#±KÊ Õ ÍS�`� Î � j����G� � l]u®o � l]�S�tsÚ��qzÄ]j��l(� � ��nSÄ¸Éu�l]� �¨Ëp� n©� ��n�sÌÉ$u¢l�� � É � ¤�V�Í]u¢or�¢�`s���l]uÚ�×���z��������j�sGqzo¢km�po�o�q�l`n�oHu�j��z����jxs���l(� � qto
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