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Àííîòàöèÿ.

Ìû äàåì åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé Õîïôà â ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ôîðìàõ Ñàñàêè è âûÿñíÿåì ñòðóêòóðó òàêèõ ãèïåð-
ïîâåðõíîñòåé. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïðèâîäèòñÿ äëÿ S4n+3, åäèí-
ñòâåííîé îäíîñâÿçíîé 3-ôîðìû Ñàñàêè.

�1 Ââåäåíèå

Âåùåñòâåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü P êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâà-
åòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Õîïôà, åñëè âåêòîð JN çàäàåò ãëàâíîå íàïðàâ-
ëåíèå íà P . Çäåñü J � êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà M , à N � åäèíè÷-
íûé âåêòîð íîðìàëè ê P . Ñòðóêòóðà ãèïåðïîâåðõíîñòåé Õîïôà êîìïëåêñ-
íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì èçâåñòíà âî âñåõ äåòàëÿõ áëàãîäàðÿ ðàáîòàì
T. E. Cecèëü è Ï. Ðàÿí ([9]), Ñ. Moíòèýëü ([13]) è À. À. Áîðèñåíêî ([5, 6]).
Åñòåñòâåííûìè íå÷åòíîìåðíûìè àíàëîãàìè êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâ-
ëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ Ñàñàêè. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàñïðîñòðà-
íèòü âûøåóïîìÿíóòûå ðåçóëüòàòû íà ìíîãîîáðàçèÿ Ñàñàêè, îïðåäåëèâ â
òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ îáúåêòû, àíàëîãè÷íûå ãèïåðïîâåðõíîñòÿì Õîïôà.
Ýòîìó è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ çàìåòêà. Îñîáî áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé
3-ñàñàêèåâûõ ìíîãîîáðàçèé.

�2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà
ìíîãîîáðàçèé Ñàñàêè è èõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå
ìîæíî íàéòè â [4], [16] è â [10].

Ìíîãîîáðàçèåì Ñàñàêè íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M , äîïóñ-
êàþùåå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå Êèëëèíãà ξ òàêîå, ÷òî åãî ðèìàíîâ òåí-
çîð êðèâèçíû óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

R(X, Y )ξ = 〈ξ,X〉Y − 〈ξ, Y 〉X,

ãäå
R(X, Y ) = −[∇X ,∇Y ] +∇[X,Y ].

1Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà áûëà ïîääåðæàíà ãðàíòîì DGEUI Grant No. INV00-01-44.
Ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà áûëî ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòàìè DGES Grant No. PB97-
1425 è AGI No. GR00-52.
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Âåêòîðíîå ïîëå ξ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì
ìíîãîîáðàçèÿ Ñàñàêè. 1-ôîðìà, ïîëó÷àåìàÿ èç ξ �îïóñêàíèåì èíäåêñîâ�
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç η.

Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ìû âèäèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Ñàñàêè
M èìååò íå÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü, èíòåãðàëüíûå êðèâûå ξ ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêèìè (áóäåì íàçûâàòü èõ ξ-ãåîäåçè÷åñêèìè), è òåíçîð ϕ, îïðåäåëåííûé
ðàâåíñòâîì

ϕ = −∇ξ,

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

ϕ2 = −Id + η ⊗ ξ è ϕξ = 0.

Ìíîãîîáðàçèå Ñàñàêè M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè âåêòîðíîå ïîëå ξ
îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíîå ñëîåíèå. Òîãäà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî M/ξ, îïðå-
äåëåííîå ýòèì ñëîåíèåì, ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì ñ ìåòðèêîé,
èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé M è êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé J , êîòîðàÿ çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé

Jπ∗X = π∗ϕX,

ãäå π : M −→ M/ξ îáîçíà÷àåò åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Ïðè ýòîì π ÿâëÿ-
åòñÿ ðèìàíîâîé ñóáìåðñèåé.

Ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìîé Ñàñàêè M2n+1(c) êðèâèçíû c íàçûâàåòñÿ
îäíîñâÿçíîå ðåãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå Ñàñàêè íà êîòîðîì ñåêöèîííàÿ êðè-
âèçíà â íàïðàâëåíèè ïëîñêîñòåé, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ϕ è îðòîãî-
íàëüíûõ ê ξ, ïîñòîÿííà è ðàâíà c. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôàêòîð-ïðîñòðàí-
ñòâî M2n+1(c)/ξ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìîé
ICMn((c + 3)/4) ãîëîìîðôíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû c + 3. Áîëåå òîãî, äëÿ
òåíçîðà êðèâèçíû M2n+1(c) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

R(X, Y )Z =
c + 3

4
{〈X, Z〉Y − 〈Y, Z〉X}+

c− 1
4

{η(Y )η(Z)X − η(X)η(Z)Y − 〈Z,ϕY 〉ϕX + 〈Z,ϕX〉ϕY

− 2〈X, ϕY 〉ϕZ − 〈X, Z〉η(Y )ξ + 〈Y, Z〉η(X)ξ}.
(2.1)

Êîíòàêòíîé CR ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ Ñàñàêè M íàçûâà-
åòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü P , êàñàòåëüíàÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó âåêòîðíîìó
ïîëþ ξ. Ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå P/ξ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ãèïåðïîâåðõíî-
ñòüþ M/ξ è ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà

P −−−→ M

π

y yπ

P/ξ −−−→ M/ξ

.

Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ξ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì Êèëëèíãà, ìû ïîëó-
÷àåì, ÷òî åñëè N åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê P , òî ξt∗N = N ,
ãäå ξt îáîçíà÷àåò ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ. Êðîìå òîãî, N = π∗N ÿâëÿåòñÿ
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êîððåêòíî îïðåäåëåííûì âåêòîðíûì ïîëåì íà P/ξ, à èìåííî � åäèíè÷íûì
âåêòîðíûì ïîëåì, ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê P/ξ. Åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç AN

è AN îòîáðàæåíèÿ Âåéíãàðòåíà ìíîãîîáðàçèé P è P/ξ ñîîòâåòñòâåííî, òî
îíè áóäóò ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(ANX)∗ = ANX∗ − 〈ANX∗, ξ〉ξ, (2.2)

ãäå ∗ îáîçíà÷àåò ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò ñ ïîìîùüþ ðèìàíîâîé ñóáìåðñèè
π.

�3. Îá îïðåäåëåíèè ãèïåðïîâåðõíîñòè Õîïôà

Â ïàðàãðàôå 2 ìû îòìåòèëè, ÷òî åñëè P ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé CR ãè-
ïåðïîâåðõíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ Ñàñàêè M , òî ξt∗N = N . Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî [ξ, N ] = 0, òî åñòü ∇ξN = ∇Nξ è

ANξ = −∇ξN = −∇Nξ = ϕN. (3.1)

Â ñâîþ î÷åðåäü, îòñþäà è èç ñèììåòðèè AN âûòåêàåò, ÷òî

〈ANϕN, ξ〉 = 〈ϕN, ANξ〉 = 1. (3.2)

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕN íå ìîæåò áûòü ãëàâíûì íàïðàâëåíèåì íà AN . Ïîýòîìó
ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé Õîïôà.

3.1. Îïðåäåëåíèå Êîíòàêòíàÿ CR ãèïåðïîâåðõíîñòü P ìíîãîîáðàçèÿ
Ñàñàêè M íàçûâàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Õîïôà, åñëè ïëîñêîñòü
< {ξ, ϕN} >, íàòÿíóòàÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ξ è âåêòîð
ϕN èíâàðèàíòíà ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ Âåéíãàðòåíà, ò. å. åñëè
AN (< {ξ, ϕN} >) ⊂< {ξ, ϕN} >. Çäåñü N îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé âåêòîð
íîðìàëè ê P .

Èç (3.1) è (3.2) ñëåäóåò, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Õîïôà åñëè
è òîëüêî åñëè

ANϕN = ξ + λ ϕN. (3.3)

Ïîíÿòèå ñîâìåñòèìîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ áûëî ââåäåíî â [11] (îíî ïîÿâ-
ëÿëîñü òàêæå â [3] ïîä íàçâàíèåì àäàïòèðîâàííîãî ïî êðèâèçíå ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ). Ãèïåðïîâåðõíîñòü P ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ
ñîâìåñòèìûì èëè àäàïòèðîâàííûì ïî êðèâèçíå ïîäìíîãîîáðàçèåì, åñëè
äëÿ êàæäîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà N , îðòîãîíàëüíîãî ê P , îïåðàòîðû AN

è RN (X) := R(N,X)N êîììóòèðóþò, òî åñòü

AN ◦RN = RN ◦AN .

Â êîìïëåêñíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìå âñÿêîå ñîâìåñòèìîå ïîäìíîãîîá-
ðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì Õîïôà. Îäíàêî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ
ôîðì Ñàñàêè ìû èìååì

3.2. Ëåììà Åñëè c 6= 1, òî â ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìå Ñàñàêè M2n+1(c)
íå ñóùåñòâóåò ñîâìåñòèìîé êîíòàêòíîé CR ãèïåðïîâåðõíîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî Èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âåê-
òîðà Y , êàñàòåëüíîãî ê P , ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

RNY =
c + 3

4
Y +

c− 1
4

{−〈ξ, Y 〉ξ + 3〈Y, ϕN〉ϕN},

RNANY =
c + 3

4
ANY +

c− 1
4

{−〈ξ,ANY 〉ξ + 3〈ANY, ϕN〉ϕN},

ANRNY =
c + 3

4
ANY +

c− 1
4

{−〈ξ, Y 〉ANξ + 3〈Y, ϕN〉ANϕN}.

Ïîýòîìó ANRNY = RNANY åñëè è òîëüêî åñëè

−〈ξ, ANY 〉ξ + 3〈ANY, ϕN〉ϕN = −〈ξ, Y 〉ANξ + 3〈Y, ϕN〉ANϕN.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.1) è ñèììåòðè÷íîñòü AN çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåä-
íåå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî òàêîìó

−〈ϕN, Y 〉ξ + 3〈ANϕN, Y 〉ϕN = −〈ξ, Y 〉ϕN + 3〈Y, ϕN〉ANϕN.

Ïîëàãàÿ çäåñü Y = ϕN , ïîëó÷àåì

−ξ + 3〈ANϕN, ϕN〉ϕN = 3ANϕN,

èëè 3〈ANϕN, ξ〉 = −1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.2).

Åñëè c = 1, òî M2n+1(c) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ñôåðîé S2n+1 ñ ñåêöèîí-
íîé êðèâèçíîé 1, à íà íåé êàæäàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòèìîé.

Èìååòñÿ ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè
Õîïôà â M2n+1(c) è â ICMn((c + 3)/4) = M2n+1(c)/ξ:

3.3. Ëåììà P ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Õîïôà â M2n+1(c) åñëè è
òîëüêî åñëè P/ξ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Õîïôà â ICMn((c + 3)/4).
Áîëåå òîãî, åñëè λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì JN íà P/ξ, òî
ANϕN = ξ + λ ϕN . Â ÷àñòíîñòè, ïðè c + 3 6= 0, λ ïîñòîÿííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî Åñëè X∗ = ϕN , òî, ñ ó÷åòîì (3.2), (2.2)
ïðèíèìàåò âèä

(ANJN)∗ = ANϕN − ξ (3.4)

è, èñïîëüçóÿ õàðàêòåðèçàöèþ (3.3) ãèïåðïîâåðõíîñòåé Õîïôà â M2n+1(c),
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Õîïôà åñëè è òîëüêî
åñëè

ξ + λ ϕN = ANϕN = (ANJN)∗ + ξ.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

λ ϕN = (ANJN)∗,

ïîäåéñòâîâàâ íà êîòîðîå π∗, ïîëó÷àåì λ JN = ANJN . Îñòàåòñÿ âîñïîëüçî-
âàòüñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ äëÿ
JN íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Õîïôà â ICMn((c + 3)/4) ïîñòîÿííî ïðè c + 3 6= 0
(ñì. [14], Th.2.1).
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�4. Òåîðåìû è èõ äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü c + 3 6= 0, P � ãèïåðïîâåðõíîñòü Õîïôà â M2n+1(c), è ïóñòü
âåùåñòâåííîå ÷èñëî λ óäîâëåòâîðÿåò (3.3). Ëåììà 3.3 ãàðàíòèðóåò, ÷òî λ
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ïóñòü r ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ÷èñ-
ëîì, çàäàííûì ôîðìóëîé

λ = coc+3(r), (4.1)

ãäå

coµ(t) =
{ √

µ cot(
√

µt) åñëè µ > 0√
|µ| coth(

√
|µ|t) åñëè µ < 0

,

è ïóñòü îòîáðàæåíèå φr : P −→ M2n+1(c) çàäàíî ôîðìóëîé φr(p) =
expp rN(p), ãäå íàïðàâëåíèå âåêòîðà N âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ôîðìóëà (4.1) áûëà âåðíà.

4.1. Òåîðåìà Åñëè c + 3 6= 0 è åñëè îòîáðàæåíèå φr èìååò ïîñòîÿí-
íûé ðàíã q + 1, òî q ÷åòíî è, äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ P ñóùåñòâóåò
åå îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî φr(U) ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ñ
ïîìîùüþ π íåêîòîðîãî êîìïëåêñíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ èç ICMn((c + 3)/4)
âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè q.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîãðóæåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü P ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ
M íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, åñëè â êàæäîé åå òî÷êå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
p ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ê P â òî÷êå p ñîâïàäàåò
ñ TpM .

4.2. Òåîðåìà Ïóñòü c+3 6= 0 è n ≥ 2. Òîãäà âñÿêàÿ C2n−1-ðåãóëÿðíàÿ ïî-
ãðóæåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Õîïôà P â M2n+1(c) , íàõîäÿùàÿñÿ â îáùåì
ïîëîæåíèè, ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé:

i) ñ òðóá÷àòîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, ïîñòðîåííîé âîêðóã ïîäíÿòèÿ ñ
ïîìîùüþ π íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ èç
CPn((c + 3)/4) (åñëè c + 3 > 0 è P êîìïàêòíî),

ii) ñ òðóá÷àòîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, ïîñòðîåííîé âîêðóã íåêîòîðîé
ξ-ãåîäåçè÷åñêîé (åñëè c + 3 < 0 è π(P ) êîìïàêòíî),

iii) ñ òðóá÷àòîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, ïîñòðîåííîé âîêðóã íåêîòîðîé
ξ-ãåîäåçè÷åñêîé (åñëè c + 3 > 0 è P êîìïàêòíî è ñîäåðæèòñÿ â ãåîäåçè-
÷åñêîé òðóáå ðàäèóñà < π/

√
3 + c âîêðóã íåêîòîðîé ξ-ãåîäåçè÷åñêîé).

Ýòè òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè Ëåììû 3.3 è ñëåäóþùèõ òåîðåì,
ïîëó÷åííûõ T. E. Cecèëü, Ï. Ðàÿí, Ñ. Moíòèýëü è À. À. Áîðèñåíêî.

Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ICMn(µ) ([9], [13]) Ïóñòü ICMn(µ) ÿâëÿåò-
ñÿ êîìïëåêñíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìîé ãîëîìîðôíîé ñåêöèîííîé êðè-
âèçíû 4µ 6= 0, ïóñòü P ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Õîïôà ñ ãëàâíîé
êðèâèçíîé λ â íàïðàâëåíèè JN , λ = co4λ(r), è ïóñòü îòîáðàæåíèå φr

èìååò ïîñòîÿííûé ðàíã q. Òîãäà q ÷åòíî è, äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ P ,
ñóùåñòâóåò åå îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî φr(U) ÿâëÿåòñÿ
êîìïëåêñíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â ICMn(µ) âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè q.
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Ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ICMn(µ) ([5, 6]) Ïóñòü µ 6= 0 è n ≥ 2. Òî-
ãäà âñÿêàÿ C2n−1-ðåãóëÿðíàÿ ïîãðóæåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Õîïôà P â
ICMn(µ) , íàõîäÿùàÿñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñëåäó-
þùèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé:

i) òðóá÷àòîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, ïîñòðîåííîé âîêðóã íåêîòîðîãî íå-
ïðèâîäèìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â CPn(µ) (åñëè µ > 0 è P êîì-
ïàêòíî),

ii) ãåîäåçè÷åñêîé ñôåðîé â CHn(µ) (åñëè µ < 0 è P êîìïàêòíî),
iii) ãåîäåçè÷åñêîé ñôåðîé â CPn(µ) (åñëè µ > 0, P êîìïàêòíî è ñîäåð-

æèòñÿ â ãåîäåçè÷åñêîé ñôåðå ðàäèóñà < π/(2
√

µ).

�5. Î 3-ñàñàêèåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

3-ñàñàêèåâûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M ,
äîïóñêàþùåå 3 ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóðû Ñàñàêè, îïðåäåëÿåìûõ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè {ξa}1≤a≤3, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøå-
íèÿì

〈ξa, ξb〉 = δab è [ξa, ξb] = 2εabc ξc.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé íåïîñðåäñòâåííîé âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýí-
äîìîðôèçìîâ ϕa:

ϕa(ξb) = −εabc ξc. è ϕa({ξ1, ξ2, ξ3}⊥) ⊂ {ξ1, ξ2, ξ3}⊥ (5.1)

Áîëåå òîãî, ìû âèäèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü M ðàâíà 4n+3, n ∈ N. Âåêòîðíûå
ïîëÿ {ξa} îïðåäåëÿþò 3-ìåðíîå ñëîåíèå F . Åñëè F ðåãóëÿðíî, òî M/F ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì ìíîãîîáðàçèåì, â êîòîðîì êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòó-
ðà ëîêàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíûìè ýíäîìîðôèçìàìè Ja, îïðåäåëåííû-
ìè ÷åðåç ëîêàëüíûå ñå÷åíèÿ τ : U ⊂ M/F −→ M ñëîåíèÿ π : M −→ M/F
ôîðìóëîé

JaX = π∗(ϕa(τ∗X)).

Åñëè M ÿâëÿåòñÿ 3-ñàñàêèåâûì ìíîãîîáðàçèåì ñ ðåãóëÿðíûì F è P ÿâëÿ-
åòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â M , êàñàòåëüíîé ê F â ñâîåé êàæäîé òî÷êå, òî
π : P −→ P/F è π : M −→ M/F ÿâëÿþòñÿ ðèìàíîâûìè ñóáìåðñèÿìè ñ
âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ñëîÿìè, äèàãðàììà

P −−−→ M

π

y yπ

P/F −−−→ M/F

êîììóòàòèâíà è, â îáîçíà÷åíèÿõ, àíàëîãè÷íûõ èñïîëüçîâàííûì â ïàðàãðà-
ôå 2, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(ANX)∗ = ANX∗ −
3∑

a=1

〈ANX∗, ξa〉ξa. (5.2)
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Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ àðãóìåíòû, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ïàðàãðàôå
3, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

ANξa = ϕaN, è 〈ANϕaN, ξb〉 = 〈ϕaN,ANξb〉 = 〈ϕaN,ϕbN〉 =: µab.
(5.3)

Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì 3.1 ìû äàåì ñëåäóþùåå 5.1. Îïðåäå-

ëåíèå Ãèïåðïîâåðõíîñòü P 3-ñàñàêèåâîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Õîïôà åñëè îíà êàñàåòñÿ F â êàæäîé ñâîåé òî÷êå
è 6-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî < {ξa, ϕaN}1≤a≤3 >, ïîðîæäåííîå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè ξa è ϕaN ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîä
äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ Âåéíãàðòåíà AN . Çäåñü N îáîçíà÷àåò åäèíè÷-
íûé âåêòîð íîðìàëè ê P .

Èç (5.3) ñëåäóåò, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Õîïôà åñëè è òîëü-
êî åñëè

ANϕaN =
3∑

b=1

λabϕbN +
3∑

b=1

µabξb.

Ãîâîðÿò, ÷òî 3-ñàñàêèåâîå ìíîãîîáðàçèå èìååò ïîñòîÿííóþ ϕ-ñåêöèîí-
íóþ êðèâèçíó, åñëè ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà âñåõ ïëîùàäîê, íàòÿíóòûõ íà
âåêòîðà X è ϕaX, ïîñòîÿííà äëÿ âñåõ X îðòîãîíàëüíûõ ê F . Èçâåñòíî
(ñì. [8] è [15]), ÷òî åäèíñòâåííûì 3-ñàñàêèåâûì ìíîãîîáðàçèåì ïîñòîÿííîé
ϕ-ñåêöèîííîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ S4n+3(1), ïðè÷åì S4n+3(1)/F = HPn(1).

Âåùåñòâåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â HPn(1) íàçûâàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíî-
ñòüþ Õîïôà, åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè JaN , èíâàðè-
àíòíî ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ Âåéíãàðòåíà. Ïðè ýòîì ìû èìååì

5.2. Ëåììà P ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Õîïôà â S4n+3(1) åñëè è
òîëüêî åñëè P/F ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Õîïôà â HPn(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ~ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íà ðàñïðå-
äåëåíèå, îðòîãîíàëüíîå ê F . Äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíîãî ñå÷åíèÿ τ : HPn(1) −→
S4n+3(1) ìû èìååì ~τ∗X = X∗. Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (5.1), âû-
âîäèì

JaN = π∗ϕaτ∗N = π∗~ϕaτ∗N = π∗ϕa~τ∗N = π∗ϕaN
∗ = π∗ϕaN.

Ïîñëå ÷åãî äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ òàêæå êàê äîêàçàòåëüñòâî (3.3), íî
ñ èñïîëüçîâàíèåì (5.2) âìåñòî (2.2).

Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé Õîïôà â HPn áûëà ïîëó÷å-
íà Þ. Áåðíäò â [2]:

Òåîðåìà î HPn ([2]) Êàæäàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Õîïôà â HPn ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì íà

i) òðóáêå íåêîòîðîãî ðàäèóñà r ∈]0, π/2[ âîêðóã âïîëíå ãåîäåçè÷åñêè
âëîæåííîãî HPk äëÿ íåêîòîðîãî k = 0, 1, ..., n− 1, èëè

ii) òðóáêå íåêîòîðîãî ðàäèóñà r ∈]0, π/4[ âîêðóã âïîëíå ãåîäåçè÷åñêè
âëîæåííîãî CPn.
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Èç ïîñëåäíåé òåîðåìû è ëåììû (5.2) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

5.3. Òåîðåìà Êàæäàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Õîïôà â S4n+3(1) ÿâëÿåòñÿ îò-
êðûòûì ïîäìíîæåñòâîì íà

i) òðóáêå íåêîòîðîãî ðàäèóñà r ∈]0, π/2[ âîêðóã âïîëíå ãåîäåçè÷åñêè
âëîæåííîãî S4k+3(1) äëÿ íåêîòîðîãî k = 0, 1, ..., n− 1, èëè

ii) òðóáêå íåêîòîðîãî ðàäèóñà r ∈]0, π/4[ âîêðóã âïîëíå ãåîäåçè÷åñêè
âëîæåííîãî S2n+1(1).

Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé Õîïôà â êâàòåðíèîííîì ãè-
ïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå HHn áûëà ïîëó÷åíà Þ. Áåðíäò ïðè äîïîë-
íèòåëüíîì óñëîâèè, ÷òî âñå ãëàâíûå êðèâèçíû ïîñòîÿííû ([2]) è áûëà ïî-
ëó÷åíà â îáùåì ñëó÷àå À. À. Áîðèñåíêî ([7]):

Òåîðåìà î HHn ([2], [7]) Êàæäàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Õîïôà â HHn ÿâëÿ-
åòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì íà

i) òðóáêå íåêîòîðîãî ðàäèóñà âîêðóã âïîëíå ãåîäåçè÷åñêè âëîæåííîãî
HHk äëÿ íåêîòîðîãî k = 0, 1, ..., n− 1, èëè

ii) òðóáêå íåêîòîðîãî ðàäèóñà âîêðóã âïîëíå ãåîäåçè÷åñêè âëîæåííîãî
CHn, èëè

iii) îðèñôåðå.

Âîçìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü ïîíÿòèå 3-ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû äëÿ ïñåâ-
äî-ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M ðàçìåðíîñòè 4n + 3 è ñèãíàòóðû (3, 4n) (ñì.
[12]). Åñëè F ðåãóëÿðíî, òî M/F ÿâëÿþòñÿ êâàòåðíèîííûìè êýëåðîâû-
ìè ìíîãîîáðàçèÿìè îòðèöàòåëüíîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíû. Åñëè îíè èìå-
þò ïîñòîÿííóþ ϕ-ñåêöèîííóþ êðèâèçíó, òî M/F ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì
ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííóþ âûøå
òåîðåìó î HHn, äëÿ òàêèõ ïñåâäî-ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî ïîëó-
÷èòü óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå 5.3.
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