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Ââåäåíèå

Êàæäîìó n-ìåðíîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ Fn â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
En+m ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî ãðàññìàíîâ îáðàç Γ â ãðàññìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
G(m,n+m). Ýòîò îáúåêò, êàê è êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå ñôåðè÷åñêîãî îáðà-
çà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, èãðàåò
âàæíóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè âíóòðåííåé è âíåøíåé ãåîìåòðèè ïîäìíî-
ãîîáðàçèé Fn ⊂ En+m. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò, áëàãîäàðÿ ñòàðàíèÿì ìíîãèõ
èçâåñòíûõ ãåîìåòðîâ, ñðåäè êîòîðûõ õîòåëîñü áû îòìåòèòü K.Leichtweiss,
Y.Muto, S.S.Chern, Þ.À.Àìèíîâà, À.À.Áîðèñåíêî, D.Hoffman, R.Osser-
man, òåîðèÿ ãðàññìàíîâà îáðàçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåíñèâíî ðàçâèòóþ
îáëàñòü ñîâðåìåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé, íà-
ïîëíåííóþ ìíîæåñòâîì cèëüíûõ, êðàñèâûõ ðåçóëüòàòîâ.

Îäíîé èç âàæíåéøèõ ñîñòàâëÿþùèõ òåîðèè ãðàññìàíîâà îáðàçà âïîëíå
åñòåñòâåííî ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé êðóã çàäà÷. Íàñêîëüêî îäíîçíà÷íî ïîä-

ìíîãîîáðàçèå Fn ⊂ En+m îïðåäåëåíî ñâîèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì? Ñó-

ùåñòâóþò ëè ïîäìíîãîîáðàçèÿ F̃n ⊂ En+m ñ òåì æå ãðàññìàíîâûì îá-

ðàçîì, ÷òî è ó Fn? Êàê ìíîãî òàêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé? Äîïóñêàåò ëè Fn

äåôîðìàöèè, ïðè êîòîðûõ ãðàññìàíîâ îáðàç íå èçìåíÿåòñÿ?[1] Ïî òðàäè-
öèè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ãðàññìàíîâ îáðàç íå èçìåíÿåòñÿ, áóäåì
íàçûâàòü G-ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî òðèâèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà è ãîìîòåòèè ïîäìíîãîîáðàçèÿ Fn â En+m íå èçìåíÿþò ãðàññìàíî-
âà îáðàçà, ïîýòîìó èíòåðåñ âûçûâàþò íåòðèâèàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ëîêàëüíî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ëèøü ñëó÷àé íåâûðîæäåííîãî ãðàññìàíîâà îáðàçà. Â ñëó÷àå, åñëè ãðàññìà-
íîâ îáðàç âûðîæäåí â ïîäìíîãîîáðàçèå Γ ⊂ G(m,n+m) ðàçìåðíîñòè k <
n, ò.å. åñëè Fn ⊂ En+m ÿâëÿåòñÿ òàíãåíöèàëüíî âûðîæäåííûì, òî òàêîå
Fn áóäåò ñèëüíî ïàðàáîëè÷åñêèì è áóäåò ñîñòîÿòü èç (n−k)-ìåðíûõ ïëîñ-
êîñòåé (íàïðèìåð � öèëèíäðû, êîíóñû, òîðñû è ò.ä.). Íåòðèâèàëüíûå G-
ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîãî Fn ñâîäÿòñÿ ê íåòðèâèàëüíûì G-ïðåîáðàçîâàíèÿì
k-ìåðíîé áàçû F k ïîäìíîãîîáðàçèÿ Fn êàê ñèëüíî ïàðàáîëè÷åñêîãî. Òà-
êèì îáðàçîì ðàññìîòðåíèå âûðîæäåííîãî ãðàññìàíîâà îáðàçà ïîäìíîãî-
îáðàçèÿ Fn ìîæíî áóäåò ðåäóöèðîâàòü ê èçó÷åíèþ íåâûðîæäåííîãî ãðàñ-
ñìàíîâà îáðàçà åãî áàçû F k, ïîýòîìó è ñòîèò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî "íåâû-
ðîæäåííûé"ñëó÷àé [2]. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñôîðìóëèðîâàííûå
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çàäà÷è òîëüêî â ëîêàëüíîì ñìûñëå è òîëüêî äëÿ íåâûðîæäåííûõ ãðàññìà-
íîâûõ îáðàçîâ.

Ïîñòàâëåííûì âîïðîñàì åäèíñòâåííîñòè è äåôîðìèðóåìîñòè ïîñâÿùåí
øèðîêèé êðóã ðàçíîîáðàçíûõ ðàáîò (ñì. îáçîð [1]), è îäíèì èç îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ â äàííîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íåòðèâèàëü-
íàÿ G-äåôîðìèðóåìîñòü íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ òî÷å÷íîé êîðàçìåðíî-
ñòüþ ïîäìíîãîîáðàçèÿ. À èìåííî, êàê äîêàçàë À.À.Áîðèñåíêî [3], îïèðà-
ÿñü íà ðåçóëüòàòû Ý.Êàðòàíà è Â.Â.Ðûæêîâà î ñèëüíî ïàðàáîëè÷åñêèõ
ïîäìíîãîîáðàçèÿõ, åñëè òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü codim ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Fn ⊂ En+m ïðåâîñõîäèò n(n − 1)/2 + 1, òî Fn îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî
ñâîè ãðàññìàíîâûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî òðèâèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ãîìîòåòèè â En+m, ò.å. èìååò ìåñòî òàê íàçû-
âàåìàÿ G-æåñòêîñòü. (Çàìåòèì, ÷òî G-æåñòêîñòü äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé
F 2 ⊂ Em+2,m≥3, ñ òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ codim = 3, áûëà òàêæå äîêà-
çàíà Þ.À.Àìèíîâûì, íî ïðè íåêîòîðûõ èçëèøíèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-
âèÿõ [4].)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ Fn ⊂
En+m òîæäåñòâåííî ðàâíà 1, òî òîãäà â ñëåäñòâèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû
Àëëåíäîðôåðà ïîäìíîãîîáðàçèå Fn ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â íåêî-
òîðîì àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå En+1 ⊂ En+m, è ëåãêî ïîíÿòü, ïî àíà-
ëîãèè ñî ñëó÷àåì F 2 ⊂ E3, ÷òî òàêîå ïîäìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò î÷åíü øè-
ðîêîå ìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé. Íàïðèìåð, âñå ñòðîãî
âûïóêëûå çàìêíóòûå ãèïåðïîâåðõíîñòè èìåþò îäèí è òîò æå ãðàññìàíîâ
îáðàç.

Êàê ìû âèäèì, ñèòóàöèÿ â ñëó÷àå codim > n(n−1)/2+1 äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ, êîãäà codim ≡ 1. ×òî
ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå, êîãäà 1 < codim < n(n − 1)/2 + 1? Ýòîò âîïðîñ
îñòàåòñÿ îòêðûòûì è ïîíûíå.

Â ñëó÷àå äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, êîãäà n(n− 1)/2 + 1 = 2, ñ ëîêàëü-
íîé òî÷êè çðåíèÿ âîçíèêàþò âñåãî ëèøü òðè ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå
ñèòóàöèè:

F 2 ⊂ Em+2,m ≥ 3 codim ≡ 3 G-æåñòêîñòü
F 2 ⊂ Em+2,m ≥ 2 codim ≡ 2
F 2 ⊂ Em+2,m ≥ 1 codim ≡ 1 îáøèðíîå ìíîæåñòâî

íåòðèâèàëüíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé

Ìû ðàññìîòðèì èìåííî ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé codim ≡ 2: çäåñü íåòðè-
âèàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóùåñòâóþò, â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ codim ≡ 3,
íî èõ íå òàê ìíîãî, êàê â ñëó÷àå codim ≡ 1, è îíè äîïóñêàþò äîñòàòî÷íî
ïîëíîå, çàìêíóòîå, ãåîìåòðè÷åñêè ÿñíîå îïèñàíèå. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæå-
íèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîâåðõíîñòåé F 2 ⊂ E4 ñ ïîñòîÿííîé
òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ codim ≡ 2 � âñå ðåçóëüòàòû áåç òðóäà ïåðå-
íîñÿòñÿ íà ñëó÷àé áîëåå îáùåãî êëàññà ïîâåðõíîñòåé F 2 ⊂ Em+2,m≥2, ñ
ïîñòîÿííîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ codim ≡ 2. Îòìåòèì, ÷òî ñàì ôàêò
ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé ïîâåðõíîñòåé F 2 ⊂ E4
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ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè ñëåäñòâèåì ðåçóëüòàòîâ Þ.À.Àìèíîâà î âîññòàíîâëåíèè
F 2 â E4 ïî çàäàííîìó ãðàññìàíîâó îáðàçó [5].

Â §1 ìû íàïîìíèì êëàññèôèêàöèþ Þ.À.Àìèíîâà äëÿ òî÷åê ãðàññìà-
íîâà îáðàçà è àôôèííóþ êëàññèôèêàöèþ À.À.Áîðèñåíêî äëÿ òî÷åê ñàìîé
ïîâåðõíîñòè F 2 â E4, à çàòåì îïèøåì îáùèå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ F 2 ⊂ E4 è
èõ ñâÿçü ñ ïðèâåäåííûìè êëàññèôèêàöèÿìè.

Â §2 áóäóò ðàññìîòðåíû èçîìåòðè÷åñêèå è, áîëåå îáùèå, êîíôîðì-
íûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ, à â §3 � ýêâèàðåàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâåðõ-
íîñòåé F 2 ⊂ E4. Ìû ïîïûòàåìñÿ îáúåäèíèòü â åäèíîå öåëîå è äîïîë-
íèòü èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû À.À.Áîðèñåíêî ïî îáùèì èçîìåòðè÷å-
ñêèì G-ïðåîáðàçîâàíèÿì, Ä.Õîôôìàíà è Ð.Îññåðìàíà � ïî êîíôîðìíûì
G-ïðåîáðàçîâàíèÿì, Â.Ò. Ôîìåíêî è åãî ó÷åíèêîâ � ïî ýêâèàðåàëüíûì G-
ïðåîáðàçîâàíèÿì. Êðîìå àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêèõ äåôîðìàöèé, áó-
äåò ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè F 2 ñ ïîñòîÿííîé òî÷å÷íîé

êîðàçìåðíîñòüþ 2 íå äîïóñêàþò íè êîíôîðìíûõ, íè ýêâèàðåàëüíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé ñ ñîõðàíåíèåì ãðàññìàíîâà îáðàçà, îòëè÷íûõ îò ïàðàëëåëüíî-

ãî ïåðåíîñà è ãîìîòåòèè. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ëèøü èçîòåðìè÷åñêèå
è ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè, äîïóñêàþùèå íåòðèâèàëüíûå êîíôîðìíûå

G-ïðåîáðàçîâàíèÿ (Òåîðåìû 1 è 3), à òàêæå ñïåöèàëüíûå êëàññû ïîâåðõíî-

ñòåé, äîïóñêàþùèõ íåòðèâèàëüíûå ýêâèàðåàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ (îïè-
ñàíèå ýòèõ êëàññîâ ïðèâîäèòñÿ â Òåîðåìàõ 6-8).

�1. Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ïîâåðõíîñòåé F 2 ⊂ E4

è îáùèå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíîå äâóìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå F 2 â ÷åòûðåõìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E4. Ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå P ∈ F 2 âåê-
òîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â E4, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïàðàë-
ëåëüíî íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè NPF

2. Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå G ïîâåðõ-
íîñòè F 2 â ãðàññìàíîâî ìíîãîîáðàçèå G(2, 4) äâóìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E4 íàçûâàåòñÿ ãðàññìàíîâûì, à îá-
ðàç Γ ⊂ G(2, 4) � ãðàññìàíîâûì îáðàçîì ïîâåðõíîñòè F 2.

Â [6] áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ãðàññìàíîâà
îáðàçà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå P ∈ F 2 òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü F 2

(ðàçìåðíîñòü ïåðâîãî íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà) ðàâíà 2. Òîãäà â îêðåñò-
íîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè P ∗ ∈ Γ ãðàññìàíîâ îáðàç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðåãóëÿðíîå äâóìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Òî÷êà P ∗ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêîé, ïàðàáîëè÷åñêîé èëè ýëëèïòè÷åñêîé, åñëè ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà K
ãðàññìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ G(2, 4) â òî÷êå P ∗ âäîëü êàñàòåëüíîé ïëîñêî-
ñòè ê ãðàññìàíîâó îáðàçó TP ∗Γ ñîîòâåòñòâåííî ìåíüøå, ðàâíà èëè áîëüøå
1. (Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî íà G(2, 4) ââåäåíà ñòàíäàðòíàÿ ñòðóêòóðà ðèìà-
íîâà ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.) Îòìåòèì, ÷òî â äàííîå îïðåäåëåíèå
âõîäèò óñëîâèå codim = 2. Íî òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü ïîâåðõíîñòè îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ãðàññìàíîâ îáðàç [2], ïîýòîìó ïðèâåäåííàÿ
êëàññèôèêàöèÿ êîððåêòíà â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà ìîæåò áûòü ñôîðìóëè-
ðîâàíà èñêëþ÷èòåëüíî â òåðìèíàõ ãðàññìàíîâà îáðàçà.
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À.À.Áîðèñåíêî ïîêàçàë, ÷òî êëàññèôèêàöèè òî÷åê ãàóññîâà îáðàçà ñî-
îòâåòñòâóåò àôèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ñàìîé ïîâåðõíîñòè F 2. Â ÷àñò-
íîñòè, èìååò ìåñòî

Ëåììà 1. Ïóñòü òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü F 2 â òî÷êå P ðàâíà 2.

Òî÷êà P ∗ ∈ Γ2 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, ëèáî ïàðàáîëè÷åñêîé, ëèáî ýë-

ëèïòè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå

TPF
2 ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâåííî íåêîëëèíåàðíûå ñîïðÿæåííûå âåê-

òîðû X è Y (ò.å. L(X,Y ) = 0), ëèáî àñèìïòîòè÷åñêèé âåêòîð Z (ò.å.

L(Z,Z) = 0), ëèáî íåêîëëèíåàðíûå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå âåêòîðû U
è V (ò.å. L(U,U) + L(V, V ) = L(U + iV, U − iV ) = 0).

Çäåñü ÷åðåç L : TF 2 × TF 2 → NF 2 îáîçíà÷åíà âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ôîðìà F 2. Íàïîìíèì, ÷òî îáðàç TPF 2 × TPF 2 ïîä äåéñòâèåì L íàçûâàþò
ïåðâûì íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ïîâåðõíîñòè F 2, à åãî ðàçìåðíîñòü
íàçûâàþò òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ F 2 â òî÷êå P .

Ïðèâåäåííîå êëàññèôèêàöèîííîå óòâåðæäåíèå äîïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
ëåãêî äîêàçóåìûì ôàêòîì.

Ëåììà 2. Åñëè â òî÷êå P ∈ F 2 òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü F 2 ðàâíà 2,

è â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TPF
2 ñóùåñòâóþò ëèáî íåêîëëèíåàðíûå

ñîïðÿæåííûå íàïðàâëåíèÿ X è Y , ëèáî àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå Z,
òî ýòè íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èè îò ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ òî÷åê,
ãäå ñîïðÿæåííûå è, ñîîòâåòñòâåííî, àñèïòîòè÷åñêèå âåêòîðà îïðåäåëåíû
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû (èìåííî ýòî è ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ ïîä îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòüþ íàïðàâëåíèé, î êîòîðîé èäåò
ðå÷ü â Ëåììå 2), â ýëëèïòè÷åñêèõ òî÷êàõ õàðàêòåðèçóþùèå èõ êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûå âåêòîðû îïðåäåëåíû íå îäíîçíà÷íî. À èìåííî, äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà U èç êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TPF 2 â ýëëèïòè÷åñêîé òî÷êå P
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) âåêòîð V ∈ TPF

2, êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæåííûé âåêòîðó U .

Îòìåòèì åùå, ÷òî íåâûðîæäåííûé ãðàññìàíîâ îáðàç ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂
E4 êðîìå ãèïåðáîëè÷åñêèõ, ïàðàáîëè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ òî÷åê ìîæåò
ñîäåðæàòü åùå è òàê íàçûâàåìûå "òî÷êè óïëîùåíèÿ", êîòîðûå ñîîòâåò-
ñòâóþò òî÷êàì íà ïîâåðõíîñòè, ãäå codim = 1, îäíàêî ìû ñ íèìè ñòàëêè-
âàòüñÿ íå áóäåì.

Ïóñòü òåïåðü F 2 ⊂ E4 � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ïîñòîÿííîé òî÷å÷-
íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2, çàäàííàÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì x = r(u, v) îòíîñèòåëüíî
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò u, v.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàññìàíîâ îáðàç Γ2 ⊂ G(2, 4) ïîâåðõíîñòè F 2 ÿâëÿ-
åòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, ò.å. ñîñòîèò èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê. Â ñëåäñòâèå
Ëåìì 1 è 2, â êàæäîé òî÷êå íà F 2 ñóùåñòâóåò è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû
äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè ëî-
êàëüíûå êîîðäèíàòû u, v íà F 2 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòíûå
ëèíèè áûëè âçàèìíî ñîïðÿæåíû, ò.å. L(∂u, ∂v) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, íà F 2

âîçíèêàåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííàÿ ñåòü ñîïðÿæåííûõ ëèíèé, ÷òî è õàðàê-
òåðèçóåò ãèïåðáîëè÷íîñòü ãðàññìàíîâà îáðàçà. Çàìåòèì, ÷òî íîðìàëüíûå
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âåêòîðà L(∂u, ∂u) è L(∂v, ∂v) íèãäå íå êîëëèíåàðíû, òàê êàê òî÷å÷íàÿ êî-
ðàçìåðíîñòü òîæäåñòâåííî ðàâíà 2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðàññìàíîâ îáðàç Γ2 ⊂ G(2, 4) ïîâåðõíîñòè
F 2 ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì, ò.å. ñîñòîèò èç ïàðàáîëè÷åñêèõ òî÷åê. Âñëåä-
ñòâèå Ëåìì 1 è 2, â êàæäîé òî÷êå íà F 2 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùå-
ñòâóåò è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ïðÿìàÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ âåêòîðîâ. Ñàìà
F 2 îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ðàññëàèâàåòñÿ íà àñèìïòîòè÷åñêèå êðèâûå αv,
êàñàþùèåñÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé, ÷òî è õàðàêòåðèçóåò ïàðàáî-
ëè÷íîñòü ãðàññìàíîâà îáðàçà. Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû u, v íà F 2 ìîæíî
ââåñòè òàê, ÷òîáû àñèìïòîòè÷åñêèå êðèâûå αv áûëè êîîðäèíàòíûìè ëè-
íèÿìè v = const, áóäåì íàçûâàòü òàêèå êîîðäèíàòû ïîëóàñèìïòîòè÷åñêè-
ìè. Â ýòîì ñëó÷àå L(∂u, ∂u) ≡ 0, ïðè ýòîì íîðìàëüíûå âåêòîðà L(∂u, ∂v)
è L(∂v, ∂v) íèãäå íå êîëëèíåàðíû, òàê êàê òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü òîæäå-
ñòâåííî ðàâíà 2.

Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî ãðàññìàíîâ îáðàç Γ2 ⊂ G(2, 4) ïîâåðõíîñòè
F 2 ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì, ò.å. ñîñòîèò èç ýëëèïòè÷åñêèõ òî÷åê. Â ñëåä-
ñòâèå Ëåììû 1, â êàæäîé òî÷êå íà F 2 ñóùåñòâóåò ïàðà ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷-
íî. Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ïîêàçàòü, ÷òî ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû u, v íà F 2

ìîæíî ââåñòè òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòíûå ëèíèè êàñàëèñü êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûõ íàïðàâëåíèé, ò.å. ÷òîáû âûïîëíÿëîñü p2L(∂u, ∂u) + L(∂v, ∂v) ≡ 0,
ãäå p(u, v) � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì íîðìàëüíûå
âåêòîðà L(∂u, ∂u) è L(∂u, ∂v) íèãäå íå êîëëèíåàðíû â âèäó òîãî, ÷òî òî-
÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü ïîâåðõíîñòè âñþäó ðàâíà 2. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå
êîîðäèíàòû ïî÷òè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, à ïðè p = 1 - êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûìè. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èè îò ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëè-
÷åñêîãî ñëó÷àÿ, ñåòü ïî÷òè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ëèíèé íà ïîâåðõíî-
ñòè, õàðàêòåðèçóþùàÿ ýëëèïòè÷íîñòü ãðàññìàíîâà îáðàçà, íå åäèíñòâåííà.

Êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû.

1. Ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E4 ñ ïëîñêîé íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ õàðàêòåðè-
çóþòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì íà íèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò êðèâèçíû, ò.å. òàêèõ
êîîðäèíàò, ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè � ëèíèè êðèâèçíû. Êîîðäèíàòû êðè-
âèçíû � ýòî îðòîãîíàëüíûå ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòû, ïîýòîìó ãðàññìàíîâ
îáðàç ó ïîâåðõíîñòåé ñ ïëîñêîé íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ ãèïåðáîëè÷åñêèé
(åñëè, êîíå÷íî, òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü òîæäåñòâåííî ðàâíà 2). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, òàê êàê ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòû íå îáÿçàíû, â îáùåì ñëó÷àå,
áûòü îðòîãîíàëüíûìè, òî ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòåé F 2 ⊂ E4 ñ ãèïåðáîëè-
÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî ëèøü ïîâåðõíî-
ñòÿìè ñ ïëîñêîé íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ.

1.1. Èçîòåðìè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ E4, íà êîòîðîé
ìîæíî ââåñòè ëîêàëüíûå èçîòåðìè÷åñêèå êîîðäèíàòû u, v (â êîòîðûõ ìåò-
ðèêà F 2 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ds2 = eψ(du2 + dv2)), ïðè÷åì òàê, ÷òîáû êî-
îðäèíàòíûå ëèíèè áûëè ëèíèÿìè êðèâèçíû, íàçûâàåòñÿ èçîòåðìè÷åñêîé

[7]. Èçîòåðìè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîâåðõíîñòåé
ñ ïëîñêîé íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ.
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2. Ëèíåé÷àòûå ïîâåðõíîñòè. Ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ E4, îáðàçóåìàÿ ñîâî-
êóïíîñòüþ ïðÿìûõ, çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ïàðàìåòðà, íàçûâàåòñÿ ëèíåé÷à-
òîé. Íàïðàâëåíèÿ, êàñàòåëüíûå ê ïðÿìîëèíåéíûì îáðàçóþùèì, ÿâëÿþò-
ñÿ î÷åâèäíî àñèìïòîòè÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè. Ïîýòîìó, åñëè òî÷å÷íàÿ
êîðàçìåðíîñòü ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè òîæäåñòâåííî ðàâíà 2, òî åå ãðàñ-
ñìàíîâ îáðàç áóäåò ïàðàáîëè÷åñêèì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àñèìïòîòè÷åñêèå
ëèíèè íå îáÿçàíû áûòü ïðÿìîëèíåéíûìè, âîîáùå ãîâîðÿ, ñëåäîâàòåëüíî
ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòåé F 2 ⊂ E4 ñ ïàðàáîëè÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðà-
çîì íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî ëèøü ëèíåé÷àòûìè ïîâåðõíîñòÿìè.

3.Ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ îáðàùåíèåì â íîëü âåê-
òîðà ñðåäíåé êðèâèçíû. Òàêèå ïîâåðõíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ åùå è ñóùå-
ñòâîâàíèåì ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò, êîòîðûå èçîòåðìè÷íû è êîìïëåêñíî ñî-
ïðÿæåíû îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó, åñëè òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü ìèíèìàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè òîæäåñòâåííî ðàâíà 2, òî åå ãðàññìàíîâ îáðàç � ýëëèïòè-
÷åñêèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî÷òè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòû íå
îáÿçàíû, âîîáùå ãîâîðÿ, áûòü èçîòåðìè÷åñêèìè, ïîýòîìó ìíîæåñòâî ïî-
âåðõíîñòåé F 2 ⊂ E4 ñ ýëëèïòè÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì êîíå÷íî æå
íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî ëèøü ìèíèìàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè.

Êàê ñëåäóåò èç óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîò Þ.À.Àìèíîâà, ïîâåðõíîñòè
F 2 ⊂ E4 ñ ïîñòîÿííîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2 äîïóñêàþò íåòðèâè-
àëüíûå äåôîðìàöèè ñ ñîõðàíåíèåì ãðàññìàíîâà îáðàçà (G-äåôîðìàöèè).
Ñâîéñòâà ýòèõ äåôîðìàöèé ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò òèïà òî÷åê ïîâåðõíî-
ñòè F 2 (ýêâèâàëåíòíî � îò òèïà òî÷åê ãðàññìàíîâà îáðàçà), à ñàìè äåôîð-
ìàöèè ìîãóò áûòü îïèñàíû â òåðìèíàõ ðåøåíèé ïðîñòûõ ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ê îïèñàíèþ G-äåôîðìà-
öèé ìû ñåé÷àñ è ïðèñòóïàåì.

Ïóñòü F 2 ⊂ E4 � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ïîñòîÿííîé òî÷å÷íîé êîðàç-
ìåðíîñòüþ 2, çàäàííàÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì x = r(u, v) îòíîñèòåëüíî ëîêàëü-
íûõ êîîðäèíàò u, v. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ds2 = g11du
2 + 2g12dudv + g22dv

2,

L =
2∑

σ=1

(Lσ11du
2 + 2Lσ12dudv + Lσ22dv

2)nσ

ïåðâóþ è âòîðóþ ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû F 2. Çäåñü n1 è n2 � ëîêàëüíûå
ïîëÿ íîðìàëåé, îáðàçóþùèå â êàæäîé òî÷êå P ∈ F 2 îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà NpF

2.
Ïóñòü F̃ 2 ⊂ E4 � ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ òåì æå ãðàñ-

ñìàíîâûì îáðàçîì Γ2, ÷òî è ó F 2. Ìåæäó F 2 è F̃ 2 âîçíèêàåò ñîîòâåòñòâèå
ïî ïàðàëëåëüíîñòè íîðìàëüíûõ ïëîñêîñòåé, ïîýòîìó ëîêàëüíûå êîîðäèíà-
òû u, v ïåðåíîñÿòñÿ ñ F 2 íà F̃ 2. Âåêòîðà n1 è n2 áóäóò, î÷åâèäíî, íîðìà-
ëÿìè è äëÿ F̃ 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ds̃2 = g̃11du
2 + 2g̃12dudv + g̃22dv

2,

L̃ =
2∑

σ=1

(L̃σ11du
2 + 2L̃σ12dudv + L̃σ22dv

2)nσ
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ïåðâóþ è âòîðóþ ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû F̃ 2.
Òàê êàê íîðìàëüíûå ïëîñêîñòè ê F 2 è F̃ 2 â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ

ïàðàëëåëüíû, ïîâåðõíîñòü F̃ 2 ⊂ E4 çàäàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì x = r̃(u, v)
òàêèì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

∂ur̃ = a∂ur + b∂vr, (1.1)

∂v r̃ = c∂ur + d∂vr, (1.2)

ãäå a, b, c, d � ôóíêöèè îò u, v. Ýòè ôóíêöèè íå ïðîèçâîëüíû, îíè äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè. Ïðîäèôôåðåíöèðó-
åì ïåðâîå óðàâíåíèå ïî v, à âòîðîå � ïî u, çàòåì ïðèìåíèì äåðèâàöèîííûå
ôîðìóëû Ãàóññà-Âåéíãàðòåíà è çàïèøåì óñëîâèå ðàâåíñòâà âòîðûõ ñìå-
øàííûõ ïðîèçâîäíûõ ðàäèóñ-âåêòîðà r̃. Ïîëó÷èì:

∂va+ Γ1
12a+ Γ1

22b = ∂uc+ Γ1
11c+ Γ1

12d, (2.1)

∂vb+ Γ2
12a+ Γ2

22b = ∂ud+ Γ2
11c+ Γ2

12d, (2.2)

L(∂ur, ∂vr)a+ L(∂vr, ∂vr)b = L(∂ur, ∂ur)c+ L(∂ur, ∂vr)d, (2.3)

ãäå Γijk � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ìåòðèêè ïîâåðõíîñòè F 2. Ëþáîìó ðåøå-
íèþ a, b, c, d ñèñòåìû (2) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü G-ïðåîáðàçîâàíèå èñõîä-
íîé ïîâåðõíîñòè F 2, îïðåäåëÿåìîå èç ñèñòåìû (1). Òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ
b = c ≡ 0, a = d ≡ a0, ãäå a0 6= 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ñîîòâåòñòâó-
åò ãîìîòåòèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì a0. Âûáîð íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ r̃ â
êàêîé-ëèáî òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó ïðåîáðàçîâàííîé
ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíûì G-ïðåîáðàçîâàíèÿì ïîâåðõ-
íîñòè F 2 ñîîòâåòñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ a, b, c, d ñèñòåìû (2).

Âèä ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2) íåïîñðåäñòâåííî çàâè-
ñèò îò òèïà òî÷åê ãðàññìàíîâà îáðàçà ïîâåðõíîñòè F 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ãðàññìàíîâ îáðàç Γ2 ⊂ G(2, 4) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì. Êàê áûëî îò-
ìå÷åíî âûøå, íà F 2 ìîæíî ââåñòè ëîêàëüíûå ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòû.
Áóäåì ñ÷èòàòü, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ÷òî êîîðäèíàòû u, v êàê ðàç è åñòü
ñîïðÿæåííûå. Òîãäà L(∂ur, ∂vr) ≡ 0. Ïðè ýòîì, òàê êàê òî÷å÷íàÿ êîðàçìåð-
íîñòü âñþäó ðàâíà 2, íîðìàëüíûå âåêòîðà L(∂ur, ∂ur) è L(∂vr, ∂vr) íèãäå íå
êîëëèíåàðíû, â ñëåäñòâèå ÷åãî èç (2.3) ïîëó÷àåì, ÷òî b = c = 0. Ïîýòîìó
ñèñòåìà (1), îïèñûâàþùàÿ G-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè F 2, çàïèøåòñÿ
êàê

∂ur̃ = a∂ur, (3.1)

∂v r̃ = d∂vr, (3.2)

à óñëîâèå åå ñîâìåñòíîñòè, ñèñòåìà óðàâíåíèé (2), ïðèìåò âèä

∂va = Γ1
12(d− a), (4.1)

∂ud = Γ2
12(a− d). (4.2)
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Íå îáðàùàþùåìóñÿ â íîëü ðåøåíèþ a, d ñèñòåìû (4) ñîîòâåòñòâóåò ðå-
øåíèå r̃(u, v) ñîâìåñòíîé ñèñòåìû (3), êîòîðîå çàäàåò ðåãóëÿðíóþ ïîâåðõ-
íîñòü F̃ 2 ⊂ E4, ÷åé ãðàññìàíîâ îáðàç ñîâïàäàåò ñ Γ2. Â ñâîþ î÷åðåäü ðåøå-
íèå a, d ñèñòåìû (4) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùèõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé (ïàðû ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî).

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíûå G-äåôîðìàöèè ïîâåðõíîñòè F 2 â E4

ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåòðèâèàëü-

íûìè ðåøåíèÿìè a, d ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé (4), à ìíîæåñòâî ýòèõ äåôîðìàöèé "ïàðàìåòðèçóåò-

ñÿ"íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ (4).

Èç (3) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïåðâûõ è âòîðûõ êâàäðà-
òè÷íûõ ôîðì ïîâåðõíîñòåé F 2 è F̃ 2 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

g̃11 = a2g11, g̃12 = adg12, g̃22 = d2g22, (5.1)

L̃11 = aL11, L̃12 = L12 = 0, L̃22 = dL22; (5.2)

Ïîýòîìó êîîðäèíàòíûå ëèíèè u è v íà F̃ 2 áóäóò ñîïðÿæåííûìè, êàê è
íà F 2, ò.å. ñâîéñòâî F 2 íåñòè ñåòü ñîïðÿæåííûõ ëèíèé ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷è-
òåëüíî ñâîéñòâîì ãðàññìàíîâà îáðàçà. È íà ñàìîì äåëå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîâåðõíîñòåé F 2 ⊂ E4 c ãèïåðáîëè÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì, òàê æå,
êàê è óðàâíåíèÿ (3) è (4), èçâåñòíû êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèé
Ïåòåðñîíà ñîïðÿæåííûõ ñåòåé (èññëåäîâàíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíî ìíîæå-
ñòâî ðàáîò, ñì. íàïðèìåð, [7], [8]).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðàññìàíîâ îáðàç Γ2 ⊂ G(2, 4) ÿâëÿåòñÿ ïà-

ðàáîëè÷åñêèì. Íà F 2 ìîæíî ââåñòè ëîêàëüíûå ïîëóàñèìïòîòè÷åñêèå êî-
îðäèíàòû, êîòîðûå ìû è âîçüìåì, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, çà u, v. Òîãäà
L(∂u, ∂u) ≡ 0, à íîðìàëüíûå âåêòîðà L(∂u, ∂v) è L(∂v, ∂v) íèãäå íå êîëëèíå-
àðíû, òàê êàê òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü òîæäåñòâåííî ðàâíà 2, â ñëåäñòâèå
÷åãî èç (2.3) ïîëó÷àåì b = 0, a = d. Ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà (1), îïèñûâàþ-
ùàÿ G-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè F 2, çàïèøåòñÿ êàê

∂ur̃ = a∂ur, (6.1)

∂v r̃ = c∂ur + a∂vr, (6.2)

à óñëîâèå åå ñîâìåñòíîñòè (2) ïðèìåò âèä

∂ua = −cΓ2
11, (7.1)

∂va = ∂uc+ cΓ1
11. (7.2)

Ëþáîìó ðåøåíèþ a 6= 0, c ñèñòåìû (7) ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå r̃(u, v)
ñîâìåñòíîé ñèñòåìû (6), êîòîðîå çàäàåò ðåãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü F̃ 2 ⊂ E4,
÷åé ãðàññìàíîâ îáðàç ñîâïàäàåò ñ Γ2. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå c(u, v) ≡ 0 è
a(u, v) ≡ a0, ãäå a0 6= 0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, ñîîòâåòñòâóåò ïðåîá-
ðàçîâàíèþ ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì a0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì
íåòðèâèàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå F 2.
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Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè F 2 â

E4 ñ ïàðàáîëè÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåòðèâè-

àëüíûìè ðåøåíèÿìè a, c ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé (7), à ìíîæåñòâî ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé "ïàðàìåòðèçó-

åòñÿ"íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ (7).

Èç (6) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî â ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêîãî ãðàñìàíîâà îáðàçà
êîåôôèöèåíòû ïåðâûõ è âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ïîâåðõíîñòåé F 2 è
F̃ 2 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

g̃11 = a2g11, g̃12 = acg11 + a2g12, g̃22 = c2g11 + 2acg12 + a2g22, (8.1)

L̃11 = L11 = 0, L̃12 = aL12, L̃22 = cL12 + aL22; (8.2)

Ïîýòîìó êîîðäèíàòíûå ëèíèè v = const íà F̃ 2 áóäóò àñèìïòîòè÷åñêèìè,
êàê è íà F 2.

Ïóñòü, íàêîíåö, ãðàññìàíîâ îáðàç Γ2 ⊂ G(2, 4) ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E4

� ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì. Íà F 2 ìîæíî ââåñòè ëîêàëüíûå ïî÷òè êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè,
÷òî u, v � èìåííî òàêèå êîîðäèíàòû. Òîãäà p2L(∂u, ∂u) + L(∂v, ∂v) ≡ 0, è
ïðè ýòîì íîðìàëüíûå âåêòîðà L(∂u, ∂u) è L(∂u, ∂v) íèãäå íå êîëëèíåàðíû,
òàê êàê òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü ðàâíà 2. Â ýòîì ñëó÷àå èç (2.3) ïîëó÷à-
åì d = a, c = −p2b. Ïîýòîìó ñèñòåìà (1), îïèñûâàþùàÿ G-ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîâåðõíîñòè F 2, ïðèìåò âèä

∂ur̃ = a∂ur + b∂vr, (9.1)

∂v r̃ = −p2b∂ur + a∂vr, (9.2)

à óñëîâèå åå ñîâìåñòíîñòè (2) çàïèøåòñÿ êàê

∂va = −∂u(p2b)− (p2Γ1
11 + Γ1

22)b, (10.1)

∂ua = ∂vb+ (p2Γ2
11 + Γ2

22)b, (10.2)

Ïðîèçâîëüíîìó íå îáðàùàþùåìóñÿ â íîëü ðåøåíèþ a, b ñèñòåìû (10)
ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå r̃(u, v) ñîâìåñòíîé ñèñòåìû (9), êîòîðîå çàäàåò ðå-
ãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü F̃ 2 ⊂ E4, ÷åé ãðàññìàíîâ îáðàç ñîâïàäàåò ñ Γ2. Òðè-
âèàëüíîìó ðåøåíèþ a ≡ const, b ≡ 0 ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ãîìîòåòèè ïîâåðõíîñòè F 2 â E4, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì
íåòðèâèàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå.

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè F 2 â

E4 ñ ýëëèïòè÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿþòñÿ îòëè÷íûìè

îò òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (10), à ìíîæåñòâî ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé "ïàðà-

ìåòðèçóåòñÿ"íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ (10).

Èç (9) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî ãðàññìàíîâà îáðàçà
êîýôôèöèåíòû ïåðâûõ è âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ïîâåðõíîñòåé F 2 è
F̃ 2 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

g̃11 = a2g11 + 2abg12 + b2g22, g̃12 = −abp2g11 + (a2 − p2b2)g12 + abg22,
g̃22 = p4b2g11 − 2abp2g12 + a2g22,

(11.1)
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L̃11 = aL11 +bL12, L̃12 = aL12−bp2L11, L̃22 = −bp2L12−ap2L11. (11.2)

Ñëåäîâàòåëüíî p2L̃11 + L̃22 = 0. Ïîýòîìó êîîðäèíàòíûå ëèíèè u è v íà F̃ 2

òîæå áóäóò ïî÷òè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, êàê è íà F 2, ïðè÷åì ñ òîé
æå ôóíêöèåé p(u, v).

Èòàê, G-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé F 2 ⊂ E4 îïèñûâàþòñÿ ðåøåíè-
ÿìè âïîëíå êîíêðåòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
òèï êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì òî÷åê ãðàññìàíîâà îáðàçà. Ýòîò ôàêò ñî-
âåðøåííî åñòåñòâåíåí â ñâåòå ðåçóëüòàòîâ Þ.À.Àìèíîâà î âîññòàíîâëåíèè
íåèçâåñòíîé ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E4 ïî íàïåðåä çàäàííîìó ãðàññìàíîâó îá-
ðàçó Γ2 ⊂ G(2, 4): äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè èñêîìóþ F 2, íåîáõîäèìî ðåøèòü
íåêîòîðóþ ñïåöèàëüíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ
ýëëèïòè÷íà, ãèïåðáîëè÷íà èëè ïàðàáîëè÷íà â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì òî÷åê
íà Γ2 [5], [6].

�2. Èçîìåòðè÷åñêèå è êîíôîðìíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåé ÷àñòè, ïîâåðõíîñòè F 2 â E4 ìî-
ãóò áûòü íåòðèâèàëüíî ïðåîáðàçîâàíû ñ ñîõðàíåíèåì ãðàññìàíîâà îáðà-
çà. Êàêèå äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ íà F 2 ìîãëè áû ãàðàíòèðîâàòü G-
æåñòêîñòü, ò.å. îòñóòñòâèå íåòðèâèàëüíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé?

Ìû ðàññìîòðèì êîíôîðìíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ. À èìåííî, ïóñòü ãðàñ-
ñìàíîâ îáðàç ó ïîâåðõíîñòåé F 2 è F̃ 2 îäèí è òîò æå. Ïîòðåáóåì äîïîëíè-
òåëüíî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâèå F 2 è F̃ 2 ïî ïàðàëëåëüíîñòè íîðìàëüíûõ ïëî-
ñêîñòåé (ïî ðàâåíñòâó êîîðäèíàò u, v) áûëî êîíôîðìíûì. ×òî ìîæíî ñêà-
çàòü îá F 2 è F̃ 2? Ñâåäåòñÿ ëè êîíôîðìíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå ïîâåðõíîñòè
F 2 ê òðèâèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ãîìîòåòèè è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà?
Ïîä êîíôîðìíûì ìû ïîíèìàåì òàêîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè,
ïðè êîòîðîì êîýôôèöèåíòû ïåðâûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì F 2 è F̃ 2 ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèÿìè

g̃11 = e2ϕg11, g̃12 = e2ϕg12, g̃22 = e2ϕg22, (12)

ãäå ϕ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò u, v.
Â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ãðàññìàíîâà îáðàçà èç (5.1) è (12) ïîëó÷àåì

a2 = e2ϕ, (ad− e2ϕ)g12 = 0, d2 = e2ϕ. (13)

Åñëè g12 6= 0, òî ðåøåíèåì óðàâíåíèé (13) áóäåò d = a = ±eϕ. Ïîäñòàâëÿÿ
íàéäåííûå ôóíêöèè â ñèñòåìó (4), îïèñûâàþùóþ îáùèåG-ïðåîáðàçîâàíèÿ
â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé äëÿ ϕ, ðåøå-
íèåì êîòîðîé áóäåò òîëüêî ϕ ≡ const. Ñëåäîâàòåëüíî a = d ≡ const, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîìó G-ïðåîáðàçîâàíèþ ïîâåðõíîñòè F 2.

Åñëè æå g12 ≡ 0, ò.å. åñëè ñåòü ñîïðÿæåííûõ êîîðäèíàò u, v íà F 2 ÿâ-
ëÿåòñÿ ñåòüþ ëèíèé êðèâèçíû, òî êðîìå âûïèñàííîãî âûøå ðåøåíèÿ ó
ñèñòåìû (13) âîçíèêàåò åùå ðåøåíèå d=−a=±eϕ. Âîçüìåì d=−a=−eϕ è
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ïîäñòàâèì â (4). Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé äëÿ ϕ:

∂uϕ = −2Γ2
12 = −∂u ln g22, (14.1)

∂vϕ = −2Γ1
12 = −∂v ln g11. (14.2)

Ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà â òîì, è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ∂uv(ln g22/g11) =
0, ò.å. êîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè U(u), V (v) òàêèå, ÷òî
g22/g11 = V (v)/U(u). Â ýòîì ñëó÷àå ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè F 2 ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå ds2 = eψ(U(u)du2+V (v)dv2), ãäå ψ(u, v) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à
ðåøåíèåì ñèñòåìû (14) áóäåò ϕ = −ψ+ϕ0, ãäå ϕ0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ. Ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèåì ñèñòåìû (4) áóäåò d = −a = −e−ψeϕ0 , ÷òî
îïèñûâàåò íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå ïîâåðõíîñòè F 2.

Âûïîëíåíèå óñëîâèé g12 = 0, ∂uv(g22/g11) = 0 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
ïîâåðõíîñòü F 2 ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìè÷åñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùåé ìàñøòàáèðóþùåé çàìåíîé êîîðäèíàò u∗ = u∗(u), v∗ =
v∗(v) ìåòðèêó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó ds2 = eψ

∗
(du2 + dv2), ïðè ýòîì êî-

îðäèíàòû u∗, v∗ áóäóò ñîïðÿæåííûìè, êàê è u, v.
Çàìåòèì åùå, ÷òî G-ïðåîáðàçîâàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèþ d =

−a = e−ψeϕ0 , îòëè÷àåòñÿ îò G-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøå-
íèþ d = −a = e−ψ, íà òðèâèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ãîìîòåòèè ñ êîýô-
ôèöèåíòîì eϕ0 . Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî G-ïðåîáðàçîâàíèå, ñîîò-
âåòñòâóþùåå ðåøåíèþ d = −a = −e−ψ, îòëè÷àåòñÿ îò G-ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèþ d = −a = e−ψ, íà òðèâèàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì −1 (öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ). Ïîýòîìó,
ïî ìîäóëþ òðèâèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, äëÿ èçîòåðìè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòè F 2 ⊂ E4 ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíî íåòðèâèàëüíîå êîíôîðìíîå G-
ïðåîáðàçîâàíèå. Ìåòðèêà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè F̃ 2 áóäåò èìåòü
âèä ds̃2 = e−ψ(U(u)du2 + V (v)dv2), ò.å. F̃ 2 òàêæå èçîòåðìè÷åñêàÿ. Àíàëî-
ãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòåé â E3 õîðîøî èçâåñòíà, íàïðèìåð, êàê
ïðåîáðàçîâàíèå Êðèñòîôôåëÿ èçîòåðìè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé (ñì. [7]).

Èòàê, ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 1. Ïóñòü F 2 ⊂ E4 � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ïîñòîÿí-

íîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åå ãðàññìàíîâ îáðàç

� ãèïåðáîëè÷åñêèé. Ïîâåðõíîñòü F 2 äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå êîíôîðì-

íîå G-ïðåîáðàçîâàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èçîòåðìè÷åñêàÿ.

Åñëè F 2 èçîòåðìè÷íà, òî íåòðèâèàëüíîå êîíôîðìíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå
åäèíñòâåííî (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà), à

ïîëó÷àåìàÿ ïðè ýòîì F̃ 2 ⊂ E4 ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ,

äâîéñòâåííîé ê F 2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðàññìàíîâ îáðàç ïàðàáîëè÷åí. Òîãäà èç (8.1)
è (12) ïîëó÷àåì a2 = e2ϕ, ac = 0, ò.å. a = ±eϕ, c = 0. Ïîäñòàâëÿÿ íàé-
äåííûå ôóíêöèè â ñèñòåìó (7), îïèñûâàþùóþ îáùèå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ
â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì íåêîòîðóþ ïðîñòóþ ñèñòåìó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ϕ, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì êîòîðîé áóäåò
ϕ ≡ const. Ñëåäîâàòåëüíî, a ≡ const, c ≡ 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçî-
âàíèþ ãîìîòåòèè ïîâåðõíîñòè F 2. Òàêèì îáðàçîì èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü F 2 ⊂ E4 � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ïîñòîÿííîé

òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åå ãðàññìàíîâ îáðàç �

ïàðàáîëè÷åñêèé. Òîãäà ïîâåðõíîñòü F 2 íå äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûõ êîí-

ôîðìíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàññìàíîâ îáðàç ïîâåðõíîñòè F 2 ýëëèïòè÷åí. Òî-
ãäà èç (11.1) è (12) ïîëó÷àåì

e2ϕg11 = a2g11 + 2abg12 + b2g22,
e2ϕg12 = −abp2g11 + (a2 − b2p2)g12 + abg22,

e2ϕg22 = b2p4g11 − 2abp2g12 + a2g22.
(15)

Ðàññìîòðèì (15) êàê ñèñòåìó òðåõ îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî a2 − e2ϕ, ab, b2. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòîé ñè-
ñòåìû ðàâåí −(g11p

2 + g22)((g11p
2 − g22)2 + 4p2g2

12). Åñëè ((g11p2 − g22)2 +
4p2g2

12) 6= 0, òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (15) áóäåò a = ±eϕ, b ≡
0. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå a, b â ñèñòåìó (10), îïèñûâàþùóþ îáùèå G-
ïðåîáðàçîâàíèÿ â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå, ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ϕ, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì êîòîðîé áóäåò ϕ ≡
const. Ñëåäîâàòåëüíî, a ≡ const, b ≡ 0, ÷òî â èòîãå ïðèâîäèò ê òðèâè-
àëüíîìó G-ïðåîáðàçîâàíèþ ïîâåðõíîñòè F 2.

Íî âåêòîð ñðåäíåé êðèâèçíû ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè èìååò âèä

H =
1

2det g

{
L11(g22 − p2g11)− 2L12g12

}
.

Ïîýòîìó óñëîâèå (g11p
2 − g22)2 + 4p2g2

12 6= 0 ýêâèâàëåíòíî H 6= 0 è, êàê
ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè F 2 íå ìèíèìàëüíà, òî âñå åå êîíôîðìíûå
G-ïðåîáðàçîâàíèÿ òðèâèàëüíû.

Ïóñòü òåïåðü F 2 ìèíèìàëüíà, ò.å. (g11p2− g22)2 + 4p2g2
12 ≡ 0. Òîãäà ìû

ìîæåì ââåñòè íà F 2 êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå èçîòåðìè÷åñêèå êîîðäèíàòû
u, v, ò.å. èìååì p = 1, g22 = g11, g12 = 0. Ñèñòåìà (15) â ýòîé ñèòóàöèè
ðàçðåøàåòñÿ â âèäå

a = cos ξ eϕ,
b = sin ξ eϕ,

(16)

ãäå ξ(u, v) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðà-
æåíèÿ äëÿ a, b â ñèñòåìó (10), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé:

∂uξ = − ∂vϕ,
∂vξ = ∂uϕ.

(17)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ äîëæíà áûòü ãàðìîíè÷åñêîé, à ôóíêöèÿ ξ �
ñîïðÿæåííîé åé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êîîðäèíàòû u, v íà F̃ 2 áóäóò êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûìè, êàê è íà F 2. Êðîìå òîãî, ïðè êîíôîðìíîì ïðåîáðàçîâàíèè èçî-
òåðìè÷íîñòü êîîðäèíàò ñîõðàíÿåòñÿ [9]: g̃11 = g̃22, g̃12 ≡ 0, ýòî íå ñëîæíî
ïîëó÷èòü èç (11.1). Ñëåäîâàòåëüíî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòû
u, v íà F̃ 2 òîæå áóäóò èçîòåðìè÷åñêèìè, à ïîâåðõíîñòü F̃ 2 � òîæå ìèíè-
ìàëüíà, êàê è F 2.
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Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ϕ ≡ ϕ0 = const, ξ ≡ 0 ñîîòâåòñòâóåò òðèâè-
àëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ãîìîòåòèè c êîýôôèöèåíòîì eϕ0 . Êðîìå òîãî,
G-ïðåîáðàçîâàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèþ ϕ + ϕ0, ξ, îòëè÷àåòñÿ îò G-
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèþ ϕ, ξ, íà ãîìîòåòèþ c êîýô-
ôèöèåíòîì eϕ0 . Ïîýòîìó, ôàêòîðèçóÿ ïî ϕ0, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü
òàêèìè ðåøåíèÿìè ϕ, ξ, ÷òî ϕ(u0, v0) = 0 â ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàí-
íîé òî÷êå (u0, v0). Òàêèì îáðàçîì, ïî ìîäóëþ ãîìîòåòèé è ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñîâ, ìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ êîíôîðìíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé F 2

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ξ(u, v), îòëè÷íûõ îò
òîæäåñòâåííîãî íóëÿ.

Èòàê, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3. Ïóñòü F 2 ⊂ E4 � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ïîñòîÿí-

íîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åå ãðàññìàíîâ îáðàç

� ýëëèïòè÷åñêèé. Ïîâåðõíîñòü F 2 äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå êîíôîðì-

íîå G-ïðåîáðàçîâàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ìèíèìàëüíà. Åñ-

ëè F 2 ìèíèìàëüíà, òî ïîâåðõíîñòü F̃ 2, ïîëó÷àåìàÿ ïðè êîíôîðìíîì G-
ïðåîáðàçîâàíèè, òîæå ìèíèìàëüíà, à ìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ êîí-

ôîðìíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé ïîâåðõíîñòè F 2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñò-

âîì íåíóëåâûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Êàê ìû âèäèì, â îáùåì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E4 ñ òî÷å÷íîé êî-
ðàçìåðíîñòüþ 2 ÿâëÿþòñÿ êîíôîðìíî G-æåñòêèìè, à íåòðèâèàëüíûå êîí-
ôîðìíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ äâóõ èñêëþ÷èòåëü-
íûõ êëàññîâ: èçîòåðìè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè (ãèïåðáîëè÷åñêèé ãðàññìàíîâ
îáðàç) è ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè (ýëëèïòè÷åñêèé ãðàññìàíîâ îáðàç).
Êàæäàÿ èçîòåðìè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü äîïóñêàåò ðîâíî îäíî íåòðèâèàëü-
íîå êîíôîðìíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå, à êàæäàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü �
öåëîå ñåìåéñòâî íåòðèâèàëüíûõ êîíôîðìíûõ G-äåôîðìàöèé. Íàïîìíèì,
÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé â
E3 (ñì., íàïðèìåð, [7, �91]).

Îòìåòèì, ÷òî æåñòêîñòü ïîâåðõíîñòåé F 2 ⊂ En ñ íåíóëåâûì âåêòîðîì
ñðåäíåé êðèâèçíû îòíîñèòåëüíî ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ êîíôîðìíûõ
G-ïðåîáðàçîâàíèé, à òàê-æå èñêëþ÷èòåëüíîå ñâîéñòâî ìèíèìàëüíûõ ïî-
âåðõíîñòåé äîïóñêàòü íåòðèâèàëüíûå ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ êîíôîðì-
íûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ èçâåñòíû äîñòàòî÷íî õîðîøî èç ðàáîò Ñ.Ñ.×åðíà,
Ð.Îññåðìàíà, Ä.Õîôìàíà è äð. (ñì. [10], [11]).

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì èçîìåòðè÷åñêèå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ϕ ≡ 0.

Â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ãðàññìàíîâà îáðàçà, èç (14) íåìåäëåííî
ñëåäóåò, ÷òî ìåòðèêà äåôîðìèðóåìîé ïîâåðõíîñòè F 2 èìååò âèä ds2 =
U(u)du2 + V (v)dv2, ò.å. F 2 èìååò íóëåâóþ ãàóññîâó êðèâèçíó. Íà ñàìîì
äåëå, êàê íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ À.À.Áîðèñåíêî îá èçî-
ìåòðè÷íûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿõ Fn ⊂ En+m c îäíèì è òåì æå ãðàññìàíîâûì
îáðàçîì [12], è êàê ëåãêî ïîëó÷èòü èç (3), (4), (13), âåðåí ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü F 2 ⊂ E4 � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ïîñòîÿííîé

46



òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åå ãðàññìàíîâ îáðàç �

ãèïåðáîëè÷åñêèé. Ïîâåðõíîñòü F 2 äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå èçîìåòðè-

÷åñêîå G-ïðåîáðàçîâàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ïðî-

èçâåäåíèåì äâóõ êðèâûõ â äîïîëíèòåëüíûõ äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ

γ1
1 × γ1

2 ⊂ E2
1 ⊕E2

2 . Ïðè ýòîì íåòðèâèàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì êðèâîé γ1

1 ⊂ E2
1 è öåíòðàëüíîé

ñèììåòðèåé êðèâîé γ1
2 ⊂ E2

2 , ò.å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü F̃ 2

èìååò âèä γ1
1 × (−γ1

2) ⊂ E2
1 ⊕E2

2 , ñ òî÷íîñòüþ äî öåíòðàëüíîé ñèììåò-

ðèè è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.

Åñëè ãðàññìàíîâ îáðàç ïàðàáîëè÷åí, òî èçîìåòðè÷åñêèõ G-ïðåîáðàçî-
âàíèé íåò, òàê êàê íåò áîëåå îáùèõ êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî ãðàññìàíîâà îáðàçà, èç (17) ñëåäóåò ξ ≡ ξ0 =
const, òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ ϕ ≡ 0. Ïîäñòàâëÿÿ (16) â (9) ïîëó÷àåì,
÷òî èçîìåòðè÷åñêîå G-ïðåîáðàçîâàíèå ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E4

èìååò âèä
∂ur̃ = cos ξ0∂ur + sin ξ0∂vr,

∂v r̃ = − sin ξ0∂ur + cos ξ0∂vr,

ò.å. ìû ïîëó÷àåì íè ÷òî èíîå, êàê êëàññè÷åñêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé F̃ 2

ξ0
⊂ E4, àññîöèèðîâàííîå ñ èñõîäíîé

ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ F 2.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü F 2 ⊂ E4 � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ïîñòîÿííîé

òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åå ãðàññìàíîâ îáðàç �

ýëëèïòè÷åñêèé. Ïîâåðõíîñòü F 2 äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå èçîìåòðè÷å-

ñêîå G-ïðåîáðàçîâàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ìèíèìàëüíà. Åñ-

ëè F 2 ìèíèìàëüíà, òî îíà äîïóñêàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ñåìåéñòâî

íåòðèâèàëüíûõ èçîìåòðè÷åñêûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé, ïðè ýòîì ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè F̃ 2 ⊂ E4 îáðàçóþò àññîöèèðîâàííîå ñ F 2 ñåìåé-

ñòâî èçîìåòðè÷íûõ åé ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

�3. Ýêâèàðåàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ

Èíîå âûçûâàþùåå èíòåðåñ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íàG-äåôîðìà-
öèè � ýòî ýêâèàðåàëüíîñòü. À èìåííî, ïóñòü F 2 è F̃ 2 � ðåãóëÿðíûå ïîâåðõ-
íîñòè ñ ïîñòîÿííîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2, èìåþùèå îäèí è òîò æå
ãðàññìàíîâ îáðàç. Ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâèå F 2 è F̃ 2

ïî ïàðàëëåëüíîñòè íîðìàëüíûõ ïëîñêîñòåé (ïî ðàâåíñòâó êîîðäèíàò u, v)
áûëî ýêâèàðåàëüíûì, ò.å. ñîõðàíÿëî èíôèíèòåçèìàëüíûé ýëåìåíò ïëîùà-
äè. Êàê è â ñëó÷àå êîíôîðìíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü îá
F 2 è F̃ 2? Ñâåäåòñÿ ëè ýêâèàðåàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå ïîâåðõíîñòè F 2

ê òðèâèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ãîìîòåòèè è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà?
Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå âîïðîñû äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â åâêëèäîâîì è
ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâàõ ðàññìàòðèâàëèñü Â.Ò.Ôîìåíêî è åãî ó÷åíèêàìè.
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Çàïèøåì ýëåìåíòû ïëîùàäè F 2 è F̃ 2 â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ u, v:
dA =

√
det gdudv, dÃ =

√
det g̃dudv. Òîãäà óñëîâèå ýêâèàðåàëüíîñòè ñîîò-

âåòñòâèÿ ìåæäó F 2 è F̃ 2 èìååò âèä:

det g = det g̃. (18)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàññìàíîâ îáðàç � ãèïåðáîëè÷åñêèé. Èñïîëüçóÿ ñî-
ïðÿæåííûå êîîðäèíàòû u, v è ó÷èòûâàÿ (5.1), ìîæåì ïåðåïèñàòü (18) êàê

(ad)2 ≡ 1. (19)

Ðàçðåøèì (19) ñëåäóþùèì îáðàçîì: a = δ1
√
λ, d = δ2

√
1/λ, ãäå λ(u, v) �

ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, δ1 = ±1, δ2 = ±1. Ïîäñòàâëÿÿ ïî-
ëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ñèñòåìó (4), îïèñûâàþùóþ îáùèå G-ïðåîáðàçîâà-
íèÿ â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ãðàññìàíîâà îáðàçà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ λ:

∂uλ = 2δλ(δ − λ)Γ2
12, (20.1)

∂vλ = 2(δ − λ)Γ1
12, (20.2)

ãäå δ =
δ1
δ2
. Ðåøåíèÿ λ ýòîé ñèñòåìû è îïèñûâàþò ýêâèàðåàëüíûå G-ïðå-

îáðàçîâàíèÿ â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ãðàññìàíîâà îáðàçà. Çàïèñûâàÿ
óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (20), ïîëó÷àåì

(δ − λ) (δλ{∂vΓ2
12 − 2Γ1

12Γ
2
12} − {∂uΓ1

12 − 2Γ1
12Γ

2
12}) = 0. (21)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøèìîñòü (21) è (20) çàâèñèò îò ôóíêöèé

P = ∂vΓ2
12 − 2Γ1

12Γ
2
12,

Q = ∂uΓ1
12 − 2Γ1

12Γ
2
12.

C ëîêàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ âîçíèêàþò äâå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ñèòóà-
öèè.

Ïåðâàÿ � êîãäà P = Q ≡ 0, ò.å.

∂vΓ2
12 − 2Γ1

12Γ
2
12 ≡ 0,

∂uΓ1
12 − 2Γ1

12Γ
2
12 ≡ 0.

(22)

Â ýòîì ñëó÷àå (21) âûïîëíåíî òîæäåñòâåííî è ñèñòåìà (20) ÿâëÿåòñÿ ñîâ-
ìåñòíîé, êàê ïðè δ = 1, òàê è ïðè δ = −1. Ïðîèçâîëüíî âûáèðàÿ δ è çà-
äàâàÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå λ(u0, v0) = λ0 > 0, ìû íàõîäèì ïîëîæèòåëüíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèé (20). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ äâà îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêèõ ñåìåéñòâà ðåøåíèé λ(u, v) ñèñòåìû (20), îäíî � ïðè δ = 1, äðóãîå
� ïðè δ = −1, ïàðàìåòðîì ñåìåéñòâ ÿâëÿåòñÿ λ0 ∈ R+. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü F 2 äîïóñêàåò äâà îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêèõ ñåìåéñòâà ýêâèàðåàëüíûõ G-äåôîðìàöèé, êîòîðûå âñå ÿâëÿþòñÿ
íåòðèâèàëüíûìè çà èñêëþ÷åíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðå-
øåíèþ λ ≡ 1, δ = 1.

48



Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ � êîãäà P 6= 0, Q 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (21) èìååò äâà

ðåøåíèÿ: òðèâèàëüíîå λ1 ≡ 1, δ = 1 è âîçìîæíî íåòðèâèàëüíîå λ2 =
Q

δP
,

ãäå δ âçÿòî òàê, ÷òîáû λ2 áûëî ïîëîæèòåëüíûì. Åñëè òàê îïðåäåëåííàÿ
ôóíêöèÿ λ2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (20), ò.å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ (δ
ñîêðàùàåòñÿ)

∂u
Q

P
= 2δ

Q

P
(1− Q

P
)Γ2

12, (23.1)

∂v
Q

P
= 2(1− Q

P
)Γ1

12, (23.2)

òî åé áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîå åäèíñòâåííîå ýêâèàðåàëüíîå G-ïðå-
îáðàçîâàíèå ïîâåðõíîñòè F 2; ïðè Q 6= δP ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ
íåòðèâèàëüíûì. Åñëè æå (23) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ó (20) îñòàíåòñÿ òîëüêî
ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå λ1 ≡ 1, δ = 1, êîòîðîìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
òðèâèàëüíîå ýêâèàðåàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå ïîâåðõíîñòè F 2. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðè P 6= 0, Q 6= 0 ó ïîâåðõíîñòè F 2 ëèáî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå (ñ
òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè) íåòðèâè-
àëüíîå ýêâèàðåàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå, ÷òî èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè
(23), ëèáî F 2 ýêâèàðåàëüíî G-æåñòêàÿ.

Ïðè P ≡ 0, Q 6= 0 ëèáî P 6= 0, Q ≡ 0 ó (21), à çíà÷èò è ó (20), áóäåò
òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå λ ≡ 1, δ = 1.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (23), êàê è (22), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå
ñïåöèàëüíûå äèôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîåôôèöèåíòîâ ìåòðèêè
F 2, ò.å. ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E4, óäîâëåòâîðÿþùèå (22) ëèáî (23), îáðàçóþò
äâà ñïåöèàëüíûõ êëàññà ïîâåðõíîñòåé. Â îáùåì æå ñëó÷àå óñëîâèÿ (22) è
(23), âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíû, ò.å. â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïî-
âåðõíîñòü F 2 ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ýêâèà-
ðåàëüíî G-æåñòêîé. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ E4 ñ òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2 è

ãèïåðáîëè÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì Γ2 ⊂ G(2, 4) äîïóñêàåò íåòðè-

âèàëüíûå ýêâèàðåàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìåòðèêà F 2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿ (22) ëèáî (23). Ïðè ýòîì â ïåðâîì

ñëó÷àå èìååòñÿ äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ýêâèàðåàëüíûõ G-
äåôîðìàöèé, à âî âòîðîì � ñóùåcòâóåò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ýê-

âèàðåàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ

è öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèé (22) è (23) â îáùåì ñëó÷àå íå âïîëíå
ïîíÿòåí. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòü F 2 èçîòåðìè÷å-
ñêàÿ. Ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè èìååò âèä ds2 = eψ(u,v)(U(u)du2 + V (v)dv2),
ïîýòîìó èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ P è Q:

P = Q =
1
2
(∂uvψ − ∂uψ∂vψ).

Åñëè
∂uvψ − ∂uψ∂vψ ≡ 0, (24)
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òî èçîòåðìè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü F 2 äîïóñêàåò äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñå-
ìåéñòâà íåòðèâèàëüíûõ ýêâèàðåàëüíûõG-ïðåîáðàçîâàíèé. Åñëè æå P = Q
íå îáðàùàþòñÿ â íîëü, òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì (21) è, êàê ñëåäñòâèå �
(20), áóäåò òðèâèàëüíîå λ ≡ 1, δ = 1, ò.å. èçîòåðìè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü F 2

áóäåò ýêâèàðåàëüíî G-æåñòêîé. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (24)
ÿâëÿåòñÿ ψ = − ln(A(u) + B(v)), ãäå A(u), B(v) � ôóíêöèè, çàâèñÿùèå ñî-
îòâåòñòâåííî îò u è îò v. Ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè èìååò òîãäà âèä ds2 =

1
A(u) +B(v)

(U(u)du2 +V (v)dv2), ñåòü ñîïðÿæåííûõ èçîòåðìè÷åñêèõ êîîð-

äèíàò u, v íà F 2 â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ L−1-ñåòüþ [7].

Òåîðåìà 7. Ïóñòü F 2 ⊂ E4 � èçîòåðìè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ òî÷å÷-

íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2. Ïóñòü u, v � èçîòåðìè÷åñêèå ñîïðÿæåííûå êîîð-

äèíàòû íà F 2, à ìåòðèêà èìååò âèä ds2 = eψ(u,v)(U(u)du2+V (v)dv2). Ïî-
âåðõíîñòü F 2 äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå ýêâèàðåàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ óäîâëåòâîðÿåò (24). Ïðè ýòîì åñëè ó F 2

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî íåòðèâèàëüíîå ýêâèàðåàëüíîå G-ïðåîáðàçîâà-
íèå, òî F 2 äîïóñêàåò äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà íåòðèâèàëü-

íûõ ýêâèàðåàëüíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïóñòü òåïåðü ãðàññìàíîâ îáðàç � ïàðàáîëè÷åñêèé. Ïðèìåíÿÿ ïîëóà-
ñèìïòîòè÷åñêèå êîîðäèíàòû u, v è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (8.1), ïîëó÷àåì,
÷òî (18) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

a2 ≡ 1, (25)

ò.å. ëèáî a ≡ 1, ëèáî a ≡ −1. Òîãäà ñèñòåìà (7), îïèñûâàþùàÿ îáùèå
G-ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå, ïðèìåò âèä

∂uc + cΓ1
11 = 0, (26.1)

cΓ2
11 = 0. (26.2)

Ñ ëîêàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ âîçíèêàþò äâà ðàçëè÷íûõ ïîäñëó÷àÿ: Γ2
11 6=

0 è Γ2
11 ≡ 0. Â ïåðâîì èç íèõ, áîëåå îáùåì, êîãäà Γ2

11 íå îáðàùàåòñÿ â
íîëü, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (26) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ c(u, v) ≡ 0,
à çíà÷èò ïîâåðõíîñòè F 2 è F̃ 2 ñîâìåùàþòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì è,
âîçìîæíî, öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé (ïðè a(u, v) ≡ −1).

Âî âòîðîì æå ïîäñëó÷àå, áîëåå ÷àñòíîì, êîãäà Γ2
11 ≡ 0, ðàâåíñòâî (26.2)

âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèè c(u, v) îñòàåòñÿ îäíî
ëèøü óñëîâèå (26.1). Çàäàâàÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ c(u0, v) = c0(v) âäîëü
êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòíîé êðèâîé u = u0, îäíîçíà÷íî íàõîäèì ðåøåíèå
c(u, v) óðàâíåíèÿ (26.1). Òàê êàê a ≡ ±1, òî êàæäîìó ðåøåíèþ c(u, v) óðàâ-
íåíèÿ (26.1) áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü äâà ýêâèàðåàëüíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîâåðõíîñòè F 2. Ïðè ýòîì, åñëè c0(v) ≡ 0, òî c(u, v) ≡ 0, ÷òî â èòîãå
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òðèâèàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ïàðàëëåëüíîãî ïå-
ðåíîñà (ïðè a ≡ 1) è öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè (ïðè a ≡ −1). Êðîìå òîãî,
çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèþ a ≡ −1, c(u, v),
îòëè÷àåòñÿ îò ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèþ a ≡ 1,−c(u, v),
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â òî÷íîñòè íà öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ. Ïîýòîìó, ïî ìîäóëþ ïàðàëëåëü-
íûõ ïåðåíîñîâ è öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè, íåòðèâèàëüíûå ýêâèàðåàëüíûå
G-ïðåîáðàçîâàíèÿ îïèñûâàþòñÿ ïàðàìè a ≡ 1, c(u, v), ãäå c(u, v) � íåíóëå-
âûå ðåøåíèÿ (26.1), à ìíîæåñòâî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ýêâèàðåàëüíûõ G-
ïðåîáðàçîâàíèé "ïàðàìåòðèçóåòñÿ"íå îáðàùàþùèìèñÿ â íîëü ôóíêöèÿìè
c(u0, v) = c0(v).

Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ Γ2
11 ≡ 0? Òàê êàê

∂uur = Γ1
11∂ur + Γ2

11∂vr,

òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî Γ2
11 îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå (u0, v0) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà êðèâèçíà êðèâîé ~r(u, v0) â E4 (ýêâèâàëåíòíî � ãåîäåçè÷åñêàÿ
êðèâèçíà àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè v = v0 íà F 2) ðàâíà íóëþ â òî÷êå u0.
Êàê ñëåäñòâèå, âûïîëíåíèå òîæäåñòâà Γ2

11 ≡ 0 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè v = const íà F 2 ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, ò.å.
ïîâåðõíîñòü F 2 � ëèíåé÷àòàÿ. Òàêèì îáðàçîì èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 8. [13] Ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ E4 ñ òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2

è ïàðàáîëè÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì Γ2 ⊂ G(2, 4) äîïóñêàåò íåòðèâè-

àëüíûå ýêâèàðåàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F 2

ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòîé. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ ýêâèàðå-

àëüíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé "ïàðàìåòðèçóåòñÿ"íå îáðàùàþùèìèñÿ â íîëü

ôóíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé c0(v).

Çàìå÷àíèå. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ γ, òðàíñâåðñàëüíóþ ïðÿ-
ìûì, ñîñòàâëÿþùèì ëèíåé÷àòóþ ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ E4. Çàäàíèå íà÷àëü-
íîãî óñëîâèÿ c0(v) ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ
ýêâèàðåàëüíîãî G-ïðåîáðàçîâàíèÿ F 2 âäîëü γ, ò.å. ýêâèàðåàëüíîå G-ïðå-
îáðàçîâàíèå ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè F 2 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì
çíà÷åíèåì âäîëü γ. Áîëåå ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ïðîâåäåíî â [13].

Ïðåäïîëîæèì íàêîíåö, ÷òî ãðàññìàíîâ îáðàç � ýëëèïòè÷åñêèé. Èñïîëü-
çóÿ ïî÷òè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòû u, v è ó÷èòûâàÿ (11.1),
ïîëó÷àåì, ÷òî (18) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñîîòíîøåíèé

a2 + p2b2 ≡ 1. (27)

Ðàçðåøàÿ (27) â âèäå

a = cos ξ, b =
1
p

sin ξ

è ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ñèñòåìó (10), îïèñûâàþùóþ îáùèå G-ïðå-
îáðàçîâàíèÿ â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî ãðàññìàíîâà îáðàçà, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèè ξ(u, v):

∂uξ =
1
2p

{
−(∂up+

1
p
Γ1) sin 2ξ + (

∂vp

p
− Γ2)(1− cos 2ξ)

}
, (28.1)

∂vξ =
1
2

{
(∂up+

1
p
Γ1)(1− cos 2ξ) + (

∂vp

p
− Γ2) sin 2ξ

}
, (28.2)
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ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ Γi = Γi11 + Γi22, i = 1, 2. Ðåøåíèÿ ξ(u, v) ýòîé ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êàê ðàç è îïèñûâàþò ýêâèàðåàëüíûå
G-ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî ãðàñìàíîâà îáðàçà.

Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî åñëè ξ(u, v) � ðåøåíèå (28), òî è ξ(u, v) + π
� òîæå ðåøåíèå (28), ïðè÷åì ýêâèàðåàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ξ(u, v) + π îòëè÷àåòñÿ îò ýêâèàðåàëüíîãî G-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ξ(u, v), â òî÷íîñòè íà òðèâèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå öåí-
òðàëüíîé ñèììåòðèè. Êðîìå òîãî, ó ñèñòåìû (28) åñòü òðèâèàëüíûå ðåøå-
íèÿ ξ ≡ πk, k ∈ Z, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òðèâèàëüíûì ýêâèàðåàëüíûì
G-ïðåîáðàçîâàíèÿì ïîâåðõíîñòè F 2. Ðåøåíèÿ ξ, îòëè÷íûå îò ξ ≡ πk, ñî-
îòâåòñòâóþò íåòðèâèàëüíûì ýêâèàðåàëüíûì G-ïðåîáðàçîâàíèÿì F 2.

Óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (28) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

sin 2ξ
{
p3∂uΓ2 − p∂vΓ1 + 2Γ1∂vp+ 2p∂up∂vp− 2p2∂2

uvp
}

+

+(1−cos 2ξ){−p2∂uΓ1−p2∂vΓ2+(Γ1)2+p2(Γ2)2+3p∂upΓ1−p∂vpΓ2 + (29)

+ p2(∂up)2 − (∂vp)2 − p3∂2
uup+ p∂2

vvp} = 0.

Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé (28) è (29) íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò ñâîéñòâ
ôóíêöèé

P = p3∂uΓ2 − p∂vΓ1 + 2Γ1∂vp+ 2p∂up∂vp− 2p2∂2
uvp,

Q = −p2∂uΓ1 − p2∂vΓ2 + (Γ1)2 + p2(Γ2)2 + 3p∂upΓ1 − p∂vpΓ2+

+p2(∂up)2 − (∂vp)2 − p3∂2
uup+ p∂2

vvp.

Êàê è â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ãðàññìàíîâà îáðàçà, ñ ëîêàëüíîé òî÷êè
çðåíèÿ âîçíèêàþò äâå ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè.

Ïåðâàÿ � êîãäà P = Q ≡ 0, ò.å. êîãäà

p3∂uΓ2 − p∂vΓ1 + 2Γ1∂vp+ 2p∂up∂vp− 2p2∂2
uvp ≡ 0, (30.1)

−p2∂uΓ1 − p2∂vΓ2 + (Γ1)2 + p2(Γ2)2 + 3p∂upΓ1 − p∂vpΓ2+

+p2(∂up)2 − (∂vp)2 − p3∂2
uup+ p∂2

vvp ≡ 0. (30.2)

Òîãäà (29) âûïîëíåíî, è ñèñòåìà óðàâíåíèé (28) ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé. Çà-
äàâàÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ξ(u0, v0) = ξ0, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ξ(u, v). Ýòî-
ìó ðåøåíèþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ýêâèàðåàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå ïî-
âåðõíîñòè F 2. Íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ξ(u0, v0) = πk, k ∈ Z, cîîòâåòñòâóþò
òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ξ(u, v) ≡ πk, k ∈ Z, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê òðèâèàëü-
íûì G-ïðåîáðàçîâàíèÿì. Íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ξ(u0, v0) = ξ0 è ξ(u0, v0) =
ξ0+π îòâå÷àþò ðåøåíèÿ ξ(u, v) è ξ(u, v)+π, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýêâèà-
ðåàëüíûì G-ïðåîáðàçîâàíèÿì, îòëè÷àþùèìñÿ íà öåíòðàëüíóþ ñèììåò-
ðèþ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü èíòåðâàë (0, π): êàæäîìó ξ0 èç
ýòîãî èíòåðâàëà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåòðèâèàëüíîå ýêâèàðåàëüíîå G-
ïðåîáðàçîâàíèå F 2. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ (30), ïîâåðõíîñòü
F 2 äîïóñêàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåòðèâèàëüíûõ ýêâèàðåàëü-
íûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé, ïàðàìåòðîì ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ ξ0 ∈ (0, π).
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Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ � êîãäà P 6= 0, Q 6= 0. Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (29) áóäåò
äâà ðåøåíèÿ � òðèâèàëüíîå ξ ≡ πk è íåòðèâèàëüíîå ξ, îïðåäåëÿåìîå èç

sin 2ξ = − 2PQ
P 2 +Q2

,

cos 2ξ =
Q2 − P 2

P 2 +Q2
,

(31)

ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî πk. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ýòà ôóíêöèÿ ξ áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (28) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

P∂uQ − Q∂uP =
1
p
P

{
(∂up+

1
p
Γ1)Q+ (

∂vp

p
− Γ2)P

}
, (32.1)

P∂vQ − Q∂vP =
1
p
P

{
(∂up+

1
p
Γ1)P − (

∂vp

p
− Γ2)Q

}
, (32.2)

Òî åñòü, åñëè P 6= 0, Q 6= 0 è âûïîëíåíî (32), òî ó ñèñòåìû (28) ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ξ, ïðè÷åì ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî
ñëàãàåìîãî πk. Êàê ñëåäñòâèå, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå (ñ
òî÷íîñòüþ äî òðèâèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) íåòðèâèàëüíîå ýêâèàðåàëü-
íîå G-ïðåîáðàçîâàíèå ïîâåðõíîñòè F 2. Åñëè æå P 6= 0, Q 6= 0 è (e6) íå
âûïîëíåíî, òî ó (28) áóäåò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ξ ≡ πk, à F 2 áó-
äåò äîïóñêàòü òîëüêî òðèâèàëüíûå ýêâèàðåàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðè P ≡ 0, Q 6= 0 ëèáî P 6= 0, Q ≡ 0 ó (29), à êàê ñëåäñòâèå � è ó (28),
áóäåò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ξ ≡ πk, ò.å. â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîâåðõíîñòü
F 2 áóäåò ýêâèàðåàëüíî G-æåñòêîé.

Óñëîâèÿ (30) è (32), êàê è óñëîâèÿ (22) è (23) â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî ãðàññìàíîâà îáðàçà, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå äèôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîåôôèöèåíòîâ ìåòðèêè F 2 è äëÿ ôóíêöèè
p(u, v), ò.å. ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E4, óäîâëåòâîðÿþùèå (30) ëèáî (32), îáðà-
çóþò äâà ñïåöèàëüíûõ êëàññà ïîâåðõíîñòåé. Â îáùåì æå ñëó÷àå óñëîâèÿ
(30) è (32), âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíû, ò.å. â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ ïîâåðõíîñòü F 2 ñ ýëëèïòè÷åêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ
ýêâèàðåàëüíî G-æåñòêîé. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Òåîðåìà 9. Ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ E4 ñ òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2 è

ýëëèïòè÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì Γ2 ⊂ G(2, 4) äîïóñêàåò íåòðè-

âèàëüíûå ýêâèàðåàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

F 2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿ (30) ëèáî (32). Ïðè ýòîì â ïåðâîì ñëó÷àå

èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýêâèàðåàëüíûõ G-äåôîðìàöèé,
à âî âòîðîì � ñóùåcòâóåò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ýêâèàðåàëüíîå

G-ïðåîáðàçîâàíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è öåíòðàëü-

íîé ñèììåòðèè).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèé (30) è (32) â îáùåì ñëó÷àå íå âïîëíå
ÿñåí. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòü F 2 ìèíèìàëüíà. Â
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êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ èçîòåðìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ u, v ìåòðèêà ïî-
âåðõíîñòè èìååò âèä ds2 = eψ(u,v)(du2 + dv2), îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî âû-
òåêàåò, ÷òî Γ1 = Γ2 ≡ 0; êðîìå òîãî p(u, v) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî P = Q ≡ 0,
ò.å. äëÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè âûïîëíåíî óñëîâèå (30), à çíà÷èò F 2

äîïóñêàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåòðèâèàëüíûõ ýêâèàðåàëüíûõ
G-ïðåîáðàçîâàíèé. Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (28) â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ôóíêöèè
ξ ≡ ξ0 = const, à ýêâèàðåàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè F 2 èìåþò òîãäà âèä

∂ur̃ = cos ξ0 ∂ur + sin ξ0 ∂vr,

∂v r̃ = − sin ξ0 ∂ur + cos ξ0 ∂vr.

Íî ëåãêî âèäåòü, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçîòåðìè÷íîñòü êîîðäèíàò u, v,
÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åì èíûì, êàê èçîìåòðèåé.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü F 2 ⊂ E4 � ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ òî÷å÷íîé

êîðàçìåðíîñòüþ 2. Ïîâåðõíîñòü F 2 äîïóñêàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-

ìåéñòâî íåòðèâèàëüíûõ ýêâèàðåàëüíûõ G-ïðåîáðàçîâàíèå. Ëþáîå ýêâèà-
ðåàëüíîå G-ïðåîáðàçîâàíèå F 2 ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîâåðõíîñòè F̃ ⊂ E4, ïîëó÷àåìûå ïðè ýêâèàðåàëüíûõ
G-ïðåîáðàçîâàíèÿõ F 2, îáðàçóþò àññîöèèðîâàííîå ñ F 2 ñåìåéñòâî ìèíè-
ìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Çàìå÷àíèå 1. Ýêâèàðåàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E4

ìîæíî ýêâèâàëåíòíî ðàññìàòðèâàòü êàê G-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå
àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ãàóññîâîé êðèâèçíû, âñëåäñòâèå êëàññè÷åñêèõ ñâÿ-
çåé ìåæäó ïëîùàäüþ ãðàññìàíîâà îáðàçà, ïëîùàäüþ ñàìîé ïîâåðõíîñòè è
åå ãàóññîâîé êðèâèçíîé. Ïðèíöèïèàëüíî ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé çäåñü íå
áóäåò, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ñëó÷àÿ - êîãäà èñõîäíàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò
íóëåâóþ ãàóññîâó êðèâèçíó è ïëîñêóþ íîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü. Êàê äîêàçàë
Ìóòî (ñì. [14], ãäå ðàññìîòðåí ñëó÷àé åâêëèäîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ïðî-
èçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè è êîðàçìåðíîñòè), ïðè ëþáîì G-ïðåîáðàçîâàíèè
òàêàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò îñòàâàòüñÿ âíóòðåííå ïëîñêîé è ñ ïëîñêîé íîð-
ìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ.

Çàìå÷àíèÿ 2. Ðàññìîòðåííûå ýêâèàðåàëüíûåG-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâåðõ-
íîñòåé F 2 ⊂ E4 ñ òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòüþ 2 î÷åíü íàïîìèíàþò ñèòóà-
öèþ ñ (èçîìåòðè÷åñêè) èçãèáàåìûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Òåîðèÿ òàêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé áûëà çàëîæåíà â ðàáîòàõ
Â.Ñáðàíû è Ý.Êàðòàíà (îáû÷íî èõ òàê è íàçûâàþò ãèïåðïîâåðõíîñòÿ-

ìè Êàðòàíà-Ñáðàíû), âïîñëåäñòâèè îíà èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü â ðàáî-
òàõ ìíîãèõ ãåîìåòðîâ, ñðåäè êîòîðûõ � Ä.Ãðîìîëë, Ì.Äà÷æåð è äð. (ñì.
[15]). Åùå Êàðòàíîì áûëè âûäåëåíû îòäåëüíûå êëàññû íåòðèâèàëüíî èç-
ãèáàåìûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé: çäåñü áûëè è ëèíåé÷àòûå ãèïåðïîâåðõíîñòè,
è ãèïåðïîâåðõíîñòè, äîïóñêàþùèå íåïðåðûâíîå îäíî-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî èçîìåòðè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, è ãèïåðïîâåðõíîñòè, îáëàäàþùèå
åäèíñòâåííûì íåòðèâèàëüíûì èçîìåòðè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì, è ò.ä.,
÷òî óäèâèòåëüíûì îáðàçîì ïîäîáíî ðàññìîòðåííîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñè-
òóàöèè ñ ýêâèàðåàëüíûìè G-ïðåîáðàçîâàíèÿìè åâêëèäîâûõ ïîâåðõíîñòåé
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F 2 ïîñòîÿííîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòè 2. Áîëåå òîãî, â [15] ìû ìîæåì
íàéòè óðàâíåíèÿ, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ïî âíåøíåìó âèäó óðàâíåíèÿì
(20) è ò.ä. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ, ðàçâè-
òûõ â òåîðèè ãèïåðïîâåðõíîñòåé Êàðòàíà-Ñáðàíû, ê òåîðèè ýêâèàðåàëü-
íûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé ïîâåðõíîñòåé F 2 ïîñòîÿííîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíî-
ñòè 2, íàïðèìåð � ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ è ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ

ïîâåðõíîñòåé F 2 ïîñòîÿííîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòè 2 ñ ýëëèïòè÷åñêèì
èëè ãèïåðáîëè÷åñêèì ãðàññìàíîâûì îáðàçîì, äîïóñêàþùèõ íåòðèâèàëü-
íûå ýêâèàðåàëüíûå G-ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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