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Àííîòàöèÿ.

Â ñòàòüå íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òî÷íîñòè êîãîìîëîãè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ â ïðîèçâîëüíîé ïîëóàáåëåâîé êàòå-
ãîðèè.

Êàê èçâåñòíî, â àáåëåâîé êàòåãîðèè ïðîèçâîëüíîé êîðîòêîé òî÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè êîöåïíûõ êîìïëåêñîâ

0 → A
ϕ−→ B

ψ−→ C → 0

ñîîòâåòñòâóåò äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé

. . .
∂n−1

−−−→ Hn(A)
ξn

−→ Hn(B) ωn

−→ Hn(C) ∂n

−→ Hn+1(A)
ξn+1

−−−→ . . .

Â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ îïåðàòîðà âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Â. È. Êóçüìèíîâûì è È. À. Øâåäîâûì â [1]
èçó÷àëñÿ âîïðîñ î òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåäóöèðîâàííûõ êîãîìî-
ëîãèé, îòâå÷àþùåé êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîöåïíûõ êîì-
ïëåêñîâ, îáðàçîâàííûõ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè è çàìêíóòûìè ëèíåé-
íûìè îïåðàòîðàìè. Êàê îòìå÷åíî â [1], ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåðåíöè-
àëû êîìïëåêñîâ âñþäó çàäàíû è îãðàíè÷åíû. Àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ Ban
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ è îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íåàáåëåâà,
îäíàêî ÿâëÿåòñÿ ïîëóàáåëåâîé â ñìûñëå Ä. À. Ðàéêîâà [2]. Â íàñòîÿùåé
ñòàòüå ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ [1]. Èññëåäîâàíèå áàçèðóåòñÿ íà
óñòàíîâëåííûõ â [3] ñâîéñòâàõ Ker-Coker-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïîëóàáåëå-
âîé êàòåãîðèè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àääèòèâíûå êàòåãîðèè, â êîòîðûõ âûïîëíåíà ñëå-
äóþùàÿ àêñèîìà.

Àêñèîìà 1. Êàæäûé ìîðôèçì α èìååò ÿäðî Kerα è êîÿäðî Cokerα.
1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ïðîãðàììîé ¾Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè¿ (êîä ïðîåêòà � ÇÍ 342�

00) è Ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (êîä ïðîåêòà �
00�15�96165).
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Â êàòåãîðèè, â êîòîðîé âûïîëíåíà àêñèîìà 1, äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà α
îïðåäåëåíî åãî êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå α = (imα)α(coimα), ãäå imα =
ker cokerα, coimα = coker kerα. Ìîðôèçì α íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè α
� èçîìîðôèçì.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Oc � êëàññ âñåõ ñòðîãèõ
ìîðôèçìîâ, M � êëàññ âñåõ ìîíîìîðôèçìîâ, Mc � êëàññ âñåõ ñòðîãèõ
ìîíîìîðôèçìîâ, P � êëàññ âñåõ ýïèìîðôèçìîâ, Pc � êëàññ âñåõ ñòðîãèõ
ýïèìîðôèçìîâ. Áóäåì ïèñàòü α |β, åñëè α = kerβ è β = cokerα.

Ëåììà 1 ([2], [4], [5]). Â àääèòèâíîé êàòåãîðèè, óäîâëåòâîðÿþùåé

àêñèîìå 1, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) kerα ∈Mc, cokerα ∈ Pc äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà α;
2) α ∈Mc ⇐⇒ α = imα, α ∈ Pc ⇐⇒ α = coimα;
3) ìîðôèçì α ñòðîãèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí â âèäå α = α1α0, ãäå α0 ∈ Pc, α1 ∈ Mc, äëÿ ëþáîãî òàêîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ α0 = coimα, α1 = imα;
4) åñëè êîììóòàòèâíûé êâàäðàò

C
α−−−→ D

g

y f

y
A

β−−−→ B

(1)

êîóíèâåðñàëåí, òî f ∈ M =⇒ g ∈ M , f ∈ Mc =⇒ g ∈ Mc, åñëè ýòîò

êâàäðàò óíèâåðñàëåí, òî g ∈ P =⇒ f ∈ P , g ∈ Pc =⇒ f ∈ Pc.
Àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìå 1, ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà α α � èçîìîðôèçì.
Àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ïðåäàáåëåâîé [6], åñëè â íåé âûïîëíåíà
àêñèîìà 1 è ñëåäóþùàÿ àêñèîìà.

Àêñèîìà 2. Äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà α ìîðôèçì α ÿâëÿåòñÿ áèìîðôèç-

ìîì, ò. å. ìîíîìîðôèçìîì è ýïèìîðôèçìîì.

Ëåììà 2 [3]. Â ïðîèçâîëüíîé ïðåäàáåëåâîé êàòåãîðèè âûïîëíåíû ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) gf ∈Mc =⇒ f ∈Mc, gf ∈ Pc =⇒ g ∈ Pc;
2) åñëè f, g ∈ Mc è fg îïðåäåëåíî, òî fg ∈ Mc, åñëè f, g ∈ Pc è fg

îïðåäåëåíî, òî fg ∈ Pc;
3) åñëè fg ∈ Oc, f ∈M , òî g ∈ Oc; åñëè fg ∈ Oc, g ∈ P , òî f ∈ Oc.
Êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [7], ñëåäñòâèå 2.6 íà ñòð. 277),

âñÿêàÿ àáåëåâà êàòåãîðèÿ óäîâëåòâîðÿåò äâóì ñëåäóþùèì äâîéñòâåííûì
äðóã ê äðóãó àêñèîìàì.

Àêñèîìà 3. Åñëè êâàäðàò (1) êîóíèâåðñàëåí, òî f ∈ Pc =⇒ g ∈ Pc.
Àêñèîìà 4. Åñëè êâàäðàò (1) óíèâåðñàëåí, òî g ∈Mc =⇒ f ∈Mc.

Êàòåãîðèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì 1, 3 è 4, íàçûâàåòñÿ ïîëóàáå-

ëåâîé. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 ðàáîòû [4], âñÿêàÿ ïîëóàáåëåâà êàòåãîðèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðåäàáåëåâîé.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîììóòàòèâíîãî êâàäðàòà (1) áóäåì îáîçíà÷àòü ñèì-
âîëîì ĝ : Kerα→ Kerβ ìîðôèçì, çàäàííûé óñëîâèåì g(kerα) = (kerβ)ĝ, à
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ñèìâîëîì f̂ : Cokerα → Cokerβ � ìîðôèçì, çàäàííûé óñëîâèåì
f̂(cokerα) = (cokerβ)f .

Âñþäó â äàëüíåéøåì êàòåãîðèÿ A, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ äèà-
ãðàììû, ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëóàáåëåâîé.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê ëåììàì 5 è 6 èç [3].
Ëåììà 3. Ïóñòü êâàäðàò (1) óíèâåðñàëåí, è ïóñòü α ∈ Oc. Òîãäà

β ∈ Oc è ìîðôèçì ĝ : Kerα→ Kerβ åñòü ýïèìîðôèçì.

Ïîä (êîöåïíûì) êîìïëåêñîì A = (An, αn)n∈Z â àääèòèâíîé êàòåãîðèè
áóäåì ïîíèìàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

· · · → An−1 αn−1

−−−→ An
αn

−→ An+1 αn+1

−−−→ . . .

òàêóþ, ÷òî αn+1αn = 0 ïðè âñåõ n.
Ïóñòü A = (An, αn)n∈Z � êîìïëåêñ â ïîëóàáåëåâîé êàòåãîðèè A. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ρn = ρnA òîò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì An−1 → Kerαn, äëÿ êî-
òîðîãî αn−1 = (kerαn)ρnA. Îáúåêò H

n(A) = Coker ρnA íàçûâàåòñÿ n-ìåðíîé
ãðóïïîé êîãîìîëîãèé êîìïëåêñà A.

Ñîîòíîøåíèå αnαn−1 = 0 âëå÷åò òàêæå ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî
ìîðôèçìà λn = λnA : Cokerαn−1 → An+1 ñî ñâîéñòâîì αn = λnA(cokerαn−1).
Îáîçíà÷èì KerλnA ÷åðåç H̃n(A).

Ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 4. Îáúåêòû Hn(A) è H̃n(A) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

(cokerαn−1)(kerαn)ρn = (cokerαn−1)αn−1 = 0,

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì kn = knA : Hn(A) → Cokerαn−1

òàêîé, ÷òî kn(coker ρn) = (cokerαn−1)(kerαn). Äàëåå,

λnkn(coker ρn) = λn(cokerαn−1)(kerαn) = αn(kerαn) = 0,

îòêóäà λnkn = 0, ÷òî âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ìîðôèçìàmn =
mn
A : Hn(A) → H̃n(A) ñî ñâîéñòâîì (kerλn)mn = kn. Èç ñîîòíîøåíèé

λn(cokerαn−1)(kerαn) = αn(kerαn) = 0 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ åäèíñòâåí-
íûé ìîðôèçì ln = lnA : Kerβn → H̃n(A) òàêîé, ÷òî (cokerαn−1)(kerαn) =
(kerλn)ln. Öåïî÷êà ðàâåíñòâ

(kerλn)lnρn = (cokerαn−1)(kerαn)ρn = (cokerαn−1)αn−1 = 0

è âêëþ÷åíèå kerλn ∈ Mc âëåêóò ðàâåíñòâî lnρn = 0, ÷òî äàåò åäèíñòâåí-
íûé ìîðôèçì m̃n : Hn(A) → H̃n(A) òàêîé, ÷òî ln = m̃n(coker ρn). Òàê
êàê (kerλn)mn(coker ρn) = (cokerαn−1)(kerαn) = (kerλn)m̃n(coker ρn), òî
mn = m̃n.

Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàò

Kerαn
coker ρn

−−−−−→ Hn(A)

kerαn

y kn

y
An

cokerαn−1

−−−−−−→ Cokerαn−1

(2)
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ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ξ′(coker ρn) = ξ′′(kerαn).
Èìååì ξ′′αn−1 = ξ′′(kerαn)ρn = ξ′(coker ρn)ρn = 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ìîðôèçì ξ0 òàêîé, ÷òî ξ0(cokerαn−1) = ξ′. Äëÿ ýòîãî ìîð-
ôèçìà ξ0kn(coker ρn) = ξ0(cokerαn−1)(kerαn) = ξ′(kerαn) = ξ′(coker ρn),
îòêóäà ξ0kn = ξ′, òàê êàê coker ρn ∈ P . Òðåáóåìàÿ óíèâåðñàëüíîñòü óñòà-
íîâëåíà.

Èç óíèâåðñàëüíîñòè êâàäðàòà (2) è àêñèîìû 4 ñëåäóåò, ÷òî kn ∈Mc. Òàê
êàê kn = (kerλn)mn, òî ïî ëåììå 2 òàêæå è mn ∈ Mc. Ïî äâîéñòâåííîñòè
çàêëþ÷àåì, ÷òî êâàäðàò

Kerαn kerαn

−−−−→ An

ln
y cokerαn−1

y
H̃n(A) kerλn

−−−→ Cokerαn−1

êîóíèâåðñàëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ln ∈ Pc, îòêóäà è èç ñîîòíîøåíèÿ ln =
mn(coker ρn) ñëåäóåò, ÷òî mn ∈ Pc.

Òàêèì îáðàçîì, mn åñòü êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì Hn(A) → H̃n(A).
Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Ìîðôèçìîì äâóõ êîìïëåêñîâ A = (An, αn)n∈Z è B = (Bn, βn)n∈Z áóäåì
íàçûâàòü ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ (ϕn : An → Bn)n∈Z, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n
ϕn+1αn = βnϕn. Äëÿ òðåõ êîìïëåêñîâ A = (An, αn)n∈Z, B = (Bn, βn)n∈Z
è C = (Cn, γn)n∈Z è ìîðôèçìîâ ϕ : A → B è ψ : B → C áóäåì íàçû-

âàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A
ϕ−→ B

ψ−→ C òî÷íîé, åñëè ïðè ëþáîì n òî÷íà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An
ϕn

−→ Bn ψn

−→ Cn.
Ðàññìîòðèì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → A
ϕ−→ B

ψ−→ C → 0

êîìïëåêñîâ A = (An, αn)n∈Z, B = (Bn, βn)n∈Z è C = (Cn, γn)n∈Z è ìîð-
ôèçìîâ ϕ : A→ B è ψ : B → C òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ n ìîðôèçìû ϕn è ψn

ñòðîãèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì n ϕn|ψn. Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî òî÷íîé.

Äëÿ ìîðôèçìà εn = ϕ̂n : Kerαn → Kerβn èìååì

(kerβn)εnρnA = ϕnA(kerαn)ρnA = ϕnαn−1 = βn−1ϕn−1 = (kerβn)ρnBϕ
n−1,

îòêóäà εnρnA = ρnBϕ
n−1. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì ξn =

Hn(ϕ) : Hn(A) → Hn(B) òàêîé, ÷òî ξn(coker ρnA) = (coker ρnB)εn. Àíàëîãè÷-
íî, ìîðôèçì ζn = ψ̂n : Kerβn → Ker γn óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ζnρnB =
ρnCψ

n−1, ÷òî äàåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì ωn = Hn(ψ) : Hn(B) → Hn(C)
òàêîé, ÷òî ωn(coker ρnB) = (coker ρnc )ζ

n. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ωnξn = 0.
Ïóñòü òåïåðü δn : Ker γn → Cokerαn � ñâÿçûâàþùèé ìîðôèçì Ker-

Coker-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 → Kerαn εn

−→ Kerβn
ζn

−→ Ker γn

δn

−→ Cokerαn τn

−→ Cokerβn θn

−→ Coker γn → 0. (3)
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Êàê îòìå÷åíî â [3], ìîðôèçì δn îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óñëî-
âèåì. Ïóñòü

Xn sn

−−−→ Ker γn

un

y ker γn

y
Bn ψn

−−−→ Cn

(4)

� êîóíèâåðñàëüíûé êâàäðàò, è ïóñòü êâàäðàò

An+1 ϕn+1

−−−→ Bn+1

cokerαn

y vn

y
Cokerαn tn−−−→ Y n

(5)

óíèâåðñàëåí. Òîãäà δn � òîò ìîðôèçì, äëÿ êîòîðîãî tnδnsn = vnβnun.
Ïîñêîëüêó (ker γn)ρnCψ

n−1 = γn−1ψn−1 = ψnβn−1, òî èç êîóíèâåðñàëü-
íîñòè êâàäðàòà (4) íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì pn :Bn−1→ Xn, óäî-
âëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì ρnCψ

n−1 = snpn, βn−1 = unpn. Äàëåå,

ϕn+2λn+1
A (cokerαn) = ϕn+2αn+1 = βn+1ϕn+1.

Çíà÷èò, â ñèëó óíèâåðñàëüíîñòè êâàäðàòà (5) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ìîðôèçì qn : Y n → Bn+2 òàêîé, ÷òî ϕn+2λn+1 = qntn, βn+1 = qnvn. Ñïðà-
âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ tnδnρnCψ

n−1 = tnδnsnpn = vnβnunpn = vnβnβn−1 =
0. Íî tn ∈ M , à ψn−1 ∈ P . Çíà÷èò, δnρnC = 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ìîðôèçì rn : Hn(C) → Cokerαn ñî ñâîéñòâîì δn = rn(coker ρnC).
Èìååì òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíî:

ϕn+2λn+1
A rn(coker ρnC)sn = qntnδnsn = qnvnβnun = βn+1βnun = 0.

Íî ϕn+2 � ìîíîìîðôèçì, à (coker ρnC)sn � ýïèìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëü-
íî, λn+1

A rn = 0. Ýòî âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ìîðôèçìà ∂̃n :
Hn(C) → H̃n+1(A) òàêîãî, ÷òî rn = (kerλn+1

A )∂̃n. Êîìïîçèöèÿ ∂n=Mn+1
A ∂̃n,

ãäå Mn+1
A =

(
mn+1
A

)−1
, äàåò ìîðôèçì ∂n : Hn(C) → Hn+1(A).

Òàê êàê (kerλn+1
A )∂̃nωn(coker ρnB) = rn(coker ρnC)ζn = δnζn = 0, òî

∂̃nωn = 0, îòêóäà ∂nωn = 0.
Äîêàæåì, ÷òî ξn∂n−1 = 0.
Ïóñòü πn : H̃n(A) → H̃n(B) � ìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì

(kerλnB)πn = τn−1(kerλnA). Â ñèëó åñòåñòâåííîñòè ìîðôèçìîâ mn
A è mn

B

ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî πnmn
A = mn

Bξ
n. Èìååì ïîñëåäîâàòåëüíî:

(kerλnB)mn
Bξ

n∂n−1(coker ρn−1
C ) = (kerλnB)πnmn

A∂
n−1(coker ρn−1

C )

= (kerλnB)πn∂̃n−1(coker ρn−1
C ) = τn−1(kerλnA)∂̃n−1(coker ρn−1

C )

= τn−1rn−1(coker ρn−1
C ) = τn−1δn−1 = 0,

îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî ξn∂n−1 = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïîëóòî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëî-
ãèé

. . .
∂n−1

−−−→ Hn(A)
ξn

−→ Hn(B) ωn

−→ Hn(C) ∂n

−→ Hn+1(A)
ξn+1

−−−→ . . . . (6)

Îñíîâíàÿ çàäà÷à äàííîé ñòàòüè � âûÿñíèòü, êàê âëèÿåò íà ïîâåäåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (6) óñëîâèå ñòðîãîñòè, íàëàãàåìîå íà îäèí èç ìîðôèç-
ìîâ αn, βn èëè γn.

Ëåììà 5. Åñëè Ker-Coker-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3) òî÷íà â ÷ëåíå

Ker γn, òî êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6) òî÷íà â ÷ëåíå Hn(C).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî òàê êàê

(kerλn+1
A )∂̃n(coker ρnC)(ker δn) = 0 = δn ker δn = 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ∂n(coker ρnC)(ker δn) = 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ìîðôèçì en : Ker δn → Ker ∂n òàêîé, ÷òî (coker ρnC)(ker δn) = (ker ∂n)en.

Êâàäðàò (coker ρnC)(ker δn) = (ker ∂n)en ÿâëÿåòñÿ êîóíèâåðñàëüíûì. Â
ñàìîì äåëå, ïóñòü îáúåêòX è ìîðôèçìû x′ : X → Ker γn è x′′ : X → Ker ∂n

òàêîâû, ÷òî (coker ρnC)x′ = (ker ∂n)x′′. Òîãäà

δnx′ = (kerλn+1
A )∂n(coker ρnC)x′ = (kerλn+1

A )∂n(ker ∂n)x′′ = 0.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì x : X → Ker δn òàêîé, ÷òî x′ =
(ker δn)x. Äëÿ ýòîãî x (ker ∂n)enx = (coker ρnC)(ker δn)x = (coker ρnC)x′ =
(ker ∂n)x′′, îòêóäà x′′ = enx. Òðåáóåìàÿ êîóíèâåðñàëüíîñòü äîêàçàíà.

Èç óñòàíîâëåííîé êîóíèâåðñàëüíîñòè è òîãî, ÷òî coker ρnC ∈ Pc, ñëåäóåò,
÷òî en ∈ Pc. Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è òî, ÷òî im ζn = ker δn, èìååì
ïîñëåäîâàòåëüíî:

cokerωn = coker(ωn(coker ρnB)) = coker((coker ρnC)ζn)
= coker((coker ρnC)(im ζn)) = coker((coker ρnC)(ker δn))

= coker((ker ∂n)en) = coker(ker ∂n) = coim ∂n.

Ëåììà 5 äîêàçàíà.
Ëåììà 6. Åñëè Ker-Coker-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3) òî÷íà â ÷ëåíå

Ker γn, ïðè÷åì ìîðôèçì ζn ñòðîãèé, òî êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (6) òî÷íà â ÷ëåíàõ Hn(B) è Hn(C), ïðè÷åì ìîðôèçì ωn ñòðîãèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî êâàäðàò ωn(coker ρnB) = (coker ρnC)ζn

ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.
Ïóñòü îáúåêò W è ìîðôèçìû w1 : Hn(B) →W è w2 :Ker γn→ W óäî-

âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ w1(coker ρnB) = (coker ρnC)ζn. Òîãäà
w2ρ

n
Cψ

n−1 = w2ζ
nρnB = w1(coker ρnB)ρnB = 0, à òàê êàê ψn−1 ∈ P , òî è

w2ρ
n
C = 0. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì w0 : Hn(C) →W òà-

êîé, ÷òî w2=w0(coker ρnC). Äëÿ ýòîãî w0 w0ω
n(coker ρnB)=w0(cokerϕnC)ζn =

w2ζ
n = w1(coker ρnB), îòêóäà w1 = w0ω

n.
Èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî è ëåììû 3 âûòåêàåò, ÷òî ωn ∈ Oc è ìîðôèçì

gn = ĉokerρnB : Kerαn → Kerωn åñòü ýïèìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì,

coker ξn = coker(ξn(coker ρnA)) = coker((coker ρnB)εn)
= coker((kerωn)gn) = coker(kerωn) = coimωn,
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÷òî îçíà÷àåò òî÷íîñòü (6) â ÷ëåíå Hn(B). Òî÷íîñòü æå â ÷ëåíå Hn(C)
ñëåäóåò èç ëåììû 5. Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Ñåé÷àñ ìû â ñîñòîÿíèè äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Ïóñòü 0 → A
ϕ−→ B

ψ−→ C → 0 � êîðîòêàÿ ñòðîãî òî÷-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ A = (An, αn)n∈Z, B = (Bn, βn)n∈Z
è C = (Cn, γn)n∈Z â ïîëóàáåëåâîé êàòåãîðèè. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè αn ∈ Oc, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6) òî÷íà â ÷ëåíàõ Hn(B) è
Hn(C), ïðè÷åì ωn ∈ Oc.

2) Åñëè βn ∈ Oc, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6) òî÷íà â ÷ëåíàõ Hn(C) è
Hn+1(A), ïðè÷åì ∂n ∈ Oc.

3) Åñëè γn ∈ Oc, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (6) òî÷íà â ÷ëåíàõ Hn+1(A) è
Hn+1(B), à ξn+1 ∈ Oc.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Â ñèëó òåîðåìû 3 èç [3] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3)
òî÷íà â ÷ëåíå Ker γn è ìîðôèçì ζn ñòðîãèé. Èç ëåììû 6 ïîëó÷àåì òåïåðü
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

2) Â ñèëó òåîðåì 1 è 2 ðàáîòû [3] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3) òî÷íà âî âñåõ
÷ëåíàõ (òî÷íîñòü â êðàéíèõ ÷ëåíàõ ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà óïîìÿíóòîé
òåîðåìû 2), ïðè÷åì δn ∈ Oc. Òàê êàê δn = (kerλn+1

A )∂̃n(coker ρnC), kerλn+1
A ∈

Mc, coker ρnC ∈ Pc, òî ∂̃n ∈ Oc. Ïîýòîìó è ∂n = Mn+1
A ∂̃n ∈ Oc. Òî÷íîñòü â

÷ëåíå Hn(C) ñëåäóåò èç ëåììû 5, à òî÷íîñòü â ÷ëåíå Hn+1(A) ïîëó÷àåòñÿ
èç íåå ïî äâîéñòâåííîñòè.

Óòâåðæäåíèå 3) äâîéñòâåííî óòâåðæäåíèþ 1).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè (6) óñëîâèÿ òåîðåìû î ñòðîãîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîðôèçìîâ èãðàþò
ñóùåñòâåííóþ ðîëü.

Ïðèìåð. Çàäàäèì êîìïëåêñû A, B, C â êàòåãîðèè Ban ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü â êîìïëåêñå B Bj = 0 ïðè j 6∈ {n, n + 1}, Bn è Bn+1 �
íåíóëåâûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, βn : Bn → Bn+1 � íåïðåðûâíûé ëè-
íåéíûé îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî Kerβ = 0, îáëàñòü çíà÷åíèé R(βn) ïëîòíà
â Bn+1 è R(βn) 6= Bn+1, βj = 0, j 6= n. Â êîìïëåêñå A ïîëîæèì Aj = 0
äëÿ j 6∈ {n + 1, n + 2}, An+1 = An+2 � (íåíóëåâîå) çàìêíóòîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â Bn+1 òàêîå, ÷òî An+1 ∩ R(βn) = 0, αn+1 = idAn+1 � òîæäå-
ñòâåííûé îïåðàòîð, αj = 0 ïðè j 6= n + 1. Â êîìïëåêñå C ïóñòü Cj = 0,
j 6∈ {n, n + 1}, Cn = Bn, Cn+1 = Bn+1/An+1, γj = 0, j 6= n, γn = ψn+1βn,
ãäå ψn+1 : Bn+1 → Bn+1/An+1 � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Ìîðôèçìû ϕ è ψ
îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ϕj = 0 äëÿ j 6= n+ 1, ϕn+1 : An+1 → Bn+1

� âëîæåíèå; ψj = 0 äëÿ j 6∈ {n, n + 1}, ψn = idBn , ψn+1 � óïîìÿíóòàÿ
âûøå ïðîåêöèÿ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ

0 → A
ϕ−→ B

ψ−→ C → 0

ñòðîãî òî÷íà. Â êàòåãîðèè Ban ñòðîãîñòü ìîðôèçìà α îçíà÷àåò çàìêíó-
òîñòü R(α), à j-ìåðíûå êîãîìîëîãèè êîöåïíîãî êîìïëåêñà S = (Sj , σj)
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Kerσj

/
R(σj−1) (÷åðòà ñâåðõó
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îçíà÷àåò çàìûêàíèå). Òàêèì îáðàçîì, γn íå ñòðîãèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
Hn(C) = Hn+1(B) = Hn+1(C) = 0, òîãäà êàê Hn+1(A) = An+1. Ïîýòî-
ìó ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé íå òî÷íà â ÷ëåíå
Hn+1(A). Ïî äâîéñòâåííîñòè îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåð (â äâîéñòâåííîé
êàòåãîðèè Banop), êîãäà ìîðôèçì αn íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì è íàðóøàåòñÿ
òî÷íîñòü â ÷ëåíå Hn(C) êîãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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