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1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñëîæíîñòè.
Ñëîæíîñòü òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ,

êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå âñåõ êîìïàêòíûõ òðåõìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèé è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷è-
ñåë, ñì. [1, 2]. Åå ïîëåçíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà îáëàäàåò ðÿäîì
åñòåñòâåííûõ ñâîéñòâ è åå çíà÷åíèå íà êàæäîì êîíêðåòíîì ìíîãîîáðàçèè
äîâîëüíî ïðàâèëüíî ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñëîæíî óñòðîåíî ýòî ìíîãîîá-
ðàçèå â íåôîðìàëüíîì ñìûñëå. Èäåÿ âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè c(M) ìíîãî-
îáðàçèÿ M ñîñòîèò â åãî çàìåíå íà äâóìåðíûé ïîëèýäð ñ ìàêñèìàëüíî
ïðîñòûìè ëîêàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè è â ïîäñ÷åòå ÷èñëà ýòèõ îñîáåííî-
ñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäïîëèýäð P êîìïàêòíîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ M íàçûâàåòñÿ åãî ñïàéíîì, åñëè ëèáî ∂M 6= ∅ è ìíîãîîáðàçèå M \ P
ãîìåîìîðôíî ∂M × (0, 1], ëèáî ∂M = ∅ è ìíîãîîáðàçèå M \P ãîìåîìîðôíî
îòêðûòîìó 3-øàðó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(1) ãðàô ñ 4 âåðøèíàìè, êàæäûå äâå èç êîòîðûõ
ñîåäèíåíû ðîâíî îäíîì ðåáðîì. Òîïîëîãè÷åñêè îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî-
ëèýäð, ãîìåîìîðôíûé îäíîìåðíîìó îñòîâó òåòðàýäðà.

Îïðåäåëåíèå 2. Êîìïàêòíûé ïîëèýäð P íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïðîñòûì,
åñëè ëèíê êàæäîé åãî òî÷êè âêëàäûâàåòñÿ â ∆(1). Òî÷êè, ëèíêè êîòîðûõ
ãîìåîìîðôíû ∆(1), íàçûâàþòñÿ èñòèííûìè âåðøèíàìè ïîëèýäðà P .

Íåñêîëüêî òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé ïî÷òè ïðîñòîãî ïîëèýäðà èçîáðà-
æåíû ðèñ. 1. Êðîìå òèïè÷íî äâóìåðíûõ îñîáåííîñòåé (ïåðâûå òðè òè-
ïà) âîçìîæíû è îäíîìåðíûå ÷àñòè, à òàêæå òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ äâóìåð-
íûõ è îäíîìåðíûõ ÷àñòåé (÷åòâåðòûé òèï). Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå
êîìïàêòíîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M èìååò ïî÷òè ïðîñòîé ñïàéí, ò.
å. ñïàéí, ÿâëÿþùèéñÿ ïî÷òè ïðîñòûì ïîëèýäðîì. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ëþáóþ òðèàíãóëÿöèþ ìíîãîîáðàçèÿ M è âçÿòü äâóìåðíûé îñòîâ
äâîéñòâåííîãî ðàçáèåíèÿ íà êëåòêè. Åñëè M çàìêíóòî, òî ïîëó÷èâøèéñÿ
ñïàéí áóäåò èìåòü îñîáåííîñòè òîëüêî ïåðâûõ òðåõ òèïîâ. Òàêèå ñïàéíû
íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîñòîé ñïàéí íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì, åñëè îí
èìååò õîòÿ áû îäíó èñòèííóþ âåðøèíó è âñå åãî 2-êîìïîíåíòû (ñâÿç-

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò N 99-01-00813, INTAS, ïðîåêò 97-
808, è ïðîãðàììû "Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè", ãðàíò 99-2472.
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Ðèñ. 1: Îñîáåííîñòè ïî÷òè ïðîñòîãî ïîëèýäðà

íûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà íåîñîáûõ òî÷åê) ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè 2-
êëåòêàìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñëîæíîñòü c(M) êîìïàêòíîãî òðåõìåðíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ M ðàâíà k, åñëè îíî èìååò ïî÷òè ïðîñòîé ñïàéí ñ k èñòèííûìè
âåðøèíàìè è íå èìååò ïî÷òè ïðîñòûõ ñïàéíîâ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì èñ-
òèííûõ âåðøèí.

Íàïðèìåð, ñëîæíîñòü òðåõìåðíîé ñôåðû ðàâíà 0, ïîñêîëüêó â êà÷å-
ñòâå åå ïî÷òè ïðîñòîãî ñïàéíà ìîæíî âçÿòü òî÷êó (êîòîðàÿ, êîíå÷íî, íå
ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé âåðøèíîé). Òîò æå îòâåò ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ïðîåêòèâíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà RP 3 è ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà L3,1, ïîñêîëüêó èõ åñòå-
ñòâåííûå ïî÷òè ñïåöèàëüíûå ñïàéíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî
ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü RP 2 è ôàêòîðïðîñòðàíñòâî äèñêà D2 ïî ñòàíäàðò-
íîìó äåéñòâèþ ïîâîðîòàìè ãðóïïû Z3 íà åãî êðàå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî
� åäèíñòâåííûå çàìêíóòûå íåïðèâîäèìûå ìíîãîîáðàçèÿ ñëîæíîñòè 0.

Ñëîæíîñòü c(M) îáëàäàåò ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ.

1. Ñëîæíîñòü àääèòèâíà ïî îòíîøåíèþ ê ñâÿçíîé ñóììå è êðàåâîé ñâÿç-
íîé ñóììå ìíîãîîáðàçèé: c(M1#M2) = c(M1)+c(M2) è c(M1⊥⊥M2) =
c(M1) + c(M2), ñì. [1, 2].

2. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òðåõìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè ≤ k, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìû-
ìè è íå ñîäåðæàò ñóùåñòâåííûõ êîëåö, ñì. [3].

3. Âñå çàìêíóòûå îðèåíòèðóåìûå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñëîæíîñòè
≤ 8 ÿâëÿþòñÿ ãðàô-ìíîãîîáðàçèÿìè Âàëüäõàóçåíà [1, 4]. Íà óðîâíå
ñëîæíîñòè 9 ïîÿâëÿþòñÿ ïåðâûå ÷åòûðå çàìêíóòûå îðèåíòèðóåìûå
ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå îáëàäàþò ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé è ïî-
ýòîìó ãðàô-ìíîãîîáðàçèÿìè íå ÿâëÿþòñÿ [1, 5].

2. Âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè.
Ïîñòðîåíèå âåðõíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè äàííîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ M íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïî-
ñòðîèòü õîòÿ áû îäèí åãî ïî÷òè ñïåöèàëüíûé ñïàéí. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ìíîãèìè ñïîñîáàìè.

103



Ðèñ. 2: Òèïè÷íàÿ îêðåñòíîñòü èñòèííîé âåðøèíû â óñå÷åííîì òåòðàýäðå

Îò òðèàíãóëÿöèè ê ñïàéíó. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ
çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , ñîäåðæàùàÿ k òåòðàýäðîâ. Òîãäà äâóìåðíûé
îñòîâ äâîéñòâåííîãî ðàçáèåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M íà êëåòêè ÿâëÿåòñÿ ñïå-
öèàëüíûì ñïàéíîì n ðàç ïóíêòèðîâàííîãî M , ò. å. ìíîãîîáðàçèÿ M ñ óäà-
ëåííûìè øàðîâûìè îêðåñòíîñòÿìè âåðøèí. ×èñëî èñòèííûõ âåðøèí ýòîãî
ñïàéíà ðàâíî k. Óäàëåíèå 2-êîìïîíåíò, ðàçäåëÿþùèõ ðàçëè÷íûå øàðîâûå
îêðåñòíîñòè, ïðèâîäèò ê ïî÷òè ñïåöèàëüíîìó ñïàéíó ñ ≤ k èñòèííûìè
âåðøèíàìè. Òà æå ñàìàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîõîäèò è äëÿ ñèíãóëÿðíûõ òðè-
àíãóëÿöèé, ïîÿâëÿþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M èç
íåñêîëüêèõ òåòðàýäðîâ ïî àôôèííûì îòîæäåñòâëåíèÿì èõ ãðàíåé.

Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèÿ M ñ êðàåì âìåñòî òðèàíãóëÿöèé óäîáíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ðàçáèåíèÿ íà óñå÷åííûå òåòðàýäðû. Ïðè ýòîì ðàçáèåíèÿ ìî-
ãóò áûòü ñèíãóëÿðíûìè, ò. å. ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû êàæäûå äâà òåòðàýä-
ðû ëèáî íå ïåðåñåêàëèñü, ëèáî ïåðåñåêàëèñü ïî èõ îáùåé ãðàíè. Çàìåíÿÿ
êàæäûé óñå÷åííûé òåòðàýäð íà ñîäåðæàùèéñÿ â íåì ýêçåìïëÿð òèïè÷íîé
îêðåñòíîñòè èñòèííîé âåðøèíû (ñì. ðèñ. 2), ìû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èì
ñïåöèàëüíûé ñïàéí. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ýòî ïîñòðîåíèå ðàáîòàåò è â îá-
ðàòíîì íàïðàâëåíèè: êàæäûé ñïåöèàëüíûé ñïàéí ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì
îïðåäåëÿåò åãî ñèíãóëÿðíîå ðàçáèåíèå íà óñå÷åííûå òåòðàýäðû.

Îò äèàãðàììû Õåãîðà ê ñïàéíó. Ïóñòü (F, µi, λi, 1 ≤ i ≤ n) �
äèàãðàììà Õåãîðà çàìêíóòîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M . Çäåñü F -
ïîâåðõíîñòü â M , ðàçáèâàþùàÿ åãî íà äâà ïîëíûõ êðåíäåëÿ ðîäà n, à
µi, λi � ïîëíûå íàáîðû ìåðèäèàíîâ ýòèõ êðåíäåëåé. Òîãäà îáúåäèíåíèå
ïîâåðõíîñòè F ñ 2n ìåðèäèîíàëüíûìè äèñêàìè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñïàéíîì
äâàæäû ïóíêòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M . ×èñëî èñòèííûõ âåðøèí ýòîãî
ñïàéíà ðàâíî îáùåìó ÷èñëó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìåðèäèàíîâ. Ïðè ñëèÿíèè
äâóõ øàðîâ â îäèí ïóòåì óäàëåíèÿ îäíîé èç îáëàñòåé äèàãðàììû ÷èñëî
èñòèííûõ âåðøèí ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòñÿ.

Ñïàéíû ïðîñòðàíñòâ óçëîâ. Ïóñòü óçåë K çàäàí ñâîåé ïðîåêöè-
åé íà S2, êîòîðàÿ, êàê ýòî ïðèíÿòî â òåîðèè óçëîâ, ðàçîðâàíà â äâîéíûõ
òî÷êàõ äëÿ óêàçàíèÿ, êàêîé èç ó÷àñòêîâ äèàãðàììû ïðîõîäèò âûøå. Ïðè-
êëåèì äëèííóþ çàìêíóòóþ ïîëîñêó (òóííåëü) ê S2 è ê ñàìîé ñåáå âäîëü
ïðîåêöèè òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Ìû ïîëó÷èì ñïåöèàëüíûé ñïàéí
äâàæäû ïóíêòèðîâàííîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà óçëà. ×èñëî åãî
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Ðèñ. 3: Ïîñòðîåíèå ñïàéíà ïðîñòðàíñòâà óçëà

èñòèííûõ âåðøèí ðàâíî 4n, ãäå n � ÷èñëî äâîéíûõ òî÷åê ïðîåêöèè. Óäà-
ëåíèè äâóõ 2-êîìïîíåíò ñïàéíà, êîòîðûå îòäåëÿþò øàð îò øàðà è îäèí èç
øàðîâ îò âíóòðåííîñòè òóííåëÿ, äàåò ñïåöèàëüíûé ñïàéí ñ ìåíüøèì ÷èñ-
ëîì âåðøèí. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå óçëà âîñüìåðêè ýòà ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê
ñïåöèàëüíîìó ñïàéíó ñ äâóìÿ âåðøèíàìè, êîòîðûé äâîéñòâåí èçâåñòíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ Òîðñòîíà äîïîëíèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà óçëà âîñüìåðêè
â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ óñå÷åííûõ òåòðàýäðîâ. Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî, â
îòëè÷èå îò ìåòîäà Òîðñòîíà, îïèñàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñïàéíîâ áîëåå
àëãîðèòìè÷åí è ðàáîòàåò äëÿ âñåõ óçëîâ è çàöåïëåíèé.

3. Âû÷èñëåíèå ñëîæíîñòè.
Ïîêà òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëîæíîñòè èçâåñòíû òîëüêî äëÿ òàáëè÷íûõ ìíî-

ãîîáðàçèé. Òàêèå òàáëèöû ïîñòðîåíû äëÿ çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ
ìíîãîîáðàçèé äî ñëîæíîñòè 6 [6] è (áåç èäåíòèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé) äî
ñëîæíîñòè 9 [5] ïóòåì îáøèðíûõ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé. Íà îñíîâå
ýòèõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷åí ðÿä ýìïèðè÷åñêèõ ôîðìóë (èëè, âåðíåå, ýìïè-
ðè÷åñêèõ ñïîñîáîâ) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé.
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ôîðìóë â îáùåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

Ñëîæíîñòü ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü p, q - âçàèìíî ïðîñòûå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî p/q â âèäå öåïíîé äðîáè. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç {p/q} ñóììó åå ïîëíûõ ÷àñòíûõ.

Ãèïîòåçà 1. Åñëè p ≥ 3, òî c(Lp,q) = {p/q} − 3.
Ýòó ãèïîòåçó ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ñôîðìóëèðîâàòü òàê: åñëè

p > 2q, òî c(Lp,q) = c(Lp−q,q)+1. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîé ýìïèðè÷åñêèé
ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè. Íàïðèìåð,

c(L17,4) = c(L13,4)+1 = c(L9,4)+2 = c(L5,4)+3 = c(L5,1)+3 = c(L4,1)+
4 = c(L3,1) + 5 = 5

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà c(Lp,q) ≤ {p/q} − 3
èçâåñòíà [6]. Àíàëîãè÷íûå ýìïèðè÷åñêèå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè
ìîæíî ïðåäëîæèòü äëÿ âñåõ ìíîãîîáðàçèé Çåéôåðòà, ðàññëîåííûõ íàä
ñôåðîé ñ äâóìÿ îñîáûìè ñëîÿìè. Ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â âû÷èñëå-
íèè ñëîæíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Ñòîëëèíãñà MA ñî ñëîåì òîð è ìàòðèöåé
ìîíîäðîìèè A áûëî äîñòèãíóòî Ñ. Àíèñîâûì [7]. Ñ. Àíèñîâ äîêàçàë, ÷òî
c(MA) ≤ max{6, c(A) + 5}, ãäå c(A) � îïðåäåëåííûé èì ýôôåêòèâíî âû-
÷èñëèìûé öåëî÷èñëåííûé èíâàðèàíò ìàòðèöû A, è ïðåäïîëîæèë, ÷òî ýòà
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îöåíêà òî÷íà.
Ãèïîòåçà 2. c(MA) = max{6, c(A) + 5}.
Àíàëîãè÷íóþ îöåíêó ñëîæíîñòè ìîæíî äàòü ñ ïîìîùüþ òåîðèè ïðà-

âèëüíûõ ôóíêöèé Ìîðñà íà ñïåöèàëüíûõ ñïàéíàõ [8]. Áûëî áû èíòåðåñíî
ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ñòîëëèíãñà ñ äðóãè-
ìè ñëîÿìè, â ÷àñòíîñòè, ñî ñëîåì ïðîêîëîòûé òîð.

4. Íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè.
Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè âåñüìà òðóäíà. Êðîìå

çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãîîáðàçèé ñëîæíîñòè ≤ 7,
êîòîðûå òàáóëèðîâàíû è ñëîæíîñòü êîòîðûõ ïîýòîìó èçâåñòíà, äî íåäàâ-
íåãî âðåìåíè íèêàêèõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíî íå áûëî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëîæíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ, èìåþùåãî áîëüøóþ ïåðâóþ
ãðóïïó ãîìîëîãèé, íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì ìàëà. Ýòî íàáëþäåíèå áûëî
îôîðìëåíî â âèäå ñòðîãîé òåîðåìû â ðàáîòå [9].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M 6= L3,1 - çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå íåïðèâîäè-
ìîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà c(M) ≥ 2 log5 |Tor(H1(M ;Z))|+β−1,
ãäå |Tor(H1(M ;Z))| � ïîðÿäîê ïîäãðóïïû êðó÷åíèÿ ãðóïïû ãîìîëîãèé è β
- ïåðâîå ÷èñëî Áåòòè.

Äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé (íàïðèìåð, äëÿ ëèíçû L5,2) ýòà îöåí-
êà òî÷íà. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî óïîìÿíóòûé âûøå ñïîñîá íàõîæäåíèÿ
âåðõíåé îöåíêè ñëîæíîñòè ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïðè n > 2 ïðèâîäèò ê
íåðàâåíñòâó c(Lfn,fn−2) ≤ (2 log2 5) log5(fn) − 2, ãäå fi, 1 ≤ i < ∞, � ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ f1 = f2 = 1. Òàê
êàê H1(Lfn,fn−2 ;Z) = Zfn , òî â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ
îöåíîê ïîëó÷àåòñÿ äâóñòîðîííåå íåðàâåíñòâî

2 log5(fn)− 1 ≤ c(Lfn,fn−2) ≤ (2 log2 5) log5(fn)− 2.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîé áåñêîíå÷íîé ñåðèè ìíîãîîá-
ðàçèé ñ êîíå÷íûìè ãðóïïàìè ãîìîëîãèé ñëîæíîñòü ëîãàðèôìè÷åñêè çàâè-
ñèò îò ïîðÿäêîâ ýòèõ ãðóïï.

Äðóãóþ íèæíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ÷åðåç ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ãðóïïó. Íàçîâåì äëèíîé êîïðåäñòàâëåíèÿ < a1, . . . , an|r1, . . . rm >
÷èñëî |r1|+ |r2|+ . . . + |rm|, ãäå ÷åðåç |ri| îáîçíà÷åíà äëèíà ñëîâà ri â àë-
ôàâèòå a1, . . . , an.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñëîæíîñòüþ c(G) êîíå÷íîïðåäñòàâèìîé ãðóïïû G
íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì äëèí âñåõ åå êîíå÷íûõ êîïðåäñòàâëåíèé.

Êàê è â ñëó÷àå ñëîæíîñòè ìíîãîîáðàçèé, ñëîæíîñòü ãðóïïû òðóäíî
âû÷èñëèòü, íî ëåãêî îöåíèòü ñâåðõó. Íàïðèìåð, ñëîæíîñòü öèêëè÷åñêîé
ãðóïïû Z40 íå ïðåâîñõîäèò 13, òàê êàê åå ìîæíî çàäàòü êîïðåäñòàâëåíèåì
< a, b, c|a4, b2a−1, c5b−1 >. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî íåîæèäàííàÿ ìàëîñòü
ñëîæíîñòè (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîðÿäêîì ãðóïïû) ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ÷èñëî 40
èìååò íåòðèâèàëüíûå äåëèòåëè. Îäíàêî, ãðóïïà Z47 ïðîñòîãî ïîðÿäêà òàê-
æå ìîæåò áûòü çàäàíà êîïðåäñòàâëåíèåì < a, b, c, d|a3c, a2dc−1, cd2b, db4 >
íåîæèäàííî ìàëîé äëèíû 17.
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Ðèñ. 4: Ïðîñòðàíñòâî äîäåêàýäðà

Òåîðåìà 2. [9] ïóñòü M � çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå íåïðèâîäèìîå
òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà c(M) ≥ −1 + (1/3)c(π1(M)).

Èíîãäà ýòà ïðîñòàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ëó÷øóþ îöåíêó, ÷åì
äàâàåìóþ òåîðåìîé 1. Íàïðèìåð, èç íåå ñëåäóåò, ÷òî ñëîæíîñòü ëþáîé
íåòðèâèàëüíîé ãîìîëîãè÷åñêîé ñôåðû íå ìåíüøå 3. Íà ñàìîì äåëå, ñëîæ-
íîñòü ñàìîé ïðîñòîé íåòðèâèàëüíîé ãîìîëîãè÷åñêîé ñôåðû (ïðîñòðàíñòâà
äîäåêàýäðà) ðàâíà 5. Îêðåñòíîñòü îñîáîãî ãðàôà åå ïðîñòåéøåãî ñïåöèàëü-
íîãî ñïàéíà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.

5. Ðàñøèðåííàÿ ñëîæíîñòü.
Îäèí èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñî-

ñòîèò â ðàçðåçàíèè äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà áîëåå ïðîñòûå ÷àñòè âäîëü
íåñæèìàåìîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè òàêîì ðàçðåçàíèè ñëîæíîñòü íå óâåëè÷è-
âàåòñÿ. Îäíàêî, äëÿ èíäóêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâ õîòåëîñü áû èìåòü ñòðî-
ãîå óìåíüøåíèå ñëîæíîñòè. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ áîëåå òîíêîãî
ïîíÿòèÿ ðàñøèðåííîé ñëîæíîñòè.

Ïóñòü P � ïî÷òè ïðîñòîé ñïàéí, èìåþùèé c(P ) èñòèííûõ âåðøèí, c1(P )
çàìêíóòûõ òðîéíûõ ëèíèé è c2(P ) 2-êîìïîíåíò. Òîãäà òðîéêà

c̄(P ) = (c(P ), c1(P ), c2(P )) íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ñëîæíîñòüþ ñïàé-
íà P . Òðîéêè ðàñìàòðèâàþòñÿ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàñøèðåííàÿ ñëîæíîñòü c̄(M) êîìïàêòíîãî òðåõ-
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M çàäàåòñÿ ôîðìóëîé c̄(M) = minP c̄(P ), ãäå ìè-
íèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì åãî ïî÷òè ïðîñòûì ñïàéíàì.

Íàïðèìåð, ðàñøèðåííàÿ ñëîæíîñòü ñôåðû S3 ðàâíà (0, 0, 0), ðàñøèðåí-
íàÿ ñëîæíîñòü ëèíçû L3,1 ðàâíà (0, 1, 1), à ðàñøèðåííàÿ ñëîæíîñòü ëþáî-
ãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâÿçíîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè íà îòðåçîê ðàâíà
(0, 0, 1).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå MF ïîëó÷àåòñÿ èç òðåõìåðíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ M ðàçðåçàíèåì ïî ñîáñòâåííîé ñâÿçíîé íåñæèìàåìîé ïîâåðõ-
íîñòè F â M . Òîãäà

1. c(MF ) ≤ c(M);

2. Åñëè M íåïðèâîäèìî è ∂F 6= ∅, òî c̄(MF ) ≤ c̄(M);
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Ðèñ. 5: Òðåóãîëüíèê ñ õâîñòàìè

3. Åñëè ê òîìó æå M ãðàíè÷íî íåïðèâîäèìî è F 6= S2, D2 ãðàíè÷íî
íåñæèìàåìà, òî c̄(MF ) < c̄(M).

Ðàçóìååòñÿ, íàèáîëåå âàæíî ïîñëåäíåå çàêëþ÷åíèå ýòîé òåîðåìû.
6. Ïðèâåäåííàÿ ñëîæíîñòü.
Èññëåäîâàíèå ìèíèìàëüíûõ ñïàéíîâ òàáëè÷íûõ ìíîãîîáðàçèé ïîêàçû-

âàåò, ÷òî îñîáûå ãðàôû ìíîãèõ èç íèõ èìåþò ïåòëè è õâîñòû (öåïî÷êè
ïðèêëååííûõ äðóã ê äðóãó ïåòåëü). Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêîãî ãðàôà (ñ îä-
íîé ïåòëåé è äâóìÿ õâîñòàìè) ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè èñõîäíûé ñïàéí ìèíèìàëåí, òî îí îïðåäå-
ëÿåò ìíîãîîáðàçèå Çåéôåðòà, ïîëó÷àþùååñÿ ôàêòîðèçàöèåé 3-ñôåðû ïî
ëèíåéíîìó äåéñòâèþ ãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû. Íàðàùèâàíèå ïåòåëü è õâî-
ñòîâ íå ìåíÿåò ñóùåñòâà äåëà, ïîñêîëüêó èçìåíÿþòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðû
îñîáûõ ñëîåâ. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ââåñòè ïîíÿòèå ïðèâåäåííîé ñëîæíî-
ñòè ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðàÿ íå ó÷èòûâàåò äëèíû õâîñòîâ.

Áóäåì íàçûâàòü èñòèííóþ âåðøèíó ïî÷òè ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà ñóùå-
ñòâåííîé, åñëè îíà íå ëåæèò ñòðîãî âíóòðè íåêîòîðîãî õâîñòà îñîáîãî ãðà-
ôà. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 5 ñóùåñòâåííû òîëüêî òå âåðøèíû, êîòîðûå ëåæàò
íà áîëüøîé îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïðèâåäåííàÿ ñëîæíîñòü r(M) êîìïàêòíîãî òðåõ-
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ðàâíà k, åñëè îíî èìååò ïî÷òè ïðîñòîé ñïàéí
ñ k ñóùåñòâåííûìè èñòèííûìè âåðøèíàìè è íå èìååò ïî÷òè ïðîñòûõ
ñïàéíîâ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì òàêèõ âåðøèí.

Ìîòèâèðîâêîé ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà, âû-
äâèíóòàÿ È. Ðóáèíøòåéíîì è Â. Äæåéêî (â îðèãèíàëüíîì ïðåïðèíòå [10]
îíà áûëà âûñêàçàíà äëÿ òðèàíãóëÿöèé ìíîãîîáðàçèé):

Ãèïîòåçà 3. Ïóñòü ñïåöèàëüíûé ñïàéí P çàìêíóòîãî íåïðèâîäèìî-
ãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , íå ñîäåðæàùåãî íåñæèìàåìûõ òîðîâ,
ìèíèìàëåí â ñìûñëå ïðèâåäåííîé ñëîæíîñòè. Òîãäà ëþáàÿ ñòðîãî íåïðè-
âîäèìàÿ ïîâåðõíîñòü Õåãîðà ìíîãîîáðàçèÿ M èçîòîïíà îäíîé èç êîíå÷-
íîãî àëãîðèòìè÷åñêè êîíñòðóèðóåìîãî ìíîæåñòâà ïîâåðõíîñòåé, ïî÷òè
íîðìàëüíûõ ïî îòíîøåíèþ ê P .

Òàê êàê ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü Õåãîðà ìèíèìàëüíîãî ðîäà ñòðîãî íåïðè-
âîäèìà, òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ãèïîòåçû ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå àëãî-
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ðèòìà âû÷èñëåíèÿ ðîäà Õåãîðà ìíîãîîáðàçèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèìè. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ìíîãîîáðàçèé ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî
àëãîðèòìà ñëåäóåò èç [11]. Ñâÿçü ìåæäó ìèíèìàëüíîñòüþ â ñìûñëå ïðèâå-
äåííîé ñëîæíîñòè è êîíå÷íîñòüþ ÷èñëà ïî÷òè íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
äàííîãî ðîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ê ëþáîé ïî÷òè íîðìàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè F ìîæíî äîáàâèòü íîðìàëüíûé òîð è ïîëó÷èòü íîâóþ ïîâåðõíîñòü
òîãî æå ðîäà. Àïðèîðè, ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå ýòîé îïåðàöèè ìîæåò
ïðèâåñòè ê áåñêîíå÷íîìó ìíîæåñòâó ïî÷òè íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ÷òî
èñêëþ÷àåò àëãîðèòìè÷íîñòü. Êàê çàìåòèëè È. Ðóáèíøòåéí è Â. Äæåé-
êî, äîáàâëåíèå ê F íîðìàëüíûõ òîðîâ, îòñåêàþùèõ õâîñòû, íå ìåíÿåò ïî-
âåðõíîñòè F (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íîðìàëüíûå ïîâåðõíîñòè âíóòðè
îòñåêàåìûõ ÷àñòåé âåäóò ñåáÿ ïðåäñêàçóåìûì îáðàçîì, ñì. [12]). Ïîýòîìó
ñîäåðæàòåëüíàÿ (ïîêà îòñóòñòâóþùàÿ) ÷àñòü ðåøåíèÿ ãèïîòåçû ñîñòîèò â
äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî ïðè óïîìÿíóòûõ óñëîâèÿõ íà ñïàéí äðóãèõ íîð-
ìàëüíûõ òîðîâ íåò.
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