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Â ðàáîòàõ [1], [2] èññëåäîâàëèñü âàðèàöèè ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà êîì-
ïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ðèìàíîâû ìåòðèêè
íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè, îáëàäàþùèå ïëîùàäêàìè íóëåâîé ñåêöèîí-
íîé êðèâèçíû â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèìåðàìè òàêèõ ìåò-
ðèê ñëóæàò ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ðèìàíîâûõ ìåòðèê, íåêîòîðûå êëàññû
îäíîðîäíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê.

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ êëàññîâ
äåôîðìàöèé òàêèõ ìåòðèê, îïðåäåëÿåìûõ ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé íà ìíîãî-
îáðàçèè, ïëîùàäêè íóëåâîé êðèâèçíû íå ìîãóò ïîëíîñòüþ èñ÷åçíóòü.

Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû ðåöåíçåíòàì çà äîáðîæåëàòåëüíóþ è êîíñòðóê-
òèâíóþ êðèòèêó, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà óñòðàíèòü ðÿä íåÿñíîñòåé è îïå÷àòîê.

1 Ââåäåíèå

Íàïîìíèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå õîðîøî èçâåñòíûå ôàêòû îòíîñèòåëüíî äå-
ôîðìàöèé ñâÿçíîñòåé è ìåòðèê. Ïóñòü íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè Mn

îïðåäåëåíà ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇ áåç êðó÷åíèÿ [3]. Â ëîêàëüíîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò
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Â ãîëîíîìíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îòñóòñòâèå êðó÷åíèÿ ðàâíîñèëüíî âû-
ïîëíåíèþ óñëîâèÿ Γk

ij = Γk
ji. Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè Mn äîïîëíèòåëüíî

îïðåäåëåíà ðèìàíîâà ìåòðèêà ds2 = gijdxidxj . Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ ñèì-
âîëàìè Êðèñòîôåëÿ ïåðâîãî ðîäà ìîæíî îïðåäåëèòü òåíçîð äåôîðìàöèè
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1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 99-01-00543, 00-15-96165). Äàííûå èññëåäîâàíèÿ ïîä-
äåðæàíû ãðàíòîâûì öåíòðîì ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå
(êîä ïðîåêòà 97-0-1.3-63)
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ãäå gks ìàòðèöà îáðàòíàÿ ê gij , gij,s � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ gij îò-

íîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Γk
ij = Γk

ij + T k
ij , ãäå Γk

ij

� ñèìâîëû Êðèñòîôåëÿ 1 � ðîäà äëÿ ìåòðèêè gij . Äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû
ìåòðèêè gij ïîëó÷èì ôîðìóëó (109.7) èç [3]
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ãäå Rlki
q � òåíçîð êðèâèçíû ñâÿçíîñòè ∇. Åñòåñòâåííî íàçâàòü òåíçîð
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òåíçîðîì êðèâèçíû ìåòðèêè gij îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇. Äëÿ òåíçîðà
Ðè÷÷è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî Rki = Rki + Qki.

2 Êîíôîðìíàÿ äåôîðìàöèÿ ìåòðèêè

Ïóñòü ∇ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü Ëåâè-×åâèòà ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds2 =
= gijdxidxj íà ìíîãîîáðàçèè Mn. Ïðè êîíôîðìíîé äåôîðìàöèÿ ìåòðèêè
ds2 = e2σ(x)gijdxidxj òåíçîð äåôîðìàöèè ñâÿçíîñòè ðàâåí

T k
ij =

1
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(
e2σ(x)gsj2σ,i + e2σ(x)gis2σ,j − e2σ(x)gij2σ,s

)
=

= δk
j σ,i + δk

i σ,j − σkgij .

Òåíçîð îòíîñèòåëüíîé êðèâèçíû â êîâàðèàíòíîé ôîðìå ðàâåí

Qlkij = gjsQlki
s = e2σ(x) (gljBki + gkiBlj − gliBkj − gkjBli) ,

ãäå Bij = σ,ij − σ,iσ,j + 1
2σ,kσ

kgij , σ,ij σ,i � êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè σ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ìåòðèêè.

Òîãäà ïðè êîíôîðìíîé äåôîðìàöèè ds2 = e2σ(x)gijdxidxj ìåòðèêè ds2

ðèìàíîâà êðèâèçíà äâóìåðíîé ïëîùàäêè ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôîðìóëå

K(ξ ∧ η) = e−2σ(x)

[
K(ξ ∧ η)− Bijξ

iξj

gikξiξk
− Bklη

kηl

gjlηjηl

]
,

ãäå ξi, ηj � âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå åäèíè÷íûå âåêòîðà. Ñ ó÷åòîì ýòèõ
îáîçíà÷åíèé ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè Mn çàäàíà ðèìàíîâà
ìåòðèêà ds2 = gijdxidxj, èìåþùàÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ Mn äâóìåðíóþ
ïëîùàäêó íóëåâîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíôîðìíîé äå-
ôîðìàöèè ds2 = e2σ(x)gijdxidxj ìåòðèêè ds2 íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ Mn è
äâóìåðíàÿ ïëîùàäêà â ýòîé òî÷êå, èìåþùàÿ íåïîëîæèòåëüíóþ ñåêöè-
îííóþ êðèâèçíó, à òàêæå òî÷êà x1 ∈ Mn è äâóìåðíàÿ ïëîùàäêà â ýòîé
òî÷êå, èìåþùàÿ íåîòðèöàòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíôîðìíàÿ äåôîð-
ìàöèÿ ìåòðèêè, ïðè êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ ñåêöèîííàÿ
êðèâèçíà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Îòñþäà

K(ξ ∧ η)− Bijξ
iξj

gikξiξk
− Bklη

kηl

gjlηjηl
> 0.

Òîãäà â òî÷êå, ãäå äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè σ èìååì

σ,i = 0,

Bijξ
iξj = σ,ijξ

iξj ≥ 0,

Bklη
kηl = σ,klη

kηl ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì âûáîðå äâóìåðíîé ïëîùàäêè â ýòîé òî÷êå ñåê-
öèîííàÿ êðèâèçíà èñõîäíîé ìåòðèêè

K(ξ ∧ η) > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Ñëó÷àé ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé êðè-
âèçíû ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå (Mn, ds2) åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Òîãäà äëÿ ëþáîé ìåòðèêè ds2, êîí-
ôîðìíî ýêâèâàëåíòíîé ìåòðèêå ds2, íàéäåòñÿ òî÷êà è äâóìåðíàÿ ïëî-
ùàäêà â ýòîé òî÷êå, èìåþùàÿ íåïîëîæèòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó,
à òàêæå òî÷êà è äâóìåðíàÿ ïëîùàäêà â ýòîé òî÷êå, èìåþùàÿ íåîòðè-
öàòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó.

Òåîðåìà 2. Ìåòðèêà, êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíàÿ ìåòðèêå ïðÿìîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, âñåãäà èìååò òî÷êó è
ïëîùàäêó íóëåâîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.

Õîðîøî èçâåñòíà [6]
Ãèïîòåçà Õ. Õîïôà. Íà S2 × S2 íå ñóùåñòâóåò ìåòðèêè ñî ñòðîãî

ïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíîé.

Çàìå÷àíèå 1. Äàííîå óòâåðæäåíèå äàåò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ãèïî-
òåçû Õ.Õîïôà äëÿ ìåòðèê, êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûõ ìåòðèêå ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Çàìå÷àíèå 2. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ñêðó÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðè-
ìàíîâûõ ìåòðèê äàííàÿ ïðîáëåìà èçó÷àëàñü â ñòàòüå [4].

Â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 3. Åñëè ìåòðèêà ds2, êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíàÿ îäíîðîäíîé ðè-
ìàíîâîé ìåòðèêå ds2 îäíîñâÿçíîãî êîìïàêòíîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà G/H, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó, òî îäíîðîä-
íîå ïðîñòðàíñòâî G/H ëèáî äèôôåîìîðôíî ÊÐÎÑÏó (êîìïàêòíîìó ñèì-
ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó ðàíãà îäèí), ëèáî îäíîìó èç ìíîãîîáðàçèé
Áåðæå-Óîëëà÷à [5], [7]:

Sp(2)/SU(2), SU(5)/Sp(2)× S1, SU(3)/Tmax,

Sp(3)/Sp(1)3, F4/Spin(8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
(
G/H, ds2

)
èìååò ïîëîæèòåëüíóþ

ñåêöèîííóþ êðèâèçíó, òîãäà îäíîðîäíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà ds2 íà G/H
îáÿçàíà òàêæå èìåòü ïîëîæèòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìåòðèêà ds2 èìååò ïëîùàäêè íóëåâîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû â êàæ-
äîé òî÷êå G/H, à çíà÷èò ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ìåòðèêà ds2 òàêæå èìååò
ïëîùàäêè íóëåâîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû � ïðîòèâîðå÷èå. Äàëåå ðåçóëüòàò
òåîðåìû ñëåäóåò èç ðàáîò [5-7].

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ ãðóïï Ëè ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4. Åñëè ìåòðèêà ds2, êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíàÿ ëåâîèíâàðè-
àíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå ds2 êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G, èìååò ïîëî-
æèòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó, òî ãðóïïà Ëè G ëîêàëüíî èçîìîðôíà
ãðóïïå SU(2).

Ïðè èññëåäîâàíèè êîíôîðìíûõ äåôîðìàöèé ðèìàíîâîé ìåòðèêè âàæ-
íóþ ðîëü èãðàåò òåíçîð, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

Aij =
1

n− 2

(
Rij −

Rgij

2(n− 1)

)
, (2)

ãäå Rij � òåíçîð Ðè÷÷è, R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ìåòðèêè ds2. Èñïîëüçóÿ
òåíçîð Aij òåíçîð êðèâèçíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Rlkij = Wlkij + gl,jAk,i + gk,iAl,j − gl,iAk,j − gk,jAl,i,

ãäåWlkij � òåíçîð Âåéëÿ. Ïðè êîíôîðìíîé äåôîðìàöèè ds2 = e2σ(x)gijdxidxj

ìåòðèêè ds2 òåíçîð Âåéëÿ èíâàðèàíòåí, ò.å.

W ijkl = e2σ(x)Wijkl,

à òåíçîð Aij ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôîðìóëå

Aij = Aij − σ,ij + σiσj −
1
2
σkσ

kgij = Aij −Bij .

Îïðåäåëåíèå 1. Îäíîìåðíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíîé íàçîâåì âåëè÷èíó

K(ξ) =
Aijξ

iξj

gijξiξj
,

ãäå ξi � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, çàäàþùèé îäíîìåðíóþ ïëîùàäêó.
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Ðèìàíîâó êðèâèçíó äâóìåðíîé ïëîùàäêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

K(ξ ∧ η) =
Rijklξ

iηjξkηl

gikξiξkgjlηjηl
=

Wijklξ
iηjξkηl

gikξiξkgjlηjηl
+

Aijξ
iξj

gikξiξk
+

Aklη
kηl

gjlηjηl
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîíôîðìíî ïëîñêîé ìåòðèêè, èëè äëÿ òðåõìåðíîãî ðè-
ìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ôîðìóëà ïðèìåò áîëåå ïðîñòîé âèä

K(ξ ∧ η) =
Aijξ

iξj

gikξiξk
+

Aklη
kηl

gjlηjηl
.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè Mn îïðåäåëåíà ðèìàíî-
âà ìåòðèêà ds2 = gijdxidxj, èìåþùàÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ Mn îäíîìåðíîå
íàïðàâëåíèå ξ, äëÿ êîòîðîãî K(ξ) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíôîðìíîé äå-
ôîðìàöèè ds2 = e2σ(x)gijdxidxj íàéäóòñÿ òî÷êè x0, x1 ∈ Mn è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îäíîìåðíûå íàïðàâëåíèÿ ξ0, ξ1 â ýòèõ òî÷êàõ, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

Kx0(ξ0) ≤ 0, Kx1(ξ1) ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
1.

Çàìå÷àíèå 3. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ îäíîìåðíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Aijξ
iξj ≥ 1

2
k0gijξ

iξj ∀ξ ∈ Tx(M),

òî äëÿ êðèâèçíû Ðè÷÷è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Rijξ
iξj ≥ (n− 1)k0gijξ

iξj ∀ξ ∈ Tx(M).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îäíîìåðíàÿ ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà íåîòðèöàòåëüíà,
òî êðèâèçíà Ðè÷÷è òàêæå íåîòðèöàòåëüíà. Îáðàòíîå âîîáùå ãîâîðÿ
íåâåðíî, ÷òî âèäíî èç ôîðìóëû (2).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè Mn îïðåäåëåíà ðèìà-
íîâà ìåòðèêà ds2 = gijdxidxj, èìåþùàÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ Mn íóëå-
âóþ êðèâèçíó Ðè÷÷è ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíôîðìíîé
äåôîðìàöèè ds2 = e2σ(x)gijdxidxj íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ Mn, â êîòîðîé
êðèâèçíà Ðè÷÷è íåîòðèöàòåëüíà.

Äàííàÿ òåîðåìà ñëåäóåò èç ôîðìóëû 2 è çàìå÷àíèÿ 3.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè êðèâèçíà Ðè÷÷è èñõîäíîé ìåòðèêè íåîòðèöàòåëüíà
è â íåêîòîðîé òî÷êå ïîëîæèòåëüíà, òî äàííàÿ ìåòðèêà êîíôîðìíî ýê-
âèâàëåíòíà íåêîòîðîé ìåòðèêå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû Ðè÷÷è
[9].
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè Mn îïðåäåëåíà ðèìàíî-
âà ìåòðèêà ds2 = gijdxidxj, èìåþùàÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ Mn îäíîìåð-
íîå íàïðàâëåíèå ξ, äëÿ êîòîðîãî K(ξ) = k0. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíôîðìíîé
äåôîðìàöèè ds2 = e2σ(x)gijdxidxj íàéäóòñÿ òî÷êè x0, x1 ∈ M è ñîîò-
âåòñòâóþùèå îäíîìåðíûå íàïðàâëåíèÿ ξ0, ξ1 â ýòèõ òî÷êàõ òàêèå, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

Kx0(ξ0) ≤ k0e
−2σ(x0) , Kx1(ξ1) ≥ k0e

−2σ(x1) .

Îïðåäåëåíèå 2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

K+
x = max

ξ
Kx(ξ), K−

x = min
ξ

Kx(ξ)

K+ = min
x∈M

K+
x , K− = max

x∈M
K−

x

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíîìåðíàÿ ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà ðèìàíîâà ìíîãî-
îáðàçèÿ M èìååò ñåäëîâîé òèï, åñëè K+ ≥ K−.

Ó ëþáîãî îäíîðîäíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ îäíîìåðíàÿ ñåêöèîííàÿ
êðèâèçíà èìååò ñåäëîâîé òèï.

Çàìå÷àíèå 5. Ïóñòü êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M èìååò îä-
íîìåðíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó ñåäëîâîãî òèïà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k0 ∈
[K−,K+] âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè ëþáîé êîí-
ôîðìíîé äåôîðìàöèè ìåòðèêè, èìååì

max
x,ξ

e2σ(x)Kx(ξ) ≥ K+, min
x,ξ

e2σ(x)Kx(ξ) ≤ K−

3 Äåôîðìàöèè ìåòðèêè ðàíãà îäèí

Íàðÿäó ñ êîíôîðìíîé äåôîðìàöèåé ðèìàíîâûõ ìåòðèê ñóùåñòâóåò äðóãîé
òèï äåôîðìàöèé ìåòðèê, òàêæå îïðåäåëÿåìûé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè íà
ìíîãîîáðàçèè

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü θ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M
êëàññà C∞. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòðèêà ds2 ïîëó÷åíà äåôîðìàöèåé ðàí-
ãà 1 èç ìåòðèêè ds2 åñëè

ds2 = ds2 + dθ ⊗ dθ,

èëè â êîîðäèíàòàõ gij = gij + θiθj.

Ëåììà 1. Ïðè äåôîðìàöèè ðàíãà îäèí ds2 ìåòðèêè ds2 èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ òåíçîðîâ êðèâèçíû, Ðè÷÷è, ñêàëÿðíîé êðèâèçíû
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ñîîòâåòñòâåííî

Rlkis = Rlkis +
(θliθsk − θkiθsl)

1 + |∇θ|2
, (3)

Rki = Rki +
θhθl

hθlθki − θhθk
hθlθli(

1 + |∇θ|2
)2 +

θliθ
l
k − θkiθ

l
l

1 + |∇θ|2
+

θlθpRkli
p

1 + |∇θ|2
, (4)

R = R + 2
θhθ. h

l θlθk
k − θhθ.khθlθlk(

1 + |∇θ|2
)2 − 2

Rikθ
iθk

1 + |∇θ|2
, (5)

ãäå θli êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå êîâåêòîðà θl îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè
ds2, |∇θ|2 � êâàäðàò äëèíû êîâåêòîðà θl îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ds2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå g =
∥∥gij

∥∥
èìååò âèä

(g)−1 =
∥∥gij

∥∥ =
∥∥∥∥gij − θiθj

1 + |∇θ|2

∥∥∥∥ ,

ãäå |∇θ|2 � êâàäðàò äëèíû êîâåêòîðà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ds2. Òåíçîð
äåôîðìàöèè T k

ij ðàâåí

T k
ij =

θkθij

1 + |∇θ|2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèìâîëû Êðèñòîôåëÿ 1-ãî ðîäà ìåòðèêè ds2 ðàâíû

Γk
ij = Γk

ij +
θkθij

1 + |∇θ|2
.

Òåíçîð îòíîñèòåëüíîé êðèâèçíû Qlki
q ðàâåí

Qlki
q =

θhθl
hθqθki − θhθk

hθqθli(
1 + |∇θ|2

)2 +
θliθ

q
k − θkiθ

q
l

1 + |∇θ|2
+

θq (θkil − θlik)
1 + |∇θ|2

=

=
θhθl

hθqθki − θhθk
hθqθli(

1 + |∇θ|2
)2 +

θliθ
q
k − θkiθ

q
l

1 + |∇θ|2
+

θqθpRkli
p

1 + |∇θ|2
.

Òåíçîð êðèâèçíû ìåòðèêè ds2 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîð êðèâèçíû ìåòðèêè
ds2 è òåíçîð îòíîñèòåëüíîé êðèâèçíû ïî ôîðìóëå (1)

Rlki
q = Rlki

q + Qlki
q.

Îïóñêàÿ èíäåêñ q ñ ïîìîùüþ gqs ïîëó÷èì ôîðìóëó (3) äëÿ òåíçîðîâ êðè-
âèçíû. Ôîðìóëû (4) è (5) ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóëû (3) ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè
ñâåðòêè.
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Çàìå÷àíèå 6. Ôîðìóëó (3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìóëó Ãàóñ-
ñà äëÿ ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àåìîé âëîæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ Mn â ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå (Mn, ds2)×R1 ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (Mn, ds2) è åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà R1

1Mn × θ : Mn → (Mn, ds2)×R1.

Çàìå÷àíèå 7. Ôîðìóëà (3) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé åñëè ðàññìàòðèâàòü
θi êàê êîìïîíåíòû çàìêíóòîé êîôîðìû θidxi.

Çàìå÷àíèå 8. Ôîðìóëû çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ, åñëè äîïîëíèòåëüíî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |∇θ|2 = gijθiθj ≡ const. Â ýòîì ñëó÷àå

θlθli = 0, Qlki
q =

θliθ
q
.k − θkiθ

q
.l

1 + |∇θ|2
+

θqθpRkli
p

1 + |∇θ|2
,

Rki = Rki +
θliθ

l
.k − θkiθ

l
.l

1 + |∇θ|2
+

θlθpRkli
p

1 + |∇θ|2
, R = R− 2

Rikθ
iθk

1 + |∇θ|2
,

Rkiθ
i = Rkiθ

i, Rlkisθ
i = Rlkisθ

i.

Çàìå÷àíèå 9. Ïóñòü {θα}α=1,... ,p íàáîð ôóíêöèé êëàññà C∞(M), îïðåäå-
ëèì íà ìíîãîîáðàçèè M ìåòðèêó ôîðìóëîé

ds̃2 = gijdxidxj +
p∑

α=1

θα
i θα

j dxidxj .

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Rlkis = Rlkis + hαβ

(
θα
liθ

β
sk − θα

kiθ
β
sl

)
,

ãäå hαβ � ìàòðèöà îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå hαβ = δαβ + gijθα
i θβ

j , êîòîðàÿ ïî
ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé Ãàóññà ïîâåðõíîñòè M → M ×Rp.

Èç ôîðìóëû (3) ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì òåî-
ðåìàì.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè Mn îïðåäåëåíà ðèìà-
íîâà ìåòðèêà ds2 = gijdxidxj, èìåþùàÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ Mn äâóìåð-
íóþ ïëîùàäêó íóëåâîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû. Òîãäà äëÿ ëþáîé äåôîðìà-
öèÿ ìåòðèêè ðàíãà 1 íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ Mn è äâóìåðíàÿ ïëîùàäêà â
ýòîé òî÷êå, èìåþùàÿ íåïîëîæèòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó, à òàêæå
òî÷êà x1 ∈ Mn è äâóìåðíàÿ ïëîùàäêà â ýòîé òî÷êå, èìåþùàÿ íåîòðè-
öàòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò äåôîðìàöèÿ ðàíãà 1
ìåòðèêè, ïðè êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà
ñòàíîâèòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé. Îòñþäà

Rlkisξ
lηkξiηs +

(θliθsk − θkiθsl)
1 + |∇θ|2

ξlηkξiηs > 0.
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Äëÿ äâóìåðíûõ ïëîùàäîê, ãäå èñõîäíàÿ ìåòðèêà èìååò íóëåâóþ êðèâèçíó,
áóäåì èìåòü

(θliθsk − θkiθsl) ξlηkξiηs = det
∥∥∥∥ θliξ

lξi θslη
sξl

θkiη
kξi θskη

kηs

∥∥∥∥ > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîé òî÷êå x ∈ Mn ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ñèììåò-
ðè÷íîé ìàòðèöû ëèáî ïîëîæèòåëüíû, ëèáî îòðèöàòåëüíû. Èç ñîîáðàæå-
íèé íåïðåðûâíîñòè âûòåêàåò, ÷òî ýòî âåðíî äëÿ êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåí-
òû ìíîãîîáðàçèÿ Mn. Ðàññìàòðèâàÿ òî÷êè ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîãîîá-
ðàçèÿ Mn, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ θ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèé, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëó÷àé ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé êðèâèç-
íû ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå (Mn, ds2) åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Òîãäà äëÿ ëþáîé ìåòðèêè ds2, ïî-
ëó÷åííîé äåôîðìàöèåé ðàíãà 1 èç ìåòðèêè ds2, íàéäåòñÿ òî÷êà è äâó-
ìåðíàÿ ïëîùàäêà â ýòîé òî÷êå èìåþùàÿ íåïîëîæèòåëüíóþ ñåêöèîííóþ
êðèâèçíó, à òàêæå òî÷êà è äâóìåðíàÿ ïëîùàäêà â ýòîé òî÷êå èìåþùàÿ
íåîòðèöàòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó.

Òåîðåìà 10. Åñëè ìåòðèêà ds2, ïîëó÷åííàÿ äåôîðìàöèåé ðàíãà 1 èç îä-
íîðîäíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè ds2 îäíîñâÿçíîãî êîìïàêòíîãî îäíîðîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà G/H, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó, òî îä-
íîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H ëèáî äèôôåîìîðôíî ÊÐÎÑÏó, ëèáî îäíîìó
èç ìíîãîîáðàçèé Áåðæå-Óîëëà÷à [5], [7]:

Sp(2)/SU(2), SU(5)/Sp(2)× S1, SU(3)/Tmax,

Sp(3)/Sp(1)3, F4/Spin(8).

Òåîðåìà 11. Åñëè ìåòðèêà ds2, ïîëó÷åííàÿ äåôîðìàöèåé ðàíãà 1 èç ëå-
âîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå ds2 êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G, èìå-
åò ïîëîæèòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó, òî ãðóïïà Ëè G ëîêàëüíî èçî-
ìîðôíà ãðóïïå SU(2).

4 Íåïðåðûâíàÿ äåôîðìàöèÿ ðàíãà 1 ìåòðèêè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè Mn çàäàíà ñåìåéñòâî ðèìàíî-

âûõ ìåòðèê ds2
t = g

(t)
ij dxidxj çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà t ∈ [0, 1] ïðè÷åì

dg
(t)
ij

dt
= λθiθj ,

ãäå λ, θ � ãëàäêèå ôóíêöèè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (x, t) ∈ M × [0, 1],
θi � êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè Ëåâè-×åâèòà

ìåòðèêè g
(t)
ij . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çàäàíà íåïðåðûâíàÿ

äåôîðìàöèÿ ìåòðèêè ðàíãà 1.
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Ëåììà 2. Ïóñòü ds2
t íåïðåðûâíàÿ äåôîðìàöèÿ ìåòðèêè ðàíãà 1 íà ìíî-

ãîîáðàçèè Mn, T k
ij òåíçîð äåôîðìàöèè ñâÿçíîñòè Ëåâè-×åâèòà ìåòðèêè

ds2
0 â ñâÿçíîñòü Ëåâè-×åâèòà ìåòðèêè ds2

t . Òîãäà òåíçîð T k
ij óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèþ

dT k
ij

dt
=

dΓk
ij

dt
= λθkθij +

1
2

(
λiθjθ

k + λiθjθ
k − λkθjθi

)
, (6)

à òåíçîð îòíîñèòåëüíîé êðèâèçíû ìåòðèêè ds2
t ïî îòíîøåíèþ ê ìåò-

ðèêå ds2
0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dQlki
q

dt
=

dRlki
q

dt
=

(
dT q

li

dt

)
k

−
(

dT q
ki

dt

)
l

=

= λ
(
θliθ

q
k − θkiθ

q
l −Rlki

pθpθ
q
)

+

+
1
2
λkiθlθ

q − 1
2
θkiθlλ

q − 1
2
θkiθ

qλl −

−1
2
λliθkθ

q +
1
2
θliθkλ

q +
1
2
θliθ

qλk +

+
1
2
λq

l θiθk −
1
2
θq
l θkλi −

1
2
θq
l θiλk −

−1
2
λq

kθiθl +
1
2
θq
kθlλi +

1
2
θq
kθiλl,

(7)

ãäå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ds2
t .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij
(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ

dgij
(t)

dt
= −λθiθj .

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t ðàâåíñòâî

Γk
ij =

1
2
gks

(
∂gsi

∂xj
+

∂gsj

∂xi
− ∂gij

∂xs

)
,

è çàìåíÿÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà êîâàðèàíòíûå, ïîëó÷èì ôîðìóëó (6).
Èç ðàâåíñòâà

dQlki
q

dt
=

dRlki
q

dt
= lim

∆t→0

∆Rlki
q

∆t
=

= lim
∆t→0

∆T q
li,k + ∆T q

kp∆T p
li −∆T q

ki,l −∆T q
lp∆T p

ki

∆t
=

= lim
∆t→0

∆T q
li,k −∆T q

ki,l

∆t
=

(
dT q

li

dt

)
k

−
(

dT q
ki

dt

)
l

,

ïîñëå ïîäñòàíîâêè, ïîëó÷èì ôîðìóëó (7). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ôîðìó-
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ëà äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî t òåíçîðà êðèâèçíû â êîâàðèàíòíîé ôîðìå

dRlkiq

dt
= λ (θliθkq − θkiθlq) +

+
1
2
λkiθlθq −

1
2
θkiθlλq −

1
2
θkiθqλl −

−1
2
λliθkθq +

1
2
θliθkλq +

1
2
θliθqλk +

+
1
2
λlqθiθk −

1
2
θlqθkλi −

1
2
θlqθiλk −

−1
2
λkqθiθl +

1
2
θkqθlλi +

1
2
θkqθiλl.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ξ = (ξi), η = (ηi) äâà âåêòîðà, òîãäà ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

d
(
Rlkiqξ

lηkξiηq
)

dt
= λ

[
D2θ (ξ, ξ) D2θ (η, η)−

(
D2θ (ξ, η)

)2
]
−

−1
2
D2λ [ξdθ(η)− ηdθ(ξ), ξdθ(η)− ηdθ(ξ)] +

+D2θ [ξdθ(η)− ηdθ(ξ), ξdλ(η)− ηdλ(ξ)] ,

ãäå D2θ, D2λ � ãåññèàíû ôóíêöèé θ è λ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñëåäóÿ ðàáîòå [2], âàðèàöèþ ds2
t íàçîâåì íåîòðèöà-

òåëüíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x ∈ Mn íà ïëîùàäêå ξ ∧ η, ïðè t = 0,
åñëè

dKx(ξ ∧ η)
dt

∣∣∣∣
t=0

≥ 0

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè Mn îïðåäåëåíà ðèìà-
íîâà ìåòðèêà ds2 = gijdxidxj èìåþùàÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ Mn äâóìåð-
íóþ ïëîùàäêó íóëåâîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû. Òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâ-
íîé äåôîðìàöèè ds2

t ðàíãà 1 èñõîäíîé ìåòðèêè íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ Mn

è äâóìåðíàÿ ïëîùàäêà â ýòîé òî÷êå èìåþùàÿ íåîòðèöàòåëüíóþ âàðèà-
öèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýòîé òî÷êå, à òàêæå òî÷êà x1 ∈ Mn è äâóìåðíàÿ
ïëîùàäêà â ýòîé òî÷êå èìåþùàÿ íåïîëîæèòåëüíóþ âàðèàöèþ ïåðâîãî
ïîðÿäêà â ýòîé òî÷êå.
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