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はじめに

本日の予定

単体法で生成される解の数と強多項式アルゴリズム
10:30 - 11:20 (講義) 線形計画問題と単体法
11:40 - 12:30 (講義) 単体法で生成される異なる基底解

の数
14:00 - 15:00 (講義) 強多項式アルゴリズムと単体法
15:15 - 16:15 上記講義内容の演習
16:30 - 17:30 全体総括

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 3 / 34



　線形計画問題を解く単体法は，現実の大規模な問
題効率よく解くことができるが，理論的に多項式アル
ゴリズムであるかどうかはわかっていない．実際，
Dantzigの規則をはじめとするピボット規則を使った
単体法に対して，入力データの次元の指数オーダーの
計算量を必要とする例題が知られている．理論と実
際の計算効率性に大きな違いがある一つの理由として，
計算時間を多く必要とする人工的な例題では，問題を
表現するデータにかなり大きな値が使われているが，
実際の問題ではそのような大きなデータが使われるこ
とがほとんどないことがあげられる．したがって，後
者のような問題に対して，単体法の計算効率が良いと
いえるのではないかと考えられる．
　本論は，そのような方向での，単体法に関するひと
つの研究の成果をまとめたものである．



はじめに

講義でのねらい

基礎事項からしっかり理解しよう
(理解できないことには)疑問をもとう
疑問を解決しよう
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線形計画問題と単体法

本節の概要

...1 LPの基底解と辞書

...2 双対問題

...3 LPの基本定理（ふたつ）

...4 基底解の実行可能性，最適性，退化

...5 単体法と主単体法

...6 退化した基底解と単体法の巡回
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線形計画問題と単体法

線形計画問題の基本定理 Iと基底解
標準形の LP(線形計画問題):

min cTx, subject to Ax = b , x ≥ 0,

ここで、A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn, and x ∈ Rn

LPの基本定理 I：線形計画問題が実行可能で下に
有界ならば最適解を持つ．（LPの３つの場合：最
適解，無限解，実行不能）
仮定：行列Aのランクはmである．
基底解: n個の変数 x1, · · · , xnからm個
xi, i ∈ IB = {i1, i2, · · · , im}の基底変数を選び，そ
れら以外の非基底変数 xi, i ∈ IN = {im+1, · · · , in}
をすべてゼロとした時，Ax = bをみたす解がた
だ一つならば，それを基底解という．
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線形計画問題と単体法

基底解と辞書
基底変数の部分と非基底変数の部分を分けて
Ax = bを

ABxB + ANxN = b

とすれば，基底解は

x̄B = (AB)
−1b , x̄N = 0

標準形の線形計画問題は，

min cT
B

A−1
B

b + (cT
N
− cT

B
A−1

B
AN)xN

s.t. xB = A−1
B

b − A−1
B

ANxN

x ≥ 0

となる．これを辞書（基底形式表現）という．
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線形計画問題と単体法

双対問題，双対定理，最適性

標準形の LPの双対問題は，

max bTy
s.t. ATy ≤ c

スラック変数を導入すると

max bTy
s.t. ATy + s = c

s ≥ 0

弱双対定理，双対定理，最適性 (相補性条件）

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 10 / 34



線形計画問題と単体法

双対問題，双対定理，最適性

標準形の LPの双対問題は，

max bTy
s.t. ATy ≤ c

スラック変数を導入すると

max bTy
s.t. ATy + s = c

s ≥ 0

弱双対定理，双対定理，最適性 (相補性条件）

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 10 / 34



線形計画問題と単体法

双対問題の基底解
同様に，双対問題は

max bTy
s.t. AT

B
y + sB = cB

AT
N

y + sN = cN

sB ≥ 0, sN ≥ 0

となり，基底解は，

ȳ = (AT
B
)−1cB , s̄B = 0, s̄N = cN − AT

N
(AT

B
)−1cB

となる．

同じ基底における主問題と双対問題の基底解では
相補性条件が成り立つ．(x̄N = 0, s̄B = 0)
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線形計画問題と単体法

辞書（基底解を使った表現）

基底 IBでの辞書は次のように書ける．

min z̄ + s̄NxN

s.t. xB = x̄B − A−1
B

ANxN

x ≥ 0

ここで，z̄ = cT
B

A−1
B

bは（主と双対）目的関数値，
x̄B = (AB)−1b , x̄N = 0は主問題の基底解，
ȳ = (AT

B
)−1cB , s̄B = 0, s̄N = cN − AT

N
(AT

B
)−1cB

は双対問題の基底解である．
辞書から見て取れること：基底解（主と双対），
目的関数値，最適解の十分条件（必要条件？）
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線形計画問題と単体法

実行可能性による基底解の分類

基底には，４種類ある（主実行可能 or不能，双
対実行可能 or不能）

主問題の辞書を見れば，４つのうちのどのタイプ
か判定可能
主双対実行可能な基底解は，最適条件をみたす解
（主問題の最適解かつ双対問題の最適解）
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線形計画問題と単体法

退化による基底解の分類

基底変数の中に値がゼロとなるものが存在すると
き，退化した基底解という．（主退化，双対退化，
主双対退化した基底解）：図による違いの説明

退化した主問題：定義と図による例
退化した双対問題：定義と図による例

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 14 / 34



線形計画問題と単体法

退化による基底解の分類

基底変数の中に値がゼロとなるものが存在すると
き，退化した基底解という．（主退化，双対退化，
主双対退化した基底解）：図による違いの説明
退化した主問題：定義と図による例

退化した双対問題：定義と図による例

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 14 / 34



線形計画問題と単体法

退化による基底解の分類

基底変数の中に値がゼロとなるものが存在すると
き，退化した基底解という．（主退化，双対退化，
主双対退化した基底解）：図による違いの説明
退化した主問題：定義と図による例
退化した双対問題：定義と図による例

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 14 / 34



線形計画問題と単体法

最適性による基底解の分類

主問題の最適基底解（主最適解）

双対問題の最適基底解（双対最適解）
主双対最適条件を満たす基底解（主双対最適解）：
図による例
主双対最適解は，主双対実行可能な基底解と同じ
単体法で求められるのは主双対最適解
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線形計画問題と単体法

LPの基本定理 II

基本定理 II

標準形の LPが実行可能ならば実行可能基底解が
存在する
標準形の LPが最適解を持つならば主最適解が存
在する．
標準形の LPが最適解を持つならば主双対最適解
が存在する．
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が存在する．
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線形計画問題と単体法

単体法

単体法は，初期の基底解から，（一つの基底変数と
非基底変数を入れ変えながら），次々と基底解を
更新し，無限解あるいは主双対最適解を求めて終
了する．

初期解の求め方，基底に入る変数と基底から出る
変数の決め方により，さまざまな単体法がある．
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線形計画問題と単体法

主単体法

主単体法では，主問題の実行可能基底解を初期解
として，実行可能性を保ちながら (最小化問題で
は)目的関数が増加しないように基底解を更新
Dantzigの規則を使った主単体法では，辞書での
目的関数の係数が最小となる非基底変数を基底に
入れ，その際実行可能性を保つように基底から出
る変数を決める．主退化していると，基底を更新
しても解が変わらないことがある
初期解を求めるには，初期基底解が明らかな人工
問題に単体法を適用し，実行不能であると判定す
るか，実行可能な初期基底を求める（２段階単体
法と呼ばれる）．
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線形計画問題と単体法

単体法による巡回

単体法は，同じ基底解を２度生成する可能性が
ある．

（乱数などを使わず）決まった法則で基底に入る
変数と基底から出る変数を決めている場合，一旦
同じ解を２度生成すると，そのサイクルを無限に
繰り返す．（巡回）
ピボット規則には，巡回を起こさないもの (Bland
の規則など）と起こすもの (Dantzigの規則など）
がある．
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線形計画問題と単体法

単体法の反復回数と生成される解の数

単体法は，基底を更新するごとに反復回数をカウ
ントする．

主問題が非退化ならば，主単体法で生成される基
底解はすべて異なる．
主問題の退化した頂点で基底を更新しても基底解
が動かないことがある．
退化した頂点では，巡回する可能性があり，巡回
しない場合にも，基底解が動くまでの反復回数を
見積もることは難しい．
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線形計画問題と単体法

単体法は最悪の場合内点法より遅い？

内点法は，どんな問題も理論的に多項式オーダー
の計算量で解ける．
単体法の反復回数は，どんな問題もnCm回の反
復で解ける．
単体法の反復回数はA , b , cによらないが，内点法
はそれらに依存する．
したがって，A , b , cの値によっては，内点法の方
が遅いかもしれない．
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強多項式アルゴリズムと単体法

多項式アルゴリズム
線形計画問題

min cTx, subject to Ax = b , x ≥ 0,

（A , b , cの各要素が整数）に対して、

LA =
∑∑

log(|aij|+ 1) ≤ mn log(Amax + 1),
Lb =

∑
log(|bi|+ 1) ≤ m log(bmax + 1),

Lc =
∑

log(|cj|+ 1) ≤ n log(cmax + 1).

とする。Amax = max{|aij| | aijは行列Aの ij要素 }.

多項式アルゴリズム: 演算回数がm,n,LA ,Lb ,Lcの多項
式で抑えられる (楕円体法、内点法）　
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強多項式アルゴリズムと単体法

強多項式アルゴリズム
線形計画問題

min cTx, subject to Ax = b , x ≥ 0,

に対して、

強多項式アルゴリズム: 演算回数がn (とm)の多項式
で抑えられる。

Tardosの強多項式アルゴリズム: 演算回数がn,LAの
多項式で抑えられる。
LAがnの多項式で抑えられる問題に対し
て、強多項式アルゴリズムである。補助問
題を多項式アルゴリズムで解く必要がある。
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強多項式アルゴリズムと単体法

結果のみ適用してもダメ
Tardosのアルゴリズムは，次の二つ

補助問題を複数 (nの多項式だけ）解く
各補助問題を多項式アルゴリズムで解く

の特徴を持つ．

単体法は，行列がTUMの LPに対する多項式アル
ゴリズムとはいえていない．
Tarsdosのアルゴリズムを使っても，単体法が
TUMの LPに対する強多項式アルゴリズムになる
とはすぐには言えない．
Tarsdosのアルゴリズムの中身をよく理解しない
と，今回の結果は得られない．

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 26 / 34



強多項式アルゴリズムと単体法

結果のみ適用してもダメ
Tardosのアルゴリズムは，次の二つ

補助問題を複数 (nの多項式だけ）解く

各補助問題を多項式アルゴリズムで解く

の特徴を持つ．

単体法は，行列がTUMの LPに対する多項式アル
ゴリズムとはいえていない．
Tarsdosのアルゴリズムを使っても，単体法が
TUMの LPに対する強多項式アルゴリズムになる
とはすぐには言えない．
Tarsdosのアルゴリズムの中身をよく理解しない
と，今回の結果は得られない．

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 26 / 34



強多項式アルゴリズムと単体法

結果のみ適用してもダメ
Tardosのアルゴリズムは，次の二つ

補助問題を複数 (nの多項式だけ）解く
各補助問題を多項式アルゴリズムで解く

の特徴を持つ．

単体法は，行列がTUMの LPに対する多項式アル
ゴリズムとはいえていない．
Tarsdosのアルゴリズムを使っても，単体法が
TUMの LPに対する強多項式アルゴリズムになる
とはすぐには言えない．
Tarsdosのアルゴリズムの中身をよく理解しない
と，今回の結果は得られない．

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 26 / 34



強多項式アルゴリズムと単体法

結果のみ適用してもダメ
Tardosのアルゴリズムは，次の二つ

補助問題を複数 (nの多項式だけ）解く
各補助問題を多項式アルゴリズムで解く

の特徴を持つ．
単体法は，行列がTUMの LPに対する多項式アル
ゴリズムとはいえていない．

Tarsdosのアルゴリズムを使っても，単体法が
TUMの LPに対する強多項式アルゴリズムになる
とはすぐには言えない．
Tarsdosのアルゴリズムの中身をよく理解しない
と，今回の結果は得られない．

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 26 / 34



強多項式アルゴリズムと単体法

結果のみ適用してもダメ
Tardosのアルゴリズムは，次の二つ

補助問題を複数 (nの多項式だけ）解く
各補助問題を多項式アルゴリズムで解く

の特徴を持つ．
単体法は，行列がTUMの LPに対する多項式アル
ゴリズムとはいえていない．
Tarsdosのアルゴリズムを使っても，単体法が
TUMの LPに対する強多項式アルゴリズムになる
とはすぐには言えない．

Tarsdosのアルゴリズムの中身をよく理解しない
と，今回の結果は得られない．

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 26 / 34



強多項式アルゴリズムと単体法

結果のみ適用してもダメ
Tardosのアルゴリズムは，次の二つ

補助問題を複数 (nの多項式だけ）解く
各補助問題を多項式アルゴリズムで解く

の特徴を持つ．
単体法は，行列がTUMの LPに対する多項式アル
ゴリズムとはいえていない．
Tarsdosのアルゴリズムを使っても，単体法が
TUMの LPに対する強多項式アルゴリズムになる
とはすぐには言えない．
Tarsdosのアルゴリズムの中身をよく理解しない
と，今回の結果は得られない．

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 26 / 34



強多項式アルゴリズムと単体法

K-M2012の結果＋クラメルの法則

K-M2012の結果： 解の数の上界

nm
γ

δ
log(m

γ

δ
)

γと δは、実行可能基底解における最大要素
と正の最小要素の値→いかに評価

クラメルの法則を使う:

δ ≥ 1

∆A
, γ ≤ ∆A∥b∥1.

∆Aは行列Aの絶対値最大部分行列式の値
上の結果より反復回数の上界は：

nm∆2
A
∥b∥1 log(m∆2

A
∥b∥1)

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 27 / 34



強多項式アルゴリズムと単体法

K-M2012の結果＋クラメルの法則
K-M2012の結果： 解の数の上界

nm
γ

δ
log(m

γ

δ
)

γと δは、実行可能基底解における最大要素
と正の最小要素の値→いかに評価

クラメルの法則を使う:

δ ≥ 1

∆A
, γ ≤ ∆A∥b∥1.

∆Aは行列Aの絶対値最大部分行列式の値
上の結果より反復回数の上界は：

nm∆2
A
∥b∥1 log(m∆2

A
∥b∥1)

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 27 / 34



強多項式アルゴリズムと単体法

K-M2012の結果＋クラメルの法則
K-M2012の結果： 解の数の上界

nm
γ

δ
log(m

γ

δ
)

γと δは、実行可能基底解における最大要素
と正の最小要素の値→いかに評価

クラメルの法則を使う:

δ ≥ 1

∆A
, γ ≤ ∆A∥b∥1.

∆Aは行列Aの絶対値最大部分行列式の値

上の結果より反復回数の上界は：

nm∆2
A
∥b∥1 log(m∆2

A
∥b∥1)

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 27 / 34



強多項式アルゴリズムと単体法

K-M2012の結果＋クラメルの法則
K-M2012の結果： 解の数の上界

nm
γ

δ
log(m

γ

δ
)

γと δは、実行可能基底解における最大要素
と正の最小要素の値→いかに評価

クラメルの法則を使う:

δ ≥ 1

∆A
, γ ≤ ∆A∥b∥1.

∆Aは行列Aの絶対値最大部分行列式の値
上の結果より反復回数の上界は：

nm∆2
A
∥b∥1 log(m∆2

A
∥b∥1)

Tomonari KITAHARA and Shinji MIZUNO (TIT) 単体法と強多項式アルゴリズム July 21–23, 2015 27 / 34



強多項式アルゴリズムと単体法

主単体法と双対単体法

主単体法の場合の結果： 解の数の上界

nm∆2
A
∥b∥1 log(m∆2

A
∥b∥1)

双対単体法の場合の結果： 解の数の上界

m2∆2
A
∥c∥1 log(m∆2

A
∥c∥1)

∥b∥が小さい問題 主単体法で解くとよい
∥c∥が小さい問題 双対単体法で解くとよい
∥b∥と ∥c∥が大きい問題 Tardosの基本アルゴリズム

を使う
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強多項式アルゴリズムと単体法

Tardosの基本アルゴリズムの概要

ベクトル cの各要素を大きさn2∆A以下の整数で
近似した補助問題を解くことにより，主問題の最
適解で必ずゼロとなる変数が見つかる．
最適解でゼロとなる変数をゼロに固定した問題は
元問題と同値である．変数が少なくなる問題の補
助問題を次々と解くことにより，最大n − m回の
反復で最適解を得ることができる．
ベクトル cの各要素の大きさがn2∆A以下の整数
である LPを双対単体法で解くとき、解の数の上
界は

m2n3∆3
A

log(mn3∆3
A
)

となる。
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強多項式アルゴリズムと単体法

Tardosの補助問題

cを射影: ベクトル cを部分空間 {x|Ax = 0}に射影し
たベクトルを c′とする.

c′をスケーリング: d = n2∆A

∥c′∥∞c′

dを整数化: d̄ = ⌈d⌉.
双対単体法: 目的関数を d̄Txとした補助問題を双対単

体法で解く
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強多項式アルゴリズムと単体法

元問題と補助問題の関係

元問題と次の (I)は本質的に同じ，(II)は整数化

(I)
min bTy
s. t. ATy + s = d,

x ≥ 0
(II)

min bTy
s. t. ATy + s = d̄

x ≥ 0

∥d − d̄∥∞ ≤ 1であるので，(II)の最適解 (ȳ, s̄)に
おいてdi − aT

i
ȳ ≥ n∆Aならば x∗

i
= 0が成立

∥d∥∞ = n2∆Aより，di − aT
i

ȳ ≥ n∆Aが少なくと
も一つの iで成立
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強多項式アルゴリズムと単体法

なぜ双対問題か？主問題の場合は．．．

双対問題の補助問題を解くことで，双対問題のあ
る最適解で正となる変数が判明する．
その結果，主問題の任意の最適解で 0となる変数
が判明する．その変数を取り除いても，問題は変
わらない．
主問題の補助問題を解くことで，主問題のある最
適解で正となる変数が判明する．（これをどのよう
に使えばよいか？）
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強多項式アルゴリズムと単体法

非退化の仮定について

今回の上界は，生成される異なる解の数について
である．反復回数の上界を得るためには，すべて
の補助問題に非退化の仮定をする必要がある．
補助問題が退化している場合にはどうするか．
巡回を回避するには，退化基底解では非巡回のピ
ボット規則を使うことが可能．その時の反復回数
はどうなる．上界を得ることは可能か？
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Announcement

ICCOPT V 2016 TOKYO
(The 5th International Conference on Continuous
Optimization of the Mathematical Optimization Society)

Place: Roppongi, Tokyo, JAPAN
Dates: Aug. 6 (Sat) - 11 (Thu), 2016
Venue: National Graduate Institute for

Policy Studies (GRIPS)
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