
演習問題 (July 28, 2016)

脇　隼人 (waki@imi.kyushu-u.ac.jp)

1 Sums-Of-Squareに関する問題

次の多項式最適化問題を考えます:

inf
x,y

{
y : x4 + y4 ≥ 1, y − x2 ≥ 0

}
. (1)

この最小値は
√

(
√
5− 1)/2 ≈ 0.78616...です. (1)に対する SOS緩和問題は次のように書けます:

θ∗r = sup
σj ,θ

{
θ :

y − θ = σ0(x, y) + (x4 + y4 − 1)σ1(x, y) + (y − x2)σ2(x, y) (∀x, y ∈ R),
θ ∈ R, σ0 ∈ Σr[x, y], σ1 ∈ Σr−2[x, y], σ2 ∈ Σr−1[x, y]

}
.

(2)

ここで, r ≥ 2を満たす整数であり, Σk[x, y]は次数 2k以下の x, yを変数とする sums of square
polynomialの集合とします. (2)を SeDuMiと解くと Table 1の結果を得るます. つまり, r = 6
で (1)の最小値と一致しています. しかし, これは本当でしょうか. 以下の問いに答えて下さい.

Table 1: (2)の計算結果
r 2 3 4 5 6 7 8 9 10

θ∗r 5.6659e-13 5.0679e-06 0.0026 0.0908 0.7862 0.7862 0.7862 0.7862 0.7862

(Q1-1) 任意の rで, θ = 0となる解が存在することを証明して下さい. (ヒント : θ = 0となる解を
構成してください)

(Q1-2) θ∗2 = 0であることを証明して下さい. (ヒント : y4の係数と定数項の係数を比較しましょう)

(Q1-3) θ∗3 = 0であることを証明して下さい. (ヒント : y6, y5, y4の係数と定数項の係数を比較し
ましょう)

(Q1-4) 任意の rで θ∗r = 0であることを証明して下さい. (ヒント : 私は証明していませんが, 帰納
法で証明できると思います. )

2 混合整数二次錐計画問題について

次の混合整数二次錐計画問題を考えます [2]:

P


inf

x1,...,x5

2x3 + 2x4 − x5

subject to x1 + x2 − x4 ≤ 0, 4x4 − x5 ≥ 0,
x3 ≥ −1, x5 ≤ 1,
(x1, x2, x3)

T ∈ Q3, x4, x5 ∈ R+, x4 ∈ Z

(3)

ただしQℓ = {x = (x1, . . . , xℓ)
T ∈ Rℓ : x1 ≥

√
x22 + · · ·+ x2ℓ}です. これを次の手順で解いて最

小値が−1であることを証明しましょう.
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まず, (3)に対して x4 ∈ Zを x4 ∈ Rと置き換えた緩和問題を考え, その緩和問題の最小値を
θ∗0 とします. つまり,

θ∗0 = inf

{
2x3 + 2x4 − x5 :

x1 + x2 − x4 ≤ 0, 4x4 − x5 ≥ 0, x3 ≥ −1,
x5 ≤ 1, (x1, x2, x3)

T ∈ Q3, x4, x5 ∈ R+, x4 ∈ Z

}
. (4)

この時, (4)にある制約式 x1 + x2 − x4 ≤ 0を無視すると,

inf
x1,...,x3

{
2x3 : x3 ≥ −1, (x1, x2, x3)

T ∈ Q3

}
+ inf

x4,x5

{2x4 − x5 : 4x4 − x5 ≥ 0, 0 ≤ x4, 0 ≤ x5 ≤ 1, x4, x5 ∈ R} (5)

と書けます.

(Q2-1) (5)を使って, θ∗0 = −2.5であることを証明してください. また, 緩和問題の最適解 x̂ ∈ R5

を答えてください. (ヒント : 前半の二次錐計画問題の最小値は, 最小値にあたりをつけて
解を構成することを考えると良いと思います. ただし, (x1, x2)の候補は無数にあるので,
x1 + x2 − x4 ≤ 0を満たすように調整してください. )

次に, 整数変数 x4に着目して x4 ≥ ⌈x̂4⌉である部分問題 P1 と x4 ≤ ⌊x̂4⌋である部分問題 P2を
作ります.

(Q2-2) (5)と同様の議論を適用することで, P1の最小値が−1であることを証明してください. (ヒ
ント : 緩和問題の最小解が P1の実行可能解であり, 同じ目的関数値をとるので...)

最後に P2について考えましょう.

(Q2-3) x4 ≤ ⌊x̂4⌋という制約から, (x4, x5)が決定できます. それを答えてください.

上で求めた (x4, x5)を P2に代入すると二次錐計画問題になります.

(Q2-4) その双対問題を記述して, それぞれの最適値と最適解を求めてください. 双対ギャップが 0
でないことがわかります. また求めた解より P2の最小値が 0であることを証明してくださ
い. なお, 二次錐計画問題とその双対問題は

(Primal) inf
x

{
bTx : AT

nx− cn ≥ 0, AT
q x− cq ∈ Qℓ, x ∈ Rm

}
,

(Dual) sup
yn,yq

{
cTnyn + cTq yq : Anyn +Aqyq = b, yn ≥ 0, yq ∈ Qℓ

}
と記述することができます. (ヒント : これは双対問題の最適値や最適解は簡単に計算でき
ますが, 主問題は難しいです. )

以上の議論から, (3)の最小値は−1となります.

(Q2-5) ところで, (3)にある x1 + x2 − x4 ≤ 0を (1− ϵ)x1 + x2 − x4 ≤ 0と摂動したら (3)の最小
値はどうなるでしょうか. ここで ϵは十分小さい正の数とします. (ヒント : P2の最小値が
摂動で変化することに着目してこの問いを作りました. )
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3 可安定性

演習問題の後に触れる予定ですが, 次の命題を示してみましょう. A ∈ Rn×n, B2 ∈ Rn×m2 とし
ます.

命題 3.1 次の二つは等価である.

(C1) ∃Z ∈ Sn+ such that ATZ + ZA ∈ Sn+, BT
2 Z = 0.

(C2) ∃λ ∈ C+ and v ∈ Cn \ {0} such that AT v = λv, BT
2 v = 0.

ただし, C+は実部が非負の複素数の集合である.

(Q3-1) (C2)⇒(C1)を証明してください. (ヒント : 複素数ではなく実数だと思っても構いません)

(C1)⇒(C2)を証明するためには次の補題を利用します.

補題 3.2 [1] 同じサイズの実行列 F , Gが与えられ, 行列 F が列フルランクであるとする. この
時, 次の二つの条件は等価である:

(D1) FGT +GF T は半正定値対称行列である.

(D2) G = FΩを満たし Ω+ ΩT が半正定値対称行列となる正方実行列 Ωが存在する

補題 3.2を利用する前に, 次のことを考えましょう.

(Q3-2) Ω + ΩT が半正定値対称行列ならば, Ωの固有値 λ ∈ Cは ℜ(λ) ≥ 0であることを証明し
てください. ここで ℜ(λ)は λの実部を表します. (ヒント : 固有ベクトル v ∈ Cとして,
v̄T (Ω + ΩT )v ≥ 0を利用すると...)

(Q3-3) 補題 3.2と上の問いを利用して, (C1)⇒(C2)を証明してください. (ヒント : 列フルランク
行列 F を用いて, Z = FF T と分解すると良いでしょう. )

なお, 以下を満たす時不変の線形システムを可安定なシステムと呼びます.

∀λ ∈ C+, rank
(
AT − λIn B2

)
= n.

したがって, (C2)を満たすとき, その線形システムは可安定でないということになります. 故に,
(講義では触れていませんが) H∞ state feedback 制御問題の双対問題が Slater条件を満たさな
いことの必要十分条件は可安定でない, ということが言えます.

(Q5-4) 余力があれば, 補題 3.2の証明を与えてください.
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