
演習問題

以下の問題において記号や定義は講義スライドのものと同様である．

問題 1 所与の連続的微分可能な凸関数 f : Rn → Rnに対してVIP(K,∇f)と制約つき最適化問題 “min

f(x) s.t. x ∈ K”が等価である ∗1ことを示したい．以下の問題に答えよ．ただし，任意の (x,d) ∈ Rn×Rn

に対して limε→0

(
f(x+ εd)− f(x)

)
/ε = ∇f(x)⊤dが成り立つことを用いてよい．

(1) f : Rn → Rn を連続的微分可能な凸関数とする．このとき，任意の (x,y) ∈ Rn × Rn に対して
∇f(x)⊤(y − x) ≤ f(y)− f(x) が成り立つことを示せ．

(2) argmin
x∈K

f(x) = SOL(K,∇f) が成り立つことを示せ．

問題 2 所与の閉凸錐 C ⊆ Rnに対してVIP(C,F )と錐相補性問題

Find x ∈ Rn s.t. x ∈ C, F (x) ∈ C∗, x⊤F (x) = 0

が等価であることを示せ．ただし，C∗ := {x |x⊤y ≥ 0 (∀y ∈ C)} は C の双対錐を表す．

問題3 K ⊆ Rnを所与の空でない閉凸集合とし，ΠK(x)をベクトルxの集合Kへのユークリッド射影と
する（すなわち，ΠK(x) := argmin

{
∥y−x∥

∣∣ y ∈ K
}
である）．さらに，F nat

K (x) := x−ΠK(x−F (x))

および F nor
K (z) := F (ΠK(z)) + z −ΠK(z) とする．このとき，以下を示せ．

(1) 任意の z ∈ Rnおよび x′ ∈ K に対して (z −ΠK(z))⊤(x′ −ΠK(z)) ≤ 0 が成り立つことを示せ．

(2) F nat
K (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ SOL(K,F ) を示せ．

(3) F nor
K (z) = 0, x = ΠK(z) ⇐⇒ x ∈ SOL(K,F ), z = x− F (x) を示せ．

問題 4 単位開球を B := {x ∈ Rn | ∥x∥ < 1} とし，その閉包，すなわち単位閉球を clB = {x ∈
Rn | ∥x∥ ≤ 1}とする．また，Φ : Rn → Rnを所与の連続関数とする．このとき，任意のx ∈ clBに対し
てΦ(x) ∈ clBが成り立つならば，Φは clB内に不動点 x∗ = Φ(x∗) ∈ clBをもつことを degree theory

を用いて示したい．

(1) ホモトピー関数をH(x, t) := x − tΦ(x)で定義する（ただし，0 ≤ t ≤ 1である．）さらに，0 ∈
H(bdB, [0, 1])が成り立つとする．このとき，Φは clB内に不動点をもつことを示せ．（ヒント：こ
のケースでは degreeの性質は用いない．）

(2) 0 /∈ H(bdB, [0, 1])が成り立つとする．このとき，Φは clB内に不動点をもつことを示せ．

（注釈）単位閉球 clBを一般のコンパクト凸集合 S ⊆ Rnで置き換えても上記の命題は成り立ち，これ
を Brouwerの不動点定理という．実際，任意のコンパクト凸集合 S ⊆ Rnはある次元 ℓ ≤ nの閉球と同
相であることが知られているので，上記の結果より Brouwerの不動点定理を直ちに示すことができる．

∗1問題 Aと問題 Bが等価であるとは，問題 Aの解集合と問題 Bの解集合が一致することを意味する．以後の問題も同様．



問題 5 F : Rn → Rnを所与の連続関数，K ⊆ Rnを所与の閉凸集合とし，xref ∈ K に対して集合

L<(x
ref) :=

{
x ∈ K

∣∣∣ F (x)⊤(x− xref) < 0
}

を考える．このとき，L<(x
ref) ∩ bdΩ = ∅ を満たすような有界開集合 Ω ⊂ Rnと xref ∈ K ∩ Ωが存在

するならば，VIP(K,F )は解をもつことを背理法で示したい．次の問題に答えよ．(実際 (1)と (3)は講
義スライドに記述があるので，実質的な設問は (2)のみ．)

(1) ホモトピー関数をH(x, t) := x − ΠK

(
t(x − F (x)) + (1 − t)xref

)
で定義する (0 ≤ t ≤ 1)．また，

SOL(K,F ) = ∅であると仮定する．このとき，0 /∈ H(bdΩ, 0) および 0 /∈ H(bdΩ, 1) が成り立つ
ことを示せ．

(2) 任意の t ∈ (0, 1)に対して 0 /∈ H(bdΩ, t) が成り立つことを示せ．（ヒント：問題 3の (1)で示した
射影の特性をどこかで使う．）

(3) SOL(K,F ) = ∅であると仮定すると，degreeのホモトピー不変性より矛盾が導けることを確認せよ．

問題 6 講義で紹介した朝ラッシュモデルは以下のような線形相補性問題として定式化される．

Find x ∈ R2NK+N s.t. 0 ≤ x ⊥ Mx+ b ≥ 0,

where M =

 0 IK ⊗ L −1K ⊗ I

−IK ⊗ L⊤ ∆K ⊗Dµ(I − L) 0

1⊤K ⊗ I 0 0

 , b =

 p⊗ 1+ 1K ⊗ Lc

1K ⊗Dµ1

−Q

 .

ただし，⊗はクロネッカー積 ∗2を表しており，

x =

 q

w

ρ

 ∈ R2NK+N , q =

q1
...

qK

 ∈ RNK , w =

w1

...

wK

 ∈ RNK , ρ ∈ RN ,

L =


1

1 1
...
. . .

. . .

1 · · · 1 1

 ∈ RN×N , ∆K =


1

−1 1
. . .

. . .

−1 1

 ∈ RK×K

および Dµ = diag(µ1 . . . , µN ) ∈ RN×N , p = (p1, . . . , pK)⊤ ∈ RK , c = (c1, . . . , cN )⊤ ∈ RN , Q =

(Q1, . . . , QN )⊤ ∈ RN , 1K = (1, . . . , 1)⊤ ∈ RK , 1 = (1, . . . , 1)⊤ ∈ RN である．また，IK ∈ RK×K と
I ∈ RN×N は単位行列である．このとき，上記の線形相補性問題は以下の変分不等式問題のKKT条件
と等価であることを確認せよ．（ヒント：所与の行列A ∈ Rn×n, B ∈ Rm×n, t ∈ Rn, r ∈ Rm を用いて
F (z) := Az + t, K := {z |z ≥ 0, −Bz + r ≥ 0}としたときのVIP (K,F )のKKT条件を考えよ．）

Find (w,ρ) ∈ Ω

s.t.
K∑
k=1

DµGk(w)⊤(w′
k −wk)−Q⊤(ρ′ − ρ) ≥ 0 ∀(w′,ρ′) ∈ Ω,

where Gk(w) := 1+ (I − L)(wk −wk−1) (ただしw0 = 0)

Ω :=
{
(w,ρ) ∈ RNK+N

∣∣∣ (w,ρ) ≥ 0, pk1+ L(wk + c)− ρ ≥ 0 (k = 1, . . . ,K)
}
.

∗2定義は wikipediaをご参照下さい．



解答

解答 1 (1) ε ∈ (0, 1)とすると，f の凸性より f((1− ε)x+ εy) ≤ (1− ε)f(x) + εf(y) ゆえ，

f(y)− f(x) ≥ 1

ε

(
f((1− ε)x+ εy)− f(x)

)
=

1

ε

(
f(x+ ε(y − x))− f(x)

)
が成り立つ．ここで，右辺を ε → +0とすれば，直ちに題意を得る．
(2) x ∈ K をVIPの解とする．このとき，任意の x′ ∈ K に対して

0 ≤ ∇f(x)⊤(x′ − x) ≤ f(x′)− f(x)

が成り立つ．ここで，ひとつめの不等号は x ∈ SOL(K,∇f)と x′ ∈ K より，ふたつめの不等号は凸関
数の性質より成り立つ．よって，xは表記の最適化問題の最適解である．
逆に，x ∈ K は表記の最適化問題の最適解であるとする．x′ ∈ K を任意のベクトルとする．この
とき，K の凸性より任意の ε > 0に対して x + ε(x′ − x) ∈ K が成り立つ．また，xは最適解なの
で，f(x + ε(x′ − x)) − f(x) ≥ 0 (∀ε > 0) である．よって，左辺を εで除して ε → 0とすると，
∇f(x)⊤(x′ − x) ≥ 0を得る．x′ ∈ K は任意であったので，x ∈ SOL(K,∇f)である．

解答 2 x ∈ SOL(C,F )とする．このとき，

F (x)⊤(x′ − x) ≥ 0 (x′ ∈ C) (1)

が成り立つ．まず定義より x ∈ C は明らか．また，C は閉凸錐ゆえ，0, 2x ∈ C であるので，(1)に
x′ := 0およびx′ := 2xとおくことにより，F (x)⊤x = 0を得る．よって，(1)はF (x)⊤x′ ≥ 0 (x′ ∈ C)

と等価になるが，双対錐の定義よりこれは F (x) ∈ C∗を意味する．
逆にx ∈ C, F (x) ∈ C∗, x⊤F (x) = 0が成り立つとする．ここで，x′ ∈ Cを任意にとると，F (x) ∈ C∗

より，F (x)⊤x′ ≥ 0である．よって，x⊤F (x) = 0より 0 ≤ F (x)⊤x′ = F (x)⊤(x′ − x) を得るが，こ
れは x ∈ SOL(C,F )を意味する．

解答 3 (1) (z −ΠK(z))⊤(x′ −ΠK(z)) > 0 を満たすような x′ ∈ Kが存在したと仮定する．このとき，
ε ∈ (0, 1)に対して yε := (1− ε)ΠK(z)+ εx′ とすると，Kの凸性より任意の ε ∈ (0, 1)に対して yε ∈ K

である．さらに，ε > 0を十分小さな正の数とすると，

∥z − yε∥2 = ∥z −ΠK(z)− ε(x′ −ΠK(z))∥2

= ∥z −ΠK(z)∥2 − ε
[
2(z −ΠK(z))⊤(x′ −ΠK(z))− ε∥x′ −ΠK(z)∥2

]
< ∥z −ΠK(z)∥2

が成り立つ．しかし，yε ∈ K よりΠK(z)が最近点であることに矛盾する．よって題意を得る．
(2) (=⇒) F nat

K (x) = x−ΠK(x−F (x)) = 0とする．このとき，x′ ∈ Kを任意の点とし，z = x−F (x)

とすると，x = ΠK(x− F (x)) = ΠK(z)が成り立つので以下を得る．

F (x)⊤(x′ − x) = (x− z)⊤(x′ − x) = (ΠK(z)− z)⊤(x′ −ΠK(z)) ≥ 0.

ここで，最初の等号は z = x− F (x)より，二つ目の等号は x = ΠK(z)より，不等号は (1)の結果より
成り立つ．



(⇐=) x ∈ SOL(K,F )とする．このとき，z = x− F (x)とおくと，以下の関係を得る．

∥x−ΠK(z)∥2 = (x− z)⊤
(
x−ΠK(z)

)
+
(
z −ΠK(z)

)⊤(
x−ΠK(z)

)
= −F (x)⊤

(
ΠK(z)− x

)
+
(
z −ΠK(z)

)⊤(
x−ΠK(z)

)
≤ 0

ここで，不等号は x ∈ SOL(K,F )かつΠK(z) ∈ K であることと，x ∈ Kかつ (1)より成り立つ．よっ
て，F nat

K (x) = x−ΠK(x− F (x)) = 0 を得る．
(3) (=⇒) F nor

K (z) = 0および x = ΠK(z) が成り立つとする．このとき，

0 = F (ΠK(z)) + z −ΠK(z)

= F (x) + z − x

より z = x− F (x)を得る．さらに以下を得る．

0 = F (x) + z − x

= F (x) + z −ΠK(z)

= F (x) + (x− F (x))−ΠK(x− F (x))

= F nat
K (x)

(⇐=) x ∈ SOL(K,F )および z = x− F (x)とする．このとき，(2)より F nat(x) = 0ゆえ，

0 = x−ΠK(x− F (x))

= x−ΠK(z)

すなわち x = ΠK(z)を得る．さらに以下を得る．

0 = x−ΠK(z)

= [z + F (x)]−ΠK(z)

= z + F (ΠK(z))−ΠK(z)

= F nor
K (z)

解答 4 (1) 仮定よりH(x, t) = x − tΦ(x) = 0を満たす x ∈ bdBおよび t ∈ [0, 1]が存在する．ここ
で，x− tΦ(x) = 0より ∥x∥ = t∥Φ(x)∥が，x ∈ bdBより ∥x∥ = 1が，Φ(x) ∈ clBより ∥Φ(x)∥ ≤ 1

が成り立つことに注意すると，1 = ∥x∥ = t∥Φ(x)∥ ≤ 1が成り立つので，t = ∥Φ(x)∥ = 1である．よっ
て，x = Φ(x)となるため，Φは不動点をもつ．
(2) すべての t ∈ [0, 1]に対して 0 /∈ H(bdB, t)が成り立つので，ホモトピーの不変公理 (A3)を適用
することができる．さらに，H(x, 0) ≡ xであることと 0 ∈ Bであることに注意すると，公理 (A1)よ
り deg(H(·, 0), B) = 1 が成り立つ．よって，

1 = deg(H(·, 0), B) = deg(H(·, 1), B)

となるので，H(·, 1)すなわち x−Φ(x)はB内で零点をもつ．よって，ΦはB内で不動点をもつ．

解答 5 (2) H(x, t) = 0を満たす (x, t) ∈ cl Ω× (0, 1)が存在したとする．このとき，x /∈ bdΩであるこ
とを示せば十分である．もしx = xref ならばΩが開であることとxref ∈ Ωよりx = xref /∈ bdΩである．
よって，x ̸= xref の場合を考える．H(x, t) = 0より x = ΠK(t(x − F (x)) + (1 − t)xref) であるので，
明らかに x ∈ K である．また，問題 3の (1)でも示した射影の特性より，任意の (y, z) ∈ K × Rnに対



して (y−ΠK(z))⊤(z−ΠK(z)) ≤ 0 が成り立つ．これに y := xref ∈ K, z := t(x−F (x)) + (1− t)xref

を代入すると，ΠK(z) = ΠK(t(x− F (x)) + (1− t)xref) = xが成り立つので，

0 ≥ (y −ΠK(z))⊤(z −ΠK(z))

= (xref − x)⊤(t(x− F (x)) + (1− t)xref − x)

= (xref − x)⊤
(
− tF (x) + (1− t)(xref − x)

)
= (x− xref)⊤

(
tF (x) + (1− t)(x− xref)

)
すなわち

(x− xref)⊤F (x) ≤ −1− t

t
∥x− xref∥2 < 0

を得る．よって，x ∈ L<(x
ref)である．一方，L<(x

ref)∩bdΩ = ∅であったので，x /∈ bdΩが成り立つ．

解答 6 F (z) := Az + t, K := {z | z ≥ 0, −Bz + r ≥ 0}としたときのVIP (K,F )のKKT条件は

Az + t− µ+B⊤λ = 0,

0 ≤ µ ⊥ z ≥ 0,

0 ≤ λ ⊥ −Bz + r ≥ 0

これを，µを消去して整理すると，

0 ≤
(
λ

z

)
⊥

(
0 −B

B⊤ A

)(
λ

z

)
+

(
r

t

)
(2)

ここで，λ := q, z := (w⊤,ρ⊤)⊤, B := −[IK ⊗ L − 1K ⊗ I], r := p⊗ 1+ 1K ⊗ Lc,

A :=

[
∆K ⊗Dµ(I − L) 0

0 0

]
, t =

[
1K ⊗Dµ1

−Q

]

とすると，LCP (2)は設問の LCPと同一である．さらに，

F (z) = Az + t =

((
∆K ⊗Dµ(I − L)]

)
w + 1K ⊗Dµ1

−Q

)
=


Dµ(I − L)w1 +Dµ1

Dµ(I − L)(w2 −w1) +Dµ1
...

Dµ(I − L)(wK −wK−1) +Dµ1

−Q

 =


DµG1(w)

DµG2(w)
...

DµGK(w)

−Q


および

−Bz + r = (IK ⊗ L)w − (1K ⊗ I)ρ+ (p⊗ 1+ 1K ⊗ Lc)

=

Lw1

...

LwK

−

ρ...
ρ

+

 p11+ Lc
...

pK1+ Lc


であるので，設問に記述されたVIPと上記のVIP(K,F )は同じである．


