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問題 1 林 F の同じ成分にある 2つの葉を選び，これを結ぶ道を P1 とする．F か
ら P1 の辺を除去して得られる林を F − E(P1)と書く．F − E(P1)の同じ成分に
ある 2つの葉を選び，これを結ぶ道を P2 とし，P2 の辺を除去して得られる林を
F − E(P1)− E(P2)とかく．以下同様の操作を辺がなくなるまで行う．すると F の
辺集合は E(F ) = E(P1) ∪E(P1) ∪ · · · ∪E(Pn)と分解される．この分解に必要な道
の個数 nは次式で与えられることを示せ．特に，2つの葉の選び方によらず一定で
ある．

n =
F の奇数次数の点の個数
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問題 2 連結なオーラ―多重グラフG (i.e., すべての点の次数が偶数であるグラフ）
の 1点 sを選ぶ．sから出発し，通った辺を消しながら進むと，最後には出発点の s

で進めなくなることを示せ．

問題 3 連結な多重グラフGには奇数次数の点が sと tの 2つあり，他の点はすべて
偶数次数であるとする．すると，点 sから出発し，通った辺を消しながら進むと，最
後には点 tで進めなくなることを示せ．

問題 4 連結なオーラ―多重グラフG の 1点 sを選ぶ．sから出発し，通った辺を消
しながら進み，今，点 u(u ̸= s)にいて，その時のグラフをHとする．Hにおいて
点 uに接続する辺を e1, e2, . . . , emとすると，この中にHの切断辺 (bridge, cut-edge)

となる辺は高々１本しかないことを示せ．

問題 5 連結な偶数位数の多重グラフは 3つの奇次数部分グラフに分解できることを
示せ．つまり，Gの辺を赤，青，緑の 3色で着色し，各点において，各色の辺は奇
数本接続しているか，または接続していないようにできることを示せ．

問題 6 偶数位数の木 T において，辺集合 F を

F = {e ∈ E(T ) : T − eは 2つの奇成分になる }

とすると，各点 vにおいて degF (v) =奇数 となることを示せ．

問題 7 偶数位数の木 T に (1, f)-奇次数因子が存在するための必要十分条件は

odd(T − v) ≦ f(x) for all v ∈ V (T )

となることを示せ．なお，f : V (T ) → {1, 3, 5, . . .}であり，(1, f)-奇次数因子 F は，
任意の点 x ∈ V (T )において degF (x) ∈ {1, 3, . . . , f(x)}となる全域部分グラフで
ある．
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問題 8 偶数位数の連結グラフGに (1, f)-奇次数因子が存在するための必要十分条
件は

odd(G− S) ≦ f(S) for all S ⊂ V (T )

となることを示せ．なお，f : V (G) → {1, 3, 5, . . .}であり，十分性の証明には，次
の parity (g, f)-factor定理を使うものとする．
定理 グラフGに２つの関数 g, f : V (G) → Zで g(x) ≤ f(x), g(x) ≡ f(x) (mod 2)

for all x ∈ V (G)となるものが定義されている．このときGに parity (g, f)-factor F

(g(x) ≤ degF (x) ≤ f(x), degF (x) ≡ f(x) (mod 2)) が存在するための必要十分条
件は

f(S)− g(T ) + degG(T )− eG(S, T )− q(S, T ) ≥ 0,

for all S, T ⊂ V (G), S∩T = ∅,が成り立つことである．ただし，q(S, T )は G−(S∪T )
の成分Cで f(V (C)) + eG(V (C), T ) ≡ 1 (mod 2) となるものの個数である．

問題 9 連結グラフGの偶数次数の点の個数をmとする．するとGには奇次数部分
グラフ（すべての点の次数が奇数となる部分グラフ）Hで |H| = |G| −mとなるも
のが存在することを示せ．

問題 10 連結グラフGから偶数個の点x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ynをとり，xiと yiを
結ぶ道を辺集合で表したものを P (xi, yi)とする (P (xi, yi) ⊂ E(G))．このとき，こ
れらの道の対象差

Q = P (x1, y1)△P (x2, y2)△· · ·△P (xn, yn) ⊂ E(G)，

をとる．ここで辺 eがQに含まれるのは，eを含む道P (xi, yi)が奇数個あるときであ
る．すると辺集合Qから誘導される部分グラフ ⟨Q⟩Gは，x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn
では奇数次数となり，他の点では偶数次数となることを示せ．
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