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ABSTRACT.

1. Our motivation in this paper, is to discuss introductorily how the mathematical physic
theories have been deduced, comes from that we have the interest in the mathematical physics
in classical fluid dynamics including the heat theory.

2. Owing to the arrival of continuum theory, many mathematical physical works are in-
troduced, such as that Fourier and Poisson struggle to deduce the trigonometric series in the
heat theory and heat diffusion equations. In the curent of formularizing process of the fluid
dynamics, Navier, Poisson, Cauchy and Stokes struggle to deduce the wave equations and the
Navier-Stokes equations. Of cource, there are many proceding researches before these topics,
however, for lack of space, we must pick up at least, the essentials such as following contents :

3. At first, we introduce the heat theory and heat diffusion equations based on the oscillat-
ing equations of cords, especially, we treate the theoretical contrarieties between Fourier and
Lagrange, and next, between Fourier and Poisson , and then, the microscopically descriptive
fluid equations, especially, we treate the theoretical contrariety between Navier and Poisson,
and finally, the collaboration on the proof of describability of the trigonometric series of an
arbitrary function up to the 20th Centuries.

4. Since 1811, Poisson issued many papers on the definite integral, containing transcendental,
and remarked on the necessity of careful handling to the diversion from real to imaginary,
especially, to Fourier explicitly.

To Euler and Laplace, Poisson owes many knowledge, and builds up his principle of integral,
consulting Lagrange, Lacroix, Legendre, etc. On the other hand, Poisson feels incompatibility
with Laplace’s 'passage’, on which Laplace had issued a paper in 1809, entitled : On the
'reciprocal’ passage of results between real and imaginary, after presenting the sequential papers
on the occurring of 'one-way’ passage in 1782-3.

To these passages, Poisson proposes the direct, double integral in 1811,13,15 and 20.

6. As a contemporary, Fourier is made a victim by Poisson. To Fourier’s main work :
The analytical theory of heat in 1822, and to the relating papers, Poisson points the diversion
applying the what-Poisson-called-it ’algebraic’ theorem of De Gua or the method of cascades
by Roll, to transcendental equation. Moreover, about their contrarieties, Darboux, the editor
of (Buvres de Fourier, evaluates on the correctness of Poisson’s reasonings in 1888. Drichlet
also mentions about Fourier’s method as a sort of singularity of passage from the finite to the
infinite.

7. In the last pages of a paper of fluid dynamics in 1831, Poisson remembers to put again
the restriction, saying that the provings of eternity of time in the exact differential become
necessarily defective, for it includes the series of transcendental.

8. About the describability of the trigonometric series of an arbitrary function, nobody
succeeds in it including Fourier, himself. According to Dirichlet, Cauchy is the only person
challenges it in vain. Poisson tries it from another angle. Dirichlet and Riemann step into the
kernel of the question. Up tp the middle of or after the 20th Centuries, these collaborations are
continued, finally in 1966, by Carleson proved in L?, and in 1968, by Hunt in L”.
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1. PRELIMINARY

12,3, 4,5 6 The forewords or afterwords are generally to be written not by the author but
by other. From our point of view, we would like to talk about Fourier’s works as the following
four frames :

(1) The preworks of Fourier’s

(2) The main theory including the manuscript, or the first version in 1807 : Sur la propaga-
tion de la chaleur and the second version in 1822 : Théorie analytique de la chaleur

(3) Refutations to Poisson and enhansement of Fourier’s theory

(4) The collaboration on the proof of describability of the trigonometric series of an arbitrary
function up to the 20th Centuries

We talk about (1)-(3) in the forwords and treate the rest in the afterwords. cf. Table 1.

2. THE FOREWORDS AND AFTERWORDS TO THE FOURIER'S WORKS
3. INTRODICTION TO FOREWORDS

As Riemann[108, p.5] says, d’Alembert is the progenitor of the problem of the vibrating
cord. For gaining a general solution of the differential equation, he proposes the series by
trigonometric fonction, d’Alembert, Euler, D. Bernoulli and Lagrange extend each solution of
the same problem. d’Alembert concludes after his observations in Recherches sur les vibrations
des Cordes sonores [16, pp.1-64,65-73], priding the superiority to both Euler and Bernoulli, as
follows :

De toutes ces réfléxions je crois étre en droit de conclure ;

(1) que la solution que j’ai donnée la premier du Probleme des cordes vibrantes,
n’est nullement renfermée dans la fonction de M. Taylor, s’étend beaucoup
plus loin, & est aussi générale que la nature de la question le permet ;

(2) que lextension que M. Euler y a voulu donner, est capable d’conduire en
error ;

(3) que sa construction est contraire a ce qui avance lui-méme en termes formels
sur 'identité & 'imparité des fonctions p(z +1t) & ¥(z —t) ;

(4) que cette construction ne satisfait point a I’équation Cfng = % ;

(5) que dans I’équation y = p(z +t) + ¢(x —t), les fonctions doivent demontrer
toujours de la méme forme, comme M. Euler I’a tacitement supposé lui-méme
)

(6) que si on se permettoit” de faire varier la forme de ces fonctions, il faudroit
renverser la principe de toutes les constructions & fonctions analytiques, &
des démonstrations les plus généralement avouées ;

(7) qu’en faisant varier cette forme, le Probléme n’auroit plus de solution pos-
sible, & resteroit indéterminé ;

1Basically, we treat the exponential / trigonometric / logarithmic / 7 / et al. / functions as the transcendental
functions.

Translation from Latin/French/German into English/Japanese mine.

3We use the symbols § : chapter, § : article of the original.

4The Japanese sentences are not mine, but our translation from the original. Our assertions are only in English.

5The left equation numbers with the subindex of initial in a line are that of original, and the right numbers in
a line are by the author.

6To establish a time line of these contributor, we list for easy reference the year of their birth and death:
Daniel Bernoulli(1700-82), Euler(1707-83), d’Alembert(1717-83), Lagrange(1736-1813), Laplace(1749-1827),
Fourier(1768-1830), Gauss(1777-1855), Poisson(1781-1840), Bessel(1784-1846), Navier(1785-1836), Cauchy(1789-
1857), Dirichlet(1805-59), Stokes(1819-1903), Riemann(1826-66).

7sic.7 As today’s usage, 'permettrions’. In bellow, as the same, faudroit(= falliit), auroit(= aurions), etc.
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TABLE 1. The contributions in four frames before, through and after Fourier’s works

nolframe Contributions by Fourier Contribution by Poisson et al.
The pre- - to take in the descriminant of roots| to promote the preceding works of - d’Alembert
works by Des.cartes [19] the trigonometric series by Lagrange - Euler
- to take in the methods by De Gua . . .
1 |succeeded to - to counter diversion from real - D.Bernouille
- or cascades by Rolle
Fourier’s . . . . to transcendental by Euler and Laplace - Lagrange
- to take in the trigonometric series o .
works - definite integral against Euler and Laplace (ct. Table 15)
by Lagrange
- heat diffusion/heat equations against
Fourier
- wave equation
- trigonometric series
- root of transcendental equation
- heat diffusion/heat equations - oscillation of cord against Euler, d’Alembert
- trigonometric series against an.d Liagrange ‘ ’ - Gauss [40]
Lagrange - oscillation of sound against d’Alembert of. § 14
- root of transcendental equation and Lagrange ) Beésel 4]
. - discriminant of root against - fluid dynamics/statics equations against
2 The main Descartes and Budan [5] Navier cf. § 14
theory . i , . . . - Budan [5]
- (improved) allpication of De Gua’s |- capillary action against Laplace and Gauss of. §12.2
and Rolle’s theorem to - magnetics . Ar.ago ’
transcendental equation - optics against Fresnel [18, p.310-12]
- diversion from algebraic equation |- to counter diversion from real of ’§ 1 9.9
to transcendental equation to transcendental by Fourier ’ ’
- to counter allpication of De Gua’s theorem
to transcendental equation by Fourier
- to counter diversion from algebraic equation
to transcendental equation by Fourier
- etc.
- heat diffusion/heat equations
- root of transcendental equation - proof of convergence of trigonometric series
Refutations |- to anticounter diversion from real |- exact differrential in transcendental series
to Poisson to transcendental - to counter diversion from real
3 and - to anticounter allpication of De to transcendental by Fourier - Darboux [17]
enhansement| Gua’s theorem to transcendental |- to counter allpication of De Gua’s theorem cf. §12
of Fourier’s equation to transcendental equation by Fourier
theory - to anticounter diversion of rule - to counter diversion from algebraic equation
from algebraic equation to to transcendental equation by Fourier
transcendental equation
- Cauchy
- Dirichlet
- Sturm
The - Liouville
collaboration - Riemann
on the proof - Poisson kernel - Paul du-Bois
4 |up to - proof of orthonormal relation - (Dirichlet kernel by Dirichlet) Raymond
Carleson - proof of convergence of trigonometric series |- Heine
and - R.Fujisawa
Hunt in 21C - Harnack
- Carleson
- Hunt

(cf. Table 15)

(8) que cette solution ne represente pas mieux que la mienne , la vrai mouvement
de la corde ;




(9) enfin que la solution de M. Daniel Bernoulli, quelqu’ingénieuse qu’elle puisse
étre, est trop limitée, & n’ajoute absolument & la mienne aucune sim-
plification ; qu’en un mot, le calcul analytique de Probléme, & l’exemen
synthétique que M. Bernoulli m’accuse a tort de n’avoir point fait, sont 'un
& lautre, ce me semble, & "avantage de ma méthode.

[16, pp.63-64]

Fourier’s works are summerized by Dirichlet, a disciple of Fourier, as follows :

e a sort of singularity of passage from the finite to the infinite
e to offer a new example of the prolificity of the analytic process

The first is our topics which Fourier and Poisson point this problem in life and the other is, in
other words, the sowing seeds to be solved from then on. Dirichlet says in the following contents,
Fourier (1768-1830) couldn’t solve in life the question in relation to the mathematical theory of
heat, in Solution d’une question relative a le théorie mathématiques de la chaleur (The solution
of a question relative to the mathematical theory of heat) [22] :

La question qui va nous occuper et qui a pour objet de determiner I’ états
successifs d’une barre primitivement échauffée d’une maniere quelconque et dont
les deux extrémités sont entretenues a des températures données en fonction de
temps, a deja été résolue par M. Fourier dans un Mémoire inséré dans le Vol. VIII
de la collection de I’Académie Royale des Sciences de Paris. La méthode dont cet
illustre géometre a fait usage dans cette recherche est une espece singuliere de
passage du fini a linfini, et offre un nouvel exemple de la fécondité de ce procédé
analytique qui avait déja conduit 'auteur a tant de résultats remarquables dans
son grand ouvrage sur la théorie de la chaleur. J’ai traité la méme question par
une analyse dont la marche differe beaucoup de celle de Fourier et qui donne lieu
a lemploi de quelques artifices de calcul, qui paraisent pouvoir étre utiles dans
d’autres recherches.  [22, p.161] ( Italics mine. )

The question which we would occupy with and consider as the object to deter-
mine the continuous state of the bar originally heated of any method and of which
both edges are keeped with the temperature given by the function of time, was
given by Fourier, then solved by him, which is in the archives of Mémoire (Vol.
VIII) of ’Académie Royale des Sciences de Paris.® This method what this gifted
mathematician has made use in this research is a sort of singularity transferring
from the finite to the infinite, and would offer a new example of the prolificity
of the analytic process, which urged the author on the many remarkable results
in the great works on the heat theory. 1 had discussed the same question by
an analysis, whose method is very different with that of Fourier, and he gives
many skillfull techniques, however, these are likely to be utilized for the other
researches. ( Translation mine. )

This is the originality of the method due to the what we called Dirichlet condition, which gives
the constant boundary condition by any method.

After his professor Fourier’s death, Dirichlet [23] says in Uber die darstellung ganz willkiirlicher
functionen durch sinus- und cosinusreihen (On the describablity of all the arbitrary functions
with the series by sine and cosine) :

Die merkwiirdigen Reihen, welch in einen bestimmten Intervalle Functionen
darstellen, welch ganz gesetzlos sind order in verschiedenen Theilen dieses In-
tervalls ganz verschiedenen Gesetzen folgen, haben seit der Begrundung der
mathematischen Wérmelehre durch Fourier so zahlreiche Anwendungen in der
analytischen Behandlung physikalischer Probleme gefunden, dafl es zweckméfig

8F0urier, [35], cf. Chapter 11.2.



erscheint, die fiir die folgenden Bénde dieses Werkes bestemmten Ausziige aus
den neuesten Arbeiten iiber einige Theile der mathematischen Physik durch die
Entwickelung einiger der wichtigsten dieser Reihen einzuleiten. [23, p.135]

This remarkable series, which describe in an arbitrary interval, the function,
which is independent at all, or of various parts of interval, don’t follow all the
laws, the mathematical heat theory by Fourier, are much applicable to physical
problems, that have many purposes, which are introduced in the following vol-
umes of works. To deduce these series, we introduce an extract of the newest
works on a part of mathematical physics, by the development of one of the most
important.

In 1867, Riemann [108] says in Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische
Reihe ( On the describabiblty of a function by a trigonometric series ) :

Der folgende Aufsatz iiber die trigonometrischen Reihen besteht aus zwei we-
sentrich verschidenen Theilen. Der erste Theil enthélt eine Geschichte der Unter-
suchungen und Ansichten iiber die willkiihrlichen (graphisch gegenbenen) Func-
tionen und ihre Darstellbarkeit durch trigonometrischen metrischen Reihen. Bei
ihrer Zusammenstellung war es mir vergonnt, einige Winke des beriihmten Math-
ematikers zu benutzen, whelch man die erste gritundliche Arbeit {iber die Darstell-
barkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe eine Untersuchung,
whelche auch die bis jetzt noch unerledigten Falle umfafit. Es war notig, ihr
einen kurzen Aufsatz iiber den Begriff eines bestimmten Integrales und den Um-
fang seiner Giiltigekeit voraufzuschcken. [108, p.3]

3.1. The trigonometric series by Lagrange and Fourier. Riemann studies the history
of research on Fourier series up to then (Geschichte der Frage iiber die Darstellbarkeit einer
willkiihrlich gegebenen Function durch eine trigonometrische Reihe, [108, pp.4-17].)

We cite one paragraph of his interesting description from the view of mathematical history as
follows :

Als Fourier in einer seiner ersten Arbeiten iiber die Wéarme, welche er der
franzosischen Akademie vorlegtet °, (21. Dec. 1807) zuerst den Satz aussprach,
daf eine ganz willkiihrlich ( graphisch ) gegebene Function sich durch eine trigonometrische
Reihe ausdriicken lale, war diese Behauptung dem greisen Lagrange’s unerwartet,
daf er ihr auf das Entschiedenste entgegentrat. Es soll 10 sich hieriiber noch ein
Schriftstriick in Archiv der Pariser Akademie befinden. Dessenungeachtet ver-
weist 1! Poisson iiberall, wo er sich der trigonometrischen Reihen zur Darstellung
willkiirlicher Functionen bedient, auf eine Stelle in Lagrange’s Arbeiten iiber die
schwingenden Saiten, wo sich diese Darstellungensweise finden soll. Um diese Ba-
hauptung, die sich nur aus der bekannten Rivalitat zwischen Fourier und Poisson
erkliren laBt 12, zuwiderlegen, sehen wir uns genéthigt, noch einmal auf die Ab-
handlung Lagrange’s zuriichzukommen ; denn iiber jeden iiber jenen Vorgang in
der Akademie findet sich nichts veréffentlicht. [108, p.10]
@ Fourier BNEUZBIT 2RO (21, Dec., 1807) Z4H L7k, H2EEED (7
7 7k D Bny) BB = ABBORBEMTERBSEL L T20DTHY,
B AWNEHA D 52D Lagrange 134 Z OFSCITH 72 0 MK Lz, o1 E0 LERLE, @
?f)ic. Bulletin des sciences p. la soc. philomatique Tome 1. p.112
11
12

sic. Nach einer miindlichen Mittheilung des Herr Professor Dirichlet.
sic. Unter Andern in den verbreiteten Traité de mécanique Nro. 323. p. 638.
sic. Der Bericht in bulletin des sciences iiber die von Fourier der Akademie vorgelegte Abhandlung ist von
Poisson.
13Lagrange was then seventy-one years old.



Z OIS S 7 T AENCEHICIHE LTS &), (£ 2, Dirichlet ffito
AEAHMEIC L D) @ 7=, Poisson &A% EFEGHE 2di L, BIEIZ, Lagrange
DIRENS 2B 23 L O—HilZ, H D EEOBEBO IR D 72 12 =4 B O R B
EEALCTWDLEFINRSH LM, £ TIORBHIEELFER LIZITEN RV E BEEH LI T
7. @ Fourier & Poisson D16 N 7= XIHIBIR A MFEITHFED Z OHILTDREY ZFnlk
T DTN TH AR L T, Lagrange Dam ICh 2 —ELHIRD 72 5 5 3FhUL
Al =D LIRS TWRWT AT I —0H D, 295 LIEHPRFITEET 5,

Riemann cites exactly the French original which we show in (10) as follows :

Man findet inder That an der von Poisson citirten Stelle die Formel:

Yy = 2/YsinX7rdX sin:mr+2/Ysin2X7rdX sin2x7r+2/Ysin3X7rdX sin3zm + - - -

+ Q/YsinnXﬂdX sin nam, (1)

de sort que, lorsque x = X, on aura y = Y, Y étant 'ordonné qui répond a
I’abscisse X. Diese Formel sieht nun allerdinga ganz so aus wie die Fourier’sche
Reihe ; so daBibei fliichtiger Ansicht eine Verwerwechselung leicht moglich ist ;
aber dieser Schein riihrt bloss daher, weil Lagrange das Zeichen [ dX anwendte,
wo er heute das Zeichen ) AX angewandt haben wiirde. ---  Wenn man
aber seine Abhandlung durchliest, so sieht man, dafler weit davon entfernt ist zu
glauben, eine ganz willkiihrliche Function lafle sich wirklich durch eine unendliche
Sinusreihe darstellen. [108, pp.10-11]
@® FE Poisson iIZLVFIHESNI—FHiIX (1) THLIERDND, WoT,. x=X1&
THUT y =Y &0 Y (IR X SIS ot TH 5. @ oINS T—Y
THRE L ITELGEDY  ; —RLT, HOMVEZORENSKESICHD 5 L, £
FUTH 72 D80T L7200, (#7 & Lagrange 280 F01E | dX 2o T D HMS GR
g S DJRA) 72, AHR6 YA X OFREEZLES>TWEZEA S, @ ORI ZiEHT D
&L R DR DO E H D IERE O sine |2 X BB CEREICERERLES & L
T2 EIHME LD ITITE EBWEFER DN D,

A Freeman, The analytical theory of heat by Joseph Fourier, (Translated in English, with Notes)

[37, p.185, footnote|, comments Lagrange’s statement as follows :

y = 2<ZYT sinXﬂrAX) sin x7m + Q(ZYT sin2X,n7rAX) sin 2xm + Q(ZYT sin3X,n7'rAX) sin 3xm + - - -
r=1 r=1

r=1
n 2(§3KsmL&WAX)$nMw, (2)
r=1

however, (2) is commented by Freeman [37, p.185, footnote| in 1878 with the replacement of
[dX in (1) with > AX in compliance with the statement by Riemann in 1867. Poisson says
more straight than Riemenn says as follows :

Lagrange, dans les anciens Mémoires de Turin, et M. Fourier, dans ses Recherches

sur la théorie de la chaleur, avaient déja fait usage de sembles expressions ; [84,
928, p.46]
The corresponding of the Fourier’s trigonometric series in the 2nd version is as follows :
(D)p gga(z): sin x / sin zp(x)dzr + sin 2x/sin 2zp(x)dr + sin 3z / sin3zp(z)dx + - - -

+ sinix/sinixw(z)dz +oe 3)

(17, 4219, p.208]
By the way, Fourier’s trigonometric series in the first version are as follows :

ggaz =sinz S(pzsin.xdr) + sin 2z S(pzsin . 2zdz) + - - - + siniz S(pzsin dzxdx) - - - ; (4)
8



TABLE 2. The expressions of deductive steps into trigonometric series in our paper

Fourier Poisson |Fourier Fourier . .. .
nolsteps Lagrange manuscript | extract |prize paper|2nd edition Poisson |Dirichlet Riemann
bibliography [51]1759,
1 vear [55]1762-65 [43]1807 [75]1808|[43]1811 [17]1822 [84]1823 |[23]1837 [108]1867
arbitrary function
2 |by trigonometric |(8) (39) (29) (122)
series : f(x) =
3 |transfer array § 3.2 §6.1 §4.6.1 [§16.3
transfer
4 matrix(mine) (5) (47) (30) (106)
multiply
o 2sin * and sum (31) (107)
difference of
6 term by term (32)-(33)| (108)
7 general.coeﬂiment 1) (107)
expression 1
general coefficient
8 expression 2 (7) (48) (34) (110)
coefficient an,
9 b, by integral 9) (41) (35) (111),(114)
expression o
10 integral (10)=(1) (40),(44),(45)
expression (2) _
H by sum by Freeman (4)=(42)
final . _ _ (114),(115),
12| o xpression (10)=(1) |(49)=(42) (3)=(40) (35) (116)
[43, p.217]

By Grattan-Guinness, S means that :

Having used “S” as a summation symbol for finite trigonometric series in his n-
body-model analysis. '* Fourier now began to employ it as an integration sign to
denote specially significant integrals, such as the coefficients for the trigonometric
[43, p.211, footnote 10]

We discuss this remark in the below chapter 8.3. cf Grattan-Guinness [43, pp.241-9].

series.

3.2. Recherches sur la Nature et la Propagation du Son by Lagrange [51], 1759.

Lagrange explains the motion of sound diffusing along with time ¢ by the trigonometric series
of the original sample which the after ages, such as Fourier, Poisson, Dirichlet, et al. refer to it.
Here, @w = .

¥ 23. (pp.79-81).

2 3 -1
PyEYlsinz—i—Ygsin—w—|—}@,sin—w—|—---+Ym_1sin(m )@
2m 2m 2m 2m
2 3 —1
QVEVlsinz—|—Vgsin—w—|—Vgsin—w—i—---—|—Vm_1$in(m )@
2m 2m 2m 2m
. w . 2w . 3w . (m—1)w
Y18l — + ygsin — +y3sim— + -+ + Yy, Sln
2m 2m 2m 2m
Q@ sin (Qt\/E sin Z—w)
= P, cos <2t\/Esin E) + _ "/ =g,
4m 2\/efZ

Hef 6 3.3.



3.2. Transfer array by Lagrange.
. ™ . 2w . 3w . (m-1Nw
y18in — 4 yosin — + y3sin — + - - - + Y1 8in ——— = 5
2m 2m 2m 2m
. 2w 4w . 6w . 2(m—-1w
y18in — 4+ yosin — 4+ y3sin — + -+ + Y1 5in ————— = 5y
2m 2m 2m 2m
. 3w . 6w . 9w . 3(m—-1w
y18in — 4+ yosin — 4+ y3sin — + -+ + Y1 5in ———— = 53
2m 2m 2m 2m
. (m—-1w . 2(m - 1w . 3(m—-1)w . (m—-1)>2w
Y1 SIn + Y2 SIn +yssm——+ -+ Yp_1SID———— = Sin—1
2m 2m 2m 2m
Here, we can show with a today’s style of (m — 1) x (m — 1) transform matrix :'°
[ 5 ] i sin 5 sing—?I Simg’—?I sin % 1 T Y1 i
§2 sin g—fb sin g—z sin g—z sin 2(";;;)7” Y2
‘3 = sin S—Z sin g—z sin g—z sin 3(7”2;1 )@ y.3 (5)
| Sm-1 | | sin (m;nlb)w sin 2("12;3)w sin 3(7712;3)w +ovosin < 2W22w 1 [ Ym—1 |
9 24. (pp.81-82). We assume D; = 1.
r 2 3 -1
Y1 DlsinE —|—D281H—w —|—D38in—w +---—|—Dm,1sinu}
L 2m 2m 2m 2m
r 2 4 6 2(m —1
+ s Dlsin—w —i—Dgsin—w —|—D38in—w +---—|—Dm,1sinu}
L 2m 2m 2m 2m
r 3 6 9 3(m—1
+ 3 Dlsin—w —i—Dgsin—w —i—Dgsin—w +---+Dm_1sinu}
L 2m 2m 2m 2m

. (m—1)w o 2(m — . m
11D " 4 Dosin — - Gy o T N A
T Um 1[ Lsm 2m + Dzsin 2m 2m 2m
= D151+ D352+ D3S3+ -+ Dy 1.5m—1

In general, we may state as follows :

2 3 -1
Yu [Dl sin 2% + Dy sin e + D3 sin Glatid + -+ D,,_1sin 7(7% ),uw]
2m 2m 2m 2m
= D151+ D2S2+ D3S3+ -+ + Dpy—1Sm-1, (6)
Generally speaking,
A 2\ 3 — DA
Dlsin—w +Dgsin—w +Dgsin—w—|—---—|—Dm,1sin M =0, forVA>0, MNeZ
2m 2m 2m 2m
9 25. (pp.82-87).
sin(m — S)_,uw = sin <_,uw - s,uw) = +sin s,uw7 m, s, € Z
2m 2 2m 2m

where,

+ mod (p,2) =1,
— mod (i,2) =0
1‘L—’Laugraunge didn’t use the transform-matrix symbol, but mine. cf. Poisson’s expression (30) and Dirichlet’s

expression (106)
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Assuming L : const,

D — i( L )sin L
S om—2 ) qip &<
2m
9 26. (pp.87-89.)
. uw . 2uw . 3uw . (m—1)pw
yu{Dlsln— + Do sin —— + D3 sin —— —|—---+Dm,1sm7]
2m 2m 2m 2m

L . pw . 2uw . 3uw . (m—1)pw
= W[S&Sln%+SQSIH%+SgSln—m+"'+Sm_1SIHT]
L Aw 2w 3w . (m=1DIw L m
Dysin 5=+ Dasin g =+ Dusin 5%+ Dy sin. = oo = 2y )
Lm L . U . 2uw . Suw . (m—1puw
+y, om—T = :|:2m72 [Sl sin g—m + S5 sin z'u—m + S3sin z'u—m 4+ -4+ 5,_1sin %]
16 Finally, Lagrange gets the coefficient Yu -
2 2 3 -1
yuz_[Slsin@+528m£+Sgsinﬂ+...+5m_lsmw] ()
m 2m 2m 2m 2m

[51, 923-26, pp.79-89]
Lagrange states the next steps of deduction of integral in the next section 3.3.

3.3. Solution de différents problemes de calcul intégral. Des vibrations d’une corde
tendue et changée d’un nombre quelconque de poids by Lagrange [55], 1762-65.
We can see Miscellanea Taurinensia, III, which Poisson and Riemann cite as the alledged
‘original’ trigonometric series (1), that is, (10).
€ 40. ( The n-body model of the sonic cord. )
Supposons présentement que le nombre n des corps soit trés grand, et que, par
conséquent, la distance a d’un corps a I'autre soit tres-petit, la longeur de toute
la corde étant égale & 1 ; il est clair que les différences A?Y, A?Y, ... deviendront
tres-petite du second ordre, du quatrieme, --- ; donc, puisque k = "762 =2,
a cause de n = %, les quantités kA2%Y, EAYY, k2ASY, ... seront trés-petite du
second ordre, du quatrieme, - - - ; et par conséquent les quantités P et () pourront
étre regardées et traitées comme nulles sans erreur sensible.
Ainsi, dans cette hypothése, on aura a tres-peu pres le mouvement de la corde,
en faisant passer par les sommets des ordonnées trés-proches Y/, Y, Y ...,
lesquelles représentent la figure initial du polygone vibrant, une courbe dont

I’équation sont
y = asinmx + Bsin 2wz 4+ ysin 37z + - - - + wsinnnr, (8)

et que jappellerai génératrice, et prenant ensuit pour 'ordonnée du polygone
vibrant, qui répond & une abscisse quelconque —2- = x, la demi-somme de deux

n+1
ordonnées de cette courbe, desquelle I'une réponde a 1’abscisse Sn'fff =x+ct, et
I’autrer éponde a ’abscisse f;kf = x — ct ; et cette détermination sera toujours

d’autant plus exacte que le nombre n sera plus grand. Or il est évident que plus le
nombre des poids est grand, plus le polygone initial doit s’approcher de la courbe
circonscrite ; d’ou il s’ensuit qu’en supposant le nombre des poids infini, ce qui
est le cas de la corde vibrante, on pourra regarder la figure initiale méme de la
corde comme une branche de la courbe génératrice, et qu’ainsi pour avoir cette
courbe il n’y aura qu’a transporter la coubre initial alternativement au-desus et

16Djirichlet also uses the same style of expression (107) with (7).
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au-dessus de I'axe a l'infini ( numéro précédent ). [55, § 40, p.551-2]

q 41. ( Deduction of trigonometric series and its coefficients. )

Pour confirmer ce que je viens de dire, je vais faire voir comment on peut
trouver une infinité de telles courbes, qui coincident avec une courbe donnée en
un nombre quelconque de poids aussi pres les uns des autres qu’on voudra. Pour
cela je prends I’équation

n

i .
Yy = smzm +

Y, . 2Y; :
sin 2xm + sindzm 4+ -+ sin nxm
n+1 n+1 n+1 n+1
et, par ce que j’ai démontré dans le n® 39, j’aurai, lorsque z = 2=, y = Yy,
Soient maintenant n + 1 = %, -5 = X, on aura
ym:/YsinmXW:(n—i—l)/YsinmXﬂ'dX, 9)

cette intégral étant prise depuis X = 0 jusqu’a X =1 ; par conséquent

Yy = 2/YsinX7rdX sinmw—i—Q/YsinQXﬂdX sin2m7r+2/Ysin3x7rsin3x7r+---
+ Z/YsinnXﬂ'dX sin nam (10)

de sorte que, lorsque x = X, on aura y = Y, Y étant 'ordonné qui réspond a

I’'sbscisse X.

[55, 9 41, p.553]

Lagrange’s (5), (7) and (10) corresponds with Poisson’s (30), (34) and (35), and Dirichlet’s
(106), (110) and (114)-(115)-(116) respectively. We can observe each sequential steps to deduce
the trigonometric series by the Table 2, which tells each meticulousness.

3.4. Poisson’s paradigm of universal truth.

Poisson attacks the definite integral by Euler and Laplace, and Fourier’s analytical theory of
heat, and manages to construct universal truth in the paradigms.

One of the paradigms is made by Euler and Laplace. The formulae (12) deduced by Euler,
are the target of criticism by Poisson. Laplace succeeds to Euler and states the passage from
real to imaginary or reciprocal passage between two, which we mention in below.

The other is Fourier’s application of Du Gua. The diversion from (91) to (90) is Fourier’s
essential tool for the analytical theory of heat.

Dirichlet calls these passages a sort of singularity of passage from the finite to the infinite. cf.
Chapter 1. We think that Poisson’s strategy is to destruct both paradigms and make his own
paradigm to establish the univarsal truth between mathematics and physics. We would like to
show it from this point of view in our paper.

4. POISSON’S PROPOSITIONS ON THE PASSAGE FROM REAL TO IMAGINARY

4.1. The definite integral of an example by Euler.

Fuler states the definite integral in Supplement V to Leonhardi Euleri Opera Omnia Ser.I, XI,
Sectio Prima, Caput VIII, [28] in 1781, as follows :

4) On the definite integral of the interval of variable limit from z = 0 to x = cc.

§124.

In the following forms, the interval from x = 0 to x = oo, the most simple case

is on the circle, [ (li—z)g, whose value is 7, where, assuming the diameter = 1,
12



then the length of circumference is 7.
Next, by the method, which is known as only one absolutely,

/ ™ 1oz [JL“:O ] m | /°° ™ 1ox m

—_— = ————, name =

(14 2z)" le=cc]  nsin T’ v o (I4z)" mnsin@t

Next, our integral of problem will be fx)‘&r ce”® = \z* 19z - e, with the

help of the formula : fooo Or - e~ = 1, the values of sequential integrals are

deduced as follows :

/xax-emzl,/x2ax-em:1-2, /:U?’ax-em:1-2-3,/x4ax-em:1-2-3-4,

( omitted. )

§133.
If we assume p = fcos 0, ¢q= fsin 0, =

(p+gv—1)" = f*(cos nf++—1sin nb), (p—qv—1)" = f"(cos nd —+v/—1sin nf) (11)
where, 6 = 5, f=vVp2+q¢2, A= fx”flax -e~*. Then, our integral expres-

sion turns into :

A A
p+agv/—1 f™(cos nh + +/—1sin nh)

§134.
. . . Acos nf
Beo TRINAR (11) 202 NZ 572 BT, /y"—lay~e—wcos qy = % Ll

b L. BAAR (1) 2l a8 X, mﬁifﬁé&\/y%wyeW%mqy:é%%@.
B D 2 SO ARITE b EHIMIC . INFETREBIUEEDp & g DL LIcE
FRIE L TR, EhUL, BE L717§> W2k L TITARDOETRWE D THA L TKRE,
TE-> T, BRERT DA A B 5 DI, _ﬂ Sk Sun ﬁ“éxﬂfﬁjﬁ“mfjﬁ@ 2 ODOR AU
ob\ffiﬁﬁﬁ“é: EThHhDH, A=1-2-3-4---(n—1) L&, p & q ITEDEEOE LS
Vi+¢?) =f LES, :%L?Hj%%éﬁ]fﬁ%@ ETa,. B 0=1Th5s,
0)/}_ HI_ESHESMILLTOEE 72 5,
. ® - A cos nb . ® 1 o Asin nd
AR x 8z~epcosqz:T, AR : x 8x~epsqu:T (12)
0 0
[28, p.337-343]
Poisson talks about Euler’s integral method as follows :
These formulas owe to Euler, which however, he have discovered by a sort of
induction based on diversion from real to imaginary ; although the induction is
allowed as the discovering method, however, we must verify the result with the
direct and strict method.  [77, T 1, p.219], cf. Chapter 4.5.

4.2. The Lacroix’s introduction of definite integral by Euler.
(1079) Puisque la formule [ 2™ dz(1 —2™)% peut toujours se ramener  une
autre dans laquelle ’exposant de x, hors de la parenthese, soit moindre que n,
et celui de la parenthése un fraction nagative, il suffit de considérer les transcen-
dantes contenues dans ’expression

/wmldx(l - x")%*l,

en y supposant m —1 < n et p < n, les nombres m, n et p étant d’ailleurs entiers
et positifs. Si l'on fait d’abord 1 — 2™ = y", on aura

= (A —yME, ma™ Tz = —my"ldy(1 - y")
13



d’ou il résultera

[amtaa a5 == [ytay -y

mais, en observant que les limites z = 0 et x = 1, répondent & y = 1 et y = 0,
on changera le signe de la seconde intégrale en changeant ’ordre de ses limites,
et I'on en conclura que

—_n m—n 1 —-n 0 m—n
/x’”*ldxu O /y’de(l—y")T (:’ / T :/ vyl —y") )
0 1

lorsqu’on prend I'une et I’autre intégrale entre les limites 0 et 1. Rien n’empéchant

qu’on n’écrive dans la seconde membre x a la place de y, on voit par la que
o _ p=n . .
I'intégrale / ™ 1duv(l —x) n , prise entre les limites 0 et 1, conserve la méme

valeur lorsque l'on y permute les exposants m et p ; si donc on fait pour abrége,

—n

Jamtas =5 = gtmp), [ tdn - an) " = plom)
on aura cette équation remarquable

(1)L So(map) = gp(p, m)

[50, p.398]
Lacroix [50] states Euler’s integral method of this formula :
(1083) Pour obtenir par des séries convergentes la valeur d 'intégrale [ %,
1—z™) n

Euler la partage en deux parties, I'une prise entre les limites x = 0 et 2™ = %, et
l'autre entre z" = % et x =1 ; nommant M la premie, P la seconde, et formant

la série par la developpement de %_p, suivant les puissances ascendantes
(1—zn) "7
de z, il trouve
1 1 n-— 1 n—p 2n-— 1 n—p 2n—p 3In— 1
P:T{_ P, I P, P P b +...}7 (13)
27 2n  n+m 2n 4an 2n+m 2n an 6n 3n+m

résultat dont chaque terme est moindre que la moitié de celui qui le précede.
Faisant ensuit 1—2" = y", il change la formule proposée en — [ pP~ldy(1 —y)%

(n0.1079), qu’il faut prendre entre les limites y = % et y” = 0 ; et I'ordre de ces

limites étant renversé, il vient P = [yP~'dy(1 —y™)™ %, ou

11 n—m 1 n—m 2n—m 1 n—m 2n—m 3n—m 1
_{__|_ . + . . . . . +...},(14)
p 2n n-+p 2n an 2n+p 2n an 6n 3n+p

puis enfin p(m,p) = M + P. [50, p.410]
It is remarkable that (13) and (14) are made with the permutation of p < m.

4.3. Mémoire sur divers points d’analyse, by Laplace [60], 1809.
In 1809, Laplace states Mémoire sur divers points d’analyse, in which he introduces the tech-
niques of integral.

Sur les intégrales définies des Equations a différences partielles.

J’ai donné, dans les Mémoires déja cités de I’Académie des sciences de ’année
1779, une méthode pour intégrer dans un grand nombre de cas, les équations
linéares aux différences partielles finies ou infiniment petites, au moyen d’intégrales
défines, lorsque l'intégration n’est pas possible en termes finies. Plusierurs géometres
se sont occupés depuis du méme objet, mais sans s’assujettir a la condition que
I’expression en intégrales définies, devienne l'intégrale en termes finis, lorsqu’elle
est possible.  [60, p.235]
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For example, he introduce how to derive the following expression.

2 / 4 2 / 3 !

B Nt dP(x) ozt dTP(2) Nz dU ()
4= (I)(x)+§' dx’ 4 +”‘+x‘ql(lﬂ)+§' dx’

O(2') et W(z') étant deux fonctions arbitraires de z/. Cettet expression parait

donc, au premier coup-d’ceil, plus généralement que la précédente, qui ne enferme

qu’une seule fonction arbitraire ; mais nous allons faire voir qu’elle en dérive.

Supposons que ['# 1 [x + 2zv/ x’] soit une fonction arbitraire qui ne renferme

que des puissances paires de z + 2zvz’ ; on satisfera par ce qui précéde, a
I’équation proposée aux différences partielles, en faisant

Y= /dz-cz2 -F[w—l—?z\/;}
En développant cette expression de y par rapport aux puissances de z, on aura

y:/dz-c_ZQ-{F[QZ\/?} —i—x-F'[sz/?] —1—2—?-{‘”[22\/?...}}

r [22\/ x’] ne renfermant que des puissances paires de 2zv/x/, T {22\/ x’} ne ren-
fermant que des puissances impaires de la méme quantité ; en sorte que on aura

T [ - QZ\/?] S [QZ\/?}

en par conséquent [dz - T [22\/?] est nul dans les limites z = —oo et
z = 00. De plus, on a
2 c " zdz
¢ 2dz - T [22’\/?] = .= [22\/?} + / - = .- [22’\/;];
/ 2V Va!

Le premier de ce deux termes est nul dans les limits z = —o0 et z = 0o, parce

2

que nous supposons généralement I'(2r—1) [az + 22\/?] tel que son produit par

2 . . . 2’ 2ds (2r—1) / 4 >
¢™*" disparaisse lorsque z est fini. Le terme [ 7 -T 22V’ | est égal A

% . /0_22 dz -T2 {22\/;];
x

on aura ainsi généralement

/dZ 7T [22\/?} = u /022 ~dz - F[QZ\/?};

dx/T ’

en désignant donc par ®(z’) 'intégrale [ ¢ .dz-T [22\/?}, on aura

2 / 4 2§
B nooxt dP(x)  x* dTP(2) B 2
y= )+ G gt g o= [ e a2V (15)

Si 'on désigne maintenent par 11 [w + 22\/?} une fonction qui ne renferme que

. . . ;
des puissances impaires de x + 2zv/ 2/, on aura
3

y=/dz-c_32-{x-ﬂ’[x+2z\/?]+%-H”’[m+2z\/ﬂ +---},

fonction que 'on réduira, comm ci-dessus, a la suivante, en faisant

/dz a1 {CE + 22\/?} = ('),

15



3 /
_ Noox® dU(a)) _ e
y=o W) b T = [ de e 22V (16)

En réunissant ces deux expressions de y, comme on le peut, ’équation proposée
aux différences partielles étant linéaire, on aura
vy IZBET 5 (REEE (15) L alGE (16) @) 2 20X ExHbEL L, ZRAHks L L
T, BIEMEA RO TR L FRITHEBEM O 7210 LU T ORI 5,
de(z') x* d*®(z") oz dU(a)
 da! EW++$W($)+§ dx’

= /dz-c_ZQ-I’[m—l—sz/?]+/dz-c_z2-l'[[x+22\/?}
= /dz-czz-q)[x—l—22\/;]

60, p.243]

Laplace uses also the divisional integral like Euler, here Poisson critisizes both methods.

2
_ Nt

Sur le passage réciproque des Résultats réels aux Résultats imaginaire.

Lorsque les résultats sont exprimés en quantités indéterminées, la généralité
de la notation embrasse tous les cas, soit réeles, soit imaginaires. L’analyse a tiré
un grand parti de cette extension, sur-tout dans le calcul des sinus et des cosinus,
qui peuvent, comme l'on sait, étre représentés par des exponnentielles imagi-
naires. J’ai fait voir, dans ma Théorie des Approzimations des formules qui sont
fonctions de trés-grands nombres, inséré dans les Mémoires de I’Académie des
sciences pour 'année 1782, que ce passage du réel a ’'tmaginaire, pourait encore
avoire lieu, méme lorsque les résultats sont exprimés en quantités déterminées ;
et j’en ai conclu les valeurs de quelques intégrales définies, qu’il serait difficile
d’obtinir par d’autre moyens. Je vais donner ici quelques nouvelles applications
de cet artifice remarquable. [60, p.244]

Poisson critisizes Laplace’s diversion from real to imaginary from here.

4.4. Mémoire sur les intégrales définies, by Poisson [76], 1811.

Dans le 15¢ cahier de Journal de I’Ecole polytechnique, M. Laplace donné
des intégrales définies formules qui contiennement des sinus et cosinus. 1l les
a déduites des intégrales des exponentielies, par une sorte d’induction fondée
sur le passage des quantités réeles aux imaginaires. Nous nous proposons ici
de généraliser ces résultats, et d’y parvenir directement par consideration des
intégrales multiples dont M. Laplace s’est déja servi dans un article de son
mémoire sur les Fonctions de grands nombres ( Académie des Sciences de Paris,
année 1782, page 11 );17 et pour réunir sous un méme point de vue ce qu’on
a trouve de plus général jusqu’a présent sur les intégrales définies, nous com-
mencerons par nous occuper de celles qui renferment des exponentielles. [76,
p.243]

4.5. Mémoire sur les intégrales définies, by Poisson [77], 1813.
Poisson issued Mémoire sur les intégrales définies [77] in 1813, in which he called our attention
to induce from real to imaginary number, using the following example.

ITLaplace [59]
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q1.

/eb"r cosaz " tdx =y, /eb"r sinar 2" 'dx = 2 (17)
d b . dz _
Yo e sinar "dr, — = [ e " cosax z"dx (18)
da da
[e " sinax 2"dr = —fe " sinar 2" + ¢ [ e cosax 2" dr + % [ e P sinax 2" dx,
fe*b:” cosax x"dr = —%e*bm cosar x" — %f e ¥ cosax " ldx + LS fefb:” cos ax " dx

where, we assume b and n positive.

dy adz n dz ady

>J = 19
da_ bda 57 da bda+by (19)
d.(b*> +a d
%+2adz+(n+n2)y:0 (20)
Here we put ¢ is the arc of tan §, namely ¢ = arctan § = tan~! 3
a dtan! 1 a 1 v
tan~! - =t = — tan~ ! - dt
oy (= =& 1—{—m2) T W™ v T vt
then
dt dy  dy d.(0? + a?) % d.be a2y
da = bQ 2\ bQ 2\ Y9 —p2 b2 2 da — bQ 2 dt b2_
a (—i—a)b = (+a)da o = (b°4a®) ” (+a)d 72
(21)
Multiply (20) with (b* + a?) and using (21), then we get :
d.(V? + a®) L d
(v + a%% +2na (b* + aQ)d_cyz +(n+n?) b +a)y =0
—_——
p2 2%y by
= b? Cjﬁg + 2nba2— +n(l+n)(b*+a®)y =0 (22)
Here, we suppose
y= (62 + aQ)mu
where, we put u as a new variable, m as an independent exponent, then
dy 9 amdu  2ma, , 9 9 du 2ma
—~ =(b m_ b =(b m— + — 2
Y (0 )" RO ) = (0 4 o) (S ) (23)
d?y 2, d*u  4ma 2, du 2m 2 4m2a7
a7 = PGy S0 A [T )+ T [0 )
d*u  4madu 4m2a?®
_ 2 2ym (&% “e 2
= ) (GEt [b2 0 +a%) + =5 ) (24)
After dividing (23) and (24) by (b? + a?)™, substituting for (22), then
d*>v  4madu 4m?2a? du 2ma
@t @ [ S (0 + )+ =+ 2nba (G + =) + nl1 4 )0+ @?)u = 0

The coeflicient of term w :
<2m +n(1+ n))b2 + (2m +4mn+n(l+n)+ 4m2)a2

— (Qm +n(l+ n)>b2 + <2m(1 +2n)+n(l+n)+ 4m2>a2

2.
bQC; 5 +2(n+ 2m)baccll_t {(n +n% 4+ 2m)b? + (n +2m)(1 +n + 2m)a2} u=0, (25
17



Taking m = —%, (25) reduces to :
d*u 9
Namely, of (25), taking m = —%, or 2m +n = 0, then

u = Acosnt + Bsinnt,
where A and B are arbitrary constants. We integrate (22), then

B Acosnt + Bsinnt

Yy n (26)
<b2 + a2> ?
To determinate A and B, we put a = 0 into (26), then
d
y=Ab"", Y _ Bnpm
da

we put @ = 0 into y of (17) and g—g of (18), then

d
Y= /ebx:cnldx, & _ 0,
da

A= b"/ebxxnldac, B =0,
This value of A is independent of b, for if bx = #, then we get
A=b" / e T dy = / e 00" 1do

Y= cos nt ﬂ / —0gn—14p
<62 + a2) ?

From (19), by eliminating %, we get the following :

d
nbz + nby + (b* + a2)d—y = 0.
a

We get the value of z :
L sinnt § / —0on—14p
o)

t innt
/eibz cosaz 2" ldp = 2 = /6709"71d9, /eibx sinaz o™ dp = " m /e*"enflde,
(b +a?)% (b2 +a?)%
where,  is the arc of tan ¢, namely ¢ = arctan §.
Poisson concludes as the following :

Ces formules sont dues & Fuler,'® qui les a trouvées par une sorte d’induction
fondée sur le passage des quantités réelles aux imaginaires ; induction qu’on
peu bien employer comme un moyen de découverte, mais dont les résultats ont
besoin d’étre confirmés par des méthodes directes et rigoureuses. Les formules
que j’ai demontrées par la considération des intégrales doubles, dans le n° 42 du
nouveau Bulletin de la Société philomatique,'® ne sont quun cas particulier des
précédentes, dont elles se déduisent, en y faisant b =0. [77, § 1, p.219]

18Tome IV de son Calcul intégral, pages 337 et suivantes. (sic). [28], cf. (12) in the Chapter 4.1.
poisson [76]
18



ZNHOARIL Buler 1215 1077208, ko b OEHBEOEHE~OFAICIET <
HLEOHEFRIC I AH LD T, HERIIATEL LI A THW D FRHE
5L LTYH, MEREEED ORI FIETHRT 2L ENSH D, FADS nouveau Bulletin O
n® 42 [76] T EHED DOEBLRIC Lo TGEA LI=ARIL, RiflORRIZRGET2T TR b=0
ELThEHsND,  [77, 91, p.219)

Q2.
When n = 1 then, [e %6""1df turns into [ e ?df = 1. tant = % deduces cost = ﬁ and

a

sint = Nk

(4) / et 9T g — arctan -
x b

1
/ i ——log (B* +d*) +C
T 2
2 12
(5) / e b <cos axr — cos am)dx = —log %
/ sin aa:dx:/sinzdz
x z
q11.
/ 2?P dx _cos|p+ Dt —pr] [ 2V da
(@ +2?)(L = 2P (14 a2 2cospr J (1 —2?2)

The left hand-side of this equation is a function of a, when the exponent p is given, then
. . 1-2p g4 _
this depends on only the numerical transcendental : [ \/(_—x; In the case of a = 1, we get

t=arctanl = % and then :

(L—atp g3 cospr J /(1 —z?)

Elle exprime alors une nouvelle relation entre les intégrales définies binomes, qui
pourra servir a la réduction de ces transcendantes. On peut consulter sur ce
sujet différens mémoires d’Fuler et 'ouvrage de M. Legendre, qui a pour titre :
Ezxercice de calcul intégral.  [77, § 11, p.246]

2p+1 _
/ % dx cos W 172 dx

4.6. Suite du Mémoire sur les intégrales définies et sur la sommation des séries, by
Poisson [88], 1823.

Poisson has observed the problems on the definite integral during 12 years of 1811-23 in the
series : [76], [77], [79], [81], and finally, [88].

4.6.1. Expression des Fonctions par des Séries de Quantités périodiques.

958. (pp.435-8).




4l/ fa' da’ —|— [Zcos )]fm da’ (27)

We divide the second term of the right-hand side of (27) into even and odd part, then

x%l/_llfz/ d$/+211/_ll {ZCOSM}]@ da’ +21l/l {Zcos (2n71)27;($7z/)}f:r’ dx’ (28)

Multiplying (28) with 2 and subtract with (b)p, then

! n—1r(r—a ;o
Ry IR,

962. (pp.444-9). The integral known facts reduced to Lagrange’s.

We supposen >0 € Z, f(nﬂﬂ) =Ym, m=1, 2 3, -, n. We state n equations :
(\)p y=Yisinmzr + Yosin2nz + Yssin3nz + - - - + Y, sinnrx (29)
4.6.1. Transfer array by Poisson.
s 27 3 ™
— Y si Y5 si Y= si ...+4+Y si
Y1 1Slnn+1—|- 251nn+1+ 351nn+1+ + nsmn_i_1
Vs 2 Y s T © Vaisi + LY 2mn
= Y] sin sin sin e sin
Y2 e R T TR T "t
3 67 i 3m™n
— Y, si Y, si Ya si e+ Y s
Y3 151nn+1—|— 251nn+1+ 3 SIn 1+ + nMnn—i—l
R vr) . 2™ . 3mn . n2
UYn :Y181nn+1 —|—Y281nn+1 —|—Y§,smn+1 —{—---—|—Ynsmn+1
Now, we can show with a today’s style of (n x n) transform matrix :20
_yl_ _smn—ﬂ sm% smn?’j:l ---smn—H_ B
Y2 5111”2—11 smf—fl 5111753—_|_1 sm%ﬁ Yo
Y3 = sin n3—+1 sin % sin n’;ﬂ -+ sin S’L—H Y3 (30)
| Yn | | sin 7T sm%ﬁ smgjﬁ ---51nn—+21_ | Y.
Multiplying with 2sin 7%, 2sin iﬂ’?, 2sin i:ff, -+, 2sin 77, then the coefficient Yy, where
m’ # m, is as follows :
. m' . m™m o 2mm! . 2mm 3mm’ . 3mm o nmm! . nmm
2sin sin + 2sin sin + 2sin sin +---+2sin sin ——,(31)
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
This is the difference in term by term of two sums (32) and (33):
! 2 I 3 ! !
1+COS7T(7:7+1m)+COS W(Z:—lm) + cos W(Zl+1m)---+cosm+m, (32)
/ 2 / 3 / /!
1 teos ™ tm) | 2mmitm) ST m) e P ) (33)
n+1 n+1 n+1 n+1

(32) - %[1 - COS(mI - m)ﬂ-] = 17 (33) - %[1 — COS(mI + m)ﬂ'] = 17 m/ 7& m, m/’ m € Z7
(32) =n+1, (33)=3[1—cos 2mn]| =0, m =m, m, mel

20poisson doesn’t use the transform-matrix symbol, but mine.
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If m’ # m, the difference is zero, if m’ = m, (32) — (33) =n + 1. 2! Then we must divide Y;, by
n+1:

2 . m™m . 2mm . 3m™m . nmm
Y, = (ylsln + Yo SIn ——— + Y3 SIN ——— + - - - + Y, SIN >
n+1 n n+1

4
n+1 n+1 +1 (34)

Here, Poisson explains the exchange the sum of Y,,, with the integral fol by a special technique
of interpolation.

Les coefficiens Y7, Y3, Y3, -+, Y, étant ainsi déterminés, la formule (i)p
coincidera avec la fonction fx,

e pour toutes les valeurs de x contenues depuis = 0 jusqu’a = = 1, et qui

sont des multiples exacts de la fraction n%rl ;

e ct pour les autres valeurs de x comprises dans le méme intervalle,
on devra la regarder comme une formule d’interpolation d’une espece particuliére,
qui pourra servir a calculer les valeurs approchées de fx, quand la forme de cette
fonction ne sera pas connus. Sil’on construit deux coubres qui aient = et y pour
coordonées, dont

e l'une ait y = fx pour équation,

e et 'autre I’équation (i)p,
ces deux coubres couperont ’axe des abscisses x aux deux points correspondans
ax=0et x =1;et dans l'intervalle compris entre ces deux points, elles auront
un nombre n de points communs, dont les projections sur 'axe des x seront
équidistantes. Ce resultat subsistera, quelque grand qu’on suppose le nombres n
; a mesure que ce nombre augmentera, les points communs aux deux coubres se
rapprocheront ; et & la limite n = 0o, ces deux coubres coincideront parfaitement
dans toute la portion comprise depuis z = 0 jusqu’a = 1. Or, a cette limite, la

somme qui exprime la valeur de Y;,, se changera en une integrale définie ; [88,
pp.446-7]
If we suppose 7%/1 =, 7#1 =dz’, and v,y = fo', then 22

1
Ym:2/ sinmrx’ - f2' dx', m >0, €Z
0

We extend (i)p to the infinite and replace y with fx, then
oo o 1
fx= Z Yo, sinmrx = 2 Z (/ sinmmz’ - fa! dw') sinmrz, m>0, €Z (35)
m=1 m=1 0

This statement corresponds with (g)p, by assuming [ = 1 and replacing the order of simbol
of sum [ and ). Therefore, this statement means the Lagrange’s statement of trigonometric
series, which we cite with the equation (10).

La méme méthod pourrait servir a démontrer directment toutes les autres
formules de la méme espece ; il y a donc deux moyans de parvenir a ces formules
; celui que j’ai employé, et qui consiste a regarder la série périodique que chacune
de ces expressions renferme, comme la limite d’une série convergente dont on
peut avoir la somme ; et celui qui je viens d’exposer, d’apres Lagrange, et dans
lequel on coinsidére chacune de ces expressions comme la limite d’une formule
d’interpolation. Les recherches de M.Fourier sur la distribution de la chaleur
dans les corps solides, et mon premier Mémoire sur le méme sujet, contiennent
différents formules de cette espece. [88, pp.447-§]

21y 41 comes from 1+ n x 1 of (32).
22fx, fz', px, Pz, etc. mean the then usage of f(z), f(z'), p(z), ¥(x), etc.
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q64. (pp.452-4). We assume “F = a, T = da, we get

(k)p fxr=— //cosax—x fx' da do’ = P

OO * 1 (2—a')?
/ COS a(w — 1'/) da = / e_ka2 CcoS a(m — 1-/) da = _\/Ee 1k
0 0 2V k

1 > —ka? / /
= e " fz' dx
2\/k7T /;oo f

We assume 2’ = z + z, then

fx

[e.e]
P = ey = pP= Jz

2Vkr 2V km

ek’ gy = fz

Another method :
L3 _ 1 e}
/Cosa(x_x/) Jo = Sz —2) p:_/ M ol da

/
r—z T ) x—2a

We assume ' =z + 2, then

1 [° si 1 o gj
P:—/ S 2 f(a:—l—i) dz =gee P=-— fx/ S 2 dz = fx
T z

T Joo < a —00

965. (pp.454-6). We assume @z, Yz are two functions of x, such as pzr = ¢o(—x), Yz
—1)(—x), namely implicit and explicit functions.

1 1
=— // cos ax cosaxr’ fx' dx' + // = sinaxsinaz’ f2' da’ (36)
s s

1 1 . .
pr = — cosax cosaxr’ px’ di’', pr=— sinax sinax’ ¥z’ da’ (37)
T T
On pourra, si 'on veut, n’étandre 1’equation relatives & 2/, que depuis 2’ = 0
jusqu'a ' = oo, et doubler le facteur % ; ces formules coincideront alors avec
23

celle que M.Fourier a données dans son premier Mémoire sur la chaleur.
[88, p.455]

The equation (k)p is reciprocally deduced from (37), by conserving z’ = +o00, then

1 1
0= —// cosax cosax’ Yx' dr', 0= —// sinax sinax’ px’ da’ (38)
T

T
Adding (37) and (38), we get (k)p.
1
pr+Yr = — // (cos azx cos ax’ oz’ dz’' + sinax sin ax’ px’ dx')
T
+ <sin axsinax’ Yz’ dz’ + cosax cosax’ Pz’ dw')

= %//(gpx' + ') cosa(x — ') da da’ = fx

2 o o 2 o o
= —/ / cosar cosax fx' dx', fx= —/ / sinazr sinax’ fz’ dx’
TJo Jo ™Jo Jo

sic. Annales de physique et de chimie, tome I11,p.361. cf. Table. 3.
22
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5. ARGUMENT BETWEEN FOURIER AND POISSON ON APPLYING THE THEOREM OF DE Gua
TO TRANSCENDENTAL EQUATIONS

There were the strifes between Poisson and Fourier to struggle for the truth on mathematics
or mathematical physics for the 23 years since 1807. Poisson [92, p.367] asserts that :

e It is not able to apply the rules served the algebra to assure that an equation hasn’t
imaginary, to the transcendental equation.

e Algebraic theorems are unsuitable to apply to transcendental equations.

e Generally speaking, it is not allowed to divert the theorems or methods from real to
transcendental, without careful and strict handling.

On the other hand, Fourier [35, p.617] refutes Poisson :

e Algebraic equations place no restriction on analytic theorems of determinant ; It is
applicable to all transcendental, what we are considering, in above all, heat theory.

e It is sufficient to consider the convergence of the series, or the figure of curve, which the
limits of these series represent them in order.

e Generally speaking, it is able to apply the algebraic theorems or methods to the tran-
scendental or all the determined equations.

(fig.1) Paper spectrum interferring between Poisson and Fourier. Rem. MS : manuscript
Fourier = (MS:)[43] (ex:)[75] [30] (2nd.v:)[31] (prize.1)[32] (prize.2)[33] [34] [35] [36]

T [77] [79] [81]\ / L]
Poisson = [84] [85] [86] [87] [88] [89] [90] [91] [92] [93] [94] [95] [96] [98] [99]

6. FOURIER’S PRINCIPLES ON THE TRIGONOMETRIC SERIES, THE INTEGRAL AND THE ROOT

For the objection of our paper, we treat here only the problems in relation to the integral and
root in the discussion with Poisson. We introduce Nota of [33, pp.245-6], from here, Darboux
edits some parts in his Discours Préliminaire in [17, pp.XV-XXVIII].

(1) Les premieres recherches analytiques de l'auteur la communication de la
chaleur ont eu pour objet la distribution entre des masses disjointes : on les
a conservées dans la premiere partie du Mémoire.

(2) Les questions relatives aux corps continus ont été resolues par l'auteur
plusieurs années apres. Il a exposé pour la premiere fois cette théorie dans
une ouvrage manuscrit 2 remis & I'Institut de France & la fin de 'année
1807, et dont il a été public un extrait 2° dans le Bulletin des sciences de la
société Philomatique, année 1808, page 112.

(3) 11 a joint ensuite & ce premier ouvrage des notes sur

e la convergence des séies,

la diffusion de la chaleur dans un prisme infini,

son émission dans un espace vide d’air,

les constructions qui servent a rendre sensibles les principaux théoremes

de cette analyse ;

e enfin la solution d’une question qui était alors entierement nouvelle,

2T celle du mouvement périodique de la chaleur & la surface du globe
terrestre.

26

24¢f. Grattan-Guinness [43].

25¢f. Poisson [75].

26¢f. Fourier [17)

2TDarboux omits this item in his edition of Discours préliminaire. [17, p.XXVI].
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(4) Les seconde Mémoire sur la propagation de la chaleur a été déposé aux
archves de I'Institut le 28 septembre 1811 ; il est formé du précédent et
des notre déja remises. L’auteur a seulement retranché des constructions
géométriques et des détails d’analyse qui n’avaient pas un rapport nécessaire
avec la question physique, et il a ajouté I’équation générale qui exprime I’état
de la surface. C’est cet ouvrage qui, ayant été cournné au commencement de
1812, est textuellement inséré dans la collection des Mémoires. Il a été livré
a I'impression en 1812 par M. Delambre, secrétaire perpétuel ; savoir ; la
premier partie, dans le volume de 1819 ; la seconde, dans le volume suivant.
28

(5) Les résultats de ces recherches, et de celles que l'auteur a faires depuis, sont
aussi indiqués dans divers articles rendus publics. Voir

e les Annales de chimie et de physique, tome III, page 250, 29 année 1816
; tome IV, page 128, année 1817 ; tome VI, page 259, année 1817 ;

e le Bulletin des sciences de la société Philomatique, année 1818, page
1, et année 1820, page 60 ;

o I’Analyse des travauxr de I’Académie des Sciences, par M. Delambre,
année 1820, &

e ct 'ouvrage publiqié par 'auteur sous ce titre : Théorie analytique de
la chaleur, in-4.° ; Paris, 1822. 3°

[33, pp.245-6].
cf. Table 3.

6.1. Théorie analytique de la chaleur. (Deuziéme Edition) [31], 1822.

We cite the articles in relation to Fourier’s principle of integral or root. These follows are :
219, 221, 235, 238-9, 253, 283-4, 288, 290-1, 305-6, 308, 310, 374-5, 399, 401, 407-9. cf. Table 5,
6, 7, 8, 11 and 12.

Chapter 3. Propagation de la chaleur dans un solide rectangulaire infini, pp.141-238.

86 Dévelopment d’une function arbitraire en saries trigonométriques
9§ 219. An arbitrary function can be developed under the following form :

a1sinz + agsin2x + ag sin 3z + a4 sin4x - - - (39)

Fourier states his kernel in 9 219 — 235. He redescribes these articles from the corresponding of
his first version. He announces these correction in 'Discours Preliminaire’, however, the proof
is completely same with the expression of first version, except the different expression between
(40) and (42).

(D)p z4,0(910) :sinx/sinxgp(x)dx+sin2x/sin2xgp(x)dx+ —i—sinz’x/siniwcp(w)dm—i—--- ;

2

€ 221. Fourier states only from the proving of orthonormal relation, so Poisson is disapointed
with the lack of vigorousness and exactitude of the very mathematical importance in the future.

Lagrange, dans les anciens Mémoires de Turin, et M. Fourier, dans ses Recherches
sur la théorie de la chaleur, avaient déja fait usage de sembles expressions ; mais il
m’a semblé qu’elles n’avaient point encore été démonstrées d’une maniere précise
et rigoureuse ; [84, 928, p.46]

The following are Fourier’s description about the proof of trigonometric series.

28.f. Fourier [32, 33].
29Not p.250 but p.350. Correctly, pp.350-376. cf [17, p.XXVI], Grattan-Guinness cites pp.350-375, cf. [43,
p.492].
30¢f. Fourier [31].
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TABLE 3. The bibliographies relating to Fourier’s main theories of heat. Remark.
MAS: Mémoire de I’Académie royale des Sciences, §: article number

proposed

car to author, primary secondary
no|version y .. |bibliography, title with other data bibliography
Académie .
. publisher, year or remark
Sciences
. End of . . Grattan-Guinness
1 |manuscript 1807 Fourier [43] Sur la propagation de la Chaleur 143, p.30,p.497], 1972
extract 1]2(1)111?;)1?1 [zc51] soc.| Mémoire sur la Propagation Darboux ed, 1890
2 . 1807/12/21| 1. ol 50 pg _|vol.2 [18, pp. 215-221]
by Poisson Philomatique de la Chaleur dans les Corps Solides
cf. [43, pp.442-3]
1808
e Note sur la convergence de la série
sinx — % sin 2z + % sin 3z — i sindx |cf. Grattan-Guiness
extract and 18087, 097 +---, 18087 [43, p.26,p.497]
3 [two notes of re.;narl.( Fourier e Extrait du mémoire sur la chaleur, |(According to him,
by Fourier ' 18097 only the 10 pages of
o Notes jointes o lextrait du it are extant.)
mémoire sur la chaleur, 18097
2nd , Fourier [31] , . Darboux ed,1888
4 version (private) 1822, Paris Théorie analytique de la chaleur vol.1 [17]
1811 prize Fourier [32] Théorie du mouvement de la chaleur ot found
P MAS 4(1819-20)| dans les corps solides (part 1). '
5 |paper 1811/9/28 . . cf. Grattan
ol pp.185-555 (Allowed to be issued in 1812 and _Guinness [43], 1972
’ 1824 appears in 1819-21 edition from AS) ’
1811 prize Fourier [33] Suite de Mémoire intitulé : Théorie Darboux ed. 1890
MAS 5(1821-22) vol.2 [18, pp. 3-94]
6 |paper 1811/9/28 du mouvement de la chaleur .
no.2 pp-153-246 dans les corps solides (part 2) includes §1-9149,
’ 1826 P P Table, Nota
lil irprlze same with same with no.6 Gallica archives
7 EOPQ 0.6 same with no.6 |http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/ include 91-9150,
(Archive) bpt6k3220m /{7 Table, Nota
Fourier [29] not found in
L ACP 3(1816) L Darboux ed.1890
8 | 1st Mémoire|1816 pp.350-375 Théorie de la chaleur vol.2, but Poisson
1816 cites in [88, p. 455]
s Fourier [35]
add1t1'on MAS 8(1829), |Mémoire sur la théorie analytique de Darboux ed, 1890
9 |on prizm vol.2
581-622. la chaleur
only 1829 [18, pp. 145-181]

On peut aussi vérifier I’équation précédente (D)p (art. 219), en déterminant

immédiatement les quantités ai, ao, ag, ---

) aj7

o(x) = aysinx + agsin2x 4+ agsin3z + - - - + a;sin jx - - -

.-+ dans I’équation

pour cela on multipliera chacun des membres de derniere équation par sinizdz,
1 étant un nombre entier, et on prendra l'intégrale depuis x = 0 jusqu’a z = ,

on aura

/gp(w) sinixdr = a; /sin:ﬂ sinizdxr + ag / sin 2z sinixdx + - - - a; / sin jx sintzdx + - - -

Or on peut facilement prover :
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TABLE 4. The comparative article number of theories of heat, source : Grattan-

Guiness [43].
1805 draft 1807 1811 1811 1822 Add, shift by
8 BN MFF22525|manuscript |part 1 part 2 Théorie analytique Théorie analytique
de la chaleur de la chaleur
21109-109 bis introduction | 185-193 1-21 22-24
31109 bis-122 1-13 342-389 247-276
. 197-198,205-208,

4|122bis-124 14-22 911-212.216-222 25-37,65-80 38-64

81-100,
5125-127 bis 23-31 222-229,231-247 igézﬁi’ﬁg'i;g’ﬁé’l%’ 124-125 to § 18

T 128-141, 143-154

6|128-132 bis 32-37 250-261 163-170 157-162
71133-144 bis 38-47 261-280 171-188 189
81144 bis-149 48-49 280-281 190,192-195 191,196-206
9 50-74 281-316 207-229
10 75 316-319 229-230
11 76-94 320-342 238-246 231-237

247-276 from § 3
12 95-96 394-400 277-278
13 97-99 230,400-405 115, 283-288 279-282
14 100-114 406-426 289-304
15 116-121 233, 429-435 120, 306-309 305
16 122-139 435-457 310-320

171-179;
17 115 Oeuvres 2,20-27
18 140-151 237-238, 458-472 124-125, 321-332
19 152-158 473-485 333-340
213-233;

20 159-167 Oeuvres 2,63-82

341-433

1. Que toutes les intégrales qui entrent dans le second membre ont une valeur
nulle, excepté le seul terme q; [ sin iz sin izdz;
2. Que la valeur de [ sinizsinizdz est 5

Tout se réduit & considérer la valeur des intégrales qui entrent dans la sec-
ond membre, et & démonstrer les deux propositions précédentes. L’intégrale
2 [ sin jx sin izdz prise depuis x = 0 jusqu'a x = , et dans laquelle ¢ et j sont
des nombres entiers, est

1 1
sin(i — j)x —

1=

sin(i + j)z + C

L’intégrale devant commencer lorsque x = 0, la constante C est null, et les
nombres 7 et j étant entiers, la valeur de l'intégrale deviendra null lorsqu’on fera
x = m ; il s’ensuit que chacun des termes tels que

aq / sinxsinizdx, as / sin 2z sintxdr, as / sin 3x sin ixdz,

s’evanouit, et que cela aura lieu toutes les fois que les nombres 7 et j seron
différents. Il n’en est pas de méme lorsque les nombres ¢ et j sont égaux ; car le
terme % sin(i — j)z auquel se réduit I'intégrale devient 2, et sa valeur est 7. On
a, par conséquent,

Z/Sin ixsinizdxr =
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TABLE 5. The problems of roots described in Fourier’s Théorie analytique de la

chaleur, [17], Remark ; article* :
paper, R : transcendental, H : heat

we cite this article in our paper, cf : in this

cited description
no|Title of chapter/section article® P cf]
of roots
pages
1 (Chap. 3. Propagation de la chaleur dans in solide rectangulaire infini  |q 205 binéme
§5. Expression fini du rdsultat de la solution) p-184
9 (Chap. 3. Propagation de la chaleur dans in solide rectangulaire infini |9 235x non imaginaire of
§6. Dévelopment d’une function arbitraire en séries trigonométriques) |pp.231-5 real term
(Chap. 3. Propagation de la chaleur dans in solide rectangulaire infini |9 237
3 TN . real root
§7. Application & la question actuelle) pp-237-8
4 (Chap. 4. Du mouvement linéaire et varié de la chaleur dans une armille|9q 252 — 3« real root of
§2. De la communication de la chaleur des masses disjointes) pp-259-263
5 (Chap. 4. Du mouvement linéaire et varié de la chaleur dans une armille |9 282 irrationelle et
§2. De la communication de la chaleur des masses disjointes) pp-302-3 en nombre infini
(Chap. 5. De la propagation de la chaleur dans une spheére solide
§2. Remarques diverses sur cette solution)
Au reste, il était seulement nécessaire de se convaincre que 1’équation
. s . . real root as
a une infinité de racines réelles. q 288 , . .
6 L. " S . . ). , the approximation |cf|
On a rapporté ici ce procéde d’approximation, parce qu’il est fondé pp-310-1 rocoss”
sur une construction remarquable qu’on peut employer utilement dans P
plusieurs cas, et qu’il fait connaitre sur-le-champ
la nature et les limits des racines ;
(Chap. 5. De la propagation de la chaleur dans une sphere solide 9 305+ ne peut avorr
7 . . pp-329-331, |aucune racine cf]
§2. Remarques diverses sur cette solution) . .
fn. by G.D. |imaginaire
(Chap. 6. Du mouvement de la chaleur dans un cylindre solide) q 118 — 220,
Pour intégrer ces équations, on donnera en premier lieu q 306*,7,8%,
8 |a v une value particuliere tres simple, exprimée par 9,10*-320 proof of real root |cf]
léquation v = e~™'u, m est un nombre quelconque pp-335-358,
et u une fonction de x. fn. by G.D.
(Chap. 9. De la diffusion de la chaleur ¥ 364 Lapla'ce § Memone
) §1 Du mouvement libre de la chaleur dans une ligne infini) pp-414 sur divers points
& fn. by G.D. |d’Analyse
(Chap. 9. De la diffusion de la chaleur 9 375 . —
10 §2 Du mouvement libre de la chaleur dans un solide infini) pp-433-4 b=Fuv-1 cf
1 (Chap. 9. De la diffusion de la chaleur q 424 imaginar
§2 Du mouvement libre de la chaleur dans un solide infini) pp-513-9 giaty
on obtient ainsi, de la maniere la plus briéve, les valeurs de a1, a2, az, --- , a;, ---

ai

qui sont

/ga(z)sinzdz, ag =

En les substituant, on a (D)r (=(40)).

2

™

2

™

/gp(z)sin 2xdx, a3z =
T

(42)

where, S means a summation symbol for the trigonometric series in Fourier’s n-body-model
analysis.

ggpx = sinz S(pzsin.xdr) + sin 2z S(prsin .2xdx) + - - - + siniz S(pzsin .dzxdr)---

32 [43, p.217]

3lef. Grattan-Guinness [43, 963, p.216-7].
32cf. § 3.3. Grattan-Guiness discusses the n-body-model analysis in [43, pp.241-9].

27

/cp(x) sin 3zdz, -+ ,a;

[17, 9220-221, pp.210-212)]

31Here, in the Fourier’s first version, or, the manuscript in 1807, (D)g (=(40)) corresponds with

2

™

/ o(x) sinizdzr (41)

(42)




€ 224—231. ( Trigonometric series by cosine with multiple angles. )

(m)r  @(x) = agcos 0x + ay cos x + as cos 2z + az cos 3x + - - - + a; cosix + - - - (43)
=
1 ™ ™ ™
W) r gtp(ac) = 5/ o(x)dr + cosx/ o(x) cosz dx + cos 230/ o(x) cos 2z dx
0 0 0
+ cos 3x/ o(x)cos 3z dx + - - - (44)
0
232. ( Trigonometric series by sine with multiple angles.
g y p g
(1)F g@(z) = Sinx/ o(z)sinz dr + sin Qx/ @(x) sin 2z dr + sin 3z/ o(x)sin3z dr + -+ (45)
0 0 0

9§ 235. The development of function in the trigonometric series.

Nous aurions a ajouter plusieurs remarques concernant 1'usage et les propriété des séries
trigonométriques ; nous nous bornerons a énoncer brievement celles qui ont un rapport
plus direct avec la théorie dont nous nous occupons.

1. Les séries ordonnées selon les cosinus ou les sinus des arcs multiples sont
toujous convergentes, c’est-a-dire qu’en donnant a la variable une valeur
quelque non imaginaire, la somme des termes converge de plus en plus vers
une seul limite fixe, qui est la valeur de la fonction développée ;

2. Sil’on a 'expression de la fonction f(x) qui répond & une série donnée

a+bcosx + ccos2x + dcos3x +ecosdx + - - -
et celle d’'une autre fonction ¢(z), dont le développement donné est
o+ fBcost + ycos2x + dcos3x + ecosdx + - -
il est facile de trouver en termes réels la somme de la série composée
ac+b0+cy+dd+e+---
et, plus généralement, celle de la série
ac + b cos x + ¢y cos 2x + db cos 3x + e cos dx + - - -

que 'on forme en comparant terme a terme les duex série données. Cette
remarque s’applique & un nombre quelconque de séries.

3. La série (p)(art.233)3? qui donne le développment d’une fonction F(x) en un
situe de sinus et de cosinus d’arcs multiples peut étre mise sous cette forme

1
ﬂF(%‘):i/F(a) doo + Cosx/F(a)cosa da+cos2x/F(a)cosQa doo+ - -

+ sinx/F(oz)sinoz da+sin2x/F(a)sin2a do+---  (46)
« étant une nouvelle variable qui disparait apres les intégrations. On a donc

+m 1
mF(x) :/ F(a) da<§ —i—cosxcosa—i—cos%vcos?a—i—---+sinxsina+sin2xsin2a+---)

ou

F(z) = l/J”rF(a) da(%—{—COS(CE—O&)—|—C082($—a)—|—cos3(x—a)_|_...)

T™J—n

33cf. The series are the equation replaced « in the right-hand side of (46) with z.
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Donc, en désignant par

Z cos i(r — )

aura

F(x) = %/F(a) da[%—FZCOS i(x—oz)]

4. (citation omitted by the auther of this paper.)
[17, 9 235, p.232-3]

Chapter 4 Du mouvement de linéaire et varié de la chaleur dans une armille, pp 239-303.

§ 1 Solution générale de la question, pp.239-253.

q 238.

L’équation qui exprime le mouvement de la chaleur dans une armille a été
rapportée dans l'article 105 ; elle est

) ov K 0% hl
_—— Y — ———
P 9t~ CDos?2 CDS

Il s’agit maintenant d’integrer cette équation ; on écrira seulement
ov k82v
ot 0x2

la valeur de k représentera C%, celle de h sera % ; x désigne la longueur de

I’arc compris entre un point m de anneau et ’'origine o ; v est la température que

I’on observerait en ce point m apres un temps donné ¢t. On supposera d’abord

— hv;

v = e My, u étant une nouvelle indéterminée ; on en tirera
ou 0%u
ot 0x?

or cette derniére équation convient au cas ou l'irradiation serait nulle a la surface,
puisqu’on la déduirait de la précédente en y faisant h = 0 ; on conclut de la
que les différents points de I'anneau se refroidissent successivement, car ’action
du milieu, sans que cette circonstance trouble en aucune maniere la loi de la
distribution de la chaleur.  [17, § 238, p.239-40]

9 239. Constitution of a general solution by the special solutions.

La question étant réduite a intéger I’équation

ou k32u

ot 0x?
on cherchera, en premier lieu, les valeurs particulicres les plus simples que 1’on
puisse attribuer a la variable u ; on en composera en suite une valeur générale, et
I’on démonstrera que cette valeur est aussi étendue que l'intégrale, qui contient
une fonction arbitraire en x, ou plutét qu’elle est cette intégrale elle-méme, mise
sous la forme qu’exige la question, en sorte qu’il ne peut y avoir aucune solution
différente.

On remarquera d’abord que I’équation est satisfaite si ’'on donne a u la valeur

particuliére ae™ sin nx, m et n étant assujettis a la condition m = —kn?. On
prendra donc pour une valeur particuliere de u la fonction

_kn2t .
ae F"tsin na
- (omitted.) ---
On arrivera aux mées conséquence en prenant, pour valeur particuliere de wu,
29



kn2t

la quantité ae™ cos nx ; on a aussi 2nmr = 2im et n = . ; donc I'équation
—kn?t _kiZt i
U = ae CoS Nr =ae r? COS —
r

exprimera le mouvement de la chaleur dans I'intérieur de 'anneau, si les températures
initiales sont représentées par a cos &

Dans tous ces cas, ou les températures données sont propotionelle aux sines
ou cosinus d'un multiple de I'arc 7, les rapports établis entre ces températures
subsistent contiellement pendant la dueée infinie du refroidissement. Il en serait
de méme si le températures initiales étaient représentées par la fonction

(asin nxz+bcos nr =) asin — +bcos —,
r r

1 étant un nombre entier, a et b des coefficients quelconques. (17, 9 239,
pp.240-2]

§ 2 De la communication de la chaleur entre des masses disjointes, pp.253-303.
Here is Fourier’s premier object of the study of heat mentioned in the preliminary as follows :

Nos premieres recherches analytiques sur la communication de la chaleur ont
eu pour objet la distribution entre des masses disjointes ; on les a conservées
dans 1Is Section II du Captre IV. Les questions relatives aux corps continus, qui
forment la théorie proprement dite, ont été resolues plusieurs années aprés ; cette
théorie a été exposée, pour la premiere fois, dans un Ouvrage manuscrit remis
a la fin de 'année 1807, et dont il a été publié un extrait dans le Bulletin des
Sciences (Société philomatique, année 1808, p.112-116). [17, p.xxvi]

q 253.

La valeur génénale de a,, étant

—— [sin mu — sin(m — 1)u]
sinu
on aura, pour satisfaire a la condition a,11 = a,, ’équation

sin(n + 1)u — sinnu = sinnu — sin(n — 1)u,
d’ot l'on tire

. s
sinnu =0, u=1—
n

7 étant la demi-circonférence et ¢ un nombre entier quelconque, tel que 0, 1, 2, 3,--- ,n—
1. On en peut déduire les n valeurs de g ou hfm ; ainsi, toutes les racines de
I’équation en h, qui donnent les valeurs de h, A/, h”, --- sont réelles, negatives

et fournies par équations

K . K . ne K .
h:—QEsmV(O%), h':—2EsmV(1%), L 1):—2EsmV((n—1)%),

(17, 9 253, p.262]

€ 267. ( The n equations : (m) with transfer matrix of (n x 2n).)

30



6.1. Transfer array by Fourier.

P P P P
a1 = A;sin0.0°T 4 Aysin 0.1 + Aysin0.2°5 4. 4 A, sin 0.0 -2
n n n n

2 2 2 2
+ Bjcos O.O—W + Bs cos 0.1—7T + B3 cos 0.2—7T + .-+ 4+ B, cos O.n—ﬂ-
n n n n

p P p 2
as = Apsinl1.0ZT + Apsin 1128 + Aysin1.228 4. 4 A, sinl.n="
n n n n

2 2 2 2
+ Bjcos 1.0—7T + B cos 1.1—7T + B3 cos 1.2—7T +---+ B, cosl.n—ﬂ-
n n n n

2 2 2
an, = Ajsin(n— 1)0—7T + Ay sin(n — 1)1—7T + Az sin(n — 1).2—7T + e
n n n
2 2 2
+ Bjcos(n— 1)0—7T + By cos(n — 1)1—7T + Bz cos(n — 1)2—7T -
n n n
T
[ al az as -+ Qp }
sin0.02% sin0.12% sin0.22% ... sin0.n%" c0s0.02% c0s0.12% c0s0.22% ... cos0.n2C
sin1.0=% sin1.1<F sin1.22F .- sinl1.n“® cos 1.0 cos 1.1ﬁ cos 1.2ﬁ -+ cosl.n=t
= sin2.05F sin2.12% sin2.22% ... sin2.n=% c0s2.05 cos2.15% cos2.25% --- cos2.n=r
sin(n — 1)02% sin(n — 1)12F sin(n — 1).22% ... cos(n — 1)02% cos(n — 1)12X cos(n — 1)22Z ...
X [A1A2A3---AnBlBng---Bn}T
9§ 271. ( The coefficients A; and B; of the equation m.)
1 - . . 2r 1 - ) . 2 .
§nAj = Zai sin (i —1)(j — 1);, §nBj = Zai cos (i —1)(j — 1)7, j=1,--+,n (48)

i=1 i=1

Chapter 5 De la propagation de la chaleur dans une sphére solide, pp 304-331.

§ 1 Solution générale, pp.304-316.
9 283.

La question de la propagation de la chaleur a été exposée dans la Chapitre II,
Section II, article 117 ; elle consiste a intégrer I’équation

ov k(@% 2@)

ot \o22 " 20z

en sorte que l'intégrale satisfasse, lorsque x = X, a la condition

ov

—+hv=0

ox
Si 'on fait y = vx, y étant une nouvelle indéterminée, on aura, apres les substi-
tutions,

Oy, _ %y

ot 0x?
ainsi il faut intégrer cette derniere équation, et I'on prendra ensuite v = 2. [17,

q 283, pp.304-5]

€ 284. ( Deduction of the determinated equation of the root )
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Soit y = €™, u étant une fonction de x, on aura

0%u

o2

On voit d’abord que, la valeur de ¢ devenant infinie, celle de v doit étre nulle
dans tous les points, puisque le corps est entierement refroidi. On ne peut donc
prendre pour m qu’une quantiteé négative. Or k£ a une valeur numérique positive
; on en conclut que la valeur de u dépend des arcs de cercle, ce qui résulte de la

, . 2 .
nature connue de ’équation mu = k%. Soit

mu =k

u = Acos nx+ Bsin nx
on aura cette condition
m = —kn?

Ainsi 'on peut exprimer une valeur particuliere de v par I’équation

e—ant
v = <A cos nz + Bsin nx) (49)
x
n est un nombre positif quelconque, et A et B sont des constantes. On remarquera
d’abord que la constante A doit étre nulle ; car lorsqu’on fait x = 0, la valeur de
v, qui exprime la température du centre, ne peut pas étre infinie ; donc la terme
Acos nzx doit étre omis.
Du plus, le nombre n ne peut pas étre pris arbitrairement. En effet, si, dans
I’équation déterminée
ov
— +hv=0 50
o (50)
on substitute la valeur de v, on trouvera
nx cos nx+ (ha —1)sin nx =0 (51)

Comme I’équation doit avoir lieu a la surface, on y supposera x = X, rayon de
la sphere, ce qui donnera

nX

tan nX L=hX
Soit A le nombre 1 — hX et posons nX = ¢, on aura
€ —
tan €

Il faut donc un arc € qui, divisé par sa tangente, donne un quotient connu A, et

I’on prendra
€
"TX
Il est visible qu’il y a une infinité de tels arcs, qui ont avec leur tangente un
rapport donné ; en sorte que I’équation de condition
nX
tan nX
a une infinité de racines réelles.  [17, § 284, pp.305-6]

—kn3t

=1—-—hX

e

After supposing A = 0 of (49), Fourier substitutes v =

equation (51).
€ 288. ( The determinating equation for real root using 'procéde d’approximation’. )

(sin nx) for (50), then gets the

Fourier

proposes the method, which is nearly the what is called Newton approximation or the Newton

32



method. We iterate the approaching by differentiation until we get the root of the crossing point

made with the tangent and the curve : x,11 = x, — ]{C,(é’;)), f(x,) #0.

La régle que 'on vien d’exposer pouvant s’appliquer au calcul de chacune des racines
de I’équation
€

=1-hX, (52)

tane
qui ont d’ailleurs des limits données, on doit regarder toutes ces racines comme des nom-
bres connus. Au reste, il était seulement nécessaire de se convaincre que ’équation a une
infinité de racines réelles. On a rapporté ici ce procédé d’approximation, parce qu’il est
fondé sur une construction remarquable qu’on peut employer utilement dans plusieurs cas,
et qu’il fait connaitre sur-le-champ la nature et les limits des racines ; mais 'application
qu’on ferait de ce procédé a I’équation dont il s’agit serait beaucoup trop lente ; il serait
facile de recourir dans la pratique & une autre méthode d’approximation. [17, § 288,
p.311]

q 290

Désignons par nq, no, ng, ng, --- les quantités qui satisfont a I’équation
nX
tannX

et que 'on suppose rangées par ordre, en commencant par la plus petite ; on
formera I’équation générale

=1-hX,

kn2t k k

_ — . 7k:n§t : — ngt . — nit :
VLT = aie sinnix + ase SIn nox + ase smnsx + age sinngqx + - - -

Si l'on fait t = 0, on aura, pour exprimer 1’état inital des températures,
VT = a1 Sinnix + a9 sinneox + agsinnsx + a4 sinngx + - - -

La question consiste a déterminer, quel que soit 1’état initial, les coefficients
ai, ag, as, ag, ---. Supposons donc que connaisse les valeur de v depuis z = 0
jusqu’a x = X, et représentons ce systéme de valeurs par f(X), on aura

1 . . . .
(e)p F(x) = ;{al SIN N1 + a2 SINN2X + a3 SINN3T + Ay SN N4T + - - }

Here, G.Darboux comments F'(z) as follows :

Fourier va déterminer les coefficients a1, as, ag, agq, ---, mais en admettant le
développment est possible, quelle que soit la fonction arbitraire F'(x) qui définit
I’état initial ; or c’est la un point qui n’est nullement démontré. Poisson, qui
a signalé ce défaut de la solution de Fourier, a proposé, dans sa Theorie de la
chaleur, une méthode d’exposition differente, mais qui ne fait que reporter sur
un autre point exactment la méme difficulté. G.D. [17, § 290, p.312-3]

q 291.

La fonction arbitraire F'(x) entre dans chaque coefficient sous le signe de I'intégration
et donne a la valeur de v toute la généralité que la question exige ; on parvient
ainsi a I’équation suivante :

2 X — ﬁ sin 2n1 X X — ﬁ sin 2noX
33
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Telle est la forme que 'on doit donner a l'intégrale générale de 1’équation

ov 0%v  20v

— = k— + ——

ot 0x?  x0x
pour qu’elle représente le mouvement de la chaleur dans la sphere solid. En effet,
toutes les conditions de la question seront remplies :

1. L’équation aux différences partielles sera satisfaite.

2. La quantité de la chaleur qui s’écoule a la surface conviendra a la fois a
I’action mutuelle des derniéres couches et a l'action de ’air sur la surface,
c’est-a-dire que ’équation

ov

97 + hv =0,
a laquelle chacune des parties de la valeur de v satisfait lorsque x = X, aura
lieu aussi lorsqu’on prendra pour v la somme de toutes ces parties.

3. La solution donnée conviendra a 1’état initial lorsqu’on supposera le temps
nul. [17, 9 291, p.314-5]

§ 2 Remarkes diverses sur cette solution, pp.317-331.
€ 305. The very suitable in geometrical structure to explain the equation (52).

L’usage que l'on a fait précédement de ’équation

RN (54)

tane
est fondé sur une construction géométrique qui est trés propre a expliquer la na-
ture de ces équations, En effet, cette construction fait voir clairement que toutes
les racines sont réelle ; en méme temps elle en fait connaitre les limits et in-
dique les moyens de déterminer la valeur numérique de chacune d’elle. L’examen
analytique des équations de ce genre donnerait les mémes résults. On pourra
d’abord reconnaitre que 1’équation précédente, dans laquelle A est un nombre
connu, moindre que 'unité, n’a aucune recine imaginaire de la forme m +n+/—1.
Il suffit de substituer au lieu de ¢ cette derniér qantité, et 'on voit, apres les
tranformations, que le premier membre ne peut devenir nul lorsqu’on attribue a
m et n de valeur réelles, & moins que n soit nulle. 3* On démontre aussi qu’il ne
peut y avoir dans cette méme équation

g€cose — Asine
¢ —Atane=0, ou —— =
cos e
34Ecrivons en effet I’équation sous la forme % =cote.
En remplagant € par = + yi et égalant les parties imaginaries dans les deux membres, on trouve

Ay e — e

22 +y2  (e¥ —eV)2 +4sin’x
Il est aisé de voir que cette équation ne peut étre vérifiée quand y est différent de zéro et que le second membre
y est toujours plus grand en valeur absolue que le premier. En effet, de second membre peut s’écrire

(5= (1 @)

eY+e Y S 4sin’z 4z

1
ey e i

Or on a

Le second membre est donc plus grand que

(/043 - = &

il ne peut donc étre égale a cette expression multipliée par la fonction .

Il y a dans la suite de cet article un certain nombre de points inexacts ou contestables ; mais, comme on pour-
rait le supprimer en entier sans interrompre la suite dos idées, nous nous sommes contenté de reproduire sans
changement le texte de Fourier. G.D.
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aucune racine imaginaire, de quelque forme que ce soit.

En effet :

1. les racines imaginaires du facteur —

cos e
€ — Atane = 0, puisque ces racines sont toutes de la forme m + nv/—1 ;

2. I’équation sine — $ cose = 0 a nécessairement toutes ses racines réelles lorsque A
est moindre que l'unité.

= 0 n’appartiennent point a 1’équation

Pour prouvercette derniere proposition, il faut considérer sine comme le produit
d’une infinité de facteurs, qui sont
2 2 2 2

(1-2)(- 7)1 ) (1 )+

est considérer cose comme dérivant de sine par la différentiation. On supposera
qu’au lieu de former sine du produit d’un nombre infini de facteurs on emploie
seulement les m premiers, et que 'on désigne le produit par ¢,,(g). Cela posé,
on aura ’équation
em(€) = < m(e) = 0.

Or, en donnant au nombre m ses valeurs successives 1, 2, 3, --- depuis 1 jusqu’a
I'infini, on reconnaitra, par les principes ordinaires de 1’Algebre, la nature des
fonctions de € qui correspondent a ces différentes valeurs de m. On verra que,
quel que soit le nombre m des facteurs, les équations en € qui en proviennent
ont les caracteres distinctifs de celles qui ont toutes leurs racines réelles. De la
on conclut rigoureusement que 1’équation (54) dans laquelle A est moindre que
I'unité, ne peut avoir aucune racine imaginaire. Cette méme proposition pour-
rait encore étre déduite d’une analyse différente que nous emploierons dans un
des Chapitres suivants. [17, 9305, pp.329-330]

G. Darboux remarks (54) is not equal (55), namely
v Ay
1.2 + y2 .%'2 + y2
and Fourier’s description has many mistakes in the following articles.

Il y a dans la suite de cet article un certain nombre de points inexacts ou con-
testables ; mais, comme on pourrait le supprimer en entier sans interrompre la
suite dos idées, nous nous sommes contenté de reproduire sans changement le

texte de Fourier.[17, 9305, p.330]
35

§ 6 De mouvement de la chaleur dans un cylindre solide, pp.332-358
Fourier deduces solution of the heat equation from the general solution summed particular
solutions by using integral. From here, we see that our problems discussing between Poisson
and Fourier is not only the problem on the roots of the solution, but also the problem of integral
of the equations.
q 306.

Le mouvement de la chaleur dans un cylindre solide d’un longueur infinie est
représenté par les équations
ov K (821) 1 (%) h ov

9 —cD\owz Trar) K YT ar

35Today we state the relation of Euler as not sinz = —1i(e” —e™") but sinz = —Li(e™ — ™).
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TABLE 6. The problems objected by G.Darboux in Fourier’s Théorie analytique
de la chaleur [17]. Remark ; article® : we cite this article in our paper.

cited
no|Title of chapter/section article* description by G.Darboux
pages
(Chap. 5. De la propagation de la chaleur
N . q 305%
dans une sphere solide . . .
1 . . pp-329-31, |inexacte ou contestable de imaginaires
§2 Remarques diverses sur cette solution
. . fn. by G.D.
dans un solid infini)
9 308+ L . sz
9 (Chap. 6. Du mouvement de la chaleur 335.7 (G.D.) Cette objection de Poisson avait été
dans un cylindre solide) Pp- ' |trés sensible a Fourier.
fn. by G.D.
(Chap. 9. De la diffusion de la chaleur q 377 (,G'D') Cette pfxrtle des raisonnements Hous
. échappe complétement, et nous croyons méme
3 [§2 Du mouvement libre de la chaleur pp-437-8, . . . :
S o que les résultants énoncés par Fourier sont
dans un solid infini) fn. by G.D.|.
Inexactes.
On voir par ce résultat que, plus les points dont
on veut déterminer la température au moyen de
(Chap. 9. De la diffusion de la chaleur q 381 I’équation réduit sont éloignés de l’origine, plus
41§82 Du mouvement libre de la chaleur pp-442-3, |il est nécessaire que la valeur du temps écoulé
dans un solid infini) fn. by G.D.|soit grande. (sic.)
(G.D.) Les explications données plus haut
montrent que ces conclusions sont inexactes.
binéme formé de réel et imaginaire,
q 420 (G.D.) Les intégrales données ici par Fourier
5 (Chap 9. De la diffusion de la chaleur 505 ne peuvent avoir aucun sens, puisque les élements
§4 Comparison des intégrales) ?r? b ’G D de ces intégrales ne tendent pas vers zéro
Bl P dépassent méme toute grandeur donnée lorsque
p grandit indéfiniment.
s q 422
(Chap. 9. De la diffusion de la chaleur . . .
6 §4 Comparison des intégrales) pp.507-9, [inexacte de imaginaires
P & fn. by G.D.

que l'on a rapporées ( p.97 et suivantes ) dans les articles 118, 119, 120. Pour
intégrer ces équations, on donnera en premier lieu a v une value particuliere tres
simple, exprimée par I’équation

v=e "y (56)

m est un nombre quelconque et u une fonction de x. On désigne par k le coefficient
C% qui entre dans la premiere équation, et par h le coefficient % qui entre dans

la seconde.
ov K /9% 10v v 10v 10v
5 = opla * o0) 92 Tzor kot O (57)
h ov oV
?V—F%—O = hV—F%—O, (58)

En substituant la valeur attribuée & v, on trouve la condition suivante :3

d®u  ldu m

dz?  wzdx k (59)
On choisira donc pour u une fonction de x qui satisfasse a cette équation différentielle.
11 est facil de voir que cette peut étre exprimée par la série suivante

_ ng 92.’E4 93566 94568
YS T T ep T epe T poes T
36From (56), if we get gi’; +18v _ 19v =0, then we get (59), where, we don’t use (60).
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TABLE 7. ’Defective’ description objected by Poisson. Remark ; article® :

we

cite this article in our paper, R : transcendental, H : heat, I : integral, E : elastic
solid, F : fluid, D : defect in Fourier

cited .
no|Papers objected by Poisson article® Objecting papers by Poisson cited R
pages pages
=Fourier [31],1822 € 200+ Poisson pointed out
1 Théorie analytique de la chaleur. 319313 developed coefficient of F'(x) by R
( Deuxiéme Edition, ?r? b -G D7 Fourier, but Poisson himself didn’t
edit. by G.D.[17], 1888) - Y solved it
Fouri 1],1822
'? hé?)liirelze;n[ZI}]I’tiSue de la chaleur. 91 305+
2 . A pp-329-331, R
( Deuxiéme Edition, . by G.D
edit. by G.D.[17], 1888) i
=Fourier [31],1822 9 306*,7,8%,
3 Théorie analytique de la chaleur. 9,10*-320 R
( Deuxiéme Edition, pp.335-358,
edit. by G.D. [17], 1888) fn. by G.D.
=Fourier [34], MSA 7(1827), 605-624
Mémoire sur la distinction des racines
imaginaires, et sur 'application des
4 |théorémes d’analyse algébrique aux R
équations transcendentes qui
dépendendent de la théorie de la
chaleur
<Poisson [92], MAS 8(1829), To Fouri
357-570. Lu : 14/apr/1828 o Toutier
5 . L en défaut (R
Mémoire sur ’Equilibre et le 367-8
Mouvement des Corps élastiques p-
=TFourier [35], MAS 8(1829), 581-622.
6 |Mémoire sur la théorie analytique p.616 R
de la chaleur
«<Poisson [95], MAS 9(1830), .
89-95. Lu : 2/mars/1829 To Ff)urler
7 . , . en défaut R
Note sur les racines des équations 91
transcendentes p-
=Fourier[36], MAS 10(1831), 119-146.
From
Lu:9/mars/1829 .
. , . Poisson
8 |Remarques générales sur 'application , R
. ) . en défaut
des principes de 'anayse algébrique
. . pp-125-6
aux équations transcendantes
<Poisson [96], JEP 13(1831), 1-174. |(différential
Lagrange [56], Lu: 12/0ct/1829 exacte)
9 Cauchy [9], Mémoire sur les équations générales |demon
Power [107], de I’équiblibre -stration
Stokes [111] et du mouvement des corps solides |en défaut
élastiques et des fluides p-174

m

g désignant la constante

étant connu, et 'on a

T

On examinera plus particulierement par la suite
I’équation différentielle dont cette série derive ; on regarde ici la fonction v comme

v=e 9y

pour la valeur particuliere de v.
L’état de la surface convexe du cylindre est assujetti a une condition exprimée
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par I’équation déterminée
ov
hV 4+ — =0,
oz

qui doit étre satisfaite lorsque le rayon = a sa valeur totale X ; on en conclura
I’équation déterminée

h 91'2 92.%'4 931.6 g4x8 _ 29X 492X3 6g3X5
(1 T top T ppe t 2pee ) T2 2242 T 224202
Ainsi le nombre g qui entre dans la valeur particuliere e 9% n’est point arbitraire
: il est nécessaire que ce nombre satisfasse a ’équation précédente, qui contient

get X.

Nous prouverons
e que cette équation en g, dans laquelle h et X sont des quantités données, a
infinité de racines,
e et que toutes ces racines sont réelles.

une

Il s’ensuit que ’'on peut donner a la variable v une infinite de valeurs particulieres,

de la forme e~ 9%y, qui différeront seulement par I'exposant g. On pourra donc
composer une valeur plus générale en ajoutant toutes ces valeurs particulieres,
multipliées par des coefficients arbitraires. L’intégrale qui servira a résoudre dans
toute son étandue la question proposée est donnée par ’équation suivante

v =are 9%y + ase 92 uy + aze B g + - - -

® g1, g2, g3, --- désignent toutes les valeurs de g qui satisfont 1’équation
déterminée ;

® uy, ug, ug, --- désignent les valeurs de u qui correspondent a ces différentes
racines ;

® a1, ao, ag, --- sont des coefficients arbitraires, qui ne peuvent étre déterminés

que par I’état initial du solide.

q 308.

62 3 6

=f0)=1-10 — —-=0
v=IO=1-0% G~ e @y
dy d?y
——Z 4+ —= =y — Oy =
= y+d9+d92 y—y+0y=20
dy d?y dy d?y 3y d?y d3y dy
—-4+0—=0, —+2—+4+0—=0, —-+3—=+60—=0,---
y+d9+ dn? ’ d9+ dn? * do? T dp? * do3 + do* ’
et, en générale,
diy ‘ di—l—ly di+2y
40t +(i+1) doi+1 + 0d9i+2 =0
Or,
e si 'on écrit dans l'ordre suivant I’équation algébrique
X=0
et toutes celles qui en dérivent par la différentiation
dX d*X B3X
X=0, —=0, —=0, —=0
T odw T da? T da? ’

e ct si I'on suppose que toute racine réelle d’une quelconque de ces équations,
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étant substituée dans celle qui la précede et dans celle qui la suit, donne deux
résultants de signe contraire, il est certain

e que la proposée X = 0 a toutes ses racines réelle,

e ct que, par conséquent, il en est de méme de toutes ses équations subordonées

X _ X BX

de 7 dz? 7 dad ’
ces propositions sont fondées sur la théorie des équations algébriques et ont été
démontrées depuis longtemps.  [17, § 308, pp.335-7]

Fourier’s proof in other word is as follows :

Il suffit donc de prouver que les équations

d d?
y:07 _y:07 —2:07 Tty
dé de
remplissant la condition précédente. Or cela suit de ’équation générale
dly ‘ diJrl y dz+2
a0 (i + 1)d9i+1 T 9d6’l+2 =0
car, si l’on donne a ¢ une valeur positive qui rend nulle la fluxion® -4 les deux autre
termes do91 Y et de,iQ recevront des valeurs de signe opposé. A l’egard des valeurs négatives

de 0, il est visible, d’apres la nature de la fonction f(6), qu’aucune quantité negative
mise a la place de # ne pourrait rendre nulle ni cette fonction, ni aucune de celles qui
en dérivent par la différentiation ; car la substitution d’une quantité négative quelconque
donne & tous les termes le méme sign. Donc on est assuré que 1’équation

y=0
a toutes ses racines réelles et positives. [17, § 308, pp.335-7]

%Ratio of flux, which is the technical term used by Newton’s differential and integral method.

q 310.
De I'équation
dy d%y
—4+60—5=0
(T IT
en déduit ’équation générale
d- dit1 dit2
R | i i

doi dgi+1 dgit+2
et si, I'on suppose 8 = 0, on aura I’équation

d1+1y - 1 dzy
dotl 4 1de
qui servira a déterminer les coefficients des différents termes du dévelopment de
la fonction f(#) ; car ces coefficients dépendent des valeurs que regoivent les
rapports différentiels lorsqu’on y fait la variable nulle. En supposant le premier
connu et égal a 1, on aura la sérvie
62 63 6
1+ -7
VST e e e
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TABLE 8. Usage applying the De Gua’s theorem to the transcendental equation

and its results. Remark ; article* :

we cite this article in our paper

name
no|bibliography Applying to transcendental equation |result
article*
= on aura donc par conséquence
quantité qui sera toujours négative,
. X =€+ be™ =0, quel que soit le nombre entier i ;
Poisson a > 0, const. # 1, b : arbitrar et cependent 1’équation proposée
1([87, 9 68, pp. 381-3] ’ A Y P q prop

1823

= X(i—l)X(i-l—l)
—b2(1 o a)2a2i7162am <0

X=e"+0be"=0

a infinité de racines imaginaires
b > 0 : no root,

b <0 : unique real root

X =e" —be™ =0,

Chacunne de ces équations
a une seule racine réelle

¢ L finité d o
9 Poisson a>0,b> 0, const. et une infinité de racines
(95, p.92-3],1830 X dvtex (1 — a)Pa2r e imaginaires,
dXn ' dxnt? T comprises sous la forme :
UZ; — logba"+2imy/—1 banl‘gf’“/__l, 1€Zor0
le)
= e — phe®® = () examp
_ v P @ =2b=1= -2+l — g
5 Fourier (For example,) a =2, b=1 = uni | oot
n n unique real root :
36, p.123],1830  |= LX —ogne2e LIIX . _gniige |77 JRIANE TEITOO 1 i
:>an‘dn+2X:_22n+1e4$:0 an‘H:e (1—2 6):0,6 %O
dX™  dXnF2 = real root of 1 — 2"Fle? =0
() y=¢€"4+be™ =0, a>0,const. |b>0: no root,
# 1, b < 0 : unique real root
Gaston Darboux  |La fonction y est une solution = dans les deux cas, elle a une
(17, 9 308*, p.336] particu2hére de I’équation differentielle :|infinité de racines imaginaires.
4 footnote, 1888, ) 373 —(a+ 1)% +ay=0 Cela suffit, semble-t-il, a décider

(Maybe, refers
Poisson[84])
cf. no.1

a laquelle on peut appliquer litterale-
ment tous les raisonnements de
Fourier.

((8) is applicable to all the reasonings
by Fourier.)

la question.

(Between these two cases, it has
numberless imaginary numbers.
This is sufficient to decide the
question.)

Si, maintenant,

on fait

dans I’équation proposée

+1du d?u
U _— _— =
g rdr  dx? ’
2
T
92_2:9’

et que l'on recherche la nouvelle équation en u et #, en regardent u comme une
fonction de 6, on trouvera

du d?u
L =
u + 20 + 100 0,
40




d’ou 'on conclut

) o+ 92 93 N 94 ) ng N 92564
u = —_ —_—— — —_—— e e ou u = —_ [ —
22 7 (312 T (412 92 9242

(17, 9 310, p.339]

q 374. (Integral of sum of particular solution.)

Pour donner un example de ce calcul, nous ferons usage de la valeur particuliere qui nous
a servi a former l'intégrale exponentielle.
Reprennant donc I’équation

o0 _ o
ot 0z

n2t

(O)r

nous donnerons a v la valeur tres simple e * cos nx, qui satisfait évidement a I’équation

différentielle (b)p. En effet, on en tire

- _th 8?} o 2 82?} o 2
v=e cosnr = E——nv, @——nv
Donc l'intégrale
o0 2
/ e ™ teosnz dn
—00

convient aussi & 1’équation (b)p ; car cette valeur de v est formée de la somme d’une
infinité de valeurs particulieres.

22
Or l'intégrale précédente est connu, et, ’on sait qu’elle équivaut a \/%eﬂ (voir
l'article suivant ). Cette derniere fonction de x et ¢ convient aussi avec ’équation
différentielle (b)p. Il est d’ailleurs tres facile de reconnaitre immédiatement que

12
la valeur particuliere %eTt satisfait a I’équation dont il s’agit.

Ce méme résultat aura lieu si 'on remplace la valeur x par z — «, « étant
une constante quelconque. On peut donc employer comme valeur particuliere la

(@-a)? : \
A{/(Za) e 4t , dans laquelle on attribute a « une valeur quelconque. Par

fonction

(@=o)? e C s s C e
e 4t da satisfait aussi a I’équation différentielle

, oo Af(a)
conséquent, la somme

q ) ffoo NG
(b)F ; car cette somme se compose d’une infinité de valeurs particulieres de la
méme forme, multipliées par des constantes arbitraires. Donc on peut prendre

pour valeur de v satisfaisant a I’équation (b)p
<A (w—a)?
) :/ Merc)c,
—o VI
A étant un coefficient constant. [17, § 374, pp.431-2]
q 375.

La relation qu’on entre elles ces deux valeurs particulieres se découvre lorsqu’on
détermine l'intégrale

o0 2

/ e " cosnx dn (60)
—0o0

Pour effectuer l'intégration, on pourrait développer le facteur cosnz et intégrer

par rapport a n. On obtient ainsi une série qui représente un 'analyse suivante.
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L’intégrale [ e~ cosnx dn se rapporte a celle-ci :

/ep2 cos 2pu dp

en supposant n’t = p? et nz = 2pu. On a ainsi

e 2 1 2
e " leosnx dn = — /ep cos 2pu dp
/oo Vi

On écrira maintenant

1 1
/e_p2 cos2pu dp = §/e—p2+2pu\/—_1 dp + §/e_p2_2pu\/_—1 dp
1 1
— 5671[2 /ep2+2PU\/71+u2 dp+ 56711‘2 /6p22puﬁ+u2 dp
e e e [l

Or chacune des intégrales qui entrent dans ces deux termes équivaut & /7. En
effet, on a, en général,

> 2
NG / e 9 dg
—0o0
et par consequent,

\/7_1' — /OO 6_(Q+b)2 dq

quelle que soit la constante b. On trouve donc, en faisant b = Fuy/—1 et rem-
placant ¢ par p,

o
/ e cos 2pu dp = \/Ee_“2

—00

0 2 T 2
/ e Vleosne dn =]/ —e ¥
oo l

et, mettant pour u sa valeur %ﬁ’ on aura

> 2 T z2
/ e " leosne dn = | —e 4
oo l

€ 399. (Fourier’s remark being due to Poisson[73].) Fourier remarks that he owes the integral
method mentions here to Poisson.

donc 37

En mettant pour v” sa valeur ¢’ + [v!Vdt, et continuant toujours des substitu-
tions semblables, on trouve

v:c—l—/v"dt:c—k/(c”—i—vjvdt) :c+/[c"+/(clv+/v‘/[dt)dt]

ou
" t* v t° VI tt
(Tr v=c+tc +EC + ¢+ —=

3l T

VIIT

3TFrom (60).
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Dans cettet série, ¢ désigne une fonction arbitraire en .
Si 'on veut ordonner le développement de la valeur de v selon les puissances
ascendantes de x, on écrira

0% _Ov
ox2  ot’
et, désignant par ¢, ¢ , ¢ , --- les fonctions
de d*p d3¢
dt’ dt?’ de3’ ’

on aura d’abord

vza—l—bx—l—/dw/v,dx;

a et b représentent ici deux fonctions quelconques de t. On mettra ensuite pour

v, sa valeur
a, —i—b,x—i-/dx/v”dx;

a”—l—b”x—l—/dac/vwdx;

et ainsi de suite. On trouvera, par ces substitutions continuées,

v = a+bx+/dx/v,dx
= a—i—bﬂc—l—/dm/(a7+b7x+/dm/v”dm>dx
= a—i—bx+/dx/ [aj—b@—i—/dx/ <a”—{—bﬁﬂ:—l—/dm/vmda@)dx}dx

ou
2 .%'4 6 3 5 1.7

X X X X
(X)p v=ata—+a, rta, ot tbtbortb b ot (61)

Dans cette série, a et b designent deux fonctions arbitraires de .
e Si, dans cette série donnée par ’équation (X)p, on met, au lieu de a et b,
deux fonctions ¢(t) et 1)(t),
e ct qu'on les développe selon les puissances ascendantes de t, en ordonnant
le résultat total par rapport a ces mémes puissances de t,
on ne trouve qu’un seule fonction arbitraire de z, au lieu des deux fonctions a
et b. On doit cette remarque & M. Poisson, qui ’a donnée dans le Tome VI du

et pour v, sa valeur

Journal de UEcole Polytechnique, page 110. (cf. Poisson [73])

Réciproquement, si dans la série exprimée par 1’équation (T')r, on développe
la fonction ¢ selon les puissances de x, en ordonnant le résultat par rapport a ces
mémes puissances de x, les coeflicients de ces puissances se trouvent formés de
deux fonctions entierement arbitraires de ¢, ce que 'on peut aisement vérifier le
calcul.  [17, 9 399, pp.466-7]

Poisson [73] says in his article as follows :

€40. Prenons pour exemple ’équation fort simple g—; = %, qui reste la méme

quand on y met z + a au lieu de x ; en sort que cette préparation est inutile dans
ce cas particulier ; et en général elle est inutile toutes les fois que la proposée ne

renferme pas la variable suivant laquelle on veut développer 'intégrale.
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Son intégrale en série, ordonnée suivant les puissances de x, et obtenue, soit
par le théoreme de Taylor, soit par la méthode des coéfficiens indéterminés, est
Pt d2F+x2 d4F+x3 d6F+
Y dy? 2 dy* 3
Fy étant une fonction arbitraire et la seule que renfrme cette intégrale. L’intégrale
de la méme équation, ordonnée suivant le puissances de y, serait
2 dox y? dmx oyt dPex  y® dPrx

_ y o apr Yy damr Y vy
z—gpx+y7rx+2 dx +3! dx 4! dz? 5! dx?

px et mx étant des fonctions arbitraires. Ces deux intégrales devant étre équivalentes,

il faut que les deux fonctions px et mx se réduisent a une seule, sans que la sec-
onde valeur de z perde rien de sa généralité ; or c’est ce qui arrive en effet, et pour
le prouver, il suffit de développer les fonctions px et mx suivant le puissances de
x, et d’ordonner la seconde valeur de z, aussi suivant les puissances de x. [73,

pp.109-110]
Poisson continues as follows : assuming that
C 2 D 3 C’ 2 D’ 3
(px:A+Bx+_x+_x+...’ ax=A"+Bx+ x + r I
2 3! 2 3!
then
Fuit d2F+x2 d4F+
Y dy2 2 dy*
By2 B/y3 Cy4 C/y5
— I ...
z = A+Ay+2+3!+4!+5!+
CZ Cl3 562
+ o(BBY + St )+ S (OO )

(63) can be regarded as the development of F'y in respect to y, then (63) is equal to (62).

pp.110]

Il est facile de multiplier les exemples, et en général on verra que les équations
de l'ordre n, dont les intégrales comportent moins de n fonctions arbitraires, sont
de I'espece de celles qui ne peuvent étre intégrées sous forme finie ; c’est méme
parce que ce intégrales sont sous la forme de séries, qui arrive que deux ou un
plus grand nombre de fonctions arbitraires peuvent se réduire a une seul, comme
on vient d’en voir un exemple. [73, pp.110-11]

q 401.
La série (T')r de article 399, qui dérive de I’équation
(a) ov 0%
a —=—
£ ot 0x%’
peut étre mise sous cette forme
v=e""p(x)
On dveloppera ’exponentielle selon les puissances de D, et 'on écrira dd; au lieu

de D, en considérant ¢ comme indece d edifférentiation. On aura ainsi

L)  Ldlp) £ de()
dz? 2 dxt 3! daxb
Suivant la méme notation, la premier partie de la série (X)p (art. 399), qui ne
contient que des puissances paires de x, sera exprimée sousette forme :
cos(zvV—D)p(t).
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. : - 2 .
On développera selon les puissances de z, et l'on écrira j? au lieu de D', en
considérant ¢ comme indece de différentiation. La seconde partie de la série
(X)p se déduit de la premiere, en intégrant par rapport a x et changeant la

fonction ¢(t) en une autre fonction arbitraire ¢(¢). On a donc
v =cos(xvV—=D)p(t) + W

et

W= /0 " cos(ev D)oty de = S0EV=D) 4

38 Ces notations abrégées et connues dérivent des analogies qui existent entre les
intégrales et les puissances. Quant a 'usage que nous en faisons ici, il a pour
objet d’exprimer les séries et de les vérifier sans aucun développment. Il suffit de

différentier sous les signes que cette notation emploie. Par exemple, de I’équation
tD?

v =¢e""p(z) on déduit, en différentiant par rapport a t seulement,
ov 2 0%v
— = D?Pp(x) = D*v = —,
ot P(@) 02

ce qui montre immediatement que la série satisfait a I’équation différentielle (a).
Pareillment, si I'on considere la premiere partie®® de la série (X)p, en écrivant

v = cos(xvV—D)p(t),
on aura, en différentiant deux fois par rapport a = seulement,
0? 0
a—;; = D cos(zvV—D)p(t) = Dv = 8—1;

Donc cette valeur de v satisfait a I’équation différentielle (a).
On trouvera de la méme maniere que I’équation différentielle

0%v n 0%
ox? = Oy?
donne, pourl’expression de v en série développée selon les puissances croissantes
de vy,

(O)F 0,

v = cos(yD)p(z).
Il faut développer par repport a y et écrire % au lieu de D. En effet, on déduit
de cette valeur de v
0%
Oy?

0%

2 2
= —D*cos(yD)p(x) = —D"v = ~ 32

La valeur sin(yD)vy(z) satisfait aussi a différentielle : donc la valeur générale de v est

v = cos(yD)p(x) + sin(y D)y (x)

(17, 9 401,pp.468-9]
q 407.

On déduit immédiatement les valeurs de g et h du résultat connu

VT = / e da.

38The right hand-side is given by the footnote of G.D.
39The first terms of (61) equals cosx = 1 — é + % - %—? + ... = versin z, where, sinx = x — ”g—? + ”g—? -
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En effet, cette derniere équation est identique et, par conséquent, ne cessera point
de I'étre lorsqu’on mettra au lieu de = la quantité

o(Z55)

9

cette substitution donne

V= (L\/é__l> /_Z e*y2‘/*_1dy = L\/\g__l/ (cosy2 - \/—_lsinyQ)dy

Ainsi la partie réelle du second membre de cettre derniére équation est /7, et
la partie imaginaire est nulle. On en conclut

\/277:/cosy2 dy+/siny2 dy, et O:/cosy2 dy—/siny2 dy

ou
oo o0
/ cos y> dy:g:\/g, / sin y? dy:h:\/g
—00 —00

I ne rest plus qu’a déterminer, au moyen de équation (a)r et (b)p, les valeurs
des deux intégrales

[e.e] o0
/ cosy? cos 2by dy, / siny? sin2by dy.
—00 —0o0

Elles seront ainsi exprimées :

o0

o
A:/ cosy? cos2by dy = hsinb® 4+ g cos b?, B:/ siny? cos2by dy = hcosb® — gsinb’.

—00 —00

On en conclut

[ons e (o) [ o o)
COS COS pz = — | COS — Sin — Sin COS pz = — | COS — — SIn —
Y cospE AP = Al (O a) ) JBY CORPEAP =\ 8 g m

écrivant sin 7 ou cos 7 au lieu de \/g , on a

(1) /_Oocosy2 cospz dp = \/?(Sin (%_{_%), (2) /_OosinyZ cospz dp = \/§sin (%_%)

(17, 9 407,pp.481-2]

q 408.

On aura donc, pour exprimer une fonction quelconque des deux variables x et v,
I’équation suivante :

oo

B5) S 0= (5-) [ da [ sa 55 [~ cos pta-a)ap [ cosqty ) da

—0o0
On formera de la méme maniere I’équation qui convient aux fonctions de trois variables,
savoir :

B85) fo )= (32) [ o[ an [ fta 5y
X /_OO cos p(x —a) dp /_00 cosq(y — B) dq/_Oo cosr(z — ) dr
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€ 409. (To make v = u+ W by integral of p(z, y) and ¥ (z, y)).

Par exemple, I’équation différentielle étant
v 0%v 0%
() 2 92 + EIel
on veut connaitre la valeur de v, fonction de x, y, t et tell :
1. qu’en supposant t = 0, v ou f(x, y, t) devinne une fonction arbitraire p(z, y) de

z, Y;
2. qu’en faissant t = 0 dans la valeur de @ ou f'(z, y, t), on trouve une seconde

fonction entierement arbitraire ¥(z, y)

Nous pouvons conclure de la forme de 1’équation différentielle (¢)p que la valeur de v
qui satisfera a cette équation et aux deux conditions précédentes sera nécessairement
I'intégrale générale. Pour découvrir cette intégrale, nous donnons d’abord a v la
valeur particuliere

v = cos mt cos px cosqy.

La substitution de v fournit la condition
P+
Il n’est pas moins évident que l'on peut écrire
v=cos (z —a)p cos(y — B)q cos t/p?+ ¢2

ou encore
v = /da/F(a, ﬁ)dﬁ/cos p(z — ) dp /cosq(y—ﬁ) cos t\/p?+ q¢?% dq

quelles que soient les quantités p, ¢, «, (et F(«, ), qui ne contiennt ni x, ni
y, ni t. En effet, cette derniére valeur de v n’est autre chose qu'une somme de
valeurs particulieres.

Si l'on suppose t = 0, il est nécessaire que v devienne ¢(z, y). On aura donc

ez, y) = /da/F(Oé, ﬁ)dﬂ/cos p(z —a) dp /COSQ(y—ﬁ) d

Ainsi la question est réduite a déterminer F(«, [3) en sortevque le résultat
des intégrations indiquées soit ¢(z, y). Or en comparant derniére équation a
l’equatlon (BB), on trouve

e )= (50) [ do [ pta as [ cos pla—a)dp [ cosaty—5) dy

Donc l'intégrale sera ainsi exprimée :
1 2 o0 o0 o0 o0
v = (2—) / da/ o(a, ﬁ)dﬂ/ cos p(x — «) dp / cos q(y — B) cos t\/p? + q? dq
™ —oo —00 —o0 —0o0
On obtient ainsi une premiére partie u de l'intégrale ; designant par W le seconde partie,
qui doit contenir 'autre fonction arbitraire ¢ (z, y), on aura
v=u+W,

et 'on prendra pour W l'intégrale [ udt, en changeant seulement ¢ en .
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En effet, u devient égale a p(z, y) lorsqu’on fait ¢ = 0 ; et em méme temps W
devient null, puisque I'integration par rapport a ¢t change le cosinus en sinus. De
plus, si on prend la valeur de % et que l'on fasse t = 0, la premiere partie, qui
contient alors un sinus, devient nulle, et la seconde partie devient égale a ¥ (z, y).
Ainsi I'équation
v=u+W

est l'intégrale complete de la proposée.  [17, 9 409, pp.483-5]

7. POISSON’S HEAT THEORY IN RIVALRY TO FOURIER

7.1. Mémoire sur la Distribution de la Chaleur dans les Corps solides [84], 1823.
Poisson [84] traces Fourier’s work of heat theory, from the another point of view. Poisson
emphasizes, in the head paragraph of his paper, that although he totally takes the different
approaches to formulate the heat differential equations or to solove the various problems or to
deduce the solutions from them, the results by Poisson are coincident with Fourier’s. cf. fig.1,
Table 13.
La question que je me propose de traiter a été le sujet d’un prix proposé par
premiere class de l'Institut, et remporté par M. Fourier au commencement de
1812. La piece couronnée est restée au secrétariat, ou il m’a été permis d’en
prendre connaissance : j’aurai soin, dans le courant de ce Mémoire, citer les
principaux résultats que M. Fourier a obtenus avant moi ; et je dois dire d’avance
que, dans tous les problemes particuliers que nous avons pris I'un et I’autre pour
exemples, et qui étaient naturellement indiqués dans cette matiere, les formules
de mon Mémoire coincident avec celles que cette piece renferme. Mais c’est tout
ce qu’il y a de commun entre nous deux ouvrages ; car,

e soit pour former les équations différentielles du mouvement de la chaleur,

e soit pour les résoudre et en déduire la solution définitive de chaque probléme,
j’ai employé de méthodes entierement différentes de celles que M. Fourier a suiv-
ies.  [84, pp.1-2]

AR L X 5 &3 DRI, B 1812 412 Fourier FIZHR T ST B LBEDF—
NOBE OS> FETH o7, BEGRSUIERRRICRE S LHEERRS : Tz o
208 L CRA R 0 ANCAF 2 B 20 s i R A FR 9 2 DI L OIEE 2 dh o 72 5 FAIZH)
DIZRDOFEEF N, il & L THET 72 TORBRBBEIZE L Tix, ROoARGwHICHOEK
(X Fourier KA L7 b D & e &5, LinL, o0 THRIBARDIT LTI
Tt 7e &

o AWy ez e bT 5720,

o TNDEMFER LT 4 DRIBEOIREZIT L7280,

Fourier X & (I RHEAITIER D HEZR T2 H T2,

La solution de ce probleme général se diverse naturallement en deux parties :

e la premiere a pour objet la recherche des équations différentielles du mou-
vement de la chaleur dans 'intérieur et pres de la surface du corps ;

e le seconde, qui n’est plus qu’'une question de pure analyse, comprend l'intégration
de ces équations et la détermination des fonctions arbitraires contenues dans
leurs intégrales, d’apres I’état initial du corps et les conditions relatives a sa
surface.

Il semble, au premier coup d’ceil, que la premiere partie de notre probleme ne
doit présenter aucune difficulté, et qu’il ne s’agit que d’appliquer immédiatement
les principes de physique que nous venons de rappeler. [84, p.4]

Poisson points out the various difficulties of Fourier’s applying to the physical problems :

En adoptant celle qui réduit la sphere d’activité de ce rayonnement a une

étendue insensible, j’ai formé ’équation différentielle du mouvement de la chaleur

dans l'intérieur d’'un corps hétérogene, pour lequel la chaleur spécifique et la
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TABLE 9. Papers by Fourier and Poisson of problems on the transcendental
equation, R : transcendental, H : heat, I : integral, E : elastic solid, F : fluid,

no|Fourier Poisson
Poisson [75], NBSP 6(1808) 112-116
1 (Report of Fourier’s proposition) Mémoire sur la Propagation
de la Chaleur dans les Corps solides
Poisson [77], JEP 9(1813), Cahier16, 215-246
2 L. ey o
Mémoire sur les intégrales définies
Poisson [78], MSMP 9(1814), 167-226
3 L P
Mémoire sur les Surfaces élastiques
Poisson [79], JEP 10(1815), 612-631.
4 Suite du Mémoire sur les intégrales définies,
imprimé dans le volume précédent de ce Journal
5 =Fourier, Bull. Sci., Soc. Philo,1818

cf. [36, p.127]

Poisson [80], MAS 3(1818), 121-176. Lu : 19/juillet/1819
Mémoire sur 'intégration de quelques équations linéaires

6 aux différences partielles, et particulierement de I’équation
générale du mouvement des fluides élastiques
Poisson [81], JEP 11(1820), 295-341.
7 Suite du Mémoire sur les Intégrales définies, Inséré
dans les duex précédens volumes de ce Journal
Poisson [82], JEP 11(1820), 417-489
8 Mémoire sur la Maniére d’exprimer les Fonctions par des
Séries de quantités périodiques, et sur I’'Usage de cette
Transformation dans la Résolution de différens Probléemes
=-Fourier [30], Bull. Sci., Soc. Philo,1820
9 Sur I'usage du théoréeme de Descartes
dans la recherche des limites des racines
cf. [36, p.127,130]
Poisson [83], ACP 19(1821), 337-349.
10 Extrait d’'un Mémoire sur la Distribution de la chaleur
dans les corps solides
=Fourier [31],1822
11| Théorie analytique de la chaleur.
( Deuxiéme Edition, [17], 1888)
<Poisson [84], JEP 12(1823), Cahier 19, 1-144.
12 Mémoire sur la Distribution de la Chaleur dans les Corps
solides
“Poisson [85], JEP 12(1823), 145-162.
Addition au Mémoire precedent, et au Mémoire sur la
13 s . - ,
maniere d’exprimer les Fonctions par des Séries de
Quantités périodiques. cf. Poisson [82]
<Poisson [88], JEP 12 (1823), Cahier 19, 405-509.
14 Suite du Mémoire sur les Intégrales définies et sur la
Sommation des Séries
Poisson [89], ACP 22(1823), 250-269. Lu : 24/mar/1823.
15 Extrait d'un Mémoire sur la Propagation du mouvement
dans les fluides élastiques
16 Poisson [90], ACP 26(1824), 225-45, 442-44
Sur la chaleur rayonnante
=Fourier [32], MAS 4(1824), 185-556
17| Théorie du mouvement de la chaleur
dans les corps solides. I"® partie
=Fourier [33], MAS 5(1826), 153-246
18| Théorie du mouvement de la chaleur

dans les corps solides. I1¢ partie
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TABLE 10. Papers by Fourier and Poisson of problems on the transcendental
equation (continued), R : transcendental, H : heat, I : integral, E : elastic solid,

F : fluid, D : defect in Fourier

no

Fourier

Poisson

19

=Fourier [34], MSA 7(1827), 605-624
Mémoire sur la distinction des racines
imaginaires, et sur I’application des
théorémes d’analyse algébrique aux
équations transcendentes qui
dépendendent de la théorie de la chaleur

Poisson [91], ACP 37(1828), 337-355. Lu : 14/apr/1828

20 Mémoire sur I’Equilibre et le Mouvement des Corps
élastiques. (Extract of [92] )
<Poisson [92], MAS 8(1829), 357-570.

21 Lu : 14/apr/1828, Mémoire sur I’Equilibre et le Mouvement
des Corps élastiques
<Poisson [93], MAS 8(1829), 623-27. Lu : 14/apr/1828

22 Addition au Mémoire sur I’Equilibre et le Mouvement

des Corps élastiques

23

=Fourier [35], MAS 8(1829), 581-622.
Mémoire sur la théorie analytique
de la chaleur

24

Poisson [94], MAS 9(1830), 1-88. Lu : 24/nov/1828
Mémoire sur I’Equilibre fluides

25

<Poisson [95], MAS 9(1830), 89-95. Lu : 2/mars/1829
Note sur les racines des équations transcendentes

26

=Fourier[36], MAS 10(1830), 119-146.
Lu:9/mars/1829

Remarques générales sur ’application
des principes de 'anayse algébrique
aux équations transcendantes

<Poisson [96], JEP 13(1831), 1-174. Lu : 12/oct/1829

27 Mémoire sur les équations générales de 1’équiblibre
et du mouvement des corps solides élastiques et des fluides
28 Poisson [97],1831
Nouvelle théorie de I’action capillaire
29 Poisson [98],1835
Théorie mathématique de la chaleur (I)
30 Poisson [99], ACP 59(1835), 71-102
Théorie mathématique de la chaleur
31 Poisson [100],1837
Note sur un passage de la Théorie des Fonctions analytiques
39 Poisson [101],1837
Remarques sur I'intégrales des fractions rationnelles
33 Poisson [102],1837
Note relative a un passage de la Mécanique céleste
Poisson [103],1837
34 Remarques sur I'integration des équations différentielles
de la Dynamique
35 Poisson [104],1837
Solution d’un problem probabilité
36 Poisson [105],1838
Note sur les limites de la série de Taylor
Poisson [106],1838
37 Note sur I'integration des Equations linéaires Différentielles

partielles
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TABLE 11. The integral problems described in Fourier’s Théorie analytique de

la chaleur [17], Remark ; article* :

we cite this article in our paper.

chant cited description
no secl‘:c) problem article* |description of problems of special solution/general
’ pages solution
ov _ Lig _ N
q 238*.9* o _ ]S&%_ hvc s v = e kn’t (a sin nx + bcos n:n)
1(84.1 |anneau,armille 939-42 | & N %52 ’ 2 ' '
Pp-£0dm28\ 5 = kg5, =e r_Qt(asin 2+ bcos %)
u:une nouvelle indéterminée
v _ k(& z@) n?
2185.1 [sphere solide I 306: ot 7 T ox ) p = <A cos nx + Bsin nw)
pp-304-6 %—i—hv:O, (x = X)
v _ K (0% 1@)
3186  |cylindre solide A 3??2;_3 ‘Zt CBDV< o2 T o )
risme 321 2 2 2 _
4157 fectangulaire :)1.359 % + g_yg * % =0 (ss) ae™™? cosny cospz
(ss) e ™ cos nx cos ny cos pz,
. 1[ 333 o K {82 52 52 m = k(n2 + p2 + q2)7
5(88  |cube solide p.375 % =D <a—$§ + 52T a—zé’) (g5) = ek
X COS NT COS MY COS Pz
e o 4 _
6159 |solide infini ;Tp?j?j_?) & — L <%§ + 2 4 %g) v = ﬁ [ e @ f(x + 2¢v/t)dg
7189 :jpgzgg_ 4 special sol.
8189 :Jp?)zg A6 % % + giyg % 3 dimensions
q 377 o _(a—2)? difusin of heat
9189 pp-436-9 VT avm J T fla) da in the infinite line

conductibilité varient d’une maniere quelque d’un point a un autre. Dans le cas
particulier de I’homogénéité, cette équation coincide avec celle de M. Fourier a
donnée la premier dans le mémoire cité, en la déduissant de I'action des élémens
contigus du corps, ce qui n’a pas paru exempt de difficulté. Outre cette équation,
comme a tous les points du corps, il en existe une autre qui n’appartient qu’aux
points de la surface supposée rayonnante, et que M. Fourier a également donnée.
[84, p.6] ( Italics mine. )

7.1.1. §2, Distribution de la Chaleur dans une Barre prismatique, d’une petite épaisseur.

up

Poisson [84] considers the proving on the convergence of series of periodic quantities by La-
grange and Fourier as the manner lacking the exactitude and vigorousness, and wants to make

to it.

Dans le mémoire cité dans ce n.°, j’ai considéré directment les formules de
cette espece qui ont pour objet d’exprimer des portions de fonctions, en séries
de quantités périodiques, dont tous les termes satisfont & des conditions données,
relatives aux limites de ces fonctions. Lagrange, dans les anciens Mémoires de
Turin, et M. Fourier, dans ses Recherches sur la théorie de la chaleur, avaient
déja fait usage de sembles expressions ; mais il m’a semblé qu’elles n’avaient point
encore été démonstrées d’une maniere précise et rigoureuse ; et c’est a quoi j’ai
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TABLE 12. The integral problems described in Chap. 9, Sect. 2-4 of Fourier’s

Théorie analytique de la chaleur [17] (continued), Remark ; article*

article in our paper

: we cite this

cited description
nol§ |article® description of problems of special/general
pages solution
(a—=)2
q 381 exact sol.=> v = ﬁ Je Tw f(a) da, difusin of heat
4 2 ifusin of hea
10139 pp.442-3  |approximate sol. = v = 2\/1”@67m [ f(@) da in the infinite line
k=K BRAN
55, : conductiblility
11 91399+ Fourier’s Remark due to Poisson’s integral method cf
pp-465-7
401 . 2 2, 2,
12 :Ip.468—9 (@) =2 b)r Zz+ a—yQ =0 general sol.
1[ 402 %v %v %v 9%v o*v
1B | oparo1 |© 2 =aF t 52 (d) o +5at =0
2 4
pp.470-1 (f) @ - ag v 4 b27U + 6 cl
(a) f+°° (o )daf cos p x — a) dp,
v 92 v 8 v
15 404 (f) at_+a +b N tCoes T
pp-474-6 (B) 217r S fla da fioo cos p(x — a) dp,
= — ler _Jr;: fla)da fj;o exp{—t(ap® — bp* 4+ ---)}cos p(z — ) dp
(d) at2 + 54 ozt = 0,
€ 405 p(x) = fF dafcos g(x —a)dq, F(a)= %gp(a),
16 106-9 U= % f_+:: <p(a) do f_+:: cos ¢ cos g(xz — o) dg, v=u+W
Pp: W=+ fj;o () da fj;o sin ¢ cos q(z — ) j—g,
= v=5 _+O°: a)dafj;;cos ¢’cos qlx —a)dg+W =u+W
(1) fj;o cos ¢°cos qz dg = \/?sin (% + %),
q 406 (2) fjoo; sin ¢%cos qz dg = \/tfsin (% — %),
. T z—a)?
17 pp.479-80 (6) u= sin [— 4 ¢ ) ]np(a) da,
a=2x+ 2,u\/_ = da= 2\/_d,u,
= (&) u:\/gfj:; (sin? pu + cos® ) p(z + 2uV/t) dp
9 407
18 v=u-+w
pp.480-2
o f(x, =
9 408
19 pp.482-3 (%) = -, da foooo fla, B dﬂf cos p(x —a) dp f cosq(y — ) dq |cf
(. v = ) =
109« |(© Zx=235+2
20 ot 0%, 0y? sum of special sol.
pp-483-5 ?9? = 83_ + 83_ +
9 410 22 a2 o2
2 |opass-r  |oz2 T oy T oz =0
411 92 a4
22 pp-487-8 (€) o+ 814 + 28z28y2 T o =
qa12 B
23 pp.488-9 v=u-+w
413
24| |pp.489-493, v=u—+w
fn. by G.D.
binéme,
q 420 “Les intégrales données ici par Fourier
25 505 ne peuvent avoir aucun sens, puisque les élements
IfDIf) b ’G D de ces intégrales ne tendent pas vers zéro
SOV M et dépassent méme toute grandeur donnée lorsque
p grandit indéfiniment” (fn. by G.D.)
421
26 ;Ip 506-7 52 v=u+w




taché de suppléer dans ce Mémoire, par rapport a celles de ces formules qui se
présentent le plus souvent dans les applications.  [84, 428, p.46] ( Italics mine.

)

7.1.2. §8, Distribution de la Chaleur dans un Anneau homogene et d’un épaisseur constante.
939 (what is called the Poisson’s kernel)

= — Z/ / cos(y —x)z - p(y + 2nl)dy] e~

We suppose y + 2nl =

= Z/ / cos(z' —x —2nl)z - p(x )dw'} e gz
_ _Z / / cos(a’ — )z - p(a!)da') 2~ d

where 1425 cos2nlz = Z, Regarding that
1+ 22(1 —g)" cos2nlz

converges on Z with respect to g, where g assumed positive and as small as possible.

2
1+ 22(1 —g)" cos2nlz = T 9)2‘(108 glz " (64)
where, 1 — g = r, then
1+ ZZT" cos2nlz = Lo (65)
1—2r cos2lz + r?

(64), namely (65) is what is called the Poisson’s kernel. For the limit equals zero and infinite, it
is necessary that 20z = 2ir + 2/.

29
.
92 + (Z/)2
—bt ! - 2,22 /
e , i N —a“tmi gdz
-y T d ]
T R e e EE
Replacing ¢(2') with fz/, where, f2’ is determinated from the initial state of the annul.
—bt —bt o l - 24,22
—a“t
u= "S5 [ pd + Y 1 ([ eonta! =) - gl ) exp =
1=

7.1.3. §5, E quations différentielles du Mouvement de la Chaleur dans un corps solide de forme
quelconque.

Poisson proposes the different and complex type of heat equation with Fourier’s (a)p. For
example, we assume that interior ray extends to sensible distance, which forces of heat may
affect the phenomina, the terms of series between before and after should be differente.
947 ( Heat equations by Poisson )

On aura enfin

du v du dPu
(a)p E—a<@+@+@) (66)
pour I’équation différentielle du mouvement de la chaleur dans 'intérieur de la masse du corps
que 'on considere.  [84, 947, p.82]

q48
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Cette équation a déja été donnée par M. Fourier, qui ’a déduite de considérations
différentes de celles que nous venons d’employer. On doit remarquer que sa
forme est subordonnée au mode de communication de la chaleur que nous avons
supposé : si 'on admettait, par exemple, que le rayonnement intérieur s’étendit
a des distances sensible, dont la grandeur put influer sur les phénomenes, il
faudrait prolonger le développement de u' — u, suivant les puissances et les pro-
duits de 2/, v/, 2/, au-dela des termes auxquels nous nous sommes arrétés ; d’ou
il résulterait, pour le seconde membre de 1’équation (a)p, une autre forme qui
serait plus compliquée que la précédente. [84, 948, p.82]

(p b5 +x(u—¢) =0 (67)
58

En substituant actuellement cette value de Z—;‘ dans I'équation (f)p (67), de-
vient
(f)p k(Ad—u+A’d +X’d“) Ay —¢)=0 (68)
dx dy dz
Cette équation, importante dans la théorie de la chaleur, est due a M. Fourier, qui
l’a donnée en en omittant la démonstration, du moins, dans le cas général d’un
corps de forme quelconque. Elle aura lieu pour toutes les parties rayonnantes de
la surface :
e si le corps est homogene, et que sa surface ait par-tout % le méme degré de
poli, les deux coefficients k et v seront constans ;
e si, au contraire, le corps est hétérogene, et que sa surface n’ait pas dans tous
les points la méme faculté de rayonner, ils varieront d’un point a un autre,
et devront étre données en fonctions de z, y, z
[84, 958, p.102] ( Italics mine. )

Poisson concludes on this question, priding himsellf on the originality of proof and defending
himself on the lack of exactitude :

Par cette considération, qui se présente la premiere a 'esprit, et que j’avais
autrefois employée, on retouve, comm on voit, I’équation (f) ; mais cette maniere
d’y parvenir, ne me semble pas entierement satisfaisante, en ce qu’elle faisse dans
I’obscurité ce qui se passe tres-pres de la surface, a la profondeur ou les points du
corps rayonnent au dehors, et qu’il en peut résulter quelque doute sur l’exactitude
de léquation ; c’est pourquoi j'ai employé, pour l'obtenir, la méthode exposée
précédement avec tous les détails qu’exigeaient I'importance et la difficulté de la
question.  [84, €61, p.112] ( Italics mine. )

Z DB ZIIRINTEDATE DT, & Eﬁ(@fﬂht‘%@f:ﬁ?\ ZhiZ ioT%T@L
UR :%Lfﬂf)p EFHOMEFTVS, UL, Z2CELRY HIFRS 2 TOE £
TW5 AT ‘wfﬂ*iiwm:ﬁibfw@w %ﬂ

o ZDEZINRMOWIT< %, WHEADK RIS TS T 2 REHIZ > T

HEMND IO XD ITHRIZ o T
o F7m. Iz, ROEMIICEAL TEHETOREMERMIELFHIZR-T20b L
RN ENS T Th A,
FTOHAZ, ARZNEEGELT-010, MECEEILHMLIANLELT L, Exonbb
LA HEEMENZE > TR D FEEZHW=n5TH D,

4osic., partout.
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TABLE 13. The problems of Poisson’s Mémoire sur la Distribution de la Chaleur

dans les Corps solides [84]

material Fourier’s
. . .. descrip- ts by Poi 84
noltitle of chapter/section theme containing OSCHDT | COMIMENTS by FO1sson [84]
tions to Fourier or Laplace
heat .
in [17]
Fourier’s physical value
z . . ’ . . . . d b h. .
1 FEquations différentielles de ]\?ouvemgmﬁ Fle ' equation  |thine bar gained by his experience
la Chaleur dans une Barre d’une petite épaisseur is unacknowledged value
up to then. ([7], p.17)
. Laplace and Fourier’s
. thin bar .
Distribution de la Chaleur dans une Barre N . proofs are inexact and
2 . . B L distribution|in prism .
prismatique, d’une petite épaisseur non-vigorous.
shape
([28], p.46)
3 Distril{ution de} la C/hal'eur dans une Anneau distribution homogeneous §4 Poisson’s kernel
homogéne et d’une épaisseur constante annulus
Distribution de la Chaleur dans une Barre
N . L . . .1 .. |homogeneous
4 [homogene qui rayonne par ses extrémités dans distribution bar
un mileu dont la température varie avec le temps
: . s . bit . .
FEquations différentielles du Mouvement de :}1;; Zgry Fourier omits to prove
5 [la Chaleur dans un corps solide de forme equation solig the convergence.
102
quelconque corps ([58], p.102)
Distribution de la Chaleur dans une Sphere
6 | homogene, dont tous les points également éloignés|distribution|sphere 85
du centre ont des températures égales
Distribution de la Chaleur dans une Sphere
7 |composé distribution|sphere 85
de deux parties de matieres différenties
Distribution de la Chaleur dans un arallel
8 | Parallélépipéde distribution| > 83
N epiped
rectangle homogéne

7.2. Second Mémoire sur la Distribution de la Chaleur dans les Corps solides [87],
1823.
Poisson deduces the following equation (d)p to which he refers in 68 :

bl-1=A4, p(l+1!)-1=B3B, mi
m2l(l+l/) ! . I ml
(d)p (T - (bl+1>B)LCOS LsinL' — (73
mA+ 1)

(

a/2

A+ (01— A)B) sin LsinL' — (ﬂ/lAB It
a

= 5 ——
al

L4+ 1
L mi+l)
a

[+1)

a/

=L

('l + 1))L cos LcosL’

('l — A)) sin LecosL' =0

Poisson introduces two methods to distinguish the root of a transcendental equation :
q68.

L’analyse précédente nous conduit, comme on voit, & un résultat semblable a
celui que nous avons énoncé [n.° 63], et auquel on serait parvenu en suivant la
méme méthode que dans le §V I71.¢ du premier Mémoire. 4! 11y a, cependent, une
différence entre les résultats de ce deux méthodes : par la nature de la seconde, il
ne faut prendre pour m que les racines réelles de I’équation (d)p, sans s’'inquéter
si elle admit des racines imaginaires, tandis que, par la méthode précédente, on
doit prendre pour m tout les valeurs réelles ou imaginaires qui satisfont a cette

41poisson [84].
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équation. Les deux méthodes étant exactes, et leurs résultats devant coincider,
on est porté a conclure de leur rapprochment que ’équation (d)p n’a pas de
racines imaginaires ; mais on n’a aucun moyen de s’en assurer d’une équation
transcendante sont toutes réelles. Fuler a démontré que les équations sin x =
0, cos x =0, n’ont pas de racines imaginaires : d’ailleurs on s’assurer aisément,
a I’égard de ces équations fort simples, que I’on n’y peut pas satisfaire en prenant
r = p+ qv/—1, & moins qu’on n’ait ¢ = 0 ; mais il n’en est pas de méme ; des
qu’il s’agit d’une équation transcendante un peu compliquée ; et d’un autre coté,
les reegles que les géometres ont trouvées pour s’assurer, a priori, de la réalité
de toutes les racines d’'une équation donnée, ne conviennent qu’aux équations
algébriques, et ne sont point applicables en général aux équation transcendantes.
En effet, ces régles se réduissent a deux :

e 'une est celle que Lagrange a donnée, d’apres la consideration de I’équation
aux carrés des différences ; équation que I'on peut regarder comme impos-
sible a former, dans le cas des équations transcendantes :

e l'autre regle se déduit de ’ancienne méthode proposée pour la résolution des
équations numeériques, et connue sous le nom de méthode des cascades ; en
voice ’énoncé le plus général.

[87, pp.381-2]

Poisson explains the méthode des cascades as follows :

Soit X = 0 un équation quelconque dont 'inconnue est x ; désignons, pour
abréger, par X', X”,---, les coefficients différentiels successifs de X, parrapport
a x : sile produit XX” est négatif en méme temps que X’ = 0, que le produit
X'X" soit négatif en méme temps que X” = 0, que X”X® soit négatif en
méme temps que X/ = 0, et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on parvienne a une
équation X = 0, dont on soit assuré que toutes les racines sont réelles, et
qui soit telle que la condition X1 X0+ négatif pour toutes ses racines soit
aussi remplie, il sera certain que I’équation proposée X = 0 n’a de méme que des
racines réelles ; et réciproquement, si 'on parvenient & une équation X @ = 0, qui
ait des racines imaginaires, ou pour laquelle le produit X ¢~ X +1) soit positif,
I'équation X = 0 aura aussi des racines imaginaires. [87, pp.382]

Or, lorsque X = 0 est une équation algébrique du degré quelconque n, on est toujours
certain de parvenir aprés n — 1 différenciations & une équation XY = 0 qui n’a que
des racines réelles, puisqu’elle est du premier degré : c’est cette circonstance qui rend
la regle précédente applicable aux équations algébriques. Mais X = 0 est une équation
transcendante, les équations X’ = 0, X” = 0,---, seron toutes des équations de cette
nature ; et la regle ne pourra plus s’appliquer, & moins que, dans des cas tres-particuliers,
la série de ces équations n’en comprenne une, telle que sin = 0, ou cos = = 0, dont on
sache que toutes les racines sont réelles. [87, pp.382]

BB, X =025 n ROKREFBRATH L, n—1 RO THEICIAR LFF e
X0=1) =0 L22501F, ZNB KR THDGT T ORTRORANDMET 2w T
BERDIZIZORNTH L, Ll X =0IHMEEOBEBGEATHY, X' =0, X" =0,---
REDHEBEAFIZOFOMEEZR -T2 TOFEXNTH S ; TN TEOHANT G 100
MR AH 5, Dlad &b, MO TRERLEG. ZOHRAOBEN—EY) TR,
BTORMPERTHDL RPN TNDHEI%, sin =0 & cos z=0 &NTREKII
TWAHEETHD, (87, pp.382]

Il est & remarquer que lors méme qu’on aurait prouvé, d’apres, la forme ou
quelque propriété d’'une équation transcendante X = 0, que I'on a X X" négatif
pour X' =0, X' X" négatif pour X" =0, X" X® négatif pour X" = 0, et ainsi
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de suite jusqu’a I'infini, on n’en pourrait pas conclure que cette équation X = 0
n’ait pas de racines imaginaires. [87, pp.382-3] 42

Here, Poisson puts a very simple example :
X=€e"+0"=0 (69)

where, we assume a > 0 and b : an arbitrary, given quantities. The equation of an arbitrary
degree with respect to 7 is also

XO = % 4 pet® =

X0 = pgi—1. e’ (1 —a) =0, X0 = pgi . e (a—1)=0,
then
X(i—l) X X(i+1) _ _ba2i—1 X ean(l _ (1)2 =0

Finally, Poisson concludes : the transcendental equation of example (69) has numberless imagi-
naries : if b < 0, (69) has only real root, and if b > 0 no root.  [87, pp.383].

G.Darboux comments if b < 0, (69) has only real root, it is true, however, Poisson doesn’t
put the case of b = 0. cf. Chapter 10, Table 8.

8. THE PHYSICAL STRUCTURE AND MATHEMATICAL DESCRIPTIONS IN THE CONTRARIETIES
OF THE MICROSCOPICALLY DESCRIPTIVE FUNCTIONS ON THE NAVIER-STOKES EQUATION
FROM THE VIEWPOINT OF MATHEMATICAL HISTORY

8.1. Introduction.

We begin with the discussion about Poisson’s integral methods of partial differencial fluid
equations before and after he issues the microscopically-descriptive [ M D | equations of fluid
dynamics [91, 92, 94, 96, 97]. In 1819, Poisson introduced the so-called ’Poisson equations’
n [80], which was the only paper relating to fluid before M D fluid equations. And in which,
he proposes the transforming methods from sum into integral to solve the partial differential
equations, saying :

A défaut de méthodes générales, dont nous manquerons avait étre encore long-
temps, il m’a semblé que ce qu’il y avait de mieux a faire, ¢’état de chercher a
intégrer isolément les équations aux différences partiellles les plus importantes
par la nature des questions de mécanique et de physique qui y conduisent. C’est
la Pobjet que je me suis proposé dans ce nouveau mémoire. [80, p.123]

MER R TN ED S RB LITG SHPRARWR S RONEREDLORH o7, Alb,
ZAUIERNCEL 3 5 DI, oy T REa 8 L7 o B OIS K> Tl b EBEE
BREDERTHTHoT LMD, TR ZOH LV X TROE S MLV E-72H
HTH 5,1 (80, p.123]

He considers that it is the best to integrate separately each term of partial differential equations.
By using this principle, Poisson [80] explains various methods of integral corresponding to the
equations such as : (1) general kinetic equations of fluid / (2) distribute equations of the heat
in the solid corps. (heat equations) / (3) equations of vibrating surface. (wave equation) /
(4) second-order linear equations with two variable (Laplace equations) (5) general remarks on
the linear equations with constant coefficients. (including Poisson equations). About ten years
later, he changes his principle to describe the general M D equations of elastic solid and elastic
fluid, owing to continuum theory.

42poisson conjuctures the defect of proof in the case of series consisted of exact differential. cf. Chapter 10.2.
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8.2. Separate integration of the elastic fluid equations before M D. Poisson remarks in
the section “Remarques géenéerales sur éequations linéeaires a coéfficients constants’, about the
followin two equations with ) and |. 43 He expresses ¢ transforming the sum of particular
solutions satisfying the partial equations respectively : p, p’, p”, --- into the integral separately.

L’equation qui déterminara p sera d’un degré égal a l'indice de la plus haute
difference partielle, relative a ¢, qui soit contenue dans 1’équation proposée; en
désignant ses par p, p, p”’, -+, on pourra les emplyer succivement dans la valeur
de ¢; on pourra aussi changer arbitrarement les quantitée A, g, h, - -, et prendre
pour ¢ la somme des valeurs particulieres qui résulteront de ces changements; ce
qui donnera

0= ZAe(tp+ga:+hy+---) + ZAe(tp'Jrg:erher---) + ... (70)
= = /e(tp+9x+hy+---)f(g, h,---)dg dh--- +/6(tp’+gm+hy+~~)f/(g’ h,---)dg dh---+---(71)

Les limits de ces intégrales resteron indéterminées; en sorte qu’elles ne son pas
des intégrales définies. La substitution de la charactéristique >, n’a pas changé
de nature, la valeur de ¢ : cette dérniere expression est toujours une série
d’exponentiellés multipliées par des coéfficients arbitrairea, dont chaque terme
satisfait isolément & l’equation aux différences partielles proposées; et les fonc-
tions f, f’, ---, étant arbitraires, et pourvant etre discontinues, ces deux expres-
sions (70) et (71) sont équivaléntes I'une a l'autre. [80, pp.171-2]

G5 > OEIBMAIIAKRIIT, ¢ DIEEZZEZTWRY . DFE D | KEOX (2) BFEITE:
EORBOEND & D OBE T, FHITH S mig sy F R E IR LT\ 5
s BEECS, S PMEET, L RERICR VB0, Zhbd ZH>0R(70) & (71) 1
HWIFMTH D, | [80, p.172]

He explains the separating integration of the following example equations of wave as the same

with (71).  ([80, pp.173-6])

2 ) ) 2
dy = a? <d_<p + dp + d—@) = p= Z Aelatptgrthytkz) | Z Al o(—atp+gathy+kz)

2 3™ Bpeld@ta) e(hly+y) e(k(z+2) = f(o 42!y + 4,2 + 21),
QL% S Blelleta) o(hly+y)ek(=+2") = Pz 4+ 2/ y + 1/, 2z + 2)

! / . . ! .
T =atcosu, Y =atsinusinv, 2z = atsSinucosv

d
= = //f(x+x’,y+y',z+z/)t sinu dudv—l—a//F(x—i—m',y—i-y/,Z—i-Zl)t sinu du dv
= //f(x—i—atcosu,y—i—atsinu sinwv, z + atsinucosv) t sinu du dv

d
+ 5//F($+atcosu,y+atsinu sinv, z + atsinucosv) t sinu du dv

In 1829, moreover, Poisson improved this superficial method of integral of wave equations in
[93].

Today, we can use the method of MAC, SMAC, or etc., as the solvers of Poisson-equation for
the computer, however, Poisson’s integral was one of the best superficial computations we could
want without the computer.

43Here, we should write integral symbol as [ - [[, however, Poisson uses a single sign |.
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8.3. The symbol S instead of the integral [.
Lagrange uses S instead of the integration, which we mention above in § 3.1.  Navier [68,
p.397] introduces S as follows :
En second lieu, a 'egard des points, appartenant a la surface, si 'on désigne
par I, m, n les angles que forme un plan tangent a la surface mené au point
dont les coordonnées sont x, y, z avec les plans des yz, des zz et zy, et par
ds? 'élément différentiel de la surface, on pourra remplacer dydz par ds? - cos n
( Voyez la Mécanique analytique, 1™ partie, section VII, art.29 et 30 ). 4 Ta
partie de I’équation qui est relative a ces points devient donc
0 = Sds®[(p'cos I'6 &' —p" cos 1" 6 &)+ (p' cos m'§ y' —p” cos m” 6 y') + (p' cos n'6 2/ —p” cos n" § 2")]
On en conclut que dans la partie de la surface qui est libre, ou les variations
des coordonnées, de chaque point sont entierement indéterminées, on doit avoir
p = 0, Ainsi, la figure que doit affecter cette partie de la surface est donnée en
termes finis par I’équation

0= /(Pdac + Qdy + Rdz) + const.

I’équation différentielle est
0 = Pdx 4+ Qdy + Rd=z

en sort que la résultante des force P, ), R agissant sur chaque molécule du fluide
placée a la surface libre, doit étre dirigée suivant la normale & cette surface. [68,
p.397]

After this introduction, Navier uses S as follows :

Le signe S désigne une intégration effectuée dans toute ’étendue de la surface
du fluide, en faisant varier la quantité E suivant la nature des corps avec lesquels
cette surface est en contact. Il est inutile de tenir compte des termes relatifs a
I’équilibre des points de cette surface, puisque, pourve que 'on ait p = 0 dans les
points appartenant a la partie ou la surface est libre, ces termes disparaissent.
(68, p.412]

We have discussed the Navier’s usage in our dissertation [65, p.64, p.67], which is different with
the Fourier’s usage. In Fourier’s case, in 9221 in the chapter 6.1 of this paper. cf. Grattan-
Guiness [43, p.241].

8.4. M D equations of elastic solid and fluid by sum instead of integral. Poisson [91, 92]
1

d'grfr (r), and

r is the radius of sphere of a molecular activity.

7’2:¢2—|—¢2—|—92, (7"/)2:(¢+¢/)2+(¢—|—¢/)2—|—(9—|—9,)2, T2:$%+y%+(21—<1)2,
Poisson says : ‘at the same degree of approximation’, we get the differential form :

r’=r+%(¢¢/+w¢’+99’) = %fr’z—fw(d@ + 9y’ +06") df

1
He gets the three elements of force P, @, R by > instead of [ respectively : if we put F' = d z Tf -

then

P =Y G fr S (00! + !+ 00') L5 F,
(1)pe -y W;‘ff $Fr+ (00 + Pyl + 00) LS, (72)
= T iy S0 + v+ 00) 5 F

44Lagrange [67], Vol. 11/12, pp.221-2.
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Poisson [96] uses two same functions with (85) :
force : P,@Q,R by >_.

8.5. Capillary action with ordinary description. Poisson described previously this theme
in the article no.31 of text. We cite this paragraphs itemizing and comparing two items as
follows : Poisson doesn’t use at all of sum except for Y R, + > 7R [97, pp.30-31] and Y R’ 97,
p.68], in which he explains the mathematical exceptions, as well as in The Note, however, in the
parent part to The Note [97], he isn’t necessary for using of sum instead of integral, and uses
the ordinary deduction from the hydrostatic equations.

8.6. The circular argument asserting consistency between physical theory and math-
ematical principle. Poisson [91, 92, 94, 96] expresses two elastic constants of molecular forces
defined in the sphare of an arbitary molecular activity of M with sum as follows :

2 r3 27 rod.Lfr

?ZE!}CTEK, 1—525 drr = k. (73)
These endless contrarieties started with Navier’s reply [70] to Poisson’s critical descriptions
[91, 92] about Navier’s calculus by integral, which we can summarize as 'The circular argument
asserting consistency between physical theory and mathematical principle’in ( Fig.1). J.M.C.D.,
a book reviwer, ¥ speaks for Poisson, summarising the issues of our problem :

P01sson 23 Navier ODH a2 HE T 221X = >0 AN H %) HANYE (sum) 13FH

XD PR AT HE SR D FICRE LR RW 29 LI=zo

1T< BAZEHZEE L THWRO BRREDOH T, ﬁt%@ ’30) > HTEER S
RIZR 5 EVWIREEZITANLRRNWS & THD, (J27)%

Duhamel points out the theory of continuum from the viewpoint of scientific history :

o HAMENRENE D ThNEIETHIL, %ﬂ%%%?éﬂ“® YRR D i e
D33 % D35 U T D 2 OIRRE TIIAFIE L7V, Fox N2 O3 BfiE F474 5 H % KD HREIC
Lo, Fie, o rHESE2 DL TCHEFELED kﬁ‘é%bi})é@ﬁé‘&)iﬁb\c BB, H L,
TDONEESTERTROIE, RN AKIREEO T TENREr & o T, HFREIEEE TS
DOEMNAE L% THRE, ShiE. WIRBZ OB EEL THTHAA S OIRItC S
PILARWERELD XL OICRD, ZHIED o b~ ARFICR D, (J4-2)

e Navier 73 1821 43 - OIREN Gk LA & L TiEE 2T HE4HE L Cneo
LRI U R E Poisson b OMA TSI EHRBAL LY, ZOHTOT77var a5
29" % F1E13 Laplace 237t 4 BIAE R OHRG 28 H 3 5 DIfli> Tz b D72, Navier
1L D% THMEERDBEERIC Z OFEEZE AT 5 D] ﬁ%Aﬁzzﬁ%%L®ﬁo Lo,
ETOFEITEGEOS T ZBEL Tz, £ LT, Poisson BNEEIZEB W TYIIERD ER
oML —E LR, (I5-1)

o METHIE, HHFEAEDRFITIEMIIEL REMTH 50, BHEEoh TlIRE 22
Eﬂﬁ%%tb\ Laplace DRI FEENDLEOR LT-RENSEEOR Gl bz,

DTIRENCOWNWTO Z OBET, KREOFFRRMBEICI VT, g, HEARERICS O TR
7o S RIE 7 o To A TORBIOAIGEEZTLY Br< DIZEH) Fi e WRILER B o7z, (I5-2)

Another book reviewer, Cournot [15] introduces Navier [68]’s physical theory and mathematical
principle as the 'consumption’” in his conclusion :

Ces applications montrent sans doute un grand talent pour manier 'analyse;
mais peut-on prononcer avec certitude sur la valeur d’une théorie physique et
la vérité d’un principe apres tant d’approximations accumlées 7 En un mot,

45Duhamel7 J.M.C. ( Laurent-Duhamel Marie Jeanne (1797-1872). ) The authors use usually their anonym in
BSM. As the same example, Cournot [15] issues the book review on Navier [68] over the signature of A.C. in the
same BSM(10).
46yye put the paragraph number of each disputers. This “J27” is the 27-th paragraph by J.M.C.D.[26]. By
the same way, we mean A:Arago [1], N:Navier [72], Note: Poisson[97]. In bellow, we call this note The Note.
4"We mean the ’consumption’ of time or all sort of resouces including intellectual activities, etc.
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la nouvelle théorie de M.Navier rendra-t-elle moins empirique la science de la
conduite et de la dépense des fluides? Nous ne présumerons pas assez de nous
pour résoudre une semblable question, et nous ne pouvons que recommander la
lecture de mémoire a tous ceux que ce genre d’applications intéresse. A.C.

[15, pp.13-14]

(Navier @) Z OJEHIIRIENZR < 3T 2720 DR O L2 FRE 2R LTV D,
H 2 WER B OMMEC, HHFBEOBEHICE L UIRILOBHE SN0k Thonbd
DTIH2W? 5/, Navier OFEERIZIZA DD LIZH, (ZNETO) BBRIERD LA
DIRFEN L (R LBHD) IRE IOV TORAIZ LT NIZDN? Foxldd D7 X5 i
JEZ RS D 72D KEHI L TER 5720, O THKRO & 2 ISHAB DR TON 412

ZOMED—maBEOT 5 Ly, AC.

[15, pp.13-14]

Fig.1. The circular argument asserting consistency between physical theory and mathematical

principle
Poisson (including by Duhamel)

ZONERY TRT R OIIRE o® BRI D, of. (76)
ZONER TREQRVETFER L TV D,

T

T arENBE LTI oOWnTOH D kEk
ORFITET S IFEMy TERT I LTk,
FHUTETONTFOT I > a vk HTIHMOREKOME %
BET2LOTHY, EuTIEFET D,

T

Poisson (I KT 2 DD 53 F 1A ERTHKRKEO S
TH LD T 7 v a v w215 L BET S,
ZL T, ZOREBEFREL T 572012,
Wi tt  SSrdf(r) = 0 &,
LML, ZOFRFBMOESZlibRvnoT

S rPdf(r)] =0 L3RS PITHE A,
K IHIT Poisson DA HIEIHIE L 72V, (J26)
ZtE o [rPf(r)dr =0 &, FHRERAOEEN S LRI
HI TR D IHIR D LB &SRR D1 T D, (J27)

)

Navier AL A U HFRAEZH L7, ThzfEgTeoTe
DM Navier DIREL ¢ 72, Navier 1385 E L TWH R,

FLOFREK o® & Navier @ ¢ 1ZF U7, (cf. Table 14, no.1,4)

o Z O 721, Navier IZEH LEELHARRTHMEOETD
W CEAERTZT 7 a VEL T, WKL
i SE2FENHEDL LB XD Lnznol, (A3)

o &R, Navier ODFERFHIZIIA DD LIZF, BREBREZRND

WARDIRIEN ERFZ OV TORAIZ LIz D2):? (Cournot[15])

Navier

PR D B RIRIE THICHE SN T 5, BB, 7 P
WEEE R TH SN, ik, HEEETROR,
ZNLOELIETEE R THS, (NI)

I

I H D] (attraction & repulsion) D& &S T
KIFNRHKD,

T

Poisson 1D 7T 7 3 a v Ok &R THF (sum) 23

BOTHOBRZONRNENIFEEFTVIED Z L ORI

X TH L, MOESIcED e, f(r) EWMETERrTH

LDEICEBRTIVUE, k= -K &725) FiZ,

EP ML L rtf(r) BEBETE R L F T & H DAL

WIZrt f(r) = 0 ICHIST DffE s L CErIZR 5 F%

ZITANRTER SR VWEBITR VR TH D,

BAEL f(r) & L TERINHR D EE OB NFET 5 F,

DIz, ZORMPIL LR 25 FTH D, (N23)
¥

FLOMR¥K € & Poisson DRI a? & I1EFE U b D TIEARW,

o FLOFITZ DFRI7RGE (Navier DR THMEN A % 72
H TR UFF) Y CHrb, (Cauchy[14])

o [Al U HRRAXILIEEMEIRIK DA C Navier 35TV 203
FLD DX Poisson 230572 DIV, (Stokes[111])

We start with citing Poisson’s explanation of result using sum instead of integral from (73)

as follows :

e § 14. Cette équation donne lieu de faire une remarque importante ; c’est que
les sommes 3 du no.6, que représentent les lettres K et k, ne peuvent étre
changées en des intégrales, quoique la variable r croisse dans chacune d’elles
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par de tres-petites différences égales a « ; car si cette transformation était
possible, k serait zéro en méme temps que K ; d’ou il résulterait qu’apres
le changement de forme du corps, les forces P, ), R, seraient nulles comme
auparavant, et que des forces données qui agiraient sur le corps ne pourraient
se faire équilibre, ce qui est inadmissible. Pour faire voir que k s’évanouirait
au méme temps que K, observons qu’on aurait

2 [ 3 2 [ 1

en multipliant sous les signes > par %, et remplagant ces signes par ceux

de l'intégration. Or, si 'on integre par partie, et si 'on fait attention que
fr est nulle aux deux limites, il en résultera

k= —? 0 Ef’l"d?" =-K (75)
ce qui montre que la quantité K étant nulle, on aurait aussi £ = 0. [91,
pp.398-399, §14]

e § 16. Je substitute, en outre, dans les équations (3)pe & la place de P, @,
etc., leurs valeurs, et je suppose le corps homogene; en observant que K = 0,
il vient

X -G a2 (G 3ant + R A ) =0
(6)pe QY - Gp+a?(Sy+ 280 + 28w + 18y 4 14y) o, (76)
k

a® étant un coefficient, égal & 37. Ces équations ont la méme forme que celles

qui ont été données par M.Navier®®, et qu’il a obtenues en partant de ’hypothese
que les molécules du corps, apres son changement de forme, s’attirent proportion-
nellement aux accroissements de leurs distances mutuelles; et en admettant, de
plus, que les résultantes de ces forces peuvent s’exprimer par des intégrales, ce qui
rendrait nul le coefficient a?, ainsi qu’on I’a vu plus haut. Les équations relatives &

la surface, formées de la méme maniere, se trouvent aussi dans le Mémoire de M.Navier.
[91, pp.403-4, §16]

Our issue is about (74) of the elastic body, which paper is previous to the fluid. (cf. In Table
14, the entry no. 1,3 and 4 discuss elastic body.) Poisson says his consistency between physics
and mathematics on the expression (74) and (76) :

29 LT, ZNH O attraction LB KD FOHEDOT 7 2 a v LaMEHI S0 E
SRIRHE L RO 2MIRODIREEDOHF T, 531258 L TW DX TIEZ O HFBRADBMIEDO 2
TOEFT TR Lo TV A EENFAETRIZ RS2, b L, BAOH -2 EE2Z ZI2HRY
ANAUZE, 7 R % £~ > C repulsive force 2¥ attractive force THiIZKE 2 B % 2 2 TITHK
T 5, DFOXBENZOFRRNTFE LT 2 L0l RKT20ER’HDL, LT, M
B f(r) NZEZ TR CTROWEND, 200D ORDIEE, WENRENO R TREENE
L%, ZORITEERFLMWMET HFRKE 725, Z4E No.6 TORTZIZK & kBEN
TRDOEINTWDED, INEES~ERRRRWEL, 2212, 28 1T a & REEICHRD
TN ZRTRI A OZNOFTHKRT S, LD LI OEBRNATEER HIX, k
K ERIFFCER &2 D, Z2DOMEROERIZL D T1O%ESE P,Q, RIFZER L TH LI
LRICER &R0, MIRIERT 2 MA DN INTEHERRRE & TR D 57220 &0 ) RS
EUD, ZHUTZITANLLIRWETS,

According to Duhamle, Poisson’s physical conception are as follows :

48By Poisson’s footnote : Tome VII de ces Mémoires, which is Navier[67].
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ePoisson (FXXHZ 2 DD - BEABENQTCHRRKEOPT TEALNDOT 7 a v 2255 &
HBETDH, LT, ZOREZAREE TH7-0IC, BILSEM : 2 3 f(r) =0 28,
Ll ZOFRMFFESRESE-EDRNOTY ridif(r)] =0 LIZRLTITHER, FH
1% Poisson O HIZTHER L7210, (J26)

o 5ff o [r3f(r)dr =0 & HRAOFED S LIRIIT H TR D IHIRO LEVE A iR
STV, (J27)

Navier explains null of molecular activity in his last paper [72] as follows :

o HVEE RIS THUNREEBEICE N T2 FOERERE LTSN T D, Thb o
DHITELHENRT, 200K TAET 73, BIb attraction 225 72 B [EA 11 & B DR
BECHF S5 repulsion 128 % RIET, H501 M LiEIZHHLEDH T M ORI
X, 2?2507 (attraction & repulsion) DZETH D P BFAEL., WED B IRIRAETIX

M—=BNRT 7 arThd PIImT M BPEERETH 0o lIHHEAICHEZE I
Do WMEDIRNERE SHIIET 7o ay PIIRRLEDEIIE 2D, TS 11 &
M@ < ORI TEERRIE L 720 | FHUT L o TRIRDOEMR AT 5, (NT7-1)

e FNL 200y T & AP NDLUNRHD EFICHMEL T, HIOTITd
L. HICHET D LBETIIE, 2TCoH a OF CEARRIEE 720, [FREOIFED
5. WEROBERIRETIZRTON . P OFCE#REEIC/R S, D :rmldZ 5 LTHAI
RSN D DT, RRIEIZIE > 72 o/ EWIRIHER T2 1 & ORI THIET 2 Z L B3 nEE L
259, (N7-2)

o ZOUETIUX, ZITHEELT, =20 ' MEED MM \ZH D 25D
BEDON T DB THROIIROEIC L > TEBRSIND LW FEHD, LTI
D 12OEF EWRIIERT 27 LR EBIC T 2 b0 THh Y, Zhzhic v BET
%) TIROZALR 2 D4y T-HIOBEEE MM %752 7= Bl il LT\ 5, (NT-3)

o Z DS II (X BB MM’ MK T HUE attraction (272 ¥ . Wy AU repulsion 1272 5,
ZHC, ST ONEIEFEIEL LI PRI LOFEELRZNL O, £ L TR T 2|
ZFRED, WENETETEINDD TSR L TRIOEANCHE S O L FMd, (NT-4)

Arago BHRFH L, 2 AL M LTV DHEEME L TAH L S, WROARRETIZ h—2 L7
T vay PIEREopMEICHEEIND, ZOFEMTHELATIZ R, h—=Z V7T
v ay PR OE R CTHET 20, HD50IFELIEOMEREr, ZOFWELTiE
HONCHE RO ZER—%2TE N TS, BIH, &2 TO: PREr, H50E T
EERTRVWARENLDELGIETIEEr, FAUXZOMEZBHROEEIZL TV, &
DRFEENITELKF LN Z ORIZOWTHBAT 2 DIXNE TR 271216 THh D, (N9)
¢ ZDORUITOWTHIT L Z LITR L TARKETIIRWER S, FFE 727y ar PR
RIFI SN2 F 2T 2 FICERRW W, 727 ary Pl

o MIADHKRFCTHEL,

o flHlx DIk L ToHRDENIRIED I CRRNET 2872727 7 v a VILOES Th 5

m &EHRRREIC 72 D,

o [l % D51 xt LT Z OMRRETRERICFEHRIRAE L 70 A 5 &2, (N10-1)
TOXIICKBETDLZ EICLoTCHEEIRS P AMEIC, AROMELEaicflET 5F
MWTEDH, GEEICT) N:nZ2BETHAEBHHDOT, 110 (FROBAIC LT, i~
Doy AT D DI A DB WEEZRFo72, /1 P L3O boThHY, BB 5
JRENIH (AT D, (N10-2)

LD Arago ~DFH (ACP,18294F 1 H%5 103 H) T

o BUFHIRIE A FI2RE LRV OIS, MEORERICE L THIW T\ 5B 2 2T 5 9,

e Poisson ®F i & OEWEBHfEIZT 5 5,

o FAT2FHN—% LT, MEDBIRIKIETIHEED 2 2D 55D attraction & repulsion

DI AEIZHET 2%, M6, b0 FHTHETH7 7 ay (Zhve Ped
%) NEueThiHrHE
B ANz ik~ To, Aragoid [ 2 DDIR Uiy 2NE > - FIE THEAERTER LT
T, MEBA IO DT 72 a w22 T 2% 206, ZoEREZ T LW F
MBI OV RERITIR o7z LA LTS, LERFEERICEDEZ TWHETE, (N11)

Arago X WHZF IS < (Navier D) ZORFICHEEA 2T 57249, TNNRTZHK
XN TZO I, 9 LEOEBWEDETORN, MAERTT 7 a NN
HERR O T, MIROERE R D DR d Ly STz Tng,  FIXZo
FEHICITIRDO B RIS TE 5 EARIBIL S Ao by, b LR Z oRBEICE L
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Tho AL TIRLWELELRGIEIRIIZ O D THA Y (THRR T2 o055+ M, M’
@ attraction [ ZFEEED MM’ 8 E 5 THNEADIFIEIZ X 5 repulsion (2 L > TIEMIZFER
SNDHTENHMmTED] L, (N12)
At last, Navier may mend and correct his ideas of null which is attacked from all the physical
disputer.

8.7. ” Notes and Additions” to [97], 1831.

8.7.1. Purposes of his new theory. Poisson criticises both Laplace and Gauss on the paper of
capillary action.

e On a vu que je m’ecarte aussi de la Méchanique céleste, en ce qui con-
cerne l’explication des phénomenes qui ont lieu quand le liquide atteint
I’extrémité supérieure du tube. La démonstration que Laplace avait donnée
de l'invariabilité de ’angles compris entre les nomales a la surface du liquide
et a celle du tube, menées par chaque point situé a une distance insensible
de leur commune intersection, n’a pas paru satisfaisante ;

e et M. Gauss en a donné une autre trés élégante, et qui ne laisse rien a
désirer, lorsqu’on fait abstraction de la variation de densité du liquide prés
de sa surface et prés de celle du tube.

Poisson tells his selling point :

En eyant égard a cette variation, dont la loi est inconnu, j’ai démonstré la méme
proposition, dans le chapitre II11,*Y d’une maniére qui, je crois, ne peut laisser
aucun doute.

Poisson insists his new theory :

e La considération de cet angle 7 est également indispensable, lorsqu’on veut
déterminer le poids nécessaire pour détacher un disque solide de la surface
d’un liquide, 'une des questions les plus intéressantes des cette théorie, que
I’on n’avait pas, ce me semble, considérée sous son véritable point de vue.

e En effet, le disque et le liquide étant soulevés graduellement par un poids qui
croit par pétites parties, ce poides et la hanteur correspondantes du liquides
sont, a chaque instant, des fonctions de ’angle i qui représente ’'inclination
de la normale a la surface de I'aréte du disque sur un plan horizontal ;

e C’est lorsque ces fonctions atteiguent leur mazimum par rapport a i, que le
disque se détache du liquide ;

e ct il en résulte la condition d’aprés laquelle on détermine la grandeur du
poids propre a opérer la séparation du disque et du liquide.

8.7.2. Essential constitution of corps, and particularly of fluid ; nature of the molecular forces.
Poisson explains two sorts of mutual action consisted of atrraction and molecular force, and
moreover the latter includes attraction and repulsion :

Toutes les parties de la matiere sont soumises a deux sortes d’actions mutuelles.

e L’une de ces forces est attractive, indépendante de la nature des corps ou de

leurs molécules, proportionnelle au produit des masses, et en raison inverse

du carré des distances ; elle s’etend indéfiniment dans I’espace, et produit

la pesanteur universelle et tous les phénoménes qui sont du ressort de la
mécanique céleste.

e [’autre est en partie attractive et en partie répulsive ; elle dépend de la
nature des molécules et des leur quantité de calorique. On attribue la partie
attractive a la matiére pondérable, et la partie répulsive au calorique ; et,
en effet, celle-ci change d’intensité, quoique le poids des molécules n’ait pas
changé.

49Equation relative au contour de la surface capillaire. [97, pp.77-97]
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e L’excés de I'une sur I’autre est ce qu’on appele proprement la force molé culaire.

e Elle tend a rapprocher ou & écarte les molécules, selon que 'action de la
matiére pondérable est plus grande ou moindre que ’action calorifique.

e Son intensité décroit tres rapidement quand la distance des molécules aug-
mente, et devient tout-a-fait insensible, des que cette distance a acquis une
grandeur sensible.

Poisson explains attraction and repulsion :

Ainsi, tous les mouvenens que nous obserbons, nous devons les attribuer a des
forces d’attraction ou de répulsion, pour lequelles 'action est égale a la réaction,
et qui varient avec les distances, suivant une des deux lois précédentes. Les
vibrations des corps élastiques et la communication du mouvement, soit par le
choc, soit par la pression, résultent de la force qui n’est sensible qu’a des distances
insensibles, c’est-a-dir de la moléculaire.

e Soient m et m’ les masses de deux molécules voisines, c et ¢’ leurs quantités
de calorique, M et M’ leurs centres de gravité, et r la distance M M’;

e et considérons 'action mutuelle de ces deux molécules.

e Supposons d’abord leurs dimmensions tres petites par rapport a l'intervalle
qui les sépare.

e L’action dont il s’agit se réduira alors & une force unique, dirigée suiv-
ant la droit MM’', et dont l'intensité sera une fonction de r, que nous
représenterons par R ;

e e¢n méme temps, leur répulsion mutuelle sera proportionelle au produit de ¢
et ¢, et leur attraction au produit de m et m/.

e Fn considérant la force R comme positive ou comme négative, selon qu’elle
tendra a augmenter ou a diminer la distance r, sa valeur sera l’exces de la
répulsion sur l'attraction ;

e ct si I'on suppose que 'attraction réciproque de la matiere pondérable et
du calorique, qui retient celui-ci dans chaque molécule, s’étend au-dehors,
il faudra retrancher de cet exces I'attraction du calorique attaché & m’ sur
la matiere de m, et celle de la matiére de m’ sur le calorique attaché & m,
lesquelles forces seront proportionelles, la premiere au produit mc'.

e De cette matiere, la valeur complete de R sera

R=cdy—mm'a—mdp—m'cs
les coefficiens v, «, 3, @, étant des quantités positives.
e Le premier sera indépéndent de la nature de m et de celle de m/, le seconde

dépendra de I'une et de 'autre, le triosiéme ne dépendra que de la nature
de m, et le quatriéme de celle de m/'.

Poisson reduces the last three terms of (85) to one term :

e En réunissante ces trois derniers termes en un seul, on pourra écrire la valeur
de R sous la forme :

R=Fr—fr

e Chacune des deux fonctions Fr et fr n’aura que des positives ;

e et si 'on fait abstraction de I'attraction en raison inverse du carré des dis-
tances, qui n’aucune influence sensible sur les phénomenes dépendans de la
force moleculaire proprement dite, ces valeurs décroitront tres rapidement et
sans alternative, a mesure que la variable r augmentera, et elles deviendront
insensibles pour toute valeur sensible de r.

e Pour une certaine valeur de cette distance, on pourra avoir F'r = fret R =0
)
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e le signe de R sera différent en-dega et audela, soit que la répulsion Fr
I’emporte d’abord sur lattraction fr, soit que le contraire ait lieu a ’égard
de ces deux forces.

[97, pp.269-271]

8.7.3. Reducibility from sum into integral on a function made with attraction and/or repulsion.
We discuss whether the sum is reducible into integral or not. Poisson points out this problem.
We use the expressions : 0 = ¢(0), e = ¢(g), p2e = ¢(2¢), --- below according to the then
generally descriptive style. Poisson expresses the sum of the function px as follows :

Soit ¢z une fonction donnée de la variable x. Faisons croitre x par des différences
constantes dont la grateur sera représentée par £; supposons que p les valeurs de
x s’etendent depuis x = € jusqu’a x = o0 ; et par p la somme des valeurs
correspondantes de px.

o0

p= Z px = pe + e + @3+ pde + - - .
r=ie, €N

Here, using the integral of the function (px, Poisson says,

1 [ 1
- pxrdr — —¢0
g Jo 2

will become an approximate value of sum of the function ¢z, which is expressed in (80).

/ [Zcos

We think here is the point of Poisson’s Note, then we cite from his original :

]cp dx

L’intégrale fooo pxdz, divisée par € et diminuée de %ch, sera une valeur approachée
de la somme p; et 'on a vu, dans mon Mémoire sur Calcul numérique des
Intégrales défines®®, que la différence de ces deux quantités peut s’exprimer par
une autre intégrale définie, de sorte que I'on aura exactement (78). [97, p.278§]

e TE| - - FEIME fo p()dz 15 2p(0) ZBIW A ITRF p OHFLUE L 72D, =
AU DWW THIRADFH LY C’alcul -7 (footnote 50) IZF W=, ZHHD - DDED
EDROFEE TRIND, TOROIEfEIC (78) &b,  [97, p.278]

We show the difference of integral from sum as following :

1 [ 1 2 [P~ 2
p= g/O pxdr — 5@0 + g/o [Zcos Z::C}gpxdx. (78)
i=1
Here, % is necessary for adjustment of the series (80). We use a known result :
LI N S
22732 g2 6
1 1 1
= _— —=—, d= _—, = = . 1€N
T2 1 7r4 Z i o 327r6 Z o 30240 '
Here, we consider the following descr1pt1on :
1 [ 1
p:g/o (pwdx—iﬁp—a&“(p +a/€3(p/// a”85tp””/+ (79)

where by applying integration by parts to the second integral in (78), we get the series of terms
having both even power of € and odd differential of px. This means that according to Poisson :

50Tome VI des Nouveauz Mémoires de I’Académie des Sciences, 1827, pp.571-604.
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Par le procédé de I'intégration par partie, on réduira la second intégrale contenue
cette formule, en une série ordonnée suivant les puissances paires de e, dont
les coefliciens renfermeront les différentielles impaires de @z, relatives aux deux

values extrémes de z.

Namely, if mod (i,2) = 1, (i € N), for cos 2im = 0, then the second integral in (78) is developed

2
as follows :

2 [P~ 2inx 27 € 2imx 1o 2 [ ¢ 2T
= v = =[5 i ]——/ , i 'xd
5/0 [;COS € }gpx o € QWstm € e 0 e Jo 2z7rmzsm € v
2 N 2imx , 10 2 [, € |2 2irx
= = - = — zd
E[(Qiﬂ.%') ZCOS € S03:]0 5/0 (21'7136) ZCOS € L
9 62 SD/ 1 64 S0// 1 66 SDW” 1
- el mr )
_ —asgpl—{—a/6390”/—a”65g0””/+---. (80)

where a, o/, o’ are the same coefficients as (79). In the two limit value 2 = oo and = = 0, it
reserves only the term at lower limit = 0 of the third terms in (79). Because

e this function ¢z and all the differential coefficients evaporate at x = oo

2
e ¢, ', ¢ -+ are the values of px, %%, %;%, -+- which correspond to that at z = 0.

In this paper, Poisson asserted that in a singular case using integral, all the terms in (79)
evaporate except for top two terms, then we must use sum (78) as follows :

De plus, a quelque terme que 'on arréte la série (79), le reste qu’il y faudra ajouter
pour avoir la valeur exacte de p, sera exprimé par une intégrale définie, dont la
valeur changera généralement d’un terme a l'autre, et dont on pourra assigner
des limites qui feront connaitre si la série est convergente. Dans le Mémoire cité,
j’ai examiné en détail le cas singulier ou le rest est constant, et ou les termes
de la série (79) s’evanouissent tous, excepté les deux premiers; ce qui oblige de
recourir a ’équation (78) pour calculer la valeuer de p.

Poisson asserted also that :

e Fn général, si 'on prend pour oz une fonction du genre de celles qui varient
tres rapidment et sont insensibles dés que la variable a aquis une grandeur
sensible, les quantités :

2 3 .
o, x%%, $2d7;'%—$, Cﬂg%f%, .-+ seront toutes du méme ordre de grandeur;
e pour que la série des produits :
o, e¢, 29", 3¢ .- et, a plus forte raison, la série (79), soient tres

rapidment décroissantes, il suffira donc que € soit tres petite, eu égard a
I’etendue des valeurs sensibles de ¢z;
e ct, dans cette hypotheese, la seconde integrale que contient la formule (78)
sera toujours une quantité extrémement petite,
— soit qu’elle se développe en série suivant les puissances de ¢,
— soit que ce développement n’ait pas lieu, a cause que toutes les quantitée
o, " Q" - sont égales A zero.
8.7.4. Reducible examples of sum transformable into integral. We suppose c,c’, a, o/, -+ are pos-
1tive constants.

_Zz
e

e pxr=ce =
by putting £ = S, then (79) becomes
1 1
p:45—§+w—dm+wﬁ—n-> (81)
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and supposing that § were an infinitesimal fraction, then

p:%:1/0 pxdr (82)

€
% Jo© pada is the first term of (81
12

o pr=ce o

), then sum equals to integral.

21N\ _2?

i(@x)/:c(—a—:g)e oz = =0,
2 92\2] _a2 9

o ==+ (-5) ] = =—(3):

2

o= (-2 (- )+ (- 2] E oo
o= (-2 (=B () (-2 o A)

Then, in general :

(n—2)
mod (n,2) =0, (n € N) ¢ = c( - %)
mod (n,2) =1, (neN) ¢ =0
Thus, all the derivatives of odd times become (pz) = (pz)"” = (pz)®) = 0, we can’t get the
developing series of sum by second integral in (78), into the series of the power of e, however, (
Poisson descrived simply ) if we put

©© .’152 ) 1T 2
/ e o2 cos 2””3 = —a\/—e (25 )
0 £
Correctly, according to (78),
o0
/e

27roz _

H
to

[icos 2m$}dm —a\/_e (21?)2

then, by putting , (78) becomes as following :

p = c<a\/__1+ L (27”)‘) e 1 (%_a)e%(%%){i_ 1 (27T_O‘)679(2”T“)3_...)

2 2 27 2./ 27" €

— J_ eV A e L ) 83
5 \/—( VI e =T 4y (83)
As v is a big number in the hypothesis of ¢ very small in comparison with «, this series will
converge extremely, all after the third terms are completely insensible. By the comparison of
the first term with the second : %(@ — 1) >> 0, we can neglect the second term, then

)

2 1 [
b c Wa:cocﬁ:_/ pdz
21 2¢ 2e e Jo

% Jo© wadx is the first term of (83), then sum equals to integral.
Here, Poisson summerizes these two examples :

Ces deux examples suffisent pour montre que quand on supposose l'intervalle
des valeurs succussives de x extrément petit par rapport a 'étendue des valeurs
sensibles des @z, la somme p se transformera en une intégrale divisée par €, touts
les fois que x ne sera composé que une d’un seul terme, ou de plusieurs terms
de méme sign; mais cela n’aura par toujours lieu, lorsque cette fonction sera
composée de deux parties, des contraires.
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8.7.5. Irreducible examples of sum intransformable into integral. Poisson puts the cases of the
irreducible functions as followings :

e the @z is not composed of only one term
e the px is composed of the plural terms having inverse signes
At first, we consider the first pair of px with term having inverse signes.
I /

o pr=ce a—Ccde o == / prdx————, p=c—c

Because the value of g were comparable and more than fo pxdz, (79) does not reduce into
the first term.
Next, if px evaporates with x, then
/12

_x /7i 2 cQx / /
o pr=(ce a—ce x :> <pxdx——— — =0, ¢ =c—c

Poisson says : this sample function may be the third term of (79), viz., —aeg’, which will become
comparable or superior to the first term, while the coefficients ¢ and ¢’ are almost in the ratio
of the inverse squared of ¢ and %,

At last, we consider more complicated pair of ¢z with term having inverse signes. We suppose
b is a cofficient capable of becoming greater than we expect.

g x £ x

. ol 1 > — —
o gpxzb(aea—aea) :>g/0 prdr =b(1—1)=0

The series (79) reduces to the second term, 3.

. <pxsz<£e_5 —ile_?) —/ prder =b(1—-1)=0
a a e Jo

The series (79) does not reduce, because all the terms are not comparable with the first term,
then sum does not equal to integral. These examples are also irreducible types from sum into
integral. How would Navier think this reason, if he had read this note 7

8.8. Conclusions by Poisson. Poisson concludes the difference of reducibility to integral be-
tween px and zpx as follows :

Je conclus de 13, conformément & ce qui a été dit dans le no.13,%" que
e quand la somme des valeurs d’une fonction de la nature de @z n’est pas
réductible & une intégrale définie,
e il n’est point a craindre que la somme des valeurs de xzpx tombe en méme
temps dans ce cas d’exception. [97, p.282]
Poisson described previously this theme in the article no.31 of text. We cite this paragraphs
itemizing and comparing two items as follows :
Mais cette nouvelle difficulté n’a plus lieu, si, comme on l’a dit tout a I’heure,
I’action moléculaire provient de deux forces contraires, dont chacune est extrémement
grand, eu égard a leur différence; circonstance qui peut rendre la guantité % >'rR
comparable et méme supérieure a »_ R.

Toutefois,

e la somme > R étant irréductible, d’apres cette circonstance méme, & une
intégrale,

e il n’en faut pas conclure que la méme chose aura également lieu pour la
somme Y rR.

On se convaincra sans peine du contraire par des exemples auxquels on appliquera
la formule d’Euler, relative a ce genre de réductions, et qui montreront que
e si la premiere somme est irréductible par nature de la fonction R,

51197, pp.30-31]
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e ct malgré la petitesse des différences de 7, la second ne le sera pas en générel.

Quant a la somme d’ou dépend la pression sur la plan, et qui fait exception a la
regle générale, c’est-a-dire qui n’est pas réductible a une intégrale, il nous suffira
d’-avoir expliqué comment elle peut varier, suivant un rapport quelconque, pour
des variations tres petite dans les intervalles mo-léculaires, provenant du degré
de condensation du liquide.  [97, pp.30-31]

Here, Poisson’s conclusions are two points as followings : Y R is irreducible into integral, how-
ever, »_ rR is reducible into integral, although the differential of r is small, because the nature of
function R, which express the microscopically descriptive actions of molecules, such as attraction
and /or repulsion.

8.9. Conclusions of fluid dynamics. Navier describes about what he really means of null
of molecular action in nature in N9—12. Poisson summarizes his idea from the mathematical
viewpoint as follows :

o HREC(79) ZATHYID WTNODIET p OIEMERE 2155 12012 % 5 FIARTE I ERM
HTCRED, ZOEMSOMEIERANTHIZ L > TEMT D L, ZTOMEANK L TWDH
EOmamomREE DY THZLNHBRD DO TH D, ORI TIE, p DFHEHET o F
RNTERNZ T2 25050, o B (79) BRAID 2 HA RN TE RIZ R DG EHDORRIGE
EEEANCIHA T, ZhIZIE, p DEESE L7201 (79) IZFF 2 81d7e 72y, (The Note)

o INHD2OoDHIE p(z) DRXZEDFIPHIZ L THRD THUN: » Ol L 72 i
DX e ZHET DHF, o @(x) BWHIATZIT THRTWD | o ¢(x) 23 URF5 & FF DL )N
5220 TVDHEDRHINDSOTHIMp 28 e THI- T2 DBBICEHRIN D FLmd DI+
HTHD, L, THUTZOEEBTEO/R S 2 Fi> 2 SOy THR TV 2 HEI3HIC
VLR Y NET2 72\, (The Note)

Poisson doesn’t use at all of sum except for > R, % > rR[97, pp.30-31] and >_ R’ [97, p.68], in
which he explains the mathematical exceptions, as well as in The Note, however, in the parent
part to The Note [97], he isn’t necessary for using of sum instead of integral, and uses the
ordinary deduction of the hydrostatic equations as follows :

Quant a la somme d’ou dépend la pression sur un plan, et qui fait exception
a la regle générale, c’est-a-dire qui n’est pas réducible a une intégrale, il nous
suffira d’avoir expliqué comment elle peut varier, suivant un rapport quelconque,
pour des variations tres petites dans les intervalles moléculaires, provenant du
degré de condensation du liquide. Nous n’aurons pas besoin d’en calculer a
propri la valuer; elle dépendra de la pression extérieure, de la pesanteur et des
autres forces données qui agissent sur le liquide; et son expression en fonction des
coordinées d’un point quelconque, se déduira, comme de coutourne, des équations
de 'Hydrostatique.[97, p.31,913.]

In a word, we can conclude that Poisson choices sum or integral as the case may be of the
material, after enough alternative. Navier passesd away in 1836, and we don’t know whether
he had checked Poisson’s Note, which was issued in 1831. Poisson passed away in 1840. The
Navier-Stokes equations was fixed until 1934, which is cited by a textbook by Prandtl. (cf.
Table 14, entry no. 7. For further particulars, cf. [65].) There are the contrarieties of sorts
such as with Navier [70, 71, 72], with Fresnel, or about the application of algebraic root to
transcendental equations with Fourier [95, 31, 34, 35|, however, at any rate, we should evaluate
his uniqueness and rigorousness of integral method.
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TABLE 14. The kinetic equations of the hydrodynamics until the “Navier-Stokes

equations” were fixed. (Rem. HD : hydrodynamics, N under entry-no :
linear, gr.dv : grad.div, F :

A

T in elas

non-
A
gr.dv

tic, F': in fluid. The group of entry

5,6 and 7 show F' = 3 in fluid. A : tensor function with the main axis ( the
normal stress ) of the Laplacian.)

no|name/prob [the kinetic equations A g(;v E F
Id%z _ d? d? d%z d2y d?
v ;W?*53d736+7§+d—5+2w§2+2dcd2):
avier ndly _ _(d*y d? d% 4%z d?z
o L R e O R - R = e AT ) e |
elastic solid %% =c g%—&-%—l—iﬁ%—&-Q%—i—Q%) ?
where II is density of the solid, g is acceleration of gravity.
1dp _ d2u | d2 d2u d? d2w d du du du .
, Nasier 1 - X+e(38y+ Ly + Ly rofr rode) e de oy fw,
1dp _ dv d?v | d%v d?u d’w dv _ dv dv dv . 1
Né1§z7)[68} ;d—§*Y+5(m+3m+v+2dzdy+2dydz)*E*%'“*@’U*E w € 2 |3
2 2 2 2 2
N Bt = be(EH H E R N2 b2 ) o v w
Cauchy
2 2 2 2 2 2 e
USBM] (L o+ GY S+ (R+ H) 55 +(Q+ IS + 2R + 20558 + X = 5, i
system 2 2 2 2 2 2
: 2 2 2 = 2 =
3 o}f/partlcles (R+ G5 + (M + H)GH + (P+ 1) 5 + 2P 552 +2R555, +Y = 53 Btlor|=|=
2 2 2 2 2
in elastic (Q+G)g—w§‘+(P+H)g—y§“+(N+I)%+2Q%%+2P§ng+2:g—té, G 010
solid and G=H=I, L=M=N, P=Q=R, L=3R 13
fluid
Poisson
(1831)[06] | (X — Lp +a?(Ly + 22 + 282 4 1op 4 1) ~ 0Ly
t dx 3 dydz 3 dzdz 3 dy 3 dz ~ p dz2’
elastic solid 2 2 2 2 2 2 2 2
4 etmea Y e (G s R 3 3 = D T
in general | (2 4% +a* (58 + 3L + 3hE + 0+ 15¥) = 1y,
equations
u 2'u. 2U 2'u. « u v w
p(%—X)+§—§+a(K+k)(j7+37+f§7)+§(K+k)£(§—z+§—y+‘3—z) =0,
. 2 2 2 .
Poisson p(g—";—Y)+j—§+a(K+k)(‘g—3+jl—/;’+%)+%(K+k)%(‘;—;+§—;+%) =0,
1831 ) 4 )
éugiz)[%} p(%“;fz)+%+a(K+k)(§1¥+%+i¥)+%(l{+k)%(g—;+§—;+§—g):0, ,
2 2 2 2 =
5 | defined pX—Lg)=t2 L gLy Lyt Ly Bs | P
. 2 2 2 2
in gegeral p(Y — 24) = ‘%+5(%+Zﬁ+%)y
equations d?z\ _ dw 2w | dPw | dPw
p(Z_d_Q)_d_+ﬂ(d2 +d2 +d2)
h t, Zdwt Biﬁ’ dxty o K4k
where w = p—aFr — 5S-G, B=a(K +Fk)
L 2L 2L 2 L L
Stokes p(B - X)+ 2 —p( L+ tr+ o) - sh (22 =0,
D d d? d? d? L d y  d dw) _
6 Us9)11] (12)s p(Br-V)+ 2Ly + Ly +8y) - s (2 2+ 492) =0, polE B
2 2 2
! P - (s 4 G ) -t (B e d) =0
Prandtl du du du du 10 v 9 (0u v Sw 9°u 9%u 9%u
7 (1934) W+u%+va—y+wz:X*;8—§+§%(%+a—y+—z)+Z/(W+?+W), y v 3
N HD for incompressible, it is simplified as follows : div w = 0, % =g— %grad p+rvAw 3

9. POISSON’S ELASTIC MECHANISM : Mémoire sur Z’Equz’libre et le Mouvement des Corps
élastiques [92], 1829

Poisson [92, pp.367-8]) remarks the same problem in the elastic solid.

Lorsque j’ai intégré ces équations pour de déduire les lois des vibrationa sonores,
j’ai exprimé les intégrales par des séries de solutions particulieres de chaque ques-
tion, ainsi qu’il a été dit plus haut. Les coefficients de ces séries ont été déterminés
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en suivant la méthode que j’ai déja employée dans un autre Mémoire, et dont
les applications diverses, que l'on trouvera dans celui-ci, montreront toute la
généralité et 'uniformité. Un avantage de cette méthode, est de fournir en méme
temps un moyen de démontrer la réalité de toutes les racines des équations tran-
scendantes, d’ou dépendent les coefficients du temps sous les sinus et cosinus,
suivant lesquels les séries sont ordonnées ; ce qu’on pourrait d’ailleurs conclure
de l'état d’équilibre stable dont les corps vibrant sont écartés.(Footnote) [92,
pp.366-7]

Poisson’s footnote of this paragraph is followed, which remarks about the transferrence of the
algebraic equations to transcendeltal equations :

Dans les problemes qui concernent la distribution de la chaleur dans les corps
solides, cette méme méthode sert a la fois a les coefficients des séries, et a prouver
que les coefficients du temps dans les exponentielles suivant lesquelles elles sont
ordonnées, sont des quantitéa réelles et négatives ; ce qui est nécessaire a la so-
lution complete de chaque question, et a la connaisance des lois de variation des
températures dans les corps primitivement échauffés d’une maniere quelconque.

J’ai déja eu l'occasion de remarquer que les regles fournies par ’algebre pour
s’assurer qu'une équations n’a pas de racines imaginaires, ne s’appliquent pas
généralement aux équations transcendantes, et j’ai cité un example d’'un cas
ou elles sont en défaut ( Journal de I’Ecole Polytechnique, 19¢ Cahier, page
382 ). Ces regles supposent qu’en différentiant un nombre de fois suffisant,
I’équation dont on sait que toutes les racines sont réelles. Elles conviendront,
par conséquent, a une équation comme celle-ci :

2 3 4

Gy *

1—z+

que 'on rencontre dans plusieurs questions de physiques ; car en la différentiant
indéfiniment, on parviendra a un resultat qui différera aussi peu qu’on voudra
d’une equation du premier degré. Mais ces mémes ne prouveraient absolument
rien relativement aux équations sinx = 0, cosxz = 0, et a toutes celles qui se
presentent dans le probleme de la distribution de la chaleur dans une sphere,
soit que la température primitive ait été la méme a égale distance du centre, soit
qu’elle ait varié d’une maniere quleconque avec des rayons.  [92, pp.367-8]

AR H DBV AT B9 5 R RE C Rk O 7 L3 [RIRF ISR OFRE i bodu, & L CHES o
TR DR < 2 & OFEICEDLN DN, ENHITEHTH>ADETH D, Hb
D HRMBOERMETH HENERI I, 151D ETHIICEE S - FEERF ORE D
BEALDFERIR DN B ENERIND,

FATE T, REDORO SN BRI Z BEAR 2 Frc 2 BB BRAUCEMA T 5 2 L 1d—
AN HBR R WFICOWTHEEZ R IR H o7, £, BHETL2HEIC VW TodH S
fil % %F7-, ( Journal de I'Ecole Polytechnique, 19¢ Cahier, page 382 ), 2 Z 415 DA
I, BTOMNPELTHDH Z LBRDD>TWDEFRERE B 5 o2 Oy 248 LTV
5. ENOIEMER. LTO XL 9 7dh 5 AT, £< oo MEICH < 5572 (84)
LT RETHD ; 206, BERZ2IBSTHHFHITE T, Fxr3dH 5 —RTBEADHEK
LESETDHDEDHEDRVFERIZET 22 L1275, A UHEN sine =0, cosz =0
BRI D ARAUCEI L T, WIHIREN P L OFERECH U THA S &, L h
DA D FIETECEZIT L O, BRO T OBLMBETE L 2 EAZRMEICEAL T
AT —DOFE L TWRWNTES 5,

52Poisson [89], JEP 12 (1823), 405-509. There is a gap of citation of pages.
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10. POISSON’S REFUTATION TO FOURIER’S DEFECT

There are many papers relating to the publishing in the rivalry between Poisson and Fourier.
cf. fig.1, Table 9, 10.

10.1. Note sur les racines des équations transcendantes [95], 1830.

Poisson issued “Note sur les racines des équations transcendantes”, [95] in 1830, in which he
points out Fourier’s defect of description of the roots of transcendental equations in “Théorie
analytique de la chaleur”, [17, p.335] issued in 1822. Fourier may be felt hurt by this problem
with Poisson, and moreover, it seems that such collisions in opinion disturb to evaluate Poisson
of today.

Selon M. Fourier, les régles que les géométres ont trouvées pour reconnaitre
I’existence des racines réelles des équations algébriques, s’appliquent également
aux équations transcendantes. Ainsi le théoreme de De Gua, fondé sur ’ancienne
méthode des cascades, et d’apres lequel on peut s’assurer que toutes les racines
d’une équation algébrique d’un degre quelconque sont réelles, conserverait le
méme avantage, dans le cas d’une equation transcendante. Dans mon second
Mémoire sur la distribution de la chaleur, j’ai émis une opinion contraire, que j’ai
appuyée d'un exemple propre & mettre ce théoréme en défaut.  [95, pp.90-1]

Fourier [FKDEA L., FrB ENRB RN CEROIFEZ MDD - DIZ AT A%
BRI LEA LD, Jix, De Gua OFEHITIEH V) cascades D FEE ML 5,
& DB DRBOREFREORNETERTH HHEE2MRAR L FITH - T, HBhfRX
DBETHRILPHARDH L D EEZTWD, FAOBGAIZEET 55 2 fi L T2 OEHIT
HE S 2 IR L & BN T2 SGm & N e, [95, pp.90-1]

M. Fourier répond a cette difficulté, que je n’ai pas convenablement
énoncé la proposition? c’est pourquoi je vais tout a l’heure rappeler
I’énoncé méme de M. Fourier, et en faire litteralement ’application a
I’exemple que j’avais choisi. Mais auparavant, qu’il me soit permis
d’observer que je n’ai avancé nulle part et que je n’ai aucunne connais-
sancequ’on ait soutenu pendant plusieurs années, ni cherché a prouver de
différentes manieres que les équations transcendantes relatives a la distri-
bution de la chaleur ont des racines imaginaires. *  [95, p.91] (Ttalic
mine.)

%Mémoire de I’Académie, tome VIII, p.616. [35], cf. Chapter 10.
bef. Fourier [35, p.615, footnote(1)].

Fourier ki3 Z OAREAIZEZ T TR ETIZRE R 2B ~TWRW] EF 58, TREh
b Z UL Fourier IR & CTRIUTE, & L CRNZET N> TEDEFIHTLERICE o
CIZE2TNWDDRE, LML, 20%, MAd, #Hix, FATITEERNES, RELMH
HELTWD EBHNRWEEZL, BOMICEEd 2 BB BRADERZFOF 23] 0
THFAL L 9 LBERLTHWARVRICRICIIRNIEE AT T L s E £ R0, 53 95,
p.91]
Poisson’s description is mismatches with Fourier. In 1830, Fourier remarked, taking ’another

principles’ and devoting himself entirely ’several years’ to improve further the method of De
Gua and Roll. cf. Chapter 11.3 919. Poisson [95] states this contradiction in the case of

53¢f. Fourier [36, p. 127]
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transcendental equations as follows : we assume a, b given constants, z € R,

X= " =be™=0 (85)
A" X APl x dr2x
i e’ —ba" e, s e® — ba" e, o e® —ba" 2% .. .(86)
Here it satisfies by Fourier’s proposition :
drtix
dentl 0, or e —ba"™e® =0 = € =ba""e™ (87)
Then from (85) and (87), two expressions reduces into :
(85) =
an n_axr axr n _axr 77/+1 axr n _axr
dx":_bae + e = —ba"e™ + ba" e = —b(1 — a)a" e,
(87)
dr2x

s _ ban—l—leam _ban+26am _ b(l _ a)an-l—leam
T — v
(87)

From here, we get ®*

d"X d2 X 1 e
dx—nw = —b2(1 — a)2a2 +1€2 (88)

This is negative for all real values of z € R. From (85), we get

d"X log ba™
=" —ba"e® =0 = g=-—220
dx™ 1—a
Finally, he deduces an imaginary root of the real part : = = % and the infinite imaginary
part : x:%’”fgi,mez or 0, 1 =+/—1.

. , ’ . . T n+1 ’ iz
Donc toute racine réelle de ’équation intermédiaire CcllmTff = 0, étant substituée
, . . mn m-+2
dans les deux équations adjacentes Cfi X — 0 et X = 0, donnera des results de
T dxn+ ’
signe contraire; donc d’apre la regle de M. Fourier, ’équation e* — be®* = (, et
toutes celles qui s’en déduisent par différentiation, devraient avoir toutes leures
racines réelles; et, au contraire, chacune de ce équations a une seule racines réelle

et une infinité de racines imaginaires, comprises sous la forme :
log ba™ + 2imv/—1
xTr =
1—a
7 désignant le rapport de la circonférence au diametre, et i étant une nombre
entier ou zéro.

Javais pensé que les équations transcendantes semblables & celle-ci :°°

1 . z? 3 n x?
J— x — —_ .
@2 @R @y
pourraient étre assimilées aux équations algébriques, a cause de ’accroissement
des dénominateurs qui permettrait de négliger les termes d’un rang tres-éloignés

=0 (89)

54¢f. Fourier’s citation : (97).

55This series are similar to the transcendental equations : € or e”*

27 what we know, the following formulae, :

v _q x? x z* —? _ 4 2 z* z8 z8
cttrrt e teetaert ¢ T T T e T Ee T ae T
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6 Mais en y réfléchissant de nouveau, j’ai reconnu que cette considération ne
serait pas satisfaisante.’” En effet, 1’équation différentielle de 'ordre n serait,
dans cet exemple,

T 1’2 .%'3

T+l 12ntlnt2 123+l nt2nid
or, quelque grand que soit n, on ne pourrait pas la réduire a ses premiers termes,

parce que les valeurs de x qui s’en déduisent sont aussi tres-grandes et compara-
bles a n. [95, pp.92-5]

1 =0

10.2. Mémoire sur les équations générales de l’équilibre et du mouvement des corps
solides élastiques et des fluides [96], 1831.

After Poisson [94],%8 continuously, Poisson appends his opinion about proof of exact differential
in the last pages of [96, pp.173-4]. His conjucture is based on the preceding analysis in [87,
pp.382-3|. cf. Chapter 7.2.

The proof of the conservation in time and space of an exact differential was discussed by
Lagrange, Cauchy, Stokes, and others. The herein-called “Poisson conjecture” in 1831, cited in
the Introduction as one of our main motivations for this study, It had its beginnings with the
incomplete proof by Lagrange [57]. However, thereafter, Cauchy [9] had presented a proof as
early as 1815, while Power [107] and Stokes [111] had tried by other methods.

To date Cauchy’s proof is still considered to be the best. Poisson concludes the proof is defect,
and even the equation made of tenscendentals satisfy with exact differential at the original time
of movement, the equations satisfy no more with it during all the time:

Je terminerai ce mémoire par une remarque propre a rectifier, sur un point
important, une proposition admise, jusqu’ici, sans restriction.

Les équations différentielles du mouvement des fluides deviennent plus simples,
comme on sait, lorsque la formule udzr+vdy+wdz est la différentielle exacte d’une
fonction des trois variables indépendantes x, y, z, qui peut, en outre, contenir le
temps t. Or, on admet que cette condition sera remplie pendent toute la durée
du mouvement, si elle se vérifie & un instant déterminé, par exemple, a 'origine
du mouvement.

Mais la démonstration qu’ on donne de cette proposition suppose que les values
de u, v, w, doivent satisfaire non seulement aux équations différentielles du
mouvement, mais encore a toutes celles qui s’en déduisent en les différentiant par
rapport a t; ce qui n’a pas toujours lieu & ’égard des expressions de u, v, w,
en séries d’exponentielles et de sinus ou cosinus dont les exposans et les arcs
sont proportionnelles au temps ; et la démonstration étant alors en défaut, il
peut arriver que la formule udr + vdy + wdz soit une différentielle exacte a
lorigine du mouvement, et qu’elle ne soit plus a toutes autre époque. Nous en
donnerons des exemples et nous développerons davantage cette remarque dans la
applications que nous ferons par la suite, des fomules de ce mémoire a différentes
questions. Les expressions de u, v, w, dont il s’agit, satisfont aux équations
différentielles relatives a l'intérieur et la surface du fluide en mouvement; et y
déterminant convenablement les coefficiens des exponentielles et des sinus ou
consinus, elles représentent I'état initial et donné de toutes ses molécules; et
les séries qui en résultent étant d’ailleurs convergentes, cela suffit pour qu’elles
renferment la solution du probleme, quoiqu’un de leurs caracteres particuliers soit
de ne pas toujours satisfaire aux équations qui se déduisent de celles du probleme
par de nouvelles différentiations.  [96, §73. pp.173-4] (Italic mine.)

56Mémoires de 1’Académie, tome VIII, page 367. sic. Poisson [92]
STFourier points out Poisson’s withdrawal of this expression (89) in Fourier [36, p.126].
58This note’s accepted date is signed as Lu : 2/mars/1829.
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11. FOURIER’S DEFENSE AND ENHANSEMENT OF HIS THEORY

11.1. Mémoire sur la distinction des racines imaginaires, et sur l’application des
théoremes d’analyse algébrique aux équations transcendantes qui dépendendent de
la théorie de la chaleur [34], 1827.

In 1824, Fourier [34] examined various roots of real or imagibnary root for practical heat
problems. In his title, he seems to emphasize the qui dépendendent de la théorie de la chaleur.
Namely he considers it is the roots depending on or relating to just the heat theory. And he
assures, according to our demonstration, all the roots are reals.

Les coefficients k, ¢, d représentent respectivement la conducibilité de chaleur,
la densité; X est le rayon total de sphere, = est la rayon de la couche sphérique
dont on vent déterminer la température v, et ¢ mesure le temps écoulé depuis
I'instant ou le refroidissement commence, jusqu’a l'instant ou la température
prend la valeur désignée par v.  [34, p.613-4]

Nous avons rapporté plus haut la solution que l'on trouve en intégrant les
équations du mouvement de la chaleur dans la sphere ; mais nous avons réduit
cette solution au cas ou la surface est assujettie dans tous les points a une
température constante zéro. On a vu comment la formule ainsi réduit saccorde
avec le théoreme général que 'on vient de démontrer. On peut aussi considérer
les cas plus général ou la chaleur du solide se dissipe a travers la surface dans un
milieu dont la température est constante. On attribuera au coefficient qui mesure
la conducibilité extérieure une value déterminée H, et 'on aura pour exprimer
les températures variables du solide I’équation suivante :

. sin(n;z) e~ e X
1 0:25 ! - / da aFa sin(n; a 90
(Dr — T X—L_Sin(Z n; X) Jo (ni @) (90)
i=1 2n;
T, X H
2 _———=1-—=X 91
@)r tan(n; X) k (01)

Les quantités x, v, t, k, ¢, d, ont la méme signification que dans ’article
précédent. Le coefficient H exprime la conducibilité de la surface relative au
milieu dont la température constante est zéro. La fonction Fy, représente, comme
nous l'avons dit, le systéme des temperatures initiales. L’équation (2)r donne
pour la valeur de n;, une infinité de racines, et nous avons démontré plusieurs fois,
soit par le calcul, soit par des considérations propres a la théorie de la chaleur,
que toutes ces racines sont réelles ; la température variable v est la double de la
somme de tous les termes dont la valeur est indiquée. [34, p.622]

Here, (90) comes from (53). And (91) comes from (52).

11.2. Mémoire sur la théorie analytique de la chaleur [35], 1829.

In 1829, Fourier published 'Mémoire’ [35] using the same title with [17] .
9§ 1. Objet de la question, formule qui en donne la solution. (The object of the problem, the
formula which gives the solution.) Fourier says : I don’t talk about here the fundamental
problems of heat equations. There were several years since the equations did a service to the
calculation. We are doubt that the mathematic analysis apply this genre of phenomina. :

Ce Mémoire a pour objet la solution d’une question d’analyse qui appartient

a la théorie de la chaleur. Cette nouvelle recherche servira a perfectionner les

applications, en introduisant dans le calcul les variations que ’on observe dans

les coefficients spécifiques. On peut a la vérité regarder ces coefficients comme

constants dans la question des températures terrestres, qui est I'application la
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plus importante ; mais il y a d’autres questions pour lesquelles il serait nécessaire
d’avoir égard aux variations que les expériences ont indiquées. Les propositions
qui sont demontrées dans le Mémoire, ont un rapport direct avec I’analyse de ces
approximations successives.  [35, p.581]

G ER & L CEREERICBIN BT OB DO E 5 25 Z L i2h D, ZOFH
WMRITEREZBRT D Z L&D E Bbivd, iR b, £ I0nbESFHR O TR
I OWTBLON D FEZEN L TNDINLTHD, H EDOIREDRBEIZOWTEEIZZ
@fw’*iﬁ(%ﬂiiﬁk%@ﬁ"%ﬁ Hk, ZOREERBEERICHTH S, LarL, HoMES H
Do ZOLDITIFEFICEAL TIERTEX DI ENNELRDHEE, ZOFmLTRLEZ
g RS H‘{/{@ﬁiﬁﬁ‘& BN B B D [35, p.581]

Je ne rappellerai point ici les questions fondamentales de la théorie de la
chaleur. Il y a peu d’années qu’elles n’avaient point encore été soumises au
calcul; on pouvait méme douter que analyse mathématique s’etendit & cet ordre
de phénoménes, et fut propre a les exprimer d’une maniere aussi claire et aussi
complete par des intégrales d’équations a différences partielles. Les solutions que
j’ai données de ces questions principales sont aujourd’hui généralement connues;
elles ont été confirmées par les recherches de plusieurs géometres. [35, pp.581-2]

FATZ Z TEFGROAREREMBICSE DRSO VIR L TRY, T b (BEm) 23R
WCRHRICHEE DN TV E £, EHRSBENRKRE 9 L LTWD, £ < O NTECEE
Hrs Z DBIGEMEICE TRATROONE D, (RS HRAROHES TR EARIZHETH
NELEARIGERTHN, HDFIENOHIIT 5 2 LAEY RO E L TERZ 2L,
RNRNTND, FEARRRRIBEN O LTS A TR b TRy, Zib (M) 1%
%< OFEMFE « FEPDER SN TS, [35, pp.581-2]

Je me propose maintenant d’ajouter a la méme théorie la solution d’une ques-
tion nouvelle, que je considere d’abord comme purement analytique, et dont
je présenterai par la suit des applications variées. Il s’agit d’assujétir les deux
extrémités d’un prisme a des températures entierement arbitraires exprimées par
deux fonctions différentes du temps, qu’elles soient ou non périodiques. L’état
initial du prisme est donné ; il est représenté par une troisieme fonction ; on se
propose d’intégrer ’équation différentielle du mouvement de la chaleur, en sorte
que l'intégrale comprenne trois fonctions arbitraires : savoir celle qui représente
I’état initial du solide, et deux autres dont chacune exprime 1’état donné et vari-
able d’une extrémité. [35, p.582]

FAXFEBERISH - R A O E 52 5 Z L #RET D, £ OFITRAN TR &
E2DHHDOTHY, W TEEEZ M EE 25, & HHIRO WA KR O R 2
DORET, AR DHDHNEE S TRV E D & TH X 2EEOBIC RIS S
NHHDTHY T2o TS, HRROFIREIZ S A b5 bDE L, TIUTE 3 DK T
Fo¥, BAOEIIZEAT LM TRADOES NG A b, 20D, BOIIEED =20
B¥aGgtebo 2 IIL, BEEOHMZRT D LH L ZONRNDNERNDNND
R CHE 2 Biv, Z{bT 2 REBERITEETHD, 35, p.582]

W V; = —ft—i——ie*i%lsin(m) cos(iw)(fO—i—/tdr f'r ei2r>
w w “— ? 0

w—z p R td 1. i%r
+ )——Ze Esm(zx) wo + ; rore

i=1

+ —Zei sin zx/o dr rsin(ir)

x désigne la distance d’un point quelconque m du solid a sa premiere extrémité
o, t est le temps écoulé a partir de ’état initial, V; exprime la température du
7



point m apres le temps ¢ ; la distance de la seconde extrémité w a l’origine o
est présentée par le nombre w ; les fonctions du temps ft, @t arbitraires, elles
expriment respectivement les températures variables des deux extrémités o et w
du prisme. La troisieme fonction arbitraire 1z qui affecte la distance variable
x d’un point intérieur a l'extrémite o, représente le systeme des températures
initiales. [35, pp.584]

In reply to Poisson, Fourier discusses this problem in [34, 35]. We cite [35].

11 était util de considérer aussi la proposition dont il s’agit, comme un théoréme
abstrait fondé sur les seuls principles du calcul, et je ’ai présentée sous ce point
de vue dans différentes recherches. Mais cette question n’ayant pas été examinée
avec une attention suffiante, on a contesté la vérité de la proposition fondamen-
tale. On a soutenu, pandant plusieurs années, que ces équations transcendantes
ont des raines imaginaires. ®° Ces objections ayant été réfutées, on a enfin re-
connu que la proposition est vraie, et I’on se borne maintenant a en proposer
diverses démonstrations. En effet ce théoréme a cela de commun avec la plu-
part des vérités mathématiques, qu’étant une fois connues, on en peut aisément
multiplier les preuves. [35, p.615, footnote(1)] (Italic mine.)

MEHL B RF BRI T W I ny B B L5 1% (Poisson) OE RIZ G BET 5 F
TERTEA 9, TNTZOBANLRONEOD T TENERE L, LarL, ZORE
ITEEREEN I TWRWnEE, BAMREBRICREZ LA T, ZoBBHRANE
WREFFOFICEIER D 20 Eolz, HEEZ T TR LIELWE DT, A%
BaRFEHERET D Z LETICE EH LY, FES T, T OEHEITRED OBFHE
HEIZB<MONEFE L, 0 ML 0T, Z0REDENS AT 2EEM
Z DALIEfEEIC RS,

L’application que j’ai faite de cette analyse a donné lieu ( 19° Cahier de I’Ecole
polytechnique, page 382, 383 ),62 a des objections qu’il m’avait paru inutil de
réfuter, parce qu’aucun des géometres qui ont traité depuis des questions ana-
logues ne s’arrété a ces objections : mais comme je les trouve reproduites dans
le nouveau volume de la collection de nos Mémoires ( tom. VIII, nouveaux
Mémoires de I’Académie des sciences, Mémoires sur l’équilibre et le Mouvement
des Corps élastiques page 11 ),63 cette réputation est devenue en quelque sorte
nécessaire, je l’ai donc insérée dans un article du présent Mémoire. Elle a pour
objet de prouver que I’exemple cité par M. Poisson ( I’Ecole polytechnique, 19¢
Cabhier, page 383 ), en alléguant que dans ce cas 'application du théoreme serait
fautive, donne au contraire une conclusion conforme a la proposition générale.

L’error de objection provient, 1. de ce que 'auteur ne considere point le nom-
bre infini des facteurs égaux de la fonction e”, ou (1 + £)", ot le nombre n est
infini; 2. de ce qu’il omet dans I’énoncé du théoréme le mot réel, qui en exprime
le véritable sens. (Voir Théorie de la chaleur, page 373, et aussi page 380, art
312.) [35, pp.616-7]

59¢f. Poisson [95, pp.90-1].
601t may be Fourier [34], which proposed in 1824, the time appeared in the bottom of [34, p.617].
61t [36, p.127]. In this paper Fourier cites his papers :
J’al publiés, il y a plusieurs années, dans un Mémoire spécial ( Bulletin des Sciences, Société
Philomatique, années 1818, page 61, et 1820, page 156.)  [36, p.127].

62poisson [92, pp.367-8]. Fourier’s citation of pages 382-3 are same with the pages 367-8 by Poisson. cf. We
show the pages 367-8 in above [92, pp.367-8].
63Poisson [92], pp.357-355. The page 11 corresponds to 357+10=367. cf. Footnote of p.367.
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FHEEO 1T 2 i AEL D, 1 HITEH (Poisson) 25F% e H D WL (14 £)™(Z
T n R ER) (IZOWTOELDE L WKFE2RREE L TWRNE, 2 5 HI i;ﬁfﬁ@jz
IRC. "real EWVOFED TBIED] LWOBEREZERT LV FEENTWVDHT,

here, we have now the defined, well-known formula :

= %=t (1+3)

i=0
Art. 312 is as follows:

Pour connaitre entierement la nature de la fonction f(0) , et celle de I’équation
qui donne la valeur de g, il faudrait considérer la figure de la ligne qui a pour
équation

62 63
y=1-0t 5% g

et qui forme avec l'axe des abscisses des aires, alternativement positives ou
négatives, qui se détruisent réciproquement ; on pourrait aussi rendre plus générales
les remarques précedentes sur ’expression des valeurs des suites en intégrales
définies. Lorsqu’un fonction d’une variable x est dévelopée selon les puissances
de x, on en déduit facilement la fonction que représenterait la méme série si I’on
remplacait les puissances

x, «x°, x°, ---, par cos, cos2x, cos3z,

En faisant usage de cette réduction et du procédé indique a I’art. 235, on obtient
les intégrales définies équivalent & des séries données : mais nous ne pourrions
entrer dans cet examen sans nous écarter beaucoup de notre objet principal. Il
suffit d’avoir indiqué les moyens qui nous ont servi a exprimer les valeurs des
suites en intégrales définies. Nous ajouterons seulement le développment de la
quantité 0% en une fraction continue.  [17, pp.344-5]

€ 2. La solution a trois parties distincts. (The solution has three distinct parts.)

Fourier proposes three parts of the solution. in which ft, ¢t and yx are three functions to
solve the problem, and the first two depend on the elapsed time : ¢ from initial time, and the
last on the distance from origin : x.

9§ 3. Premiér démonstration. La forme satisfait a léquation différentielle, aux conditions des
extrémités, et a l’état initial. (The first proof. The form which satisfies with the differential
equation, on the boundary and initial condition.)

(2)r % = ——Z L4 sin(iz) cos(iz) (f0+/tdr f'r ei2r>
0

w w

) ) t ) 2 ) t
+ — Z e g sin(ix) (goo —i—/ dr ¢'r eZQT) — 2N 2 Sin(ix)/ dr prsin(ir)
0 0

¢
(3)rF e —ft— —Ze it sin(ix) cos(im)(f(H_/ dr f'r eﬁr)

0
d
+ — E Qtsm, cos(iw)%P

o't+ — Ze 2t sin zx)<<po+/0 dr ¢'r elQT> — ;Ze_ﬁtsm(%x)%Q,

641n 1824, Fourier [34], published in 1827, examined various roots of real or imagibnary root for practical heat
problems.

+ (T

79



where, we express

t t
P =0 +/ dr f'r elQT, Q= <p0+/ dr ©'r e’
0 0

Dr Vieo= %f() _ %foz Sin(‘ix)

w

cos(iw)—i—(w_m)(pO—%Z& w/ dr or sin(ir)

B)r Yx= %/Ow dr r sin(ir)

q 4. Enoncé des trois questions partielles dont on réunit les solutions. (Expression of three
partial problems which we reunion the solutions.)

= — Z b sin iz / dr r sin(ir)
0

§ 5. Température variable a Uextrémité du solide. On résout la question en déterminant sous le
signe >, une fonction inconnue. (Variable temperature on the boundary of solid. We solve the
problem determinating an unknown function under the symbol > .)
We use at first, the expression :

v = Z bsin(iz) oy,

where, o; : unknown function of ¢, which continues with index 3.

(Mr v= —ft + Z a; e sm(zx)

(8)r Zi2 a; et sin(iz) = —f t— Zal sin(ix) + Z e Z'Qtsin(iaz)

If we assume :

d )
_ft—i—z Yi - sin(iz) = 0,
the differential equation (8)p will satisfy. If we take the known fact :
x = _2sm(.zx) cos(iw)
i

__ftz_|_z dt bsin(iz) = 0,

2, doy 2
e_ZQt—dO; = —f't cos(iw)
w

We get here,

31 (7 i2t g . 31 (o 2t g1
9)r — Cos(zw)/dte ft cos(iw), = — Cos(zw)<c+/dte fr),

where, ¢ is an arbitrary constant.

7

This value at ¢ = 0 is null, then we get

% F0+ % 3 cos(iz) 3202 _ (93)

7

)

We substitute x = —2 cos(iw)sm(m) for = of (93), then

_%smgizx) cos(iw) fO+ — 2c Z singix) cos(iw) =0,
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where, ¢ = f0, then

(1)p v= %ft + % Z Singix) cos(iw) eiiQt(fO + /dt eiQtf'T>

w— 2 sin(ix) _;2 2
(12)p v= - W—;Z +) e’ t(wO—i—/dt e’ t(p'?“)
9§ 6. Pricipe dont on a déduit la solution générale. (Principle from which we have deduced the
general solution.)

9§ 7. Application de ce pricipe, calcul. (Application of this principle. Calculation.)

bx 2 ; “ b
(13)r Vp= Sl et sin(z’x)/ do sin(ia)(—a - Fa>
ww 0 w
Here we can omit F,, then
br 2 2 @ bo
Wp Vp=—— =23 e gin(i /d in(ia) (= ) 94
(14)r Vy — e sin(ix) ; a sin(iq) - (94)
We substitute the developped expression with _ for fow da Sin(ia)( bEa)
b 2b 1 1
(15)p Vp= . —<e_0 sinz — —e 2 sin2 + —e *?sin3z — - >
w w 2 3
b 2b 1 1
(16)p W, = AL —1<e_t1 sinz ——e 2 " sin2 + —e ¥ “sin3z — - >
w w 2 3
b b 2 ; @ b b
(I r Vijgt, = AT | BT 2N it sin(ix)/ do sin(im)(l—x + 22 W>
w w w 0 w w
We have to put W this value
b 2b 1 1
AL <e_t1 sinz — —e 2 " sin2 + e “sin3z — - )
w w 2 3
We get the following term as the first part of Vi, 44,
b 2 ; @ b
AT ENT Sin(ix)/ do sin(iz) AL (95)
w w 0 w
(95) is due to (94).
b 2 ; “
(18)p AT ENT sin(ia)/ da sin(ia)
w w 0
b 1 1
AT <e*t1 sina— —e 2 " sin2a +—e ¥ "sin3a — - )
w 2 3
Another part of V4, 44,
hr 2 <e*(t1+t2) sinz — 16722(““2)31'71230 — 16732(t1+t2) sin3x — - )
w w 2 3
2b 1 1
Viits = b2 — = <e_t2 sinz — —e 2 sin2z — e 3" sin3x — - >
w 2 3
hr 2 <e*(t1+t2) sinz — 16722(““2)31'71230 — 16732(t1+t2) sin3z — - )
w w 2 3
x x x
(19rF Vittotts = bi—+bo— +b3—
w w w

2 i w
- = Z et sin(z’x)/ da sin(ia) <b1£ N bgﬁ — Wa>
w5 0 w w w
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(20)p — %Z:e*i225 sin(izx) /Ow da sin(iar)

i
2b 1 1
- =2 <e*t2 sino — 5672%282‘7&204 — 5673%2 sin 3 — - - )
w
- & <ef(t1+t2) sina — %6722(t1+t2)5in2a — 16732(t1+t2) sin 3 — - - >
w
2b 1
(2)r — — (eft2 sinx — 5672%251’7123: — —e ¥ gin3y — - )
w
_ (e_(t1+t2) sinz — 16_22(t1+t2)8’in2$ - le_?’Q(M‘Ht2) sin3x — - >
w
2b 1 1
22)r Vi dtoats = bgE _ B sing — e 2 Bgin2r — e 5 sin3x — - -
1+t2+t3 9 3
w  w
.  2by —(ta+ts) o L 92(ty4ts) L3204y 485)
+ b2———<e 273 smx—§e 2 332n2x—§e 27T sme—---)
w  w
+ b=
w
— 2—b1 (67(t1+t2+t3) sinx — 16722(tlHQHS)sinQ:c — 56732@1“2“3) sin3x — - - )
w
9 8. Consequence remarquable. (Remarkable consequence.)
(23)F Viistortsttat
x
— by
w
_ 2_61 (e—(t1+t2+t3+t4+~“) sin ¢ — 16—22(t1+t2+t3+t4+---)Sin2x _ 16—32(t1+t2+t3+t4+~') sin3x — - - >
w 2 3
+ b2£ _ 2 <e_(t2+t3+t4+"') sinx — 16_22(“H?"Ht”"')sin2uv — 16_32(t2+t3+t4+'") sin3z — - >
w 2 3
+ b3£ _ 2 <67(t3+t4+”') sinz — %6722(’53“”'")32'72236 — 56732@3””'”) sin3z — - )
w
+ b4£ - 204 <ef(t4+"') sinz — 16722(t4+"'),sz'712x — 16732@“'") sin3x — - >
w w 2 3

99. Accroissement de la température par degrés infiniment petits, forme de lintégrale. (Incre-
ment of temprature by the infinitesimal perturbation. Form of integral.)
We assume f0 = 0.

e 1 1
24)p V= Eft - — dtf't <e_(T_t) sinx — 56_22(T_t) sin 2z + §€_32(T_t) sin3z —--- ) (96)
w w Jo

2 1 1
EfO - — (f() e T sing — —e 2T sin 2z + ~e 3 Tsin3z — - >
w w 2 3

v, = £<f0+/0Tdt f’t) —%sinm(fO—i—/ont f’t)

1 T 1 T
567227‘ sin 2z (f() —|—/ dt f't e22t> + 367327‘ sin3:c<f0 —|—/ dt f't 632t>
0 0

fO+ fOT dt f't = ft, and when T'= 0 of V; in (24)p [=(96)], we get the initial temperature of

system by sinz — 1 sin 2z + 4 sin 3z — %sinélx + 1

3 3 ssindr — - =

)

[NJLS

2 1 1 1 1 2
EfO— —f0<sin:c— —sin 2z + —sin 3z — —sin4x + —sin5:c—---) = fO(E — —E) =0
w w 2 3 4 )
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€ 10. Solution générale. (General solution.)

— 2 T
(25)Fr Vi = gor_z {eiT sin:c(goO —|—/ dt gp’t)
w w 0
L o2 4 1y 2%t L _s2r 4 1y 3%t
3¢ st:n(goO—l— dt ¢p'te >—i—§e sm3x(300—|— dt ¢'t e )}
0 0

w

_ 2 . T .
(26)p V= wor_z E e~ T sin(iz) (<p0 +/ dt o't eth)
w “— 0
i

_ 2 2T - (i g 1y it
2N r U = Eft—l—az e cos(iw) sin(iw) <f0—|—/0 dt ¢'t e >

(28)r Wrpr = 2 Z e T sin(iz) /w dr vr sin(ir)
i 0

w

Finally, we get the total of (26)r, (27)r and (28),
29)r U+ Vi+Wr

Namely, the diffusing temperature of the heat on a prism : (29)r is given by the sum of three
terms, (29)r = (27)r + (26)F + (28)F = (1)p. % [35, pp.581-610].

11.3. Remarques générales sur ’application des principes de l’analyse algébrique aux
équations transcendantes [36], 1831.

In 1830, Fourier published the Remarques [36], which may be the last paper to Poisson in life,
after only 7 days since Poisson’s proposal [95], in which Fourier says : (Remark. We counter
and show the paragraph number instead of the article number, for the article number is none in
his paper. )

91
Avant de traiter la question qui est 'objet principal de cette note, je discuterai,
dans un primier article, une objetion proposée plusieurs fois par M. Poisson,%
et que ce savant géometre a reproduite récemment dans un écrit présenté a
I’ Académie.b”
q2
Pour resoudre la question du mouvement de la chaleur dans le cylindre solide,
j’ai appliqué un théoreme d’analyse algébrique a ’équation transcendante propre
a cette question. M. Poisson n’admet point cette conséquence. Il ne se borne pas
a dire que 'on n’a point encore publié la démontration de ce théoréme, en faisant
connaitre quil s’applique aux équations transcendantes : il soutient que lon

65Here Fourier’s statement of sin(iw) in (27)r is unmatched with in (1) as follows :

Dr WV

ﬁft + 2 i e—i2t1 sin(iz) cos(iw) (f() + /t dr f'r eizr)
w w )

0

— 2 & izl t ;
+ (w x)f;Zeﬂztzsin(ix)(npo+/odr o'r eZZT)

w :
i=1

+ % Z e sin(iz) / dr rsin(ir)
i=1 0

then we should correct it in (27)F as not sin(izw) but sin(iz), for = represents the distance from the origin o.
66poisson proposed his paper relating to transcendental equations : MAS 8 [92], etc.
67Poisson proposed another paper : MAS 9 [95], before Fourier published [36].
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arriverait a une conclusion fausse si I'on étendait cette proposition a 1’équation
exponentielle

e’ —be™ =

36, p. 119]

95

M. Poisson a présenté, pour la premiere fois, cette objection dans le 19™¢
Cahier des Mémoires de I'Ecole Polytechnique (page 382). Il ne citait point le
théoreme dont j’ai fait usage, mais une proposition tres-differente, puisqu’il y
omet une condition qui en est une partie nécessaire, et qu’il ne regardait point
comme sous-entendue. La réfutation aurait donc été pour ainsi dire auperflue :
mais le méme auteur a reproduit son objection plusieurs années apres, et c’est
alors seulement qu’il a cité la proposition dont il s’agit telle qu’on la trouve dans
la Théorie de la chaleur ( pages 372 et 373 ).9% [36, p. 120]

Fourier’s respondents [36] to Poisson [95] after only 7 days, are as follows :

q 10

69

Pour établir cette conséquence, nous allons rappeler le calcul méme qui est
emplyé par I'auteur : et afin de rendre les expressions plus simples, sans altérer
en rien les conclusions que ’on en déduit, nous considérerons seulement 1’équation
e’ — e*. Le lecteur pourra s’assurer facilement qu’il n’y a ici aucune différence
entre les conséquences qui conviennent a I’équation e® —be®®, a et b étant positifs,
et celles que 'on déduirait de I’équation tre-simple e® — e2* = 0.

Ecrivant donc

"X d"?X

dn+1X
X=e"-e¥=0 = = e — 2", - =
dx™ da™t
, . +2 .
et posant 1’équation dnT)Q( =0, ou e — 2" = 0, ¢*® = 0, on en tire la
p q dxnt+ ’ ’ ’
d"X o dH2X
" dxnt2 *

) dxnt2 =¢€

Par cette

valeur de e* pour la substituer dans les deux valeurs de
élimination, on trouve
dn+2 X

mn
d"X — 2neQm — _2n+le2:v
dxm T dant? ’

et

_e:v_2n+1621 N

2n+2e2m

"X d2X

X _92n+1 4z
dxm  dxnt2 2 €

(97)

¢ X drt2X
dx™ dxn+t2

. . . L s drtlX o
conclut que toute racine réelle de I’équation intermédiaire CileJr)f, étant substituée
dans I’équation qui précede et dans cette qui suit, donne deux resultats de signes
contraires : c’est cette conclusion que I'on ne peut pas admettre.

I’on détermine la valeur du produi qui est —227H1 42 70 Trauteur en

En effet, si, la valeur réelle de = qui rend nulle la fonction intermédiaire
e® — 2n2e2% réduit A zéro le facteur € commun aux deux termes, cette méme
valeur de x étant substituée dans la fonction qui précede, savoir e® — 27e%* et
dans celle qui suit, savoir e* — 2"1e2® réduira 'une et lautre & zéro. Les deux

6817, pp.335-6, 9§ 308]

69The following are devided into three parts of citation and underlying it by us, to be easy to see the
paragraph and underlying it.

70¢t. Poisson’s assertion : (88).
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Here, Fourier’s assertion is that if we assume the intermediate function ¢—% zero, then the
common term e* = 0. We substitute this same value for the two equations before and after of
this intermediate function, then have zeros which are the same sign each other as follows :

X e . 1 CX o e 2 =,
Ifilze -2 € =0 = e = 1:0 = dq’%‘-‘»QX 9 9
danr 2n+ ST = eT — 2n+ e2r =

Then both equations of (98) are zeros and have the same sign respectively. Fourier continues :

q11

Fourier’s conclusions are for Poissin to have to admit the condition in Poisson’s example,
which indicates all the root are real, does not satisfy with Fourier’s condition as follows :

résultats ne sont donc point de signes différents, ils sont les mémes. Pour que
I'un des résultats fut positif et I’autre négatif, il faudrait ne considérer parmi les
racines réelles de I’équation e* — 2"T1e?® = 0, que celles de ces racines qui ne
rendent point nul le facteur e®.  [36, pp.122-4] (Italic mine.)

dn+1
daen+1

Or il n’y en a qu’une seule, savoir la racine réelle du facteur 1 — 2"+1e? = 0.
Cette racine, qui rend e* égale a #,71 donne certainement deux résultats de
signes opposés : mais 'application du théoreme ne consiste pas a substituer
dans les deux fonctions intermédiaires une seul des rasines réelles de ’équation
e® — 2" 122 — () elle exige que 'on emploie toutes ces racines, et il est nécessaire
qu’il n’y ait aucunne de ces racines réelles qui étant substituée dans les deux
fonctions intermédiaires, donne deux résultats de signes opposés. C’est ce qui
n’arrive point ici ; car il y a, au contraire, une infinité de valeurs réelle de x,
dont chacune, étant mise pour x dans les deux fonctions intermédiaires, donne le
méme résultat, savoir zero. [36, pp. 123-4]

Toutes ces conséquences sont contraires aux principes du
calcul. Au liew de conclure que dans cet exemple cité
le théoréme est en défaut, ce sont les expressions de [’auteur, tome
VIII des Nouwveaur Mémoires de [’Académie royale des Sciences,®
il faut reconnaitre que dans cet exemple les conditions qui indiqueraient
que toutes les racines sont réeles ne sont point satisfaites. [36, p. 125]

%Poisson [92].

Fourier points out Poisson’s contradiction of two descriptions that Poisson asserts at first, an
equation (99) of heat in cylindrical corps, which satisfies with the problem, however, afterward,

he denies it in another paper : Poisson [95, p.95].

q17

Mhrom ® — 2" tle® =0 = % = 1L

M. Poisson a pensé que la proposition énoncée plus haut, concernant les con-
ditions des racines réelle, ne s’applique point aux fonctions transcendantes, si ce
n’est dans des cas tres-particuliers ( 19éme Cahier de I'Ecole Polytechnique, page
383 ) ; mais par rapport a 1’équation déterminée qui convient au cylindre, il a
adopté successivement deux opinions différentes.

e Dans le tome VIII des Nouveaux Mémoires de I’Académie des Sciences (

page 367 ),” apres avoir affirmé de noveau que le théoreme dité serait en

on+1-*

"2Ppoisson [92, pp.367-8]
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défault si on 'appliquait a I’équation exponentielle e* — be® = 0, il ajoute
que la regle convient cependant a 1’équation
2 3 4
x x x
2)rp 0=1-24+—5———S+—5 — -
? 22 (3)* (@)’
"qui appartient & la question de cylindre.

e Le méme auteur a énoncé une autre conclusion dans un second écrit présenté
a1'Académie ;™ il y rappelle qu’il avait d’abord pensé qu’a cause de ’accroissement
des dénominateurs, le théoréeme s’appliquait a I’équation (2)pgr, mais qu’en y
réfléchissant de nouveau il a reconnu que cette conséquence n’est pas fondée.

[36, p. 126]

Fourier asserts his fundamental status about the theorem of De Gua or method of cascade by
Roll.
q 19

(99)

Quant aux principes que j’ai suivis pour résoudre les équations algébriques, ils
sont tres-différents de ceux qui servient de fondement aux recherches de Gua ou
a la méthode des cascades de Rolle. L’un et I'autre auteur ont cultivé ’analyse
des équations ; mais ils n’ont point résolu la difficulté principale, qui consiste
a distinguer les racines imaginaires. Lagrange et Waring ont donné les premiers
une solution théoretique de cette question singuliere, et la solution ne laisserait
rien & désirer si elle était aussi practicable qu’elle est évidente. J’ai traité la méme
question par d’autres principes, dont l’auteur de l’objection paratt n’avoir point
pris connaissance.” Je les ai publiés, il y a plusiéurs années, dans un Mémoire
spéciel ( Bulletin des Sciences, Société Philomatique, années 1818, page 61, et
1820, page 156. ) (Italic mine)

q 20

J’ai eu principalment en vue, dans cet écrit, la résolution des équations algébriques

; je pense que personne ne peut contester l’exactitude de cette solution, dont
I’application est facile et générale. En terminant ce mémoire trés-succinct, j’ai
ajouté que les propositions qu’il renferme ne conviennent pas seulement aux
équations algébriques, mais qu’elles s’appliquent aussi aux équations transcen-
dantes. Si j'avais omis cette remarque, j’ai donné lieu de croire que je regar-
dais la méthode de résolution comme bornée aux fonctions algébriques, propo-
sition enticrment fausse : car j’avais reconnu depuis long-temps que les mémes
principes résolvent aussi les équations non algébriques. Je pensais alors qu’il
suffisait d’énoncer cette remarque. Il me semblait qu’en lisant avec attention la
démonstration des théoremes, on distinguerait assez facilement ce qui convient a
toutes les fonctions, et ce qui peut dépendre des propriétes spéciales des fonctions
algébriques entieres. Il est évident que ces dernieres fonctions ont un caractere
particulier, qui provient surtout de ce que les différentiations répétées rédusent
une tell fonction a un nombre constant ; mais les conséquences principes, dont le
mémoire contient la démonstration, ne sont point fondées sur cette propriété de
fonctions entieres. [36, pp. 127-8] (Italic mine.)

q 22

En générale il faut distinguer

"3Fourier cites that the denominators are not Poisson [92, p.367]’s expression : (212, (3))%, (4N? ---, but
(202, (313, (4N?* ---. cf. (89).
TPpoisson [95, p.95]
75¢f. Poisson [95, p.91].
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e les cas ou une fonction est égale au produit a un nombre fini ou infini facteurs
formés de toutes les racines,
e ct les cas ou cette propriété n’a pas lieu ;
mais nous ne pourrions point ici entrprendre cette discussion sans nous écarter
trop long-temps du but spécial de cet article, qui est
e d’exprimer clairement comment j’ai été conduit a prouver, par I’application
d’un théoreme algébrique, que I’équation transcendante (2)rg, qui se rap-
porte a la question du cylindre, a en effet toutes ses racines réelles,
e et de montre quelles sont ces racines.
[36, p. 130]

Fourier proposes two sort of roots :

q 23

Les variations de signes que peut perdre la suite des résultats, lorsque le nombre
substitué passe par une valeur déterminée, sont de deux sortes.
1. Il peut arriver, lorsque quelques-unes de ces variations disparaissent, que la
derniere fonction X devienne nulle.
2. Il peut arriver que des variations de signes diaparaissent, sans que la derniere
fonction X devienne nulle.
Le premier cas répond aux racines réelles, et le second aux racines imaginaires.
(36, p. 131]

Fourier summarizes the criterion between the real root and imaginary root, judging from the
number of substitution of the sign :

9 26

Ainsi

1. Les valeurs accidentelles de x, qui font évanouir une des fonctions, peuvent
n’apporter aucun changement dans le nombre total de variations ; ces valeurs
substituées sont indifférentes.

2. La substitution qui fait évanouir une des fonctions peut diminuer d’une seule
unité lenombre de variations ; alors la valeur substitué est une racine réelle.

3. La substitution qui rend nulle une fonction intermédiaire fait disparaitre
deux variations de signes, sans rendre null la fonction X ; alors on est assuré
que deux de racines de 1’équations sont imaginaires.

[36, p. 133]

9 40 The following equations are totally designated by the equation (e).
d’y dy d’y d’y  dy d'y Iy Py
r—4+(1l—-2)—4+ny=0, z—+1—-2)—+n—=0, z2—+2—z)—5 +n—75=0
dx? ( )dx 4 dx3 ( )dx2 dx dx?t ( )dx3 dx?
diy ' di—ly di—2y
T T (i-1- x)daci*1 = 0

Here, the followings are Fourier’s last iteration of assertion on these sort of discussions. We can
render the second terms null by a certain real number of z. The sum of reminders is non zero.
From here, the imaginary roots are deduced.

Donc en substituant pour z, dans une des équations (e), une valeur réelle de x,
qui ferait évanouir le second term, il arrivera toujours que le premier et le dernier
terme n’auront pas un méme signe, car leur somme ne serait pas nulle. On ne
peut pas supposer que la méme valeur de x, qui fait évanoir le second terme,
rend aussi nuls le premier et le troisieme terme d’une des équations (e) ; car si
cela avait lieu, on conclurait de ces équation que la méme valeur de x fait évanoir
les fonction dérivées de tous les ordres, sans aucune exception. Ces cas singulier
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serait celui ou I’équation proposée y = 0 aurait toutes ses racines égales. [36, p.
139]

12. G. DARBOUX’S COMMENTS IN [17, 18], 1888, 1890

12.1. The critical remarks by Poisson seem to be in reason.
The following are the comment on the defeat of Fourier by G.Darboux [17].

Fourier expresses here, one of the results of the nice theorem which constructs the
capital discovery in the theory of algebraic and transcendental equations, which
never stop to devote it, and for this problem, he spends his time on a special
paper : The Analysis of determined equation.

Fourier applies for transcendental equation : y = 0, a proposition which is
proved only in the algebraic equation

Poisson proposes a critical remarks, in the JEP Cahier 19, p.382, 7 he seems
to be in reason. He (Poisson) observes the equation

() y=¢e"+be™ =0,

where, a : a constant of a > 0, a # 1.
The function y is a particular solution of the differential equation

d*y dy

(B) @—( +1)@+0y:0,

where all the Fourier’s principles are literally applicable to y. If, the original
(of Poisson) is acknowledged as correct, he concludes that the equation («) have
the roots of real only. Or, if b < 0, then the equation have roots of real only ; if
b > 0, then no root. And in both case, it has the numberless imaginaries. This
fact is, we think, sufficient to decide the problem.

This objection by Poisson have been very sensible for Fourier ; there is the
repetition of Fourier’s refutations such as, in particular, in MAS, vol. 8, p. 616
™ published in the selection of MAS, vol.10, p.119, "® etc. If Fourier would
have suitably applied it, in reverse, he have played a very important role for the
elucidation of these equations to which Fourier have been the progenitor to call
attention.

From above remarks, it is no necessary to conclude that Fourier’s theory can’t
be served for the study of transcendental. = The reader will be easily see that
if they read repeatedly the various passages of the papers in above mentioned.
[17, 9308, p.336, footnote], cf. Table 8. (Translation mine.)

B OIER 22 5. Fourier OB BB R OIS MO b T HAR & G
B BERHHE, (2 OEMTON) EYIEM S TVAUE, KRHE Fourier 282 0%
A OMINC L CRANCIRE L b3 R AR 2 B L2 5, S8k
FOEEODRE# A i %M 0 R LD IERE SIS Z OFICWET 57255, 8 G.D.

12.2. Numerical calculus by Budan de-Bois Laurent.
Darboux comments about the preceding work by Budan de-Bois Laurent on the numerical
calculation. We cite the paragraph commented by Darboux in [18].

"6Poisson, [87]. cf. Chapter 7.2, and Table 8.
"Fourier, [35], cf. Chapter 11.2.
"8Fourier, [36]. cf. Chapter 11.3.
"Le théoreme de De Gua. cf. §1. Introduction.
80¢cf. Fourier [36]
8lcf. For example, Fourier [36, p. 127]
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La proposition fondementale demonstrée par Fourier dans le Mémoire précédent

est souvent attribuée a Budan de-Bois Laurent. Un passage de I'éloge de
Fourier par Arago, ou la question est trop nettement tranchée en faveur de Bu-
dan, a beaucoup contribué a répandre cette opinion, qu’un examen détaillé et at-
tentif ne parait pas confirmer. L’éclat et 'importance des déconverts de Fourier
dans la théorie de la chaleur ont soutout attriré 'attention des géometres ; on
n’a pas rendu assez de justice aux découvertes de l'illustre savant relatives a la
résolution des équation numériques. Comme Fourier n’a pas eu le temps d’y met-
tre la derniére main et de les publier dans leur ensenble, on ne les a peur-étre pas
étudiées avec toutes 'attention qu’elles méritaient. La méthode de séparation des
racines qui est esposée dans le Mémoire précédent, si elle le céde en précision et en
élegance a celle que 'on déduit immédiatement du théoreme du Sturm, est bien
supérieure dans la pratique a celle de Lagrange, qui repose sur la considération de
la plus petite racine de I’équation aux différences. La Préface que Navier a placée
au comencement de I’Analyse des équations déterminées établit, d’ailleurs, de la
maniére la plus incontestable, non seulment que Fourier a connu son théoreme
des 1787, mais encore qu’il I’a exposé publiquement a ’Ecole Polytechnique dans
les années 1796, 1797 et 1803. D’apres cela, voici 'ordre dans lequel se présentent
les publications respectives de Fourier et de Budan :

1. Exposition su théoreme dans ’enseignement de Fourier a I’Ecole Polytech-
nique on 1796, 1797 et 1803. Nous négligeons ici plusieurs Communications
aux Instituts de France et d’Egypte donc on connait les dates, mais dont il
ne rest aucune trace écrite.

2. Publication faite en 1806 par Budan d’un Ouvrage intitulé Nouvelle méthode
pour la résolution des équations de degré quelconque.  Ce Traité contient
une méthode absolument insignifiante pour la séparation et le calcul des
racines. Voici toute ce qu'on y trouve sur le théoréeme de Fourier (p.26,
n0.39) : On peut déduire de la régle de Descartes les deux propositions
suivantes : (omitted)

(3., 4., 5. are omitted) [18, pp.310-12]

Judging from the comment by Darboux above that after Fourier establishes his theory, Budan
de-Bois Laurent publishes his ouvrage, Arago’s assertion seems to be wide of the mark.

82

82Fourier [30).
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TABLE 15. Papers of describability of the trigonometric series up to the 19th C.

no|name/papers lifetime |Proof|Residue Trlgonometrlc
Series

1 |d’Alembert [16]:1761 1717-83 *

2 |D.Bernoulli [3]:1747 1700-82 *

3 |Euler [27]:1748 1707-83 ®

4 |Lagrange [?]:1759, [53]:1760, [54]:1760 1736-1813 *

5 [Fourier [41):1807, [75):1809, [17]:1822 1768-1830 *

6 | Gauss [40]:1818 1777-1855 *

7 |Bessel [4]:1820 1784-1846 *

8 |Poisson [84]:1823 1781-40 |* *

8 |Cauchy [8]:1823 1789-1857|* *

10| Dirichlet [21]:1829, [22]:1830, [23]:1837 _ |1805-50 |*

11| Kummer[48]:1835 1810-93 |* *

12[Sturm[109, 112]:1836 180355

13| Liouville[109, 61, 62, 63]:1836 1809-82 |* *

14|Riemann [108]:1867 1826-66 |*

15| Heine [45]:1871, [46]:1880 182181 [* | *

16| Paul du Bois-Reymond [24]:1872, [25]:1876|1831-89 [*

17|Harnack[44]:1887 1851-88 |*

18R Fujisawa [38]:1886, [30]:1888 18611933 |F

13. INTRODUCTION TO AFTERWORDS - DESCRIBABLITY OF TRIGONOMETRIC SERIES OF
ARBITRARY FUNCTION

Fourier [31] published his heat theory in 1822 as the second edition, however, he gave up
the proof on the convergence of his trigonometric series. As the contemporary, Cauchy [8] and
Poisson [84] acknowdlege their own provings as defect after trials, immediately applying to the
wave equation. Before and after Fourier’s death, Dirichlet [21, 22, 23] and Riemann [108] try
to prove the describability of the arbitrary function with trigonometric series by Fourier. In
1888-90, G.Darboux [17] edits (Buvres de Fourier, 2nd Ed.. In 1888, R.Fujisawa [39] also issues
Ueber die Darstellbarkeit willkiirlicher Functionen durch Reihen, die nach den Wurzeln einer
transcendenten Gleichungen fortschreiten. Of the arbitrary function using the series developped
by trigonometrics, on the one hand, Dirichlet discusses ’die Darstellung’ ("the description’), on
the other, both Riemann and Fujisawa entitle 'die Darstellbarkeit’ (*the describability’). Before
Darboux [17], Fujisawa’s target of proving is the same as Dirichlet [23] in proving the heat-
difusion theory. While Dirichlet [23] refers to the then original of Fourier, Fujisawa referring
to Fourier [34], in which Fourier proposes the distinctive method between real and imaginary,
improving the same previou paper of usage [30] after Descartes [19]. In addition to it, he
is due to the proof of Cauchy’s residue theorem after Strum [109, 112] in 1836, and Liouville
[109, 61, 62, 63] in 1836. We will introduce the early situation of the describablity of an arbitrary
function by the trigonometric series in below. cf. Table 15.

14. GAUSS AND BESSEL

About the describability of the trigonometric series of an arbitrary function, Gauss applies it
in a case study of a planet in 1818. Gauss and Bessel devotes in the planetary movement as well
as Lagrange and Legendre.

Bessel, in [4] introduces Gauss’ paper [40] in Latin entitled with lengthy title : Determination
of attraction in the point on an arbitrarily given position of the moving planet, of which their
masses are described in the total orbit to be uniformly distributed by the time rule for each part,®
and hopes to his study in 1814, which is called by the announcement of the paper, is earlier than

83Translation mine.
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Lagrange and Legendre. It tells a extension of a scope of study in this series. Gauss’ application
is to calculate the pertubation of a planet in accordance with the Kepler second law. Bessel’s
paper is Ueber die Entwicklung der Functionen zwier Winkel u und v’ in Reihen, welche nach
den Cosinussen und Sinussen der Vierfachen von u und u' fortgehen, 1820. Gauss’ introduction
says as follows :
q1.
The elements in the planetary orbit receive the strict variation, by the perturba-
tion of the another planet, especially, we suppose that
e after this position in the orbit is independent,
e or the perturbing planet obeys the Kepler’s second law in elliptic orbit,
e or its mass per orbit considered in this range is equally distributed, and in
the partial orbit, in other words, if,
e the uniform interval of time are assumed, and
e the same masses above mentioned are divided into parts, then, the time of
the revolving planet perturbing and perturbed is not commensurable.
For this elegant theorem, if anything of this sort of the proposition, is proved
almost perfectly from the astronomical physical principle. The problem is
offered by himself, or by the plural, this solution needs to be the attraction : the
orbital attraction of planets is, moreover, preferably, elliptic annulus, of which
the thickness is infinitesimal, in the arbitrary point of given position exactly
determined. [40, p.332]

We omit the middle articles and show the trigonometric series in th last article.
q18.

By the method explained here, in addition, infinite integral ( start from the
variable value = 0 ) allows to assign the maxima.  Namely, if 7" is supposed
to be determine in the same way by m/, n/, T', T’ is also by m, n, T in the same
way, and 7" by m”, n”, T”, and so on, ---, namely, for any value is determined
by T itself, each term value of the series T, T", T”, T ..., rapidly converge to
the limit @, it will become as follows :

dr 0

(o]
/0 Vm2cos2 T +n2sin® T o
®  (cos? T —sin® T)dT
0 vm2cos2 T+ n2sin2 T
vl
U
[40, p.354]

1
+ bel <)\/ cos T sin T+ 2)"cos T' sin T" +4N" cos T” sin T + - -- >

15. A.CAUCHY, Mémoire sur lintégration des équations linéaires aux différences partielles et
a coefficiences constans [8], 1823

Cauchy says the following object of this paper in the top page :
L’objet que je me propose dans ce Mémoire est de résoudre la question suivante

Etant donnée entre la variable principale ¢ et les variables indépendentes
x, Yy, z, +--, t une équation linéaire aux différences partielles et a coefficiens
constans avec un dernier terme fonction des variables indépendentes, intégrer
cette équation de maniere que les quantités

dy d2ap

P, dtaﬁ,
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se réduisent a des fonctions connues de z, y, z,---, pour t = 0. [8, p.511]

FOZDOFHIXOHMET D EZATROBEERLS Z L TH D, -
FEE @ EMSEER x, y, 2, o0, t DRICE X BT B DR TR TR ORI EEL
B bONRBD L LT, ZohBRRERe, 2 T2 = 0LT D, y, 2,
O R D BERBEEITIR AT D K 0 IS L

In the second chapter, in which Cauchy intends to solve the problem, he says my logic is
unavoidable to fall into a ’circular argument’ of (73)c = (76)c = (77)c = (78)c = (73)c.

§6.
d" d'o
e G =t
1 [ Aot 01t Op—1t
(70)c P = %/ exp{fot} + expity in+ + xp{Om1} exp{a(z — p)v -1} da

e o= [P+ [a [Prw+ -+ [ " g [ Phncao dn

where 6y, 61, 03, ---0,,_1 are the roots of the equation, and fm_l dt™ ! means the m — 1
times integrals with respect to ¢ :

(72)c 0™ = a(a\/—_l)l

In the (69)¢, we suppose | = m =2, a = —1 then (69)¢ turns into

La value précédente de ¢ est indéterminée. Mais I'indétermination cessera pour
I'ordinaire, si, dans chaque intégrale relative a la variable «, on multiplie la
fonction sous le signe [ par e_kO‘Q, k désignant un nombre infiniment petit. Alors,

1
en effectuant les intégrations relatives a cette variable, et posant y = x + 2k2u,
on obtiendra la fomule

1 r2 © 2 ut 1

—e1k "% cos (—= 2kz2u) d

ﬁ64k/ e CO&<\/E>fO(x+ 2u) du
1

2 & 2 ut 1
— & dt - — 2k2u) d
ﬁ/o e /_ e cos<\/E>f1(ac+ 2u) du

(e ¢ =5 fle+/=1) + fole = tv=D)] + 3 [ file+ /1) + file - tv=T)

(76)c ¢ =

_l’_

Mais, quoique cette derniér value de ¢, substituée dans 1’équation (73)c,
paraisse la verifier dans tous les cas, néanmoins on ne saurait la considére comme
générale, tant que I’on n’aura pas donné de I'expression imaginaire f(x +ty/—1)
un definition indépendente de la forme de la fonction f(z) supposée réelle. A
la vérite, cette expression imaginaire se trouverait suffisamment définie, si ’on

convenait de représenter par la notation f(x + ty/—1) une fonction ¢ de z et de
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t, qui étant continue par rapport a ces deux variables, fut propre a remplir la
double condition de se réduire a f(z) pour t = 0, et de vérifier I'’équation

dp dp
8 — 4+ —2\/—1=0
(W) 7+ 4

Mais il est facil de voir que, dans ce cas, la fonction ¢ serait celle qui vérifie
I’équation (73)c pour tous les valeurs possibles de ¢, et les équations de condition
o= f(z), fli—f = 0, pour la valeur particuliere ¢t = 0.

Ainsi, la recherche de la fonction f(x + ty/—1) se trouverait ramenée a l'intégration de
la formule (73)¢, et 'on ne pourrait plus donner pour intégrale de cette formule I’équation
(77)¢c, sans tomber dans un cercle vicieux. |8, p.568]

ZHLT, B fla+ty/-1) 2RO I D EFHUE (73) A TRIDT D LFE L, 20Xy
T2 OIIER (77) 2 522 Lo E W O TEERGMIEICH D X5 215720,

Dirichlet doesn’t miss Cauchy’s description and that becoms Dirichlet’s motivation for his
following papers.

16. G. DIRICHLET’S WORKS

16.1. Sur la convergence des séries trigonométriques qui servent o représenter une
fonction arbitraire entre des limits données [21], 1829.

Les séries de sinus et de cosinus, au moyen desquelles peut representer une
fonction arbitraire dans un intervalle donné, jouissent entre autres propriétés re-
marquables de celle d’étre convergences. Cette propriété n’avait pas échappéau
géometre illustre qui a ouvert une nouvelle carriere aux applications de ’analyse,
en y introduisant la maniere d’exprimer les fonctions arbitraires dont il est ques-
tion; elle se trouve énoncée dans le Mémoire qui contient ses premiéres recherches
sur la chaleur. Mais personne, que je sache, n’en a donné jusqu’a présent une
démonstration générale. Je ne conais sur cet objet qu'un travail du a M. Cauchy
et qui fait partie des Mémoires de Académie des sciences de Paris pour 'année
1823.%34 L’auteur de ce travail avoue lui-méme que sa démonstration se trouve
en defaut ® pour certaines fonctions pour lesquelles la convergence est poutant
incontestable. Un examen attentif du Mémoire cité m’a porte a croire que la
démonstration qui y est exposée n’est pas méme suffisante pour les cas auxqueles
I'auteur la croit applicable. Je vais, avant d’enter en matiére, énoncer en peu de
mot les objections auxquelles la démonstration de M. Cauchy me parait sujette.

La marche que ce géometre célebre suit dans cette recherche, exige que 1'on
considere les valeurs que la fonction ¢(x) qu’il s’agit de développer, obtient,
lorsqu’on y remplace la variable x par une quantité de la forme u + v/—1.
La considération de ces valeurs semble étrangére a la question et l'on ne voir
d’ailleurs pas bien ce que l'on doit entendre par le résultat d’une pareille sub-
stitution lorsque la fonction dans laquelle elle a lieu, ne peut pas étre exprimée
par une formule analytique. Je présente cette objection avec d’autant plus de
confiance, que 'auteur me semble partager mon opinion sur ce point. Il insiste
en effe dans plusieurs de ses ouvrages sur la nécessite de définir d’une maniere

84T his paper corresponds to [10] in 1827 in Gallica, however, this date propesed on the paper : 16/{év/1826.
85We can’t catch this word en defaut in Cauchy [10] on today’s Gallica.
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précise le sens que 'on attache & une pareille substitution méme lorsqu’elle est
faite dans une fonction d’une loi analytique réguliere; on trouve surtout dans le
Mémoire qu'il a inséré dans 19°™¢ Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique
pag. 567 et suiv.,%¢ des remarques sur les difficultés que font naitre les quantités
imaginaires placées sous des signes de fonctions arbitraires. Quoi qu’il en sort
de cette prémier observation, la démonstration de M. Cauchy donne encore lieu
a une autre objection qui parait ne laisser aucun doute sur son insuffisance.
La considération des quantités imaginaires conduit 'auteur a un résultat sur le
décroissement des termes de la série, qui est loin de prouver que ces termes for-
ment une suit convergente. Le résultat dont il s’agit peut étre énoncé comme il
suit, en supposant que 'intervalle considéré s’etend depuis zéro jusqu’a 27,  [21,
pp.119-120]

Dirichlet’s motivation in [21] to prove the unknown problem is due to Cauchy’s confession
about own defect of proving as follows :

Mais personne, que je sache, n’en a donné jusqu’a présent une démonstration
générale. Je ne conais sur cet objet qu’un travail du a M. Cauchy et qui fait partie
des Mémoires de Académie des sciences de Paris pour 'année 1823. I’auteur de
ce travail avoue lui-méme que sa démonstration se trouve en defaut pour certaines
fonctions pour lesquelles la convergence est poutant incontestable. [21, p.119]

LvL, FAOMBIRY A4 H £ T, #b —MAGEIIZEII L Ty, Zo BT
MAS (Z 1823 #1242 H L7z Cauchy [IZHLAER L LMV B 72V, ZOWMXOFEZFITBE S, B
SORERIE, B BB L COiEICRIZER O RO 20 s b b P iE T 5 LIRS L
T3,

16.2. Solution d’une question relative o le théorie mathématiques de la chaleur [22],
1830. Dirichlet applies Fourier’s theory to the then open problem of heat in bar, to which
Fourier struggled to solve in [35]. Dirichlet’s method is one of the first application of Fourier’s
theory. This set up of situation is what is called the Dirichlet condition. 87

v 0%v o v

a:kw, :>]€:1, (1)DS E:@
The function to be solved has the following four conditions :

1. It must be satisfied to the equation (1)pg, whatever x and t.

2. For x = 0, it must reduce to the function F(z).

3. For z = 7, it must reduce to the function f(z).

4. When t = 0, it must coincident with every points of the bar, namely, x < m, it
coincides with the initial temperature ¢(x).

(3)ps rcosat+ ssinat,

2 2

T s
7ol cos at + p7el sin at = as cos o — ar sin o,
0?r B 0?s B
W = as, w = —ar,

We suppose that R, S are values of r, s, respectively, and particularly.

(4)ps Rcosat + Ssinat,

86¢f. Cauchy [8], pp-510-592.
87To avoid the confusion, the original statement number is expressed in the top of each line with ps :
Solution([22]), and with py : Uber([23]) in the following section.
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(4) ps satisfies with (1) pg. In addition to, R and S have two properties : to evaporate at x = 0,
and to reduce to cosat at © = w. Here, we suppose 1(u), assined an arbitrary function to «,
and multiplying (4)ps by ¥ (u), and integrate it from 0 to oo, then we get the following :

e}
/ <R cos at + S'sin at> Y(u) du,
0
which also satisfies with (1)pg, and evaporates at x = 0 and turns into
e}
/ ¥ (u) cos ot du,
0
Owing to Fourier’s formula ( 4.346, p.431. )88, we get
2 [e.9]
P(u) = ;/O cosap f(u) du,

2 o0 oo
6)ps —/ / (Rcosat+Ssinat> f(p) cos ap da dpu,
™Jo Jo

which satisfies the following three conditions :

e to obey (1)ps,
e to evaporate at x = 0,
e to turn into f(t) at z = .

We must gain the three parts of solution u. We suppose u = v +w = v + v +w. v is
reduced to x(z) when ¢ = 0, and w to ¢(z) — x(x), ¢(x) is known at initial state, and
X(x) assigned a function to z. The first solution is gained for v’ by solving (6)ps. When
we exchange x with 7 — z, and f(u) in (6)ps with F(u), we get another expression for
v”. The third solution is espressed by w from (100).

7T)ps l/OO/OO (Rcosoz(t—,u)—{—SSinoz(t—,u)) f(p) da dp,

which also satisfies with (1) pg, and evaporates at z = 0 and when = = 7, (7)ps turns into

/ / cos a(t — ) f(i) dar dp,

— Z e~ sin iz / g(p) sinipdp (100)
™ 0

(cf. Fourier [17, 4252, p.436]) 8
(8)ps R= Zbisinix, S = Zci sin ix

2 [T 2 [T
(9)ps b= —/ Rsinix dx, c¢; = —/ Ssiniz dx
™ Jo ™ Jo

(cf. Fourier [17, p.408, (E)])

2 2 2 gcosim 2 i% [T _
bi:_'_ SSIH’L.%'dI', CGG=——— — — - — Rsinix dx
e v 0 ™ [0 T [0 0
i? 2 dcosim 0>
bij=—ci, ¢=-—=————b
o s o o

88gic. It corresponds with p.392.

891¢ corresponds to [17, §. 426, p.522].
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2 3cosim 2 itacosim

b, = 2.2 2" L= = 101
! T a?+it’ < T a?+it (101

(10)ps %/000/000 (Rcosa(t—,u)—l—Ssinoz(t—,u)) f(p) da dp

1 [ 2icosimsin iz ; [ i cosa(t — u) * asina(t — p)
= —= d —< ————d —,d)
7T/0 Fu) dpy - / 2L /”/0 2tk M

0

(11)ps 2 Z e~ =1 cogimsin iz

2 > L i2(t— . . .
_;/0 f(w) duZze (=) cos i sin iz (102)
Exchanging the order of (102) between integral and summation,
oo
—— Zze Pt cos i sin w:/ e’q“f(,u) du (103)
0
Jointing three terms :
: (103),
: by replacing « with = — z, next by replacing f(u) of (103) with F'(u),
: (100),
we get U :
u= v+ +w= —gZie_iQt cos imsin ix /OO ei2“f(,u) dp
n 0

9 A 00 A 00
— —Zie_ZQtsinix/ e’ HE(p) dp + — Zze 4 smzx/ g(p)sinip dp (104)
T 0 0
The expression (104) corresponds to Fourier’s (92) (=(1)r) in [35].

16.3. Uber die darstellung ganz willkiirlicher functionen durch sinus- und cosinus-
rethen (On the describablity of a completely arbitrary function by a series with sine
and cosine ) [23], 1837. q 2.

s

(10) pr /2 cos 2madr =0, m € Z,m # 0.
0

Here, we remark 2m corresponds with 5. We assume 'Flaschenraum’ ( area space ) of 2m
intervals.

[0 7'('} {71 27r] [277 377} [(Qm—l)w 2m7r]
"Aml’ Ldm” 4m ]’ Ldm’ 4m]1 7 4m 7 4m
For example,

wo= S

nor= P DT

v PR G 5 B 4
il

m:4_>[0 1] [1 z] [g 3_71 [?m W} r 5m

{5% 371'] [?m 771'] [777 77]
716171167 817 L87 16171167 4 4’161

16° 818 16l L1672

z=cos0 +cos20 +---+ cos nd
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From the formula : 2cos 3 cosy = cos(8 — ) + cos(5 + ),
2zcosf = 1+ cosf+ cos20+---+cos (n—1)0
+ cos20 4 cos36 + cos40 + - - - + cos (n+ 1)0

z+1—cos né, z — cos B + cos(n + 1)6
Adding both hand-sides, then we get :

2zcosf =2z + 1 —cos 0+ cosf + cos(n + 1)0 — cos nf

1 N sin(n + 3)0
2 2sin %9
1 sin(n+3)0

(11)py  cos@ +cos20 +--- +cos nf = —= +

105
2 2sin %9 (105)

€ 3. (Deduction of trigonometric series. )

16.3. Transfer array by Dirichlet.

T .o .27 .3 L™
f(=) =aisin —+agsin — + azsin — + - - - + @y, sin —
n n n n n

2T .27 . A4r . o . 2mn
f(—) = aisin — + agsin — + agsin — + - - - 4 @, sin —
n n n n n
3T . 3T . 67 .97 . 31
f(—) = a1 sin — + agsin — + agsin — + - - - 4 @y, sin —
n n n n n

(n—1)m

i

2
) = ay sin(n — 1)z + ag sin(n — 1)—7T + azsin(n — 1)ﬂ + -+ a,sin(n — 1)2I
n n n n

Here, these equations are shown with a today’s style of (n — 1) x (n — 1) transform matrix :*°

f(zrz%) sin®  sin2®  sin3T ... sin (n-— nr [ ar ]
f(gr) sindr gndr g g 2(n—-1)7 a2

FE) = | sin=t sin°r sin=t .- sin 3(n—1)% a3 (106)

f((";l)ﬂ) sin(n — 1)Z sin(n — 1)2% sin(n —1)3% - sin (n —1)2 Z ap_1
L n . L .

. . . . .9 .3 . o
Multiplying with 2sin T, 2sin <% 2sin <0 ... 2sin (n—1)%%, wherem =1, 2, 3, --- , n—
1,h=1, 2, 3, ---, n—1, then the coefficient a;, is as follows :

h 2 2h 3 3h h
ap 2sin % sin ©° 4 2sin " gin 20 4 2sin mﬂ-sin—w—i—---—i—2sin(n—1)msin(n—1)—7T
n n n n n n n n

90Djrichlet didn’t use the transform-matrix symbol, but mine. cf. Lagrange’s expression (5) and Poisson’s
expression (30)

97



90 If m # h, the value between the square brackets is null, we can express by the following
difference replacing the products of sin with cos, then

(12)p cos(m — h)% + cos2(m — h)% + - +cos(n—1)(m— h)% (108)

- (cos(m + h)z + cos2(m+ h)z + - +cos(n—1)(m+ h)z) (109)
n n n
From (11)py, assuming 6 = (m — h)Z and replacing n with n — 1, and by sin(ir — ) =
Fsinvy, [ €7Z,

s 7T

= sin <(m —h)m — (m — h);) = Fsin(m — h)—

n 2n

sin(n — %)(m —n)

n

1 sin(n+1)0 1 sin(n—3)(m—h)=T 1 1
L st b0 1 s D E 11
2 2sin 50 2 2sin(m — h) - 22
Each of (12)py has
—1 mod (m—~h,2) =0, 0, mod (m—h,2)=1
1 mod (m+h,2)=0, 0, mod(m+h,2)=1

Here, we have the sum 2m.

NGy = ZSinmf<%) +251n2m777f(27r) + ...+ 2sin (n _;)mﬂf<(“_ 1)7T)

n n
U = %[sin %f(%) + sin m%f(%”) v s —i)mﬂf((n_nl)ﬂ)} (110)
om = 2 [Tin (B) £ (57) + T (B0) £ () sin () £ (3) oo D () ()

2 ™
(13)pu f(z) =arsinz + agsin2z + - - - + ay sinma + - - -, where, a,, = —/ sin mz f(x)dz (111)
T Jo

92 Replacing the left hand-side of (13)py by 2sin z f(z),

2sin = f(x) =aysinz + agsin2x + -+ + @y sinmx + ---,  where,

Ay, = —/Oﬂ2sin mx (sin x f(x)) dx = %/Oﬂcos(m—l) x f(z)dr — %/Oﬂcos(m—i—l) x f(z)dx

2 ™
—/ cos hz f(x)de=by, = am=bm-1—bp+1, m=1,2,3--,
™ Jo

= 2sin = f(x) = (bp — b1)sinx + (by — b2)sin2x + (bgy — b3)sin3z + - - -

2sin x f(z) = bosin x + by sin2x + ba(sin 3z —sin ) + bz(sin 4a — sin 2z) 4 - - -
= bosin x + b1(2sinxcos x) + ba(2sin xcos 2z) + b3(2sin xsin 3z) +--- (112)
Dividing both hand-sides of (112) by 2sinz,

1 2 [T
(14)py  flx) = §b0 + by cosx + by cos 2z + bz cos 3z + - - -, where, b, = — / cos mx f(x)dz (113)
T Jo

1
(15) pu §b0+blcosx+b2c032x+~~+bmcosmx+~~+alsinx+agsin2z+~~~+amsinmx+~~(114)

91Here, Dirichlet’s (107) comes from Lagrange’s style : (7). cf. [51, p.81]
92¢f. The eqxpression (111) corresponds with Poisson’s expression (35).
98



q4

Die Betrachtung, die dem Verfahren, welches uns die Reihe (13)py geliefert
hat, die gehorige Strenge geben wiirden, sind so zusammengesetzter Art, dafl
wir lieber einen anderen Weg der Bewisefiihrung einschlagen. Wir werden die
Reihe (15)prr, welch die beiden andern (13)py und (14)py als besondere Félle
in sieh begreift, an und fiir sich untersuchen und, ohne etwas von dem Fritheren
vorauszusetzen, direct nachweisen, dafl diese Reihe :

1
5()0—{— bicosx +bycos2x + -+ by, cosma + -
4+ aisinx +aosin2x + -+ apySinme + - - (117)

wenn man ihre Coefficienten durch die Gleichungen :

I L[
by = —/ cos mzg(zr)dr, m = —/ sinmag(x)dx

™ J_x L

23, 9 4, p.146]
Dirichlet’s proving target is the following summation of the first n + 1 terms of (117)
1 (7 1 i 1 4
— dag(a) + — cosx/ dacos ag(o) + -+ - + —cos nw/ dacos nag(a)
T

21 — -7 m -7

1 T 1 T
+ —sinx/ dasinag(a)—l—---—i——sinnw/ dasin nag(a)

™ - ™ -

or,

1 [7 1
— / dag(a) [5 + cos(a — x) + cos2(av — ) + -+ 4+ cos n(a— x)]
™ —T

or,

1 (" in(2n + 1)252

_/ dag(a)w

—T 2sin 5

q5.
From (11)py(=(105)), we get :

2 sin(2n + 1)

,where, (105) is equivalent with

1+2cos28+2cosdf+ -+ 2cos 2nd
93

/’2' sin(2n + 1) T
0 2

sin 3 b =5

93(118) is what is called the Dirichlet kernel.
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Here, we assume k& = 2n + 1.

% sin kzﬁ
pr="F [V_km sin g ap

3 2
e Fsin kBdS = —
k
We assume A = [ sin $df3
Al A1
k sin % Pis % sin (V—kl)7r

p1 > p2 > p3 > > Pamtd

T
5 =PL=P2F p3— = pam E Pamta
(16) pis 3>P1—,02+,03—"'—P2m,
9 <pPL—p2+p3—- = Pam + P2mi1
Aim : What is S 7
h .
sin k
im [ 22K 55 = s, (119)

n—oo Jy  sinf

where h < 3

3.

is a constant, k = 2n + 1 and f(() is a continuous function with respect to

Rrﬂﬁk S KD ¢ 3)as,

v—1) sin 8

R, =Ry —Ry+R3—-- -+ Ry

R, = / =50 K5 4 5)ap,

v=1) sin 3

(") /() =220 fm (B8,
prf(rk)<R < rf( )
S> Ry~ Ro+ Ry — - — Rop,
{S<R1—R2+R3—“‘_R2m+R2m+1
S > (o= p2)f (F) + (03 = o) () -+ (21 = pon) F (221,
S <ot () = (o2 = p0)f () + o1 = 05 () =+ = (pom = 21 (55
S>(p1—p2+p3—pa-+ pam-1 —sz)f<%>a
S<P1f<0f) —(P2—P3+P4—P5—"'—P2m—P2m71)f<2mTﬂ)
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{P2+P3—"'—P2m>m—§7

pPL—p2+p3— = pPam > 5 — Paml

2 2
S>Z(= ) — e f 57 ),

S<Ef( 2 + pomir /2= +p1‘f(0> —f(Q’”T’T)

)

)

o<s <nle)-1(22)

Here, we can get easily our aim proving (119). We consider at first :

_f(2m7r) p2m+1f<2mﬂ>

Pam+1 locates as follows

A 1 - .4 A 1
% s k P2m+1 < 7 i (2ml—l-1)7r
then we can state it as follow

A 2mg A (2m+1)%

2mm  sin 2m7 2m + 1)m  sin (2m + 7%

. A ) 2mI
lim —— =0, lim 71“”
m—oo 2Mmm 2m % —oo SIN 2mE

And two products of the inequality (120) become zero respectively.

(120)

Finally, in (119), S is 5 f(0).

The term f(zan) in pl‘f<0> — f(zmT”) ‘ become null.

s A1 ™ A 1
pL<gtpn p2<— then py <o+ ——,

: s
k:smz k:smk
A1 A T z A
———=——t_and lim =t =—
ksinZ msinZ k—oo T Sin T
k k %

We get the followings for 0 < h < 3, k= 2n + 1,

) h smkﬁ T
Jim [ (08 + A s = T[10)+ ]
) h sin kG T
nan;O ; —f(B8) sin 3 dﬂ:—gf(()),
namely
sin k3

m
dm ) f(ﬁ) sng P =310
Finally, Dirichlet deduces the result :
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) hsin(2n +1)3 o T

T}l_{go ; Wf(ﬁ)dﬂ—Ef(O), 0<h<§,
2 [hsin(2n +1

= Jm 2 [P g0 — s0), 0 << ),
hsin(2n + 1

Tim. g W]ﬂ(ﬁ)dﬁ:o, 0<g<h<g

The original by Dirichlet are explained as the following two statements (17)py and (18)prr

(17)pu :
Ist f(/3) eine stetige Function von 3, die, wiahrend (3 von 0 bis h wéchst ( wo die Constante
h >0 und < § ),* nie von Abnehmen ins Zunehmen oder umgekehrt iibergeht, so wird

das Integral :

h -
sin(2n + 1)
—_— d
| = ras
wenn man darin der ganzen Zahl n immer groff ere positive Werthe heilegt, zu letzt
immerfort weniger ¢ als jede angebbare Gréfle von 7 f(0) verschieden sein. 23, p.154]

“Riemenn(108, p.14] corrects this inequality as follows : £ > h >0

- in( h gin m
/ S (2n+1 dﬂ / sin(2n + 1 f(ﬁ)dﬁ"i‘/ Mf(ﬂ)dﬂ: 5f(0)7
0 g

© sinfg sin 3 sin 3
and
9sin(2n+1)8 .
| =S e = S r0)
then
hsin(2n +1)3 B
/g Wf(ﬁ)dﬂ =0
(18)DU :

Sind g und h Constanten, welche den Bedingungen geniigen g > 0, § > h > g, und geht
die Function f(8), wenn [ von g bis h wéchst, nie vom Abnehmen ins Zunehmen oder

umgekehrt iiber, so wird das Integral :

hsin(2n + 1)3
/g Tf(ﬁ)dﬁ

fiir ein unendlich grofies n der Null gleich.  [23, p.155]

“Riemenn[108, p.14] corrects this inequality as follows : £ > h > g >0

q6.



2 - Bz x ~ Bz
l/ dp @(ﬂ)—sm(zwrl) = %/ g so(ﬁ)—sm(%Jrl) 2

™) QSin% QSinBQ;m

% /O(wm dp ¢(z + ﬂ)%, %/O(Wm) dp oz + g)%
/7;2“” dp p(z + QQ)W
_ /;3” g p(z + 21 — 2) sin(zgzl)_(%_ 5

sin(2n + 1)
sin

[iz g p(z + 2w — 203)

2

sin(2n +1

BT sin(2n +1)3
DI [y e g3

Ac%¢®+ﬂw—mﬂ ——

1
560 + bycosx +bycos2x +---+ b, cosmz + ---

4+ aisinx +aosin2x + -+ ay Sinmze + - -

wenn man ihre Coefficienten durch die Gleichungen :

b=+ [ cosmBg(8) B, an = [ simmdg(s) do

0 T
bmzljcwm@www+l/cwm@www
v T i 0

0 s
o=+ [ simmig(3) as+~ [ sinmg(s) ds

p(=B) = ¢(B), cos(=mp) = cos(mf), sin(=mf) = —sin(mf)

b = g/ﬂcosmﬂg(ﬁ) dﬁa am =0
0

s

1
<p(x):§bo+blcosx+b2c082x+---—i—bmcosmx—i—---
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17. J. LIOUVILLE, Sur le developpement des fonctions ou parties de fonctions en séries de
sinus et de cosinus [61], 1836

Liouville [61] introduces Poisson’s works of proving the trigonometric series for an arbitrary
function as follows :

In regard to the equality of the form,

ITX

f(@) = ZAi sin 7

however, serving as the result of the partial differential equation to solve a
physico-mathematics, we have proposed to consider it by itself, abstraction made
with the particular question where it presents ; And this idea have brought up
the excellent theory of periodic series which Mr. Poisson have exposed at first in
the 19th cahier of JEP, % and after it, recently, in his works on the heat theory.”®
[61, p.16]

18. B.RIEMANN, Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe
(On the describablity of a function by a trigonometric series) [108], 1867

18.1. Geschichte der Frage tiber die Darstellbarkeit einer willkiihrlich gegebenen
Function durch eine trigonometrische Reihe (History of problem on the describ-
ablity of an arbitrarily given function by a trigonometric series).

Riemann introduces at first Dirichlet’s result :

1 s
—[/ <f(a) sin a dasinz + f(a) sin2«a da sin2x + -+ + f(«) sinna do sinnm)]

™ —T

—[/W <1f(oz) da + f(a)cos a dacosx + f(a) cos2a da cos2x + -+ + f(a) cosna da Cosnx)]

ml)_\2

1 [" sin 255 (2 — «)
nlgrolo o ,ﬂ (@) sin #5% da = J(@)

sin 3

¢ sin(2n + 1
lim/wgp(ﬁ)dﬁzo, 0<b<c<Z
b sin 3

(121)

Riemann explains about the Dirichlet’s assumtions as follows :

MPpoisson [84, 85, 87]
9 Poisson [98, 99]
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Mit Hiilfe dieser beiden Satze (121) 1aft sich, wenn die Function f nicht unendlich
oft von Zumehmen zum Abnehmen order vom Abnehmen zum Zunehmen tibergeht, das

integral
1 [7 sin 225 (2 — «)
— d
2r ) . (@) sin #5< “

offenbar in eine endliche Anzahl von Gliedern zerlegen, von denen eins gegen % f(x+0),
ein anders gegen % f(x —0), die tibrigen aber gegen 0 convergiren, wenn n ins Unendliche
wéchst.
Hieraus folgt, dafl durch eine trigonometrische Reihe jede sich nach dem Intervall 27w
periodisch widerholende Function darstellbar ist, welche

(1) durchgehends eine Integration zulafit,

(2) nicht unendlich viele Maxima und Minima hat und

(3) wo ihr Werth sich sprungwise dndert, den Mittelwerth zwischen den beiderseitigen

Grenzwerthen annimmt.

108, p.15]

18.2. Ueber den Begriff eines bestimmten Integrals und den Umfang seiner Giltigkeit
(On the meaning of definite integral and the range of suitability).

Andere Festsetzungen von Cauchy iiber den Begriff des bestimmten Integrales
in den Fallen, wo es dem Grundbegriff nach ein solches nicht giebt, mogen fiir
einzelne Klassen von Untersuchengen zweckmifig sein ; sie sind indef % nicht
allgemein eingefiihrt und dazu, schon wegen ihrer groflen Wirkiihrlichkeit, wohl
kaum geeignet. [108, p.19]

1 d 1, 1 d
f(w)xlog_:M’ f(x)xlog—log—: f(w) ’ 17
z  —dloglog < —Z -2 _dlogloglog —
2 h{_x,

T Og T - _d]og"+1 l’

4 T

1
f(x)xlog —---log
T

N~
n

When f(z) haven’t the numberless maxima and minima, it needs to become infinitesimally small
with respect to  ; that is, for this integral, [ f(z)dz converges by infinite decrease of the under range,
( ’bei unendlichem Abnehmen der unteren Grenze’, which means ’infinite decrease of the under
range/frame/limit,” ) as soon as

et Y ) = St

becomes infinitesimally small for & > 1 with respect to . When f(z) have the numberless max-
ima and minima, it doesn’t determine the order of infinite. In fact, we assume the function abso-
lute value given by which depends only on the order of infinite, so we can always get it by the suit-
able determination of symbol, that | f(z)dz converges by infinite decrease of the under range.

9Bgic. indessen.
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As a example of such function :
d 1 1 .1
—(x cos ez) =cos ez — — sin ew
dx x

97 Here, in this function, the order is uniquely %

18.3. Untersuchung der Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische
Reihe ohne besondere Voraussetzungen iber die Natur der Function (Study of de-
scribablity of a function by a trigonometric series without special preconditions on
the nature of function).

T
7.

aisinx + agsin2x + -+ -+ ap, Sinma + - - -

1
§bo+blcosx+b2(:os2x+---+bmcosmx+--- (122)

1
560 =Ayp, aisinx+bjcosx = A1, aosin2x + bycos2x = Ay, -+,
then the series :

Ag+ Ay + Ay + - -

We assume these series by €2, and this function with respect to « by f(x). The series € converges
with the endless increasing of n.

qs.
2 A A
C+Clut Age — A — 22 28— p(a) (123)
2 4 9
An+1 _ An+2

e+ 1?2 (n+2)?

S|m

<e( - (n+11)2_ (n+12)2_'”) <

Proposition 1. If the series {2 converges,

Fla+a+p) —Fla+a-p)—Fe—a+p)+Flz—a-p)

4o
converges when « and 8 become infinitesimally small, this ratio reserves finite with the
series.
Proof.

Fae+a+p)—Flz+a—-0)—Fla—a+p)+F(x—a-—[)

4ap3
sin asin (3 sin 2« sin 20 sin 3asin 343
= Ayg+A A A
0+ A1 53 T T T3 33

97Reimann’s original :
d 1 1 . 1
—(m cos ew) =cos ez + — sin e=.
dz x
[108, p.23]
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If a=0,
F(x+2a) —2F(x) + F(z — 2a)

402
sin v\ 2 sin 2a\ 2 sin 3a\ 2
= Aot (5) A (S) ()
« 20 3o
In the infinite series :
A0+A1+A2--- :f(x)
In the finite series :
AO+A1+A2"‘+An71 = f(x)‘{’gn’

Ag+ A1+ Ay + Ay 1+ Ay = f(x) +enta
When n >m, &, <J, by the subtraction (124) from (125), we get A, = €41 — €n,

(e
e () - ()]
We divide (126) into three parts :

e the term indexed [1,m] ( contains m)

in the form :

(124)
(125)

(126)

e m+1,[Z]], ( Gauss’ symbol, € Z ), in which we assume the greatest integer under 7 as

se
e [s+1,00)

The second part is

<[ () - ()]

o (i) - ()]

The third term

sin (n — 1)a\2 sin na 2 sin (2n — 1)asin «
o ) G = . ;
no no no
1 1 1
<5 | +a
(n—1)%2a2 n2a? T a

Sl (Rimet) - () To(ie 7+ 3)

then this term needs to be null.

F(z 4 2a) — 2F(x) + F(z — 2a) :f(x)+zen|: (sm (n—1a > B <sin na)2]

40?2
then for a = 3, it turns into

lim F(x 4 2a) —2F(x) + F(z — 2a) ~ f(w)

a—00 4@2
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To prove generally, we get the proof by the following step :
Flz+a+p)—2F(z)+ F(z —a—3) = (a+ 3)*(f(z) + 01, (127)
Flz+a—p)—2F(z)+ F(z —a+ 8) = (a — B)*(f(z) + & (128)
Subtracting both hand-sides of (128) from both hand-sides of (127), we get
Fz+a+8)+F@—a-8)—F+a—§) - F—a+0)
= dapf(z) + (a+p)%01 — (o = B)*6

o 2 a— )2

: 41:? o1 - ( 4a§) 5

turns into infinitesimally small for 61, d9 — 0, then

2

él}}gom@(wrajtﬁ)+F(az—a—ﬁ)—F(az+a—ﬂ)—F(m—a+ﬁ)> = f(z) O

Proposition 2.

% (F(z +20) + Fz — 20) — 2F(x))

is constantly infinitesimal with a.

We use (126) and divide into three parts.

e up to the index m, A, always smaller than ¢
e na < ¢, ¢ is a fixed constant
e the rest of above parts

The first < @, the second < 2. and the third < e} < £

c<na n2q?

sin na

>2An < 2<Qoz +e(c+ %))

no

F(ﬂ:—|—2a)+F(ﬂ:—2a)—2F(az):2ai<
n=0

Proposition 3. We show ¢, b,c > b two arbitrary constants. A(x) a continuous like F'(x)
in the interval [b, ¢], and in this interval becomes null, and the second differential quotient
A(z) hasn’t the numberless maxima and minima, so the integral

2 /bc F(z)cos p(z —a) Mz)dz, (129)

becomes finally smaller than any given value, when p — oo.

Proof.
For (129), we assume the series F'(z) from (123) :

c 2 0 c
,UQ/ (C+C'z+ AO%) cos p(x —a) AMz)dr — Z/ Ay cos p(x —a) ANz)dz
b b

It is clear that A, cos u(z — «) is explained by the sum of cos(u + n)(x — a), sin(u + n)(z —
a), cos(u—n)(x —a), sin(p —n)(x — a). We assume the former sum as B, 1, and the latter as
B,,_p, so we have

cos p(x —a) Ap = Byn + By

d2 B,qun
dz?

2 d’B,. 2
= () B TR =) B
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and By,1, and B,,_, become finally infinitesimally small with n — oo, whatever x is.

2 c 2 c g2 2 c j2

K H d"Byin H / d°By—n
2| 4, cos —a) Mz)de — Az) d Az) d

3 /b cos p(xr —a) Nx)dx eI /b 00 (x) dx + 2= ), da? (x) dz
By twice integral by parts,

,u2 ¢ " ,u2 ¢ 7
=——— [ Buin d —— [ Byn A d
n2(M + TL)2 /b pt A (,I) T+ ’I’LQ(,U, — TL)2 /I; o (iE) Xz

where A(z), X' (x) constant.
lim Byin N'(z) dz =0,

p—0o0 Jp

where this is independent of n. The followins are same as this.

/C cos (u£n)(x —a) N'(z)dx, /C Apsin (u+n)(z —a) N'(z)dx
b b

> o

(b —mn)? n?

For over all value, we extend with n, then this satisfy with the following condition, where the
positive value ¢, when p infinitely increases :

n<—d, "<n<p—d", p+cP <n
/ " Z (4)
—c<n<c, p—c' <n<u+c
When ¢ > 1, the sum in above range turns into as follows :

ZL S T
n?(p+n)? p e (1= )20

which is smaller than % f u—iﬁ

d—1 =1 A" —1 b 1
(—oo =) 5= e =),
7 7 7 7

which is extended by (—oo, o0), begining with zero in the intervel of % These integral interval

don’t contain any maximum, and generally in all term of series, therefore

1 dz 1 1 1 ]
; m:;<—;+E+210g$—210g(1—$))—|—C0n5t.
Hence, between the above frame, the integral value of (129) becomes finally a value with respect
to the finitely increasing p. [
9 9.

With the three propositions on the describablity of a function by the trigonometric series,
which each term becomes finally infinitesimally small, the followins are observed.

I. When a function F(x) repeating with the interval 27 shoud be describe by the trigono-
metric series, of which each term becomes infinitesimally small with respect to z, so it
needs to be given a continuous function F'(x), on which f(x) so depends, that
Fla+a+8)—Fla+a-p)—Fl—a+p)+Fa—a-0)
daf3
when o and § become infinitesimally small, this ratio reserves finite with the series,
converges on f(x).
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II. Wenn umgekehrt diese beiden Bedingungen erfiillt sind, so giebt es trigonometrische
Reihe, in welche die Coeflicienten zuletzt unendlich klein werden, und welch iiberall, wo
sie convergiert, die Function darstellt. [108, p.33]

When these both conditions are inversely satisfied with, so it exists the trigonometric
series, in which the coefficients become finally infinitesimally small, and everywhere, it
converges, the function is describable.

III. If b < 2 < ¢, and p(t) is such a function that p(t) = 0 and p'(t) = 0 for t = b and
t = ¢, and between these value vary continuously, p”(t) haven’t the numberless maxima
and minima, and moreover, for t = z, p(t) = 1, p/(t) = 0, p"(t) = 0, p”(t) and p*(¢)
are, however, finite and continuous, so the difference between Ay + A1 + As +--- + A,
and the integral becomes 0 with increasing n, namely :

. - 1 [¢ d? sin 2L (. — 1)
JL%(?%A@" %/,, F(t) gy #(t) dt) =0

sin ~—~
2
The series Ag+ Ay 4+ As + - -+ converge or don’t converge depending on whether the term

1 /¢ d? sin 25t (z — )

2 b ()ﬁ sin@

become finally a fixed term with n — oo or don’t become it.

p(t) dt

Proof.
In fact,

A+ Ao+ + A, = l/ﬂ (F(t)—C/t—A ﬁ)i—nz cos n(x —t) dt (130)
or

_ d_zsin%(x—t)

n n d2
— 2 3 - — E— S — —
E n° cos n(x —t) dt g 7 0 n(z —1t) dt gy D
1 1 2

then, from the proposition 3 in the above article § 8, (130) turns into

1 K

1 d? sin 2L (. — 1)
2 J_,

12 . r—1
dt S1n %

<F(t) —C't— Aog) dt

When A(t) is continuou like F'(t), p”(t) haven’t the numberless maxima and minima, and more-
over, for t =z, p(t) =1, p'(t) =0, p"(t) =0, p/(t) and p"(t) are, however, finite and continuous,
then

1" , t2\ d? sin 25 (2 — ¢) B

We assume that




then the difference between A; + Ay + --- + A, and the integral

.1 e , t2\ d? sin 2"“(90 t) B

sin ~5—~

By the integral by part,

nmi/ (€ + Ao )d WE @D Sy dr= 4, O
b

n—oo 27 dt? sin ($2 t)

q10.
In fact this integral have the form :

a+5Hlor
/ f(z) sin n(x — ) dx

+o2m

In the preconditioned case, it follows that the coefficients of the series finally infinitesimally
small.

q11.
We consider (123) in the article q 8.

2 t2

C+C/$+Ao—+Ao——A1COS t—AQCOS 2t_A3(:os 3t---:G(x)

1 4 9

so that for 2(F(z+t)+ F(z —t)) in everywhwre, because this series convergesuch as F(z +t) —
G(t) and F(x —t) — G(t), it holds the followings :

I. When the terms of series €2 for the value of argument z, becomes finally infinitesimally
small, so it needs to be

lim /bc G(t) cos p(t —a) A(t) dt =0, (131)

n—0o0

when A assumed a function like the above 9.

This integral value is to be summed

MZ/I)C%(F(:U—Ft) cos pu(t —a) A(t) dt+,u2/bc%(F(x—t) cos pu(t—a) A(t) dt

= lﬂ/;%(F(x%—t)—l—F(x—t)) cos p(t—a) A(t) dt

Inversely,
A, = —n22 /7r <G(t) —A ﬁ) cos nt dt
" ™ Jo 0 2
And also,
) ) 2) m t2
lim —n*— <G(t) - A0—> cos nt dt =0,
n—00 T Jo 2

when it is satisfied with (131).
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II. When the term of the series €2 for the value of argument x, becomes finally infinites-
imally small, so it is depend on an interval of G(t) for a infinitesimally small ¢, whether
the series converges or not, and namely, the difference between Ag + A1 + As +--- + A,
and the integral, namely

2n+1t

d? sin
nh—{go ZA B / Gt dt2 sm% ot) dt) B

when 0 < b < 7, and moreover, small constant, and p(¢) is such a function that p(t) = 0
and p/(t) = 0 for t = b and ¢ = ¢, and between these value vary continuously, p”(¢) haven’t
the numberless maxima and minima, and moreover, for t = 0, p(t) = 0, p'(t) =0, p"(t) =
0, p"'(t) and p""'(t) are, however, finite and continuous,

€ 12. (Describablity of a function by a trigonometric series without special preconditions on the
nature of function)

Here, we need to study of describablity of a function by a trigonometric series without special
preconditions on the nature of function. When we observe the integral :

1 /bG(t d? sin 25t (2 — ¢)

T d? g @D

p(t) dt

where, G(t) is replaced with G(t) — G(0). We can’t get nothing from here. Here, we observe
the special case, we will consider at first, a function, which haven’t the numberless maxima and
minima, to seek something complete, which it is yet available, from the works of Dirichlet.

1

—/a(F(x—i-t)—i-F(x—t)) dt =
0

- l(F(m—i—a)—2F(9U)—1—F(ﬂv—04))

(67

We assume f(z)(x —a) = ¢(x), then

‘ g _ [ plz) _1
/b f(x) sin n(x —a) de = /b sinn(r —a) de = i(gp(a +0) + ¢(a —0)),

r—a

as Dirichlet shows in [23, p.144]. In this article, Riemann concludes to his sub-thema of this
paper:
Durch eine trigonometrische Reihe, deren Coefficienten nicht zuletzt unendlich
klein werden, kann eine Function f(z), welche nicht unendlich viel Maxima und
Minima hat, da p? [ F(z) cos p(z — a) A(z) dz nur fiir eine endliche Anzahl
von Stellen fiir ein unendliches p nicht unendlich klein wird, auch nur fiir eine
endliche Anzahl von Argumentwerthen dargestellt werden, wobei es unnothig ist
langer zu verweilen. [108, p.42]

By a trigonometric series, which coefficients don’t become finally infinitesimally
small, it is able to describe by a function f(z), which haven’t the numberless
maxima and minima, p? [; F(z) cos p(z —a) A(z) dz, become only for a finite
value of the location for a infinite y, even if not infinitesimally small, for a finite
value of argument in trigonometric function alone. Hence, it would be wiser not
to remain here longer.

This last phrase means Riemann’s uneasy to touch too far into about this subject.

q 13.

%(m” CoS i)
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1-2v

1
§sin(2\/——na+%)\/7_rn 1

/ﬂ@MEwMC%w®7f@=w%k%ww—wamww®)

/f(w) cos n(x —a) dx
= 5 [¢@eos (6@ G- @)~ 5 [ ol @sin () %@ - @)

Y(x) +n(z—a) =y, —x:O, = ¢P(z)+n=0

a+e
/’ (@) ¢/(z) sin y de

1'—042
v tnlo-a) =8 = y=prv @0

Z—z =¢"(a)(z — a) = £/2¢"(a)(y — B), where, z —a #0
[ e v _ L ey yele(a)
’ /‘“ i) s = /Bﬂb”(a)f /ﬁ <Sm e 6) V20" (@)
LT e @)
_ A sin (v +0) %+ P

/Ow”( )5 sin (y+6)% = sin <ﬁ+ %)\/77

plx)y'(x) (x)  _ p(x)
V29" () \/de o/ 2inmn

19. PAauL pu Bors-RAYMOND [25], 1876

About the describability of the trigonometric series of an arbitrary function, Paul du Bois-
Reymond plays a role. Wever [113] gives a memorial paper of Paul du Bois-Reymond’s passing
away, in which Paul succeeds in proving it using a function with numberless maxima and minima.

98We owe what we know Paul du Bois-Reymond to Prof. Yano [114].
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19.1. The new aspect by Paul du Bois-Raymond.
Paul du Bois-Raymond talks about the convergency or describability of Fourier’s series :

I was relating to a completely unrelated object with the study on the describ-
ability by Fourier series of a function :

F(z) = z101(x)sin hyx + xop2(x)sin hox + - - -

of which we just observed f(z) is a special case.

Es handelte sich fiir mich um die Frage : Wenn es zweifellos durchweg endliche, stetige
Functionen giebt, die in einzehlnen Punkten oder sogar in Punkten, die in jedem keisten
Intervall vorkommen, nicht darstellbar sind : giebt es wohl auch durchweg endliche und
stetige Functionen, die in keinem Punkte darstellbar sind ¢

It is about a problem : If there is a undoubtedly, completely finite, continuous
function, which is in a simple point or moreover, the points, which exist in each
infinitesimal interval, are not describable : is there a sufficiently finite and con-
tinuous function, which is describable in no point ?

I have showed that by the function, which have non numberless maxima
in the exterior of an arbitrary small neighborhood, can regain at first the de-
scribability for this point of the point « = 0, if the function give itself the form
p(x)p(x), where, p(z) and p(z) don’t evaporate for z = 0.

[25, pp.440-4]

We owe the study by Paul du Bois-Raymond to S. Yano [114] who introduces him as follows :
ST, Fourier SREDIRYEDRIBIL, € OmPRAY 22w EEE . BLAEPE D2 <

D65 < OBFH OB 2 A & D1 TH7z, Du Bois-Raymond X 1 A THET 5
Fourier #k% % R0 AL DO % )6 T 5% (1876), KL ELD Fourier #kE D
WA &S AR Lz, [114, p.49]

19.2. Wever’s memorial paper to Paul du Bois-Raymond [113], 1889.
Wever [113, pp.456-69] % gives a memorial paper of Paul du Bois-Reymond’s passing away,
in which he, Paul, succeeds in proving it using a function with numberless maxima and minima.

The theory of Fourier series is completed by the famous Dirichlet’s work ( in
(Bd 4 of Crelle’s Journal, ) moreover, for a function with wide class, it needs,
however, to manipulate by a further operation and the generalization from two
sides ;

It handles the problem, such that another generalized function, as the trigono-
metric to analogize, is available to utilize the description, on the other hand, such
that the range of functions are adjacent each other, in which such a expansion
go well.

Dirichlet have in his research, excluded such functions that contain the num-
berless maxima and minima, however, it seems that, there were the questions
that the Fourier expansion will be adaptable to the functions and in particular,
to all the continuous functions.

Lipschitz and Riemann have developed the works by Dirichlet and produced
many new results ; however, the proof for the expansibility of all the continuous
functions still remains until du Bois-Reymond started in the theme.

After all trials, he have failed to find a strong proof, he turned to have at first

99H. Wever was a colleague with Prof. Dr. Cristoffel, who was the suparadvisor for R.Fujisawa ( cf. [38, 39],
Chapter 20. ) in Strassburg Univ. in 1886.
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doubts about the truth, and finally, the untruth, in which he built and discussed
the continuous function, but appended with numberless maxima and minima, for
which he can prove the divergence of Fourier’s expansion. [113, p.460]

20. R.Fuyisawa, Ueber die Darstellbarkeit willkiirlicher Functionen durch Reihen, die nach
den Wurzeln einer transcendenten Gleichungen fortschreiten
(On the describablity of arbitrary function by the series, progressing with the power of a
transcendental equation) [39], 1888

100 1t is well known that the following heat-difusion equation converges on f(r) with t > 0,
however, when ¢ = 0, it becomes (I) or (133), whether this equation (132) converges also on f(r)
under this condition or not, it is then unknown problem. R.Fujisawa questioned the then, open
problem. This is the introduction of his second dissertation in 1888.

The same as the trigonometric series, in the mathematical physics, related
to it, with the roots of given transcendental equation progressing series applied
widely ; it will be therefore wishful, in all the case of nature, namely, under the
restriction for the physical application of enough general presupposition on the
nature of function, to prove that the series converge arbitrarily to the value of
the given function. I have already discussed in an early work that it begun
with Sturm and Liouville, the sophisticated proof become complete by Heine.
It treats the convergence in each of the series now talking about, how by the
famous work of Dirichlet for the trigonometric series has come.

R. Fujisawa says his objection, which we cite in his German.

Die Reihe in ihrer allgemeinsten Form ist wie folgt beschaffen ; sie schreitet
nach den gegebenen Functionen #(x, \), welche einen Parameter A\ enthélt, fiir
den man alle Wurzeln einer gegebenen transcendenten Gleichung ¢(A) = 0 zu
setzen hat. In dieser Form wird aber der in Rede stehende Beweis wohl schwelich
durchzufiihren sein, ohne dafl man sehr beschrikende Voraussetungen tiber ¢ und
¢ zu machen genoGthigt ist ; es empfielt sich daher, von vornherein den Beweis an
einem bestimmten Beispiele durchzufiihren und dadurch den Weg zu zeigen, wie
man auch in andern Féllen zu verfahren hat.  [39, pp.73-74]

The series in the most genaral form have nature as follows ; the given fonction
O(x, A), which have a parameter A, for this, we suppose that all the roots had set
in a given transcendental equation ¢(\) = 0. By these form we are now talking
about, however, to seek the proof is very difficult, without providing of very
restricted condition to # und ¢ ; It is suitable to seek from the origin, the proof
using an example, and we show the way by it, as we perform even in another
cases.

Fujisawa using an example of describablity for performance of proving, makes his reason, as
other researchers had done it.

o0 l .

1 a %) d

u=-Y e O gin(\,2) J p{(p) sin(An) dp (132)
" i=1 ! fo SIDQ(ATL?)dp

When t = 0 of (132),

0o l .
1 ) d
(I) V=~ ZSID(Ang) fO p-]:(é)QSIH( l) P (133)
"= Josin?(Anf)dp
where A1, Ag,--- are the values of orderded positive solution of the following equation :
(II) ¢(N\) =cosA+(a—1)sinA=0, (a>0) (134)

100We owe showing us these bibliographies to Prof. Dr. Majima of Ochanomizu Univ.
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81.
Integrating the denominator of the right hand-side of (133), then

) sin(A, %) dp

(II1I) v= Zsm fo pf S oos (135)
— sin Agecos Ay
Moo= BElnkd, 1<, <3, (041 Ha=1 then ), = 251 special
solution for a =1 as follows :
2 o~ . 2n—1 : 2n — 1
v = ﬁ;sin( "2 %w) /O pf(p) Sin< n2 An%r) dp (136)
§2. We observe a transcendental equation : (/1) that is, (134)
SOnD) ) _sinOnd) -sinOnf) (137)
1 — 8t dgcos Ay sin A, - ¢/ (An)
From (134), we get
1 (a1
sin A, - cos A\p,
then (137) becomes
sin(\,7) -sin(A,7) (o —1)sin(A\,7) -sin(A,7)
1 _ sin )wswclos Ao cos A - QS( n)
(a —1)sin(27) - sin(z%)
= 1
w(z) cos z-¢(z) (138)
us 3T
Z:Zl:)\l, :l:>\2;"' , and Z:j:E’ :t?,

In both points of z = £\, we have the residue,'°!

Res(th,) = sin (A,ﬁ) - sin <)\n§>

1— sin A\p-cos Ap
An

for z = i2n2— L7, we have the following

2n —1 C/2n—1mnr . (2n—1mp
e 25) < - (21 5) o (25120

We suppose two perpendicular AA’ and BB’ to the x-axis, and the symmetric points C' and C’
on the y-axis, then four points are :

A=mr+ivmr, A =mr—ivmnr, B=-mn+iymnr, B =-mr—iy/mn,

where m € Z > 0 and the radii of two arcs ACB and B'C'A’ are /(mm)? + mm, of which the
center is the crosspoint of AB’, BA’ and CC’. Fujisawa cites Heine’s Fliche E, saying : this
Fliche E comes from the same study by Heine [46]. By Cauchy’s theorem of residue, we can
describe our case by using the integral under the symbol of [, (B & follows :

Q[iRes< + 177) + iRes()\n)} = 2%72 /(E w(z)dz,

where, we consider a function w described by z = x + iy such that :

/ wdz = / wdz = Q, / wdz = / wdz = P (139)
A—A B—B’ A—C—B B'—C'— A’

1011 the original, Fujisawa uses R as the symbol of residue. The author of this paper rewrite it to Res.
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102

gRes<i )+ZRGS [Q%—P}

2 sin(A, %) - sin( n—1lxry . /2n—1mp
D e A con A" ZSIH( ) 'Sm< 2 T) 2mi [QJFP] (140)

n=1

Multiplying both hand-sides of (140) by 2 =p- f(p)-dp and integrate them from 0 to [ with tespect
to p, then

2 " sin( fop f(p)-sin(\,7) dp
lZ _zw
n=1 rl An

imﬁ;l% [t (2522)
n=1

- lp 7o) [@+P|dp=a

rimi

It is our target to investigate the convergence :

v—2v = lim A (141)
m—oQ
83.
l
mod A < ; / p- mod f(p)- [ mod @ + mod P | dp (142)
T- ™ Jo
We pay attention to @) and P.
Step 1.
At first, we start with observing Q.
S
Q= / wdz = z/ w(mm + iy)dy, (143)
A Al _
where, w(z) is (138), and ¢(z) is (134) applying A, = z. Here we put
1 y2 y4 1 3 5
C’yzg(ey—ke*y):l—l———kg%— - = coshy, Syzi(ey—efy) —|—§—|—§+ - =sinhy
Then, we get
sin(z + iy) = sinaCy + i cos xSy, cos(x + iy) = cos xCy — i sin xSy.
That is :

\/Sy? +sinz = mod sin(z +iy) = \/Cy? — cos?z, sin’z >0, cos’z >0,

then we get

Sy < mod sin(z + iy) < Cy,

/‘:/‘wdzz/E/‘wdzz@7
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and in particular
. T . r P . p
mod sin (z + iy) < C(7y), mod sin 7 (z +1y) < C(7y),
and
mod <sin %(m +iy) - sin ?(m + zy)) < C(%y) . C(?y), (144)
Extending ¢(x + iy),'% then

oz +iy) = (z+iy)cos(z+iy) + (o — 1)sin(z + iy)
= (z+iy)(cos xCy —isin xSy) + (o — 1)(sin xzCy +icos =Sy)

= zcoszCy+ ysinzSy + (o — 1) sinzCly —|—z'(y coszCy — xsinxSy + (o — 1) cos xSy)

2
mod o(r +iy) = [((xcosx + (@ —1)sinz)Cy + ysinx Sy>
29 =
+ <(yCy + (a— 1)Sy) cosx — rsin x Sy) } ? (145)
Here, we set x = mm, then sinmm =0, cosmm = £1, where m € Z > 0, then we get
mod ¢(mm + iy) = \/m27720y2 + [yCy + (a — 1)Sy]2 (146)
Moreover
mod ¢(mn + iy) > mnCy
Here, from (144), it follows
1 C(Zy)-C(L
mod w(mm +iy) < mod (a—1)- p— (lygjgﬂ (zy)
O<r<l, 0<p<l
For these relations, we get
r p (Ty) C(7y)
—y) < —y) < . <1
Clyy) <Cy, C(y) <Cy, —5 Cy =
. 1
mod w(mm +iy) < mod (. —1) - —
mm
From (143), we get
S
mod Q = / mod wdz = / mod w(mn + iy)dy
A— A’ —v/mm
< d(a—1) 1/Wd < mod(a—1)-—2 (147)
—_— - —_—— a —_ .
< mod (« ey gy y < mo N

Step 2.
Next, we talk about P. Considering (139),

d
P = wdz = / (z, w)—z
A—C—B A—C—B z

We show the azimuth'® @ of v, then we get the arc ACB as follows :
< d
z=vm2r2 +mm - e, ¥ de
z

103Here, Fujisawa uses o(a + iy) not ¢(z + iy).
10476 directional angle. The argument or amplitude : arg 0.
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P= 2/ (z,w)do
A—C—B

mod P = 2/ mod (z,w)df (148)
A—C—B

y = vmm

mod ¢(z +iy) = (” +y7)2 - Sy - o

Here, Fujisawa defines Q2 # 0 as follows :

wo € eine stets von Null verschiedene fiir erhebliche Werthe von y nahezu gleich
der Einheit und mit wachsendem y schliellich gegen die Einheit convergirende
Zahl bedeutet. Unter Festhaltung dieser Bedeutung von 2 findet man weiter fiir
die Werthe von y, die von Null verschieden sind, [39, pp.81-2]

where 2 # 0 means a big value for y almost near 1 and with increasing y
converges finally on 1. Under the assurance of this meaning of €2, we find further
the value of y # 0.

C(Zy)-C(L
mod (z,w) < mod (a—1)-Q- w
Yy
We consider this factor :
Sy?
(1 + exp{—25y})(1 + exp{—22y}) i)
N rexp{—2(2 - 14
(1 —exp{~2y})? P ( l >y} (149)

where the middle factor of (149) is little different with 1 and converges very rapidly on it with
the increasing value y. We put w as the product of leading two factors,

(1 +exp{—27y})(1 + exp{—27y})
(1 —exp{—2y})?

w=0-

The last factor of (149) becomes

exp{-2(2- L)y} = exp{-2(1- )y},

aslongasy > 0, 0< r <land 0 < p < [
mod (z,w) < mod (a—1) w- exp{—2<1 - %)y}
On the arc ACB, we can show the value of y :
y = /m2n2 + mm - sin 6 (150)
mod P < mod (o —1) w-exp{—2(1 — %)y} (151)
From (148), (150) and (151), we get the following inequality :

mod P <  mod (o — 1)/ w-exp{—2(1 — %)\/ m27? + mm - sin 6 }d6

A—C—B

T T
/ e—C’onst. sin Gda < ™ , / e—Const. sin 9d9 < / e—C’onst. sin Gda
0 Const. A—C—B 0

™

2(1 — )Vm2rZ + mr’

mod P< mod (a—1) wp-

(152)
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where, wy is a given average value of w on the arc AC B. Fujisawa’s definition of wy is as follows

wo wyg einen gewiflen Mittelwerth von w auf dem Kreisbogen AC B bedeutet,
welcher fiir erhebliche Werthe von m nahezu gleich Eins wird, und mit wachsen-
dem m gegen die Einheit convergirt. [39, p.83]

where wy means a given middle value of w on the arc AC B, which equals almost
to 1 for the big value of m, and converges on 1 with the increasing m.
Step 3.
We combine (147) and (152), then we get finally

™

mod @+ mod P< mod (a—1)- 20 O o
1

+ mod (o —1) wq-

2
vmm
84.

From (142),
2 0

+wo -
vmm 0 2(1 — %)\/m%r? +mm

mod A <

mod (a—l)-[ }/Olp- mod f(p)dp

rel-m

! ! AlQ
/p- mod f(p)dpé/ pA dp < —-,
0 0

where A = max( mod f(p)), and the equality holds when f(p) is a constant and equals to A.
1 Al 2 1
mod A <- mod (a—1)—- [——{—wo-
Jmm 2(1 — 5)Vm?7? + mm

T 2
Now, we show that (141) becomes null when m — oo, namely, we get finally (I) or (133). Q.E.D.

20.1. Heine’s trick of Fliche E [46], 1880.

As above menthioned, R. Fujisawa [39] applies Fliche E of Heine [46] in his dissertations to
Strussburg Univ.(1886) and Tokyo Imperial Univ. (1888). Heine had states his idea in ten years
before Fujisawa have cited it in Strussburg as follows :

It is suitable for reduction of proof, not to integrate infinite circle with radius
r, but to change the small given part of periphery for a chord. = We assume p
a real positive infinite number ; in the points, we stand the real perpendiculars
AA" and BB’ at p and —p on the z-axis.

Of the origin 0, we remove, when C' and C’ are the point 4ico, with the radius
i \/p?+ p of the arcs : ACB and A'C'B’.  [46, pp.32-33]

We remark that Heine makes the circle cutted both standing arc shapes with the real perpen-
diculars AA" and BB’ at p and —p on the z-axis, so that we can eliminate the singularity of
origin, when we move C' and C’ along the imaginary axis to +oo.

21. CONCLUSION

At first, we would like to conclude that the following four stories are the most important in
our paper. That are, § 3.2 (9 23—26) and § 3.3 (9§ 38—41) on Lagrange, § 6.1 (9 219 — 271) on
Fourier, § 4.6.1 (9 62) on Poisson and § 16.3 (4 3) on Dirichlet. These are the ways in which
they struggle to go beyond Lagrange to deduce the trigonometric series respectively. cf. Table
2.

Next, we emphasize Poisson’s play throwing light on the mathematical problems to Fourier,
Laplace and even to Euler, mentioned in the forwords that : We summarize forwords that :
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(1]
2]

5]

(6]

1. We think our problem is to be treated including the trigonometric series, for Poisson’s ob-
jection to Fourier is relating the fundamental problem of analytics, as we show Poisson’s
analytical /mathematical thought or sight in the Chapter 7.2, etc.

2. Fourier’s theoretical works in life are :

e Theorem on the discriminant of number and range of real root

Heat and diffusion theory and equations

Practical use of transcendental series

Theoretical reasons to the wave and fluid equations

Many seeds to be done in the future

3. To Lagrange’s works, we need to pay more attention.

4. To Fourier’s method : we think, a rough-and-ready method for prompt application by
request from physic/mathematics.

5. Poisson’s objections are very useful for Fourier to prove the series theory, however, in
vain for Fourier’s passing away.

6. Poisson, for himself, fails in it, as nobody succeeds in it, where, it contains the describ-
ability of transcendental series for an arbitrary function.

7. Poisson’s conjecture of exact differential is failed by Dirichlet and Riemann, who also
have slight doubt in themself.

8. Fourier’s popularity depends on the practical problem in modern society or pragmatism.

9. Proof has changed with the complexity of problem and been needed to answer for the
request of the time.

We summarize afterwords that :

1. The study of trigonometric series starts at the works by d’Alembert, Euler and Lagrange.

2. Poisson has consistency for universal truth on every science and therefore, collides with
many theoreticians and pragmatist such as Fourier.

3. Fourier and Poisson discuss the nature of root of transcendental equation, and how to
apply algebraic result to transcendental.

4. Proofs of describability starts at works by Dirichlet and Riemann, and its scope expands
at Sturm and Liouville, Harnack, etc., however, it takes time for its completion until the
latter half of the 20th C. , which is a collaboration by human wisdom.

5. R. Fujisawa’s works of the proof of describability play a role as the unique existence
among the europian researchers, and especially, as the great effect to transport the
europian knowledge into Japanes mathematical society and to develop it.
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