
自己言及の論理と計算∗

長谷川真人

自分自身について述べることの難しさと面白さは，日常誰でも経験すること
だと思います．以下では，数理論理学と計算機科学の密接な関係を示す好例とし
て，自己言及から生じる様々なパラドックスなどの数理論理学における問題，ま
た自分自身を呼び出すような再帰的なプログラムやデータ構造に関する問題など
について，統一的な視点から考察します．また，後半では，自己言及現象の自明
でないモデルの例を，実際に構成します．
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Part I
自己言及と対角線論法

1 ラッセルの逆理

ラッセル（Russell, B.A.W., 1872-1970）は，有名なパラドックスを指摘すること
により，安易な集合論の定式化が矛盾をひきおこすことを示した．ラッセルのパ
ラドックス (のよく引用されるヴァージョン)とは以下のようなものである．

ラッセル集合とは，それ自身を要素として含むような集合のことであ
るとする．すなわち，X ∈ X であるような集合 X のことをラッセ
ル集合とよぶことにする．さて，M を，ラッセル集合でないような
集合の集合であるとしよう1．このとき，M自身はラッセル集合だろ
うか？もしMがラッセル集合だとすると，ラッセル集合の定義より
M ∈ M である．しかし，これはM の元はラッセル集合ではない
ことと矛盾している．ところが，Mをラッセル集合ではないと仮定
してみても，Mはラッセル集合でないような集合の集合だったから，
M ∈ Mであり，したがってMはラッセル集合となる．

以下では，導入として，この良く知られたパラドックスと，数学基礎論や計算の
理論などにおける関連した話題について解説する．その後，それらに共通する数
学的構造を，一種の不動点定理として定式化し，一般的な視点から考察する．と
ころどころで数学基礎論，直観主義論理，圏論，プログラミング言語などの知識
を要するところも出てくるが，馴染みのない事柄については，とりあえずとばし
て頂いてかまわない．

2 カントールの対角線論法

やはり良く知られているカントール（Cantor, G., 1845-1918）の対角線論法は，
はじめに述べたラッセルのパラドックスと大変良く似た構造を持っている．

定理 1 自分自身の巾集合を含むような集合は存在しない．より正確には，任意
の集合X について，その巾集合 2X からX への単射は存在しない． ⊓⊔

証明はラッセルのパラドックスに用いられたのとほとんど同じ論法による．X を
集合とし，m : 2X → X を単射としよう．ここで，X の部分集合 Rを，

R = {m(A) | A ⊆ X, m(A) ̸∈ A}

と定義しよう．問題は，m(R)がRに属するかどうかである．まず，m(R) ∈ Rと
仮定しよう．Rの定義により，m(A) ̸∈ Aなる A ⊆ X が存在してm(R) = m(A)
となるはずである．mは単射だから，R = A．したがってm(R) ̸∈ Rとなり，矛
盾する．しかし，m(R) ̸∈ Rと仮定すると，Rの定義により m(R) ∈ Rとなり，
やはり矛盾する．

1言葉の選択について：歴史的には，このM のことをラッセル集合と呼ぶのが正統的であると思
われる．
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問題 1 定理 1の証明と，通常の (自然数と実数の濃度に関する) カントールの対角線論法
とを比較してみよ．

3 自己適用

定理 1の変形として，以下のような結果も得られる．これは，関数を「それ自身」
に適用する，自己適用現象に関するものである．

定理 2 任意の集合 X について，X がふたつ以上の相異なる要素を持つならば，
X 上の関数全体の集合XX からX への単射は存在しない． ⊓⊔

証明は定理 1のそれとまったく同様である．X を集合とし，m : XX → X を単
射としよう．また，a，bを，X の相異なる要素と仮定しよう．ここで，X 上の関
数 f : X → X を，

f(x) =

{
a x = m(g)となる g : X → X が存在し g(m(g)) = bであるとき
b その他の場合

と定義する．f(m(f)) ∈ X を計算してみよう．f の定義から，f(m(f))は aま
たは bのどちらかである．まず，f(m(f)) = aであると仮定する．f の定義より，
m(f) = m(g)となる g : X → X が存在して g(m(g)) = bであるはずである．m
は単射だから f = g，したがって f(m(f)) = bとなり，これは f(m(f)) = aで
あると仮定したことに矛盾する．しかし，f(m(f)) = bだと仮定しても，今度は
f(m(f)) = aでなくてはならなくなるから，やはり矛盾する．

以前とそっくりな証明であるが，ここでは，「X がふたつ以上の相異なる要素
を持つ」という前提条件が重要であることに注意して欲しい．この前提がなけれ
ば，XX からXへの単射をもつような集合Xは存在する— ただし一点集合だが
(この証明は，X の任意の要素 a，bについて a = bであることを主張している)．

上の例では，関数 f : X → X を，それ自身（のm : XX → X によるX での
像）に適用することで矛盾を導いた．しかし，これは，あくまでも通常の集合と
関数の世界での話である．それ以外の世界では，このような自己適用・自己言及現
象は必ずしも矛盾を意味しない．たとえば，コンピュータ上で扱われるデータ全
体の集合をX とすると，X の要素を入力してX の要素を出力するようなプログ
ラムもデータとして扱うことができるので，そのようなプログラム全体 [X → X]
はX の部分集合とみなすことができる．
そして，このことから，自分自身を呼び出すようなプログラム（再帰プログ

ラム）を，自己適用現象を用いて得られる不動点として構成することができるの
である．（似たことが直観主義論理の世界でも起こりうる：以下のコラムを参照．）
対角線論法というと，矛盾から否定的な結果を導くための道具，という印象を

持っておられる方が少なくないであろうし，また，（すでに見てきたように）実際
そうなのであるが，少し広い視野に立って，一般化された対角線論法を考えると，
実は，有用な（肯定的な）結果を導く際にも対角線論法が現れていることがわか
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る．ここで使われる数学は決して難解なものではないが，数学における具体例か
らの一般化，また一般化された見方からの具体例の分析，さらに否定的な見方か
ら肯定的な見方への変化などの面白さが，端的に現れているものだと思う．その
あたりの楽しさを味わって頂ければ幸いである．

Advanced Topic� �
直観主義的抜け道について

実は，直観主義論理の世界 (排中律が必ずしも成り立たない世界)では, XX

からX への単射をもつような集合X がつねに一点集合になるとはいえない
場合がある．これは大変奇異な主張である．すこし丁寧に解説しよう．
まず，直観主義論理においても，2X からX への単射が存在するような集合
X は存在しないことがわかっている (証明は定理 1のそれと基本的に同じで
ある)．一方，2 = {a, b} ⊆ X だとすると，2X から XX への単射が存在す
るから，もしも XX から X への単射が存在するならば 2X から X への単
射が構成できてしまい，矛盾する．したがって，直観主義論理においても，
2 = {a, b} ⊆ XかつXX からXへの単射をもつような集合Xは存在しない．
しかし，見方を変えると，この考察は，

定理 3 (直観主義的集合論においても)XX からX への単射をもつような集
合X は，二点集合 (より正確には真偽値の集合)を部分集合に持たない． ⊓⊔

ということを主張しているにすぎない．ここが直観主義論理の面白いところ
であるが，直観主義の立場では，真偽値の集合を部分集合に持たないけれど
も，一点集合とも異なる (同型でない)ような集合が存在しうるのである．そ
のような集合は，「真偽値の集合と直交している」ともいう (注：正確には，集
合 S が集合 Aと直交しているとは，Aから S への任意の関数が定数関数に
なるということをさす)．その中には，XX からX への単射を持つような集
合X も含まれている．
このような X が取れる例としては，たとえば，再帰的関数の世界のうえに
構築された集合論が挙げられる．この集合論においては，集合も関数もなん
らかの意味で計算できる (構成的である)もののみを対象とするのであるが，
その世界においてはX 上の (計算可能な)関数のあつまりがX 自身と同型に
なることがありえることは，容易に想像できることだろう．その一方，定理
3 により，X は真偽値の集合と直交している．つまり，ちょっと不思議では
あるが，真偽値の集合からX への (計算可能な)関数は定数関数しか存在し
ない．
このようなアイデアをもとに，直観主義的集合論を基礎にして，集合論的にプ
ログラミング言語の数学的モデルを構築する研究が１９８０年代に創始され，
総合的領域理論 (synthetic domain theory，ここで syntheticは analyticに対
する語)として，独自の進歩を遂げている．これらの事柄はかなり専門的であ
り，今のところ研究論文以外に情報源はあまりないが，B. Jacobs: Categorical
Logic and Type Theory (North-Holland, 1999) には，そのような直観主義集
合論のモデルに関するくわしい解説が含まれている．� �
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4 停止性問題

もうひとつだけ，やや手の込んだ例として，いわゆる停止性問題の決定不可能性，
すなわち，与えられたプログラムが停止するかどうかを判定するプログラムが存
在しないことを証明してみよう．本質的なアイデアは，これまでに考えてきた例
と同じである（対角線論法／自己適用）．ただし，自己適用する関数の構成は，や
や技巧的である．
チャーチ（Church, A., 1903-1995）の提唱によれば，自然数上の「計算可能」

な（部分）関数2は，（部分）再帰的関数 (recursive function)として特徴づけ
られる．再帰的関数は，有限の手続きの組み合わせで得られるので，その構成方
法に適当に自然数を対応させて数え上げることができる（コード化，算術化ある
いはゲーデル化などと呼ばれる）．以下の定理は，その数え上げを遂行する部分
再帰的関数が存在する（したがって計算可能である）ことを主張している．

定理 4 以下のような性質を満たす部分再帰的関数 φ : N×N⇀ Nが存在する3．

任意の部分再帰的関数 f : N ⇀ Nについて，ある自然数 iが存在し
て f(x) = φ(i, x) が成り立つ．

⊓⊔

f(x) = φ(i, x)であるような iを，f の指標またはインデックスとよぶ．また，φ
は，（1変数の部分再帰的関数に関する）万能関数（universal function）とよば
れる．

決定不可能性について議論するために，若干の準備をする：

定義 1 Nn の部分集合 Aについて，関数 χA : Nn → Nを

χA(x1, . . . , xn) =

{
0 (x1, . . . , xn) ∈ A
1 (x1, . . . , xn) ̸∈ A

で定義する．χA を Aの特性関数（characteristic function）という． ⊓⊔

定義 2 • Nn の部分集合（n項関係）Aの特性関数が（全域）再帰的関数で
あるとき，Aは再帰的（recursive）であるという．

• Nn の部分集合 Aがある部分再帰的関数の定義域になっているとき，Aは
再帰的枚挙可能（recursively enumerable）であるという．

⊓⊔

再帰的集合（再帰的関係）とは，要素であるかないかを機械的に判定することが
可能（決定可能，decidable）な集合（関係）である．また，再帰的枚挙可能集
合（再帰的枚挙可能関係）とは，要素である場合には停止するが，要素でない場
合には停止しないような機械的な手続きが存在する集合（関係）である（半決定
可能，semidecidableという）．

2二項関係 f ⊆ A×B で，a ∈ Aについて (a, b) ∈ f となる b ∈ B が高々ひとつしかないものを，
部分関数（partial function）と呼ぶ．Aから B への部分関数全体を A ⇀ B と書く．なお，部分関
数との区別を強調するために，通常の関数のことを全域関数（total function）と呼ぶことがある．

3φ(i, x) は，照井先生の講義の U(µyT1(e, x, y)) に他ならない．
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補題 1 再帰的集合の補集合は再帰的集合である．また，再帰的枚挙可能集合は
再帰的集合である． ⊓⊔

定理 5 N×Nの部分集合 {(i, x) ∈ N2 | φ(i, x)が定義されている } は再帰的集
合ではない（すなわち決定不可能である）． ⊓⊔

[証明] 対角線論法を用いる．もしもこれが再帰的集合であるなら，集合

A = {x ∈ N | φ(x, x)が定義されている }

も再帰的集合であり，したがって補集合N − Aもまた再帰的集合である．しか
し，以下の議論から，実際には，N−Aは再帰的枚挙可能集合ですらない（した
がって再帰的集合ではない）ことがわかる．

N− Aが再帰的枚挙可能集合だと仮定しよう．すなわち，ある部分再帰的関
数 f : N⇀ N が存在して，N−Aは f の定義域になっているとする．

N−A = {x ∈ N | f(x)が定義されている }

そこで，iを f のインデックスとすると，

N−A = {x ∈ N | f(x)が定義されている }
= {x ∈ N | φ(i, x)が定義されている }

である．すなわち，

x ̸∈ A⇔ φ(i, x)が定義されている

が成り立つ．とくに，x = iの場合，

i ̸∈ A⇔ φ(i, i)が定義されている

ところが，Aの定義から，

i ∈ A⇔ φ(i, i)が定義されている

である．したがって，
i ∈ A⇔ i ̸∈ A

となり，矛盾する．

再帰的関数論については，多くの良書があるが，たとえば

高橋正子 (1991) 計算論：計算可能性とラムダ計算. コンピュータサ
イエンス大学講座 24, 近代科学社.

などを参照されたい（この本では，あとで言及するラムダ計算についても詳しく
解説されている）．

なお，ゲーデル（Gödel, K., 1906-1978）の第一不完全性定理も，この停止性
問題とほぼ同様の方法により証明される．停止性問題では，xをインデックスに
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もつような部分再帰的関数を入力 xに適用した結果が未定義のときにのみ f(x)
が定義されている，という，風変わりな部分再帰的関数 f を想定してその自己適
用から矛盾を導いた．一方，不完全性定理では，「xは P (x)が証明可能であるよ
うな（一変数の）論理式 P のインデックス（ゲーデル数）ではない」ということ
をあらわす（一変数の）論理式を構成して，その自己適用（いわゆるゲーデル文）
を考える．もう少し詳しく説明すると

1. まず、算術の体系 PAにおいて、任意の論理式 P (x)についてQ↔ P (⌈Q⌉)
が証明可能であるような論理式 Qが存在する（ここで ⌈Q⌉は Qのゲーデ
ル数）。

2. P (x)を ¬Provable(x) （「xは PAで証明可能な論理式のゲーデル数ではな
い」）とすると、1より Q↔ ¬Provable(⌈Q⌉)となる論理式 Qが存在する。

すなわち，停止性問題の場合と，本質的に同じ論法が用いられているのである．

5 対角線論法から不動点へ

ここからは，より一般的な観点から，ラッセルの逆理やカントールの対角線論法
などの背後に共通する数学的な仕組みについて考えてみよう．ここでは，一種の
不動点定理を拠所にして，種々の同様な現象へのシステマティックなアプローチ
を試みる．
まず，ややインフォーマルな説明をしよう．φ : A × A → B について，以下

のことが成り立っているものとする．

任意の g : A → B に対しある a ∈ Aが存在して g(x) = φ(a, x)が成
り立つ (このような aを gのインデックスと呼ぶ)．

このとき，任意の f : B → Bは不動点を持つ．具体的には，g0 : A→ Bを g0(x) =
f(φ(x, x))で定義してやり, a0 ∈ Aを g0のインデックスとすると, φ(a0, a0)は f
の不動点になっている．実際，f(φ(a0, a0)) = g0(a0) = φ(a0, a0)．

ほとんど自明とも思われる結果だが，ここには，インデックス付けによる数
え上げ，対角成分への着目 (関数の自分自身のインデックスへの自己適用)による
不動点の構成といった，数理論理学や計算の理論の基礎的なアイデアが，端的な
かたちであらわれている．
より正確には，有限直積をもつ任意の圏について，以下の結果が知られてい

る (ローヴィル4 の不動点定理)．圏論の言葉になじみのない人には，上記の説明
で十分なので，とばしてもらってかまわない．

定理 6 (Lawvere) 対象 A，B と射 φ : A × A → B について，以下の条件が成
り立っているとする．

任意の g : A→ Bについてあるa : 1 → Aが存在して g = φ◦(a×idA) :
A→ B が成り立つ．

4Lawvere, F.W., 1937-
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このとき，任意の f : B → Bは不動点を持つ．すなわち，ある b : 1 → Bが存在
して f ◦ b = bとなる． ⊓⊔

証明はさきほどのインフォーマルな説明を圏論ふうに丁寧にやりなおせばよい (こ
れは圏論の知識のある方への練習問題とする)．5

6 不動点定理から具体例を見直す

以下では，定理 6(のインフォーマルな説明)を用いて，お馴染の例を見直してみ
ることにする．

例 1 ラッセルのパラドックス．S を，すべての集合の集合としよう (もちろんこ
の仮定がまずいのだけれど，矛盾を導くために，少しのあいだ目をつぶろう)．関
数 φ : S × S → 2 (ここで 2 = {true, false})を,

φ(x, y) =

{
true y ∈ xであるとき
false y ̸∈ xであるとき

と定義する．任意の g : S → 2 について，a = {x ∈ S | g(x) = true} ∈ S とおく
と，容易にわかるように g(x) = φ(a, x)が成り立つ．つまり aは gのインデック
スである．そこで，定理 6を用いて，任意の f : 2 → 2の不動点を得ることがで
きる．とくに，否定演算子 ¬ : 2 → 2 (すなわち ¬(true) = false, ¬(false) = true)
の不動点は以下のように構成される．まず，

g0(x) = ¬(φ(x, x)) =
{

true x ̸∈ xであるとき
false x ∈ xであるとき

で g0 : S → 2を定める．g0 のインデックス a0 は

a0 = {x ∈ S | g0(x) = true} = {x ∈ S | x ̸∈ x}

で与えられる．そこで φ(a0, a0)を計算すると

φ(a0, a0) =

{
true a0 ∈ a0であるとき
false a0 ̸∈ a0であるとき

=

{
true φ(a0, a0) = g0(a0) = falseであるとき
false φ(a0, a0) = g0(a0) = trueであるとき

= ¬(φ(a0, a0))

しかし，明らかにこれは矛盾である．(正確には，ある体系が矛盾しているとは，
その体系の中で true = falseが導かれてしまうことをいう．これは否定演算子が
不動点を持つことと同値である．) ⊓⊔

5実はもう少し弱い条件（natural な diagonal をもつ monoidal product）でも成立する．実際，
部分関数などについて考えたい場合には，直積という条件はゆるめる必要がある．

8



問題 2 この不動点定理を用いた証明を，はじめのラッセルのパラドックスのそれと比較
せよ．

例 2 同様に，カントールの対角線論法 (定理 1)も定理 6 の一例になっている．集
合 X について，巾集合 2X から X への単射が存在するとは，X から 2X への全
射が存在することと同値である (確かめよ)．しかし，ψ : X → 2X をそのような
全射とすると，φ(x, y) = ψ(x)(y)で定められる φ : X ×X → 2 は定理 6の仮定
をみたす (任意の g : X → 2について g = φ(a,−)をみたす a ∈ X が存在する)．
したがって任意の f : 2 → 2は不動点をもつが，これはもちろん矛盾である（前
の例と同様，否定演算子の不動点を考えてみよ）． ⊓⊔

さらに，ゲーデルの不完全性定理や停止性問題なども，この不動点定理の一
例と考えることができる．いずれも，論理式や部分再帰的関数の数え上げ (ゲー
デル化)をもとにして，その対角成分に着目することにより，一見トリッキーな
論理式や部分再帰的関数が，一種の不動点として得られる（あるいは存在が否定
される）というものである．

興味をもたれた方へ：この不動点定理の出典は

Lawvere, F.W. (1969) Diagonal arguments and cartesian closed cat-
egories. Category Theory, Homology Theory and their Applications
II, Springer Lecture Notes in Mathematics 92, pp. 134–145.

である．日本語では，以下のような平易な入門書で概要を知ることができる．

森 毅 (1976) 無限集合. 数学ワンポイント双書 4, 共立出版.

また，Lawvere自身による著書でも取り上げられている（第 7.3章）．

Lawvere, F.W. and Rosebrugh, R. (2003) Sets for Mathematics.
Cambridge University Press.

Yanofskyによる以下の論文には豊富な例が紹介されている．Association of Sym-
bolic Logicのホームページから入手できる．

Yanofsky, N.S. (2003) A universal approach to self-referential para-
doxes, incompleteness and fixed points. Bulletin of Symbolic Logic
9(3), 362–386.
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Advanced Topic� �
ラムダ計算とパラドキシカルコンビネータ
ラムダ計算（lambda calculus，λ-calculus）は，プログラムとデータの区
別がまったくない，理想化された計算体系である．数学的には，ラムダ計算
のモデルDは，D ≃ DD をみたすようなDでなくてはならない．すでに述
べたように，そのような D は，集合と関数の世界では自明なもの（一点集
合）しか存在しないが，計算可能な関数（再帰的関数）にだけ着目した世界
や，後で述べる CPO と連続関数の世界では，D ≃ DD をみたす自明でない
Dが存在する．
さて，D をそのようなラムダ計算のモデルとし，ψ : D

≃→ DD とすると，
φ(x, y) = ψ(x)(y)で定まる φ : D ×D → Dは，定理 6の仮定をみたす．
すなわち，任意の g : D → Dについて，a = ψ−1(g) ∈ Dとすれば，g(x) =
φ(a, x)が成り立つ．したがって任意の f : D → Dは不動点

φ(ψ−1(g0), ψ
−1(g0)) = g0(ψ

−1(g0))

（ただし g0(x) = f(φ(x, x)) = f(ψ(x)(x))）をもつ．
ラムダ計算の記法に即せば，この不動点は

(λx.f (xx)) (λx.f (xx))

と表現される．これはパラドキシカルコンビネータa

Y = λf.(λx.f (xx)) (λx.f (xx))

を f に適用したものである．ラムダ計算の規則から，Y f = f (Y f)が成り
立つことがわかる．パラドキシカルコンビネータは，自分自身を呼び出すよ
うな（再帰的な）計算の解釈を与える際に重要な役割を果たす．
ラムダ計算に馴染みがなくても，

λx. . . . を {x | . . . .} （ . . .をみたす x全体）
M N を N ∈M （N はM の要素）
f(. . .) を ¬(. . .) （. . .の否定）

と読み替えれば，実はY f は以下のようになる:

{x | x ̸∈ x} ∈ {x | x ̸∈ x}

したがって，Y f = f (Y f)はラッセルの逆理に他ならない．
（だからといって，ラムダ計算が矛盾しているというわけではない．むしろ，
ラムダ計算のようにすべてのものが不動点をもつ世界では，否定「¬」に相
当するものを表現することはできない，と考えるのが妥当である．）

a別名カリー（Curry）の不動点コンビネータ．ちなみに，チューリングの不動点コンビネー
タ Θ = (λxf.f (xx f)) (λxf.f (xx f)) について，Y (λgf.f(g f)) →∗

β Θ が成り立つ．� �
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Part II
矛盾したものを構成する

Computer science contradicts mathematics.
Peter Freyd 6

ここまでに，2X ≃ X となるような集合X が存在しないことをカントールの
対角線論法を用いて説明し，それが，より一般的な不動点定理の一例として理解
できることを示した．
以下では，実際に，その一見矛盾しているように見える例を，完備半順序集

合（CPO）の世界で構成する方法を紹介する．具体的には，与えられた CPO A
について，[X → A] ≃ X をみたすような CPO X を構成する方法を考える．

1 完備半順序集合と連続関数

ここでは，必要最小限の事柄のみを解説する．より詳しくは，たとえば

田辺誠，中島玲二，長谷川真人 (1999) コンピュータサイエンス入門：
論理とプログラム意味論. 岩波書店.

の第５章を参照されたい．

定義 3 （CPO）半順序集合 (D,⊑)は，最小元をもち，また，任意の単調増加列
d0 ⊑ d1 ⊑ d2 ⊑ . . .について上限

⊔
dnが存在するとき，完備半順序集合（Com-

plete Partial Order, CPO） と呼ばれる． ⊓⊔

Dが CPOであるとき，その最小元を ⊥D または単に ⊥ （“bottom”と読む）で
あらわす．

定義 4 （連続関数）CPO D, E について，関数 f : D → E は，以下の条件をみ
たすとき連続（continuous）であるという．

• 単調性：d ⊑ d′ ならば f(d) ⊑ f(d′)

• 連続性：任意の単調列 d0 ⊑ d1 ⊑ d2 ⊑ . . .について f(
⊔
dn) =

⊔
f(dn)

⊓⊔

補題 2 （関数空間）CPO D, E について，Dから E への連続関数全体からな
る集合 [D → E]は，以下のように定まる半順序 ⊑に関してCPOである．

f ⊑ g ⇔ 任意の d ∈ Dについて f(d) ⊑ g(d)

⊓⊔

6Freyd, P. (1991) Algebraically complete categories. Category Theory, Springer Lecture
Notes in Mathematics 1488, pp. 95–104. 計算機科学で必要となる数学構造が，常識的な数学の
世界とは相容れないことについて言及して．Freyd (1935-) は，圏論など幅広い分野で仕事をしてき
た数学者．
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[D → E]の最小元 ⊥[D→E] は，任意の d ∈ D について ⊥[D→E](d) = ⊥E である
定数関数である．また，[D → E]の単調列 f0 ⊑ f1 ⊑ f2 ⊑ . . .の上限

⊔
fn は，

(
⊔
fn)(d) =

⊔
fn(d)で与えられる．

命題 1 （最小不動点）CPO Dと連続関数 f : D → Dについて，f(d) = dをみ
たす d ∈ Dで最小のものが存在し，それは

⊔
fn(⊥)で与えられる． ⊓⊔

最小不動点は，自分自身を呼び出す再帰的なプログラムの数学モデルを与える際
に基本的な役割を果たす（プログラムの不動点意味論）．詳しくは参考書を参照
されたい．

問題 3 CPO D の部分集合 U は，以下の条件を満たすとき Scott開集合であるという：

1. x ∈ U かつ x ⊑ y ならば y ∈ U

2. {x0 ⊑ x1 ⊑ . . .} ⊆ D かつ
⊔
xi ∈ U ならば，ある iについて xi ∈ U

この定義により，D が位相空間とみなせる（Scott位相とよばれる）こと，また，上に与
えた CPO間の連続関数が，Scott位相についての連続関数と一致することを示せ．

2 最小不動点の発想

以上の準備のもとで，[X → A] ≃ X をみたすような CPO X を求める方法を考
える．計算を簡単にするため，以下では，Aが二点からなる CPO Ω = {⊥ ⊑ ⊤}
である場合だけを扱う．

CPO上の連続関数 f : D → Dの最小不動点は，(加算無限の)単調増加列

⊥, f(⊥), f2(⊥), . . . , fn(⊥), . . .

の上限として得られるのであった．同じように，[X → Ω] ≃ X をみたすような
X も，CPO Dに CPO [D → Ω]を対応させる関数の “最小不動点”，すなわち適
当な CPO X0 からはじまる無限列

X0, [X0 → Ω], [[X0 → Ω] → Ω], [[[X0 → Ω] → Ω] → Ω], . . .

の “上限”として得られるのではないかと期待するのは自然な発想である．以下
では，この直感的なアイデアを，実際に計算しながら検証していく．
準備として，以後頻繁に用いる CPO間の関係 “≃”の正確な定義を確認して

おこう．

定義 5 CPO Dと Eについて，Dと Eが同型であるとは，連続関数 f : D → E
および g : E → D が存在して g ◦ f = idD と f ◦ g = idE をみたすことをいう．
このとき，f は Dから E への同型な連続関数であるといい，g のことを f−1 と
書く．また，Dと E が同型であることを，D ≃ E と書く． ⊓⊔

補題 3 任意の CPO D について，D ≃ D がなりたつ．また，D ≃ E ならば
E ≃ Dである．さらに，D ≃ E かつ E ≃ F ならば，D ≃ F である． ⊓⊔
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3 最初の試み

CPOの無限列 {X0, X1, X2, . . . , Xn, . . .}を，以下のように定める．

X0 = {0} (一点 0だけからなる CPO)
Xi+1 = [Xi → Ω] (Xi から Ωへの連続関数からなる CPO)

明らかにX0はCPOである．また，CPOは関数空間の構成について閉じており，
Ωも CPOであるから，(帰納法により)任意の nについてXn が CPO であるこ
とがわかる．

補題 4 Dn (n = 0, 1, 2, . . .)を，n+ 1個の要素からなるCPO

{0 ⊑ 1 ⊑ 2 ⊑ . . . ⊑ n}

とする．このとき，任意の nについてXn ≃ Dn がなりたつ． ⊓⊔

[証明] nに関する帰納法を用いる．X0 = D0だから，明らかにX0 ≃ D0である．
Xn ≃ Dn と仮定して，Xn+1 ≃ Dn+1 がなりたつことを示そう．Xn ≃ Dn より，
Xn+1 = [Xn → Ω] ≃ [Dn → Ω]である．[Dn → Ω]の要素はDnから Ωへの連続
関数であるが，それは，連続関数の定義により，ある 0 ≤ k ≤ n+ 1について

fnk (i) =

{
⊥ i+ k ≤ nのとき
⊤ i+ k > nのとき

というかたちになっていなくてはならない．とくに fn0 はつねに ⊥を返す定数関
数，また fnn+1 はつねに ⊤ を返す定数関数である．したがって，[Dn → Ω] は，
n+ 2個の要素 fn0 , f

n
1 , . . . , f

n
n , f

n
n+1を持つことがわかる．また，これらは，順序

fn0 ⊑ fn1 ⊑ . . . ⊑ fnn ⊑ fnn+1

をなすので，[Dn → Ω] ≃ Dn+1である．Xn+1 ≃ [Dn → Ω]だったから，Xn+1 ≃
Dn+1 がなりたつ．
この結果から，我々が考察している無限列は (同型なもので置き換えると)

{0}, {0 ⊑ 1}, {0 ⊑ 1 ⊑ 2}, . . . , {0 ⊑ 1 ⊑ 2 ⊑ . . . ⊑ n}, . . .

であることがわかった．直感的には，これらは単調に増加していく CPOの列に
なっていると言ってよさそうである．では，その “上限”はなんだろうか？単純に
これらを全部あわせた

{0 ⊑ 1 ⊑ 2 ⊑ . . . ⊑ n ⊑ . . .}

だろうか？一見これでよさそうだが，問題がある．まず，単純なことだが，この
順序集合は CPOではない．単調列 0 ⊑ 1 ⊑ . . . ⊑ n ⊑ . . .の上限が存在しないの
である．さいわい，簡単な解決法として，“無限大”∞を追加してやれば，CPO

{0 ⊑ 1 ⊑ 2 ⊑ . . . ⊑ n ⊑ . . . ⊑ ∞}

を得ることができる．この CPOを Θとよぶことにしよう．では，[Θ → Ω] ≃ Θ
だろうか？
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命題 2 [Θ → Ω] ≃ Θはなりたたない． ⊓⊔

[証明] 実際に [Θ → Ω]を計算してみればよい．Θから Ωへの連続関数は，ある
k ≥ 0について

fk(x) =

{
⊤ k ⊑ xのとき
⊥ その他のとき

というかたちをしているか，または定数関数 f∞(i) = ⊥でなくてはならない．こ
れらの間の順序は，

f∞ ⊑ . . . ⊑ fn ⊑ . . . ⊑ f2 ⊑ f1 ⊑ f0

(いいかえれば−∞ ⊑ . . . ⊑ −2 ⊑ −1 ⊑ 0)となり，これはΘと同型ではない (確
かめよ)．なお，[[Θ → Ω] → Ω] ≃ Θもなりたたない (これも練習問題とする)．

問題 4 [[Θ → Ω] → Ω] ≃ Θもなりたたないことを確かめよ．しかし，[D → E]の要素
のうち ⊥D を ⊥E にうつすものだけからなる CPOを [D ( E]とあらわすことにすると，
実は [[Θ → Ω] ( Ω] ≃ Θがなりたつ．確かめよ．

4 埋め込みと射影

以上の試みでは，なにがいけなかったのだろう？ 無限列

{0}, {0 ⊑ 1}, {0 ⊑ 1 ⊑ 2}, . . . , {0 ⊑ 1 ⊑ 2 ⊑ . . . ⊑ n}, . . .

を考えたところまでは問題がないのだが，それから安易に (和集合として)“上限”Θ
を計算したのがどうもまずいようである．
実は，この無限列を “単調増加列”とみなす方法はひととおりにはきまらない．

正確に説明すると：

定義 6 CPO Dと Eについて，D ⊑ Eであるとは，連続関数 e : D → Eおよび
p : E → Dが存在して p ◦ e = idD と e ◦ p ⊑ idE をみたすことをいう．eのこと
を埋め込み，また pのことを射影とよぶ． ⊓⊔

D ⊑ Eとなるための埋め込みと射影の取り方は，ひととおりとは限らない．たと
えば，D = {0 ⊑ 1}, E = {0 ⊑ 1 ⊑ 2}とすると，D ⊑ E とするための埋め込み
eと射影 pは，

e(0) = 0, e(1) = 1, p(0) = 0, p(1) = p(2) = 1

とすることも，また

e(0) = 0, e(1) = 2, p(0) = p(1) = 0, p(2) = 1

とすることもでき，これらはDより Eが “大きい”とみなす二通りの方法をあら
わしている．図示すると以下のようになる．左から右への矢印は埋め込み eの作
用を，また右から左への矢印は射影 pの作用をそれぞれあらわす．
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なお，埋め込みを定めると，対応する射影はただひとつ定まり，また，射影を
定めると対応する埋め込みもただひとつに定まる．証明は練習問題とする．

問題 5 e : D → E, p, p′ : E → D について，e, pと e, p′ がともに埋め込みと射影の組を
なすならば，p = p′ であることを示せ．また，e, e′ : D → E, p : E → D について，e, p
と e′, pがともに埋め込みと射影の組をなすならば，e = e′ であることを示せ．

問題 6 e : D → E と p : E → D が埋め込みと射影になっているとき，eは D の最小元
を E の最小元に写すことを示せ．

5 なぜ失敗したか

特に，Θを得た発想は，以下の図で理解することができる．ここでは，単純に，
埋め込み en : Dn → Dn+1 と射影 pn : Dn+1 → Dn を

en(x) = x, pn(x) =

{
x x ≤ nのとき
n x = n+ 1のとき

と定めている．

5

4 4

3 3 3

2 2 2 2

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

D0 D1 D2 D3 D4 D5 . . .

�
��+

�
��+

� -

�
��+

� - � -

�
��+

� - � - � -

�
��+

� - � - � - � -

� - � - � - � - � -

15



この図で，射影によりつながった無限列 (0, 1, 2, . . . , n, n, n, . . .)を nと，また
(無限に増加していく)無限列 (0, 1, 2, . . . , n, n+ 1, . . .)を∞と同一視して考える
ことにより，Θが得られるのである．
ところが，この埋め込みと射影の定め方は，[X → Ω] ≃ X をみたす X を見

つけるためにはうまく働かない．例として，D0 からD1，またD1 からD2 への
埋め込みおよび射影がどのようになっているべきか考えよう．
まず，D0 = {0}, D1 = {0 ⊑ 1}であった．この場合には埋め込みと射影はひ

ととおりしか存在しない．その埋め込み e0 : D0 → D1 は 0を 0に写し，また射
影 p0 : D1 → D0 は 0も 1も 0に写す．
次に，D2 = {0 ⊑ 1 ⊑ 2}であった．しかし，D1 は，

X1 ≃ [D0 → Ω] = {f00 ⊑ f01 }

また，D2 は，
X2 ≃ [D1 → Ω] = {f10 ⊑ f11 ⊑ f12 }

として得られたものであり，D1 ⊑ D2とするための正しい埋め込みは，f00 : D0 →
Ωをその自然な拡張である f00 ◦ p0 = f10 : D1 → Ωに，また f01 : D0 → Ωをその
拡張である f01 ◦ p0 = f12 : D1 → Ωに，それぞれ対応させるものでなくてはなら
ない．D1 とD2 の要素について言い換えると，埋め込み e1 : D1 → D2 は 0を 0
に，また 1を 2に写さなくてはならない．一方，射影の方は，f10 : D1 → Ωをそ
の自然な制限である f10 ◦ e0 = f01 : D0 → Ωに，また f11 を f11 ◦ e0 = f00 に，さら
に f12 を f12 ◦ e0 = f11 に，それぞれ対応させるものである．D1とD2について言
い換えると，射影 p1 : D2 → D1 は，0と 1を 0に，また 2を 1に写すものであ
る．これを図示すると以下のようになる．

2

1 1

0 0

D1 D2

�
��	

�

�
��	

� -

6 正しい解の構成 — 逆極限法

同様にして，D2からD3への埋め込みと射影，D3からD4への埋め込みと射影，
. . .，も，関数が自然な拡張・制限に対応されるように定めていくことができる．
その結果を途中まで示したのが以下の図である．
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この埋め込み・射影の “上限”として得られる CPOがΘではないことは，容
易に想像がつくだろう．実際，

0 を無限列 (0, 0, 0, 0, . . .) と
1 を無限列 (0, 0, 1, 1, 1, . . .) と
:
n を無限列 (0, 0, 1, 1, 2, 2 . . . , n, n, n, . . .) と
:
∞ を無限列 (0, 0, 1, 1, 2, 2, . . . ,m,m,m+ 1,m+ 1, . . .) と
:
n′ を無限列 (0, 0, 1, 1, 2, 2, . . . , n, n+ 1, n+ 2, . . .) と
:
1′ を無限列 (0, 0, 1, 2, 3, . . .) と
0′ を無限列 (0, 1, 2, 3, . . .) と

同一視することにより，CPO

Φ = {0 ⊑ 1 ⊑ 2 ⊑ . . . ⊑ ∞ ⊑ . . . ⊑ 2′ ⊑ 1′ ⊑ 0′}

が得られる．

定理 7 [Φ → Ω] ≃ Φがなりたつ． ⊓⊔

[証明] x ∈ Φに対し連続関数 ψx : Φ → Ωを以下の表で定める (ψx を yに適用し
た結果 ψx(y)を，ψx 行の y列に示す)．
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0 1 . . . n− 1 n . . . ∞ . . . n′ n− 1′ . . . 1′ 0′

ψ0 ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊥
ψ1 ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊤
:
ψn ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ . . . ⊥ ⊤ . . . ⊤ ⊤
:
ψ∞ ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ ⊤
:
ψn′ ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊤ . . . ⊤ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ ⊤
:
ψ1′ ⊥ ⊤ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ ⊤
ψ0′ ⊤ ⊤ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ ⊤

写像 ψ : x 7→ ψxが Φから [Φ → Ω]への同型な連続関数となっていることは容易
に確認できる．

問題 7 ψ : x 7→ ψx が同型な連続関数であることを示せ．

一般に，CPO Aについて，[X → A] ≃ X をみたすX を求め，これに以前解
説した不動点定理（定理 6）を適用することにより，A上の連続関数の不動点を
構成することができる．このことを Ωと Φにあてはめると，以下のようになる．

系 1 任意の連続関数 g : Ω → Ωについて，h : Φ → Ωを h(x) = g(ψx(x))と定
め，a = h(ψ−1(h)) ∈ Ωとすると，aは gの不動点である． ⊓⊔

[証明]
a = h(ψ−1(h))

= g(ψψ−1(h)(ψ
−1(h)))

= g(h(ψ−1(h)))
= g(a)

問題 8 このようにして求めた aは，g の最小不動点と一致する．確かめよ．

なお，[X → Ω] ≃ X をみたす解は Φだけではない (しかし Φがもっとも自
然なものであることは知られている)．たとえば，Φに新しい要素∞′を追加した
CPO

Φ′ = {0 ⊑ 1 ⊑ 2 ⊑ . . . ⊑ ∞ ⊑ ∞′ ⊑ . . . ⊑ 2′ ⊑ 1′ ⊑ 0′}

も解になる．

問題 9 Φ′ が [Φ′ → Ω] ≃ Φ′ をみたすことを確かめよ．また，この Φ′ を用いて，系と同
様にして Ω上の連続関数の不動点を構成し，それが最小不動点とは一致しないことを確か
めよ．

ここで紹介した方法 (逆極限法とも呼ばれる)は，ラムダ計算やプログラミング
言語のモデルを構成するための基本的な技法のひとつである．1970年頃にスコット
（Scott, D., 1932-）によって (ラムダ計算の自明でないモデルD∞ ≃ [D∞ → D∞]
の構成方法として)発見されて以来，多くの人によって研究・応用されている．関
心を持たれた方は，以下のような文献を参照されたい．既に挙げた高橋「計算論：
計算可能性とラムダ計算」にも丁寧な解説がある．
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中島玲二 (1982) 数理情報学入門－スコット・プログラム理論. 数理
科学ライブラリー 3, 朝倉書店.

横内寛文 (1994) プログラム意味論. 情報科学講座 7, 共立出版.

Gunter, C.A. (1992) Semantics of Programming Languages – Struc-
tures and Techniques. MIT Press.

追記（２００７年８月） この原稿を書いた時点（２００２年）では全く知らな
かったが，実は、以下の（２０年近く前の）文献に，この原稿と同様の主張と結
果が含まれていた：

Soto-Andrade, J. and Varela, F.J. (1984) Self-reference and fixed
points: a discussion and an extension of Lawvere’s Theorem. ACTA
Applicandae Mathematicae 2(1), 1–19.

多くの主張が共通しているうえに，Part IIで用いた例（ΘとΦ）と全く同じもの
が出てくる．興味を持たれた方は，この Soto-Andradeと Varelaの論文をご一読
されることをお薦めする．
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Advanced Topic� �
不動点としての再帰プログラム
ここで紹介した構成は，自分自身を呼び出す再帰的な関数定義，たとえば

factorial(n) =

{
1 n = 0のとき
n× factorial(n− 1) n ≥ 1のとき

に対応するプログラムを与えるために用いることができる．この関数
factorial : N → Nは，

F (f)(n) =

{
1 n = 0のとき
n× f(n− 1) n ≥ 1のとき

で定まる汎関数 F : (N → N) → (N → N) の不動点であること，すなわち
F (factorial) = factorial が成り立つことに注意されたい．
一方，X ≃ (X → (N → N)) であるようなデータ型X を用いて，(N → N)
上の汎関数の不動点を得ることができる．特に，factorial を F の不動点と
して得ることができる．このことを，プログラミング言語MLa で表現した
のが，以下のプログラム例である．

datatype X = psi_inv of X -> (int -> int);

fun psi (psi_inv (f)) = f;

(* psi: X -> (X -> (int -> int)),

psi_inv: (X -> (int -> int)) -> X *)

fun fixpoint(g) =

let fun h(y) = g(fn x => psi(y)(y)(x))

in h(psi_inv(h))

end;

(* fixpoint : ((int -> int) -> (int -> int)) -> (int -> int) *)

fun F(f)(n) = if n=0 then 1 else n * f(n-1);

(* F: (int -> int) -> (int -> int) *)

val factorial = fixpoint(F);

(* factorial: int -> int *)

factorial(10);

(* 10! = 3628800 *)

aプログラミング言語MLには，主に Standard ML（SML）とObjective Caml（OCaml）
というふたつの方言がある．このプログラム例では SMLを使用している．MLについては，以
下の優れた解説書がある．

大堀淳 (2001) プログラミング言語 Standard ML 入門. 共立出版.
五十嵐淳 (2007) プログラミング in OCaml. 技術評論社.
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