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1 復習：完備半順序集合と連続関数、及び最小不動点定理

この節は、前回までに導入した概念及び結果のうち、以後の講義に必要となる部分を要約
したものである。

1.1 半順序集合と単調関数

定義 1.1� �
集合X 上の半順序とはX 上の二項関係≤で以下を満たすものである。

• (反射律)全ての x ∈ X で、x ≤ xが成り立つ。

• (推移律)全ての x, y, z ∈ X で、x ≤ yと y ≤ z が成り立つなら x ≤ z が成り
立つ。

• (反対称律)全ての x, y ∈ X で、x ≤ yと y ≤ xが成り立つなら x = yが成り
立つ。

半順序集合とは集合X とX 上の半順序の組のことである。混乱のおそれがない場合
は半順序を省略し単にX を半順序集合と呼び、その半順序には記号≤を使う。� �

自明な半順序 任意の集合X は自明な半順序

x ≤ y ⇐⇒ x = y

により半順序集合とみなせる。

順序集合の持ち上げ X を順序集合とする。特別な要素⊥を用意し (ただし⊥ /∈ X)、半
順序集合X⊥ = X ∪ {⊥}を

x ≤ y ⇐⇒ x = ⊥または x = y
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により定義する。一般に半順序集合X の要素 x ∈ X で任意の y ∈ X について x ≤ yが成
り立つとき xは最小元と呼ばれる。順序集合の持ち上げX⊥は順序集合X に最小元を追
加する操作である。

直積 半順序集合X と半順序集合 Y が与えられるとそれらから直積により新しい半順序
集合X × Y が構成できる。X × Y の半順序は

(x, y) ≤ (x′, y′) ⇐⇒ x ≤ x′ かつ y ≤ y′

で与えられる。

単調関数空間 半順序集合を考える場合、ただの関数ではなく単調性をもつ関数を考える
のが自然である。単調性とは半順序集合の間の関数で半順序を保つことである。

定義 1.2� �
半順序集合間の関数 f : X → Y が全ての x, y ∈ X について x ≤ yなら f(x) ≤ f(y)

を満たすとき f を単調 (monotone)であるいう。Xから Y への単調関数全体の集合を
X →m Y と書く。� �
X →m Y には各点毎の比較で与えられる半順序

f ≤ g ⇐⇒ すべての x ∈ X で f(x) ≤ g(x)

がある。

1.2 完備半順序集合と連続関数

定義 1.3� �
半順序集合X の要素 xで次の条件を満たすもののことを上昇列 x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ . . .

の最小上界（上限）と呼ぶ。

• xは上昇列 x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ . . . の上界である。つまり全ての n ∈ Nで xn ≤ x

が成り立つ。

• (最小性)任意の y ∈ X について y が上昇列 x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ . . .の上界なら
x ≤ y。

上昇列 x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ . . .の最小上界を
∨

n≥1 xnと書く。半順序集合X が最小元を
持ち、さらに任意のXの上昇列の最小上界が存在するとき、Xを完備半順序集合 aと
呼ぶ。

a多くの文献では、最小元の存在は仮定せず、最小元を持つ完備半順序集合のことは点付き完備半順
序集合と呼んでいる。� �
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定義 1.4� �
完備半順序集合X から完備半順序集合 Y への単調関数 f : X → Y が任意のX の上
昇列 x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ . . .について f

(∨
n≥1 xn

)
=

∨
n≥1 f(xn) を満たすとき f は連続

(continuous)であるという。完備半順序集合X から完備半順序集合 Y への連続関数
全体の集合をX →c Y と書く。� �
半順序集合に対する構成はそのまま完備半順序集合の構成にもなっている。X と Y が
完備半順序集合であるなら X⊥ や X × Y、X →c Y は完備半順序集合である。ただし
X →c Y 上の半順序は各点ごとの比較で与えられるものである。X →c Y の最小元は常に
Y の最小元を返す定数関数である。（なお、X が最小元を持たなくても、X →c Y は最小
元をもつ完備半順序集合になる。たとえば、N →c N⊥は完備半順序集合である。）

定義 1.5� �
完備半順序集合X,Y に対し、連続関数 f : X →c Y と g : Y →c Xで g ◦ f = idX かつ
f ◦ g = idY を満たすものが存在するときXは Y と同型であると言いX ∼= Y と書く。� �
命題 1.6� �
完備半順序集合X,Y, Z に対し、関数 curry は以下の同型を与える。

X × Y →c Z ∼= X →c (Y →c Z)� �
1.3 再帰的定義と不動点定理

定理 1.7� �
完備半順序集合X 上の連続関数 f : X →c X は最小不動点を持つ。最小不動点は∨

n≥1

fn(⊥)

で与えられる。� �
2 不動点帰納法（2017年6月29日）

連続関数の最小不動点を用いて再帰的プログラムの解釈を与えたが、それは数学的な興
味にとどまらず、プログラムの性質について有用な情報を得る手段をもたらすものである。
ここでは、最小不動点に関するもっとも古典的な結果である不動点帰納法（別名 Scott帰
納法）について解説する。
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2.1 最小不動点演算子

最小不動点に関して、若干の補足をする。まず、完備半順序集合 X について、関数
fixX : (X →c X) → X を、

fixX(f) =
∨
n≥1

fn(⊥)

と定める。すなわち、fixX は、連続関数 f : X →c X をその最小不動点 fixX(f)に写す関
数である。実は、fixX は、X →c X からX への連続関数であることが容易にわかる（し
たがって fixX : (X →c X) →c X である）。fixX を、（X上の）最小不動点演算子と呼ぶ。

2.2 許容的部分集合と不動点帰納法

定義 2.1� �
完備半順序集合Xの部分集合 P で以下の条件を満たすものを許容的（admissible）で
あるという。

• X の上昇列 x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ . . .について、各 xiが P の要素であるならば、そ
の上限

∨
n≥1 xnも P の要素である。

• ⊥は P の要素である。� �
いいかえると、X の部分集合であって、X の順序を制限したものがそのまま完備半順序
となるのが許容的部分集合である。
許容的部分集合を用いると、不動点帰納法は以下のように定式化される。

定理 2.2� �
完備半順序集合 X とその許容的部分集合 P が与えられているとする。連続関数
f : X →c X が条件

任意の x ∈ X について、x ∈ P ならば f(x) ∈ P

を満たすとき、fixX(f) ∈ P である。� �
（証明）条件より、⊥, f(⊥), f2(⊥), . . . はすべて P の要素である。P が許容的であること
から、この無限単調列の上限 fixX(f)も P の要素である。

自然数に関する（通常の）帰納法と比較してみよう。自然数に関する性質（Nの部分集
合）P について、0が P を満たすこと（0 ∈ P）、および条件

任意の n ∈ Nについて、n ∈ P なら n+ 1 ∈ P

から

任意の n ∈ Nについて n ∈ P が成り立つ
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ということを導くのが、自然数に関する帰納法であった。少なくとも見た目は、不動点帰
納法と通常の帰納法はよく似ていると言える。ただし、自然数の帰納法が自然数という概
念そのものの特徴づけと不可分なものであることに対し、不動点帰納法は、どちらかとい
えば、通常の帰納法と同じような感覚で使えるように都合よく定式化されたものであり、
あくまでも便利な道具と割り切って使うべきものである。（なお、不動点帰納法が成り立
つような最小限の構造は何か、という問いかけは不毛なものではなく、完備半順序集合・
連続関数の世界にとどまらず、非常に広い範囲の数学的構造について不動点帰納法の類似
が成り立つことが知られている。）

2.3 許容的部分集合の構成方法

一見シンプルな不動点帰納法であるが、だまされてはいけない。ほとんどの面倒ごとは
許容的部分集合をどうやってつくるか（あるいは与えられた部分集合が許容的であること
をどのように証明するか）という下準備に押し付けられているのである。
幸い、許容的部分集合の構成方法は多く知られている。実用上は、知りたい性質（部分
集合）が、いくつかの構成方法の組み合わせで得られるか調べることになる。以下では、
基礎的な構成方法を紹介する。

命題 2.3� �
（下に閉じた集合） 完備半順序集合X とその要素 dに対し、集合

↓ d = {x ∈ X | x ≤ d}

はX の許容的部分集合である。� �
命題 2.4� �
（等号と不等号） 完備半順序集合X に対し、集合

{(x, y) ∈ X ×X | x = y}

および
{(x, y) ∈ X ×X | x ≤ y}

はいずれもX ×X の許容的部分集合である。� �
命題 2.5� �
（逆像） 連続関数 f : X →c Y およびY の許容的部分集合P に対し、もしも f(⊥) ∈ P

であるならば、集合
f−1(P ) = {x ∈ X | f(x) ∈ P}

はX の許容的部分集合である。� �
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命題 2.6� �
（和と積） 完備半順序集合X とその許容的部分集合 P , Qに対し、集合

P ∪Q

および
P ∩Q

はいずれもX の許容的部分集合である。� �
命題 2.7� �
（全称量化） 完備半順序集合X × Y とその許容的部分集合 P に対し、もしも任意
の x ∈ X について (x,⊥) ∈ P であるならば、集合

{y ∈ Y | すべての xに対し (x, y) ∈ P}

は Y の許容的部分集合である。� �
練習問題 2.8 命題 2.3～命題 2.7を示せ。

2.4 例：最小不動点の諸性質

命題 2.9� �
連続関数 f : X →c XおよびXの要素 dに対し、f(d) ≤ dならば fixX(f) ≤ dが成り
立つ。� �

練習問題 2.10 命題 2.9を不動点帰納法を用いて証明せよ。（ヒント：許容的部分集合と
して ↓ dを使う。x ∈↓ dならば f(x) ∈↓ dであることを示してみよう。）

練習問題 2.11 命題 2.9を（不動点帰納法を用いず）最小不動点の定義から直接証明せよ。

命題 2.12� �
連続関数 f, g : X →c Xが、f ◦ g ≤ g ◦ f （すなわち、すべての xについて f(g(x)) ≤
g(f(x))が成り立つ）を満たしているとする。もしも f(⊥) ≤ g(⊥)ならば、fixX(f) ≤
fixX(g)が成り立つ。� �

練習問題 2.13 命題 2.12を不動点帰納法を用いて証明せよ。（ヒント：最初に、命題 2.4

と命題 2.5 を用いて {x ∈ X | f(x) ≤ g(x)}が許容的集合であることを示そう。）

練習問題 2.14 命題 2.12を最小不動点の定義から直接証明せよ。
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練習問題 2.15 連続関数 f : X →c Y および g : Y →c X について、

fixX(g ◦ f) = g(fixY (f ◦ g))

が成り立つことを示せ。

f g = g f
g

練習問題 2.16 連続関数 f : X →c X について、

fixX(f ◦ f) = fixX(f)

が成り立つことを示せ。

f f = f

2.5 例：プログラムの部分正当性

以下では、もう少し実際的な問題を考えてみる。一般に、プログラム pがある関数 f を
計算する、と主張したいとき、以下のふたつの課題にわけて考えることが多い：

1. （停止性）任意の入力 xについて、p(x)の実行が停止すること

2. （部分正当性）任意の入力xについて、p(x)の実行が停止するならばその結果が f(x)

と一致すること

不動点帰納法は、後者の部分正当性を示す際にしばしば有効である。（逆に、停止性の証
明にはほぼ無力である。）
再帰的プログラム foo : N×N ⇒ N

foo(x, y) = if (x = 0) then 0

else if (y = 0) then 0

else foo(x− 1, y − 1) + 1

を例に考えてみよう。直感的には、自然数 x, y に対し、foo(x, y) は、それらの最小値
min(x, y)を計算するはずである。
fooの意味は、連続関数

F : ((N× N) →c N⊥) →c ((N× N) →c N⊥)

(F f)(x, y) =

{
0 x = 0 または y = 0

f(x− 1, y − 1) + 1 その他の場合

の最小不動点として捉えられる。したがって、
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主張（部分正当性）：自然数 x, yに対し、もしも foo(x, y)の実行が停止するな
らばその結果はmin(x, y)に等しい

は、F の最小不動点に関する主張

主張’（部分正当性’）：自然数 x, yに対し、fix (N×N)→cN⊥(F )(x, y) ≤ min(x, y)

に置き換えることができる。これは、min を (N× N) →c N⊥の要素とみなせば、完備半
順序集合 (N× N) →c N⊥における不等式

fix (N×N)→cN⊥(F ) ≤ min

に他ならない。ここで不動点帰納法の出番である。許容的部分集合

↓ (min) = {f ∈ (N× N) →c N⊥ | f ≤ min}

を考えると、任意のf : (N×N) →c N⊥について、f ∈↓ (min)であるならばF (f) ∈↓ (min)

である。実際、x = 0または y = 0ならば、(F (f))(x, y) = 0 = min(x, y)なので問題ない。
それ以外の場合は、(F (f))(x, y) = f(x−1, y−1)+1 ≤ min(x−1, y−1)+1 ≤ min(x, y)

なので大丈夫である。したがって、不動点帰納法により、fix (N×N)→cN⊥(F ) ≤ min を示
せた。

この方法は、より入り組んだ例、例えばMcCarthyの 91関数 1や竹内のたらいまわし
関数 2でも全く同様に用いることができる。もちろん、不動点帰納法を用いずとも、より
直接的な証明を与えることは可能だが、再帰的プログラムの部分正当性を示すための簡潔
かつ汎用性の高い証明パターンとして、不動点帰納法と許容的部分集合を用いた手法が広
く用いられている。（なお、不動点帰納法に匹敵し、より有名な証明技法として、Hoare論
理の、繰り返しを含む手続き型プログラムの部分正当性の証明技法が挙げられる。いずれ
も、再帰・繰り返しにおける不変な性質に着目する点が共通している。実際、Hoare論理
におけるループ不変性の議論が最小不動点を用いた意味論に帰着できることは、古くより
よく知られている。）

3 矛盾したものを構成する（2017年7月6日）

（本節は長谷川の以前の数学入門公開講座 (2002)の内容に基づいている。）

1John McCarthy (1927-2011)が考案した再帰的プログラム

F : N ⇒ N
F (x) = if (x > 100) then (x− 10) else F (F (x+ 11))

2竹内郁雄 (1946-)が考案した再帰的プログラム

T : Z× Z× Z ⇒ Z
T (x, y, z) = if (x ≤ y) then y else T (T (x− 1, y, z), T (y − 1, z, x), T (z − 1, x, y))
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完備半順序集合と連続関数の世界は、非常に不思議な世界である。すべての連続関数が
不動点を持つということ自体がすでに数学的に珍しい状況であるが、今回は、もっと非自
明な、一見すると矛盾しているような事例を構成してみせる：

定理 3.1� �
任意の完備半順序集合Aについて、

X →c A ∼= X

となるような完備半順序集合X が存在する。� �
これは、集合と関数の世界では絶対に不可能なことである：Aとして二点集合を取れば、
この定理は、℘(X)とX が同型となるような集合X が存在する、ということを主張して
しまうからである。
なお、この定理は、任意の連続関数 f : A →c Aが不動点を持つことも（最小不動点定
理とは独立に）主張している。3

3.1 最小不動点の発想と最初の試み

計算を簡単にするため、以下では、Aが二点からなる完備半順序集合 Ω = {⊥ ≤ ⊤}で
ある場合だけを扱う。
完備半順序集合上の連続関数 f : X →c X の最小不動点 fixX(f)は、単調増加列

⊥, f(⊥), f2(⊥), . . . , fn(⊥), . . .

の上限として得られるのであった。同じように、(X →c Ω) ∼= X をみたすようなX も、
完備半順序集合 Dに完備半順序集合 D →c Ωを対応させる関数の “最小不動点”、すなわ
ち適当な完備半順序集合 X0からはじまる無限列

X0, (X0 →c Ω), ((X0 →c Ω) →c Ω), (((X0 →c Ω) →c Ω) →c Ω), . . .

の “上限”として得られるのではないかと期待するのは自然な発想である。以下では、こ
の直感的なアイデアを、実際に計算しながら検証していく。
完備半順序集合の無限列 {X0, X1, X2, . . . , Xn, . . . }を、以下のように定める。

X0 = {0} (一点 0だけからなる完備半順序集合)

Xi+1 = Xi →c Ω (Xiから Ωへの連続関数からなる完備半順序集合)

3X →c A ∼= X であることから、可逆な連続関数 σ : (X →c A)
∼=→c X が存在する。連続関数 f : A→c A

に対し、新しい連続関数 ∆f : X →c A を ∆f (x) = f((σ−1(x))(x)) で定義すると、σ(∆f ) ∈ X であり、
∆f (σ(∆f )) ∈ Aとなるが、

∆f (σ(∆f )) = f((σ−1(σ(∆f )))(σ(∆f )))
= f(∆f (σ(∆f )))

より、∆f (σ(∆f ))が f の不動点であることがわかる。この不動点の構成は、ラムダ計算における不動点コン
ビネータの構成や、素朴集合論におけるラッセルの逆理と本質的に同じである。
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命題 3.2� �
Dn (n = 0, 1, 2, . . . )を、n+ 1個の要素からなる完備半順序集合

{0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤ n}

とする。このとき、任意の nについてXn
∼= Dnがなりたつ。� �

（証明）nに関する帰納法を用いる。X0 = D0だから、明らかにX0
∼= D0である。Xn

∼= Dn

と仮定して、Xn+1
∼= Dn+1がなりたつことを示そう。Xn

∼= Dnより、Xn+1 = (Xn →c

Ω) ∼= (Dn →c Ω)である。(Dn →c Ω)の要素はDnから Ωへの連続関数であるが、それ
は、連続関数の定義により、ある 0 ≤ k ≤ n+ 1について

fnk (i) =

{
⊥ i+ k ≤ nのとき
⊤ i+ k > nのとき

というかたちになっていなくてはならない。とくに fn0 はつねに ⊥を返す定数関数、ま
た fnn+1はつねに⊤を返す定数関数である。したがって、(Dn →c Ω)は、n+ 2個の要素
fn0 , f

n
1 , . . . , f

n
n , f

n
n+1を持つことがわかる。また、これらは、順序

fn0 ≤ fn1 ≤ · · · ≤ fnn ≤ fnn+1

をなすので、(Dn →c Ω) ∼= Dn+1である。Xn+1
∼= (Dn →c Ω)だったから、Xn+1

∼= Dn+1

がなりたつ。

この結果から、我々が考察している無限列は (同型なもので置き換えると)

{0}, {0 ≤ 1}, {0 ≤ 1 ≤ 2}, . . . , {0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤ n}, . . .

であることがわかった。直感的には、これらは単調に増加していく完備半順序集合の列に
なっていると言ってよさそうである。では、その “上限”はなんだろうか？単純にこれら
を全部あわせた

{0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤ n ≤ . . . }

だろうか？一見これでよさそうだが、問題がある。まず、単純なことだが、この順序集合
は完備半順序集合ではない。単調列 0 ≤ 1 ≤ · · · ≤ n ≤ . . . の上限が存在しないのである。
さいわい、簡単な解決法として、“無限大”∞を追加してやれば、完備半順序集合

{0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤ n ≤ · · · ≤ ∞}

を得ることができる。この完備半順序集合をΘとよぶことにしよう。では、(Θ →c Ω) ∼= Θ

だろうか？

命題 3.3� �
(Θ →c Ω) ∼= Θはなりたたない。� �

10



（証明）実際に (Θ →c Ω)を計算してみればよい。Θから Ωへの連続関数は、ある k ≥ 0

について

fk(x) =

{
⊤ k ≤ xのとき
⊥ その他のとき

というかたちをしているか、または定数関数 f∞(i) = ⊥でなくてはならない。これらの間
の順序は、

f∞ ≤ · · · ≤ fn ≤ · · · ≤ f2 ≤ f1 ≤ f0

(いいかえれば−∞ ≤ · · · ≤ −2 ≤ −1 ≤ 0)となり、これはΘと同型ではない (確かめよ)。
なお、((Θ →c Ω) →c Ω) ∼= Θもなりたたない (これも練習問題とする)。

練習問題 3.4 ((Θ →c Ω) →c Ω) ∼= Θもなりたたないことを確かめよ。しかし、(D →c E)

の要素のうち⊥Dを⊥E にうつすものだけからなる完備半順序集合を (D ⊸ E)とあらわ
すことにすると、実は ((Θ →c Ω) ⊸ Ω) ∼= Θがなりたつ。確かめよ。

3.2 埋め込みと射影

以上の試みでは、なにがいけなかったのだろう？ 無限列

{0}, {0 ≤ 1}, {0 ≤ 1 ≤ 2}, . . . , {0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤ n}, . . .

を考えたところまでは問題がないのだが、それから安易に (和集合として)“上限”Θを計算
したのがどうもまずいようである。
実は、この無限列を “単調増加列”とみなす方法はひととおりにはきまらない：

定義 3.5� �
完備半順序集合 Dと Eについて、D ≤ Eであるとは、連続関数 e : D →c Eおよび
p : E →c Dが存在して p ◦ e = idD と e ◦ p ≤ idE をみたすことをいう。eのことを埋
め込み、また pのことを射影とよぶ。� �

D ≤ E となるための埋め込みと射影の取り方は、ひととおりとは限らない。たとえば、
D = {0 ≤ 1}, E = {0 ≤ 1 ≤ 2}とすると、D ≤ Eとするための埋め込み eと射影 pは、

e(0) = 0, e(1) = 1, p(0) = 0, p(1) = p(2) = 1

とすることも、また

e(0) = 0, e(1) = 2, p(0) = p(1) = 0, p(2) = 1

とすることもでき、これらはDよりEが “大きい”とみなす二通りの方法をあらわしてい
る。図示すると以下のようになる。左から右への矢印は埋め込み eの作用を、また右から
左への矢印は射影 pの作用をそれぞれあらわす。
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なお、埋め込みを定めると、対応する射影はただひとつ定まり、また、射影を定めると
対応する埋め込みもただひとつに定まる。証明は練習問題とする。

練習問題 3.6 e : D →c E, p, p′ : E →c Dについて、e, pと e, p′がともに埋め込みと射影
の組をなすならば、p = p′であることを示せ。また、e, e′ : D →c E, p : E →c Dについ
て、e, pと e′, pがともに埋め込みと射影の組をなすならば、e = e′であることを示せ。

練習問題 3.7 e : D →c E と p : E →c Dが埋め込みと射影になっているとき、eはDの
最小元をEの最小元に写すことを示せ。

3.3 失敗の分析

特に、Θを得た発想は、以下の図で理解することができる。ここでは、単純に、埋め込
み en : Dn → Dn+1と射影 pn : Dn+1 → Dnを

en(x) = x, pn(x) =

{
x x ≤ nのとき
n x = n+ 1のとき

と定めている。
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この図で、射影によりつながった無限列 (0, 1, 2, . . . , n, n, n, . . . )を nと、また (無限に
増加していく)無限列 (0, 1, 2, . . . , n, n + 1, . . . )を∞と同一視して考えることにより、Θ

が得られるのである。
ところが、この埋め込みと射影の定め方は、(X →c Ω) ∼= X をみたすX を見つけるた
めにはうまく働かない。例として、D0からD1、またD1からD2への埋め込みおよび射
影がどのようになっているべきか考えよう。
まず、D0 = {0}, D1 = {0 ≤ 1}であった。この場合には埋め込みと射影はひととおりし
か存在しない。その埋め込み e0 : D0 → D1 は 0を 0に写し、また射影 p0 : D1 → D0は 0

も 1も 0に写す。
次に、D2 = {0 ≤ 1 ≤ 2}であった。しかし、D1は、

X1
∼= (D0 →c Ω) = {f00 ≤ f01 }

また、D2は、
X2

∼= (D1 →c Ω) = {f10 ≤ f11 ≤ f12 }

として得られたものであり、D1 ≤ D2とするための正しい埋め込みは、f00 : D0 →c Ωを
その自然な拡張である f00 ◦ p0 = f10 : D1 →c Ωに、また f01 : D0 →c Ωをその拡張である
f01 ◦p0 = f12 : D1 →c Ωに、それぞれ対応させるものでなくてはならない。D1とD2の要素
について言い換えると、埋め込み e1 : D1 → D2は 0を 0に、また 1を 2に写さなくてはな
らない。一方、射影の方は、f10 : D1 → Ωをその自然な制限である f10 ◦ e0 = f01 : D0 → Ω

に、また f11 を f11 ◦ e0 = f00 に、さらに f12 を f12 ◦ e0 = f11 に、それぞれ対応させるもので
ある。D1とD2について言い換えると、射影 p1 : D2 → D1は、0と 1を 0に、また 2を
1に写すものである。これを図示すると以下のようになる。
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1 1
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D1 D2

�
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�	

�

�
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3.4 正しい解の構成：逆極限法

同様にして、D2からD3への埋め込みと射影、D3からD4への埋め込みと射影、. . .、
も、関数が自然な拡張・制限に対応されるように定めていくことができる。その結果を途
中まで示したのが以下の図である。
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この埋め込み・射影の “上限”として得られる完備半順序集合がΘではないことは、容
易に想像がつくだろう。実際、

0 を無限列 (0, 0, 0, 0, . . . ) と
1 を無限列 (0, 0, 1, 1, 1, . . . ) と
:

n を無限列 (0, 0, 1, 1, 2, 2 . . . , n, n, n, . . . ) と
:

∞ を無限列 (0, 0, 1, 1, 2, 2, . . . ,m,m,m+ 1,m+ 1, . . . ) と
:

n′ を無限列 (0, 0, 1, 1, 2, 2, . . . , n, n+ 1, n+ 2, . . . ) と
:

1′ を無限列 (0, 0, 1, 2, 3, . . . ) と
0′ を無限列 (0, 1, 2, 3, . . . ) と

同一視することにより、完備半順序集合

Φ = {0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤ ∞ ≤ · · · ≤ 2′ ≤ 1′ ≤ 0′}

が得られる。

定理 3.8� �
(Φ →c Ω) ∼= Φがなりたつ。� �

（証明）x ∈ Φに対し連続関数 ψx : Φ →c Ωを以下の表で定める (ψxを yに適用した結果
ψx(y)を、ψx 行の y列に示す)。
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0 1 . . . n− 1 n . . . ∞ . . . n′ n− 1′ . . . 1′ 0′

ψ0 ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊥
ψ1 ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊤
:
ψn ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ . . . ⊥ ⊤ . . . ⊤ ⊤
:
ψ∞ ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊥ . . . ⊥ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ ⊤
:
ψn′ ⊥ ⊥ . . . ⊥ ⊤ . . . ⊤ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ ⊤
:
ψ1′ ⊥ ⊤ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ ⊤
ψ0′ ⊤ ⊤ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ . . . ⊤ ⊤ . . . ⊤ ⊤

写像 ψ : x 7→ ψxが Φから (Φ →c Ω)への同型な連続関数となっていることは容易に確認
できる。

練習問題 3.9 ψ : x 7→ ψxが同型な連続関数であることを示せ。

3.5 領域理論

今回解説したことは、Dana Scott (1932-)の歴史的な結果の本質的な部分である：

定理 3.10� �
(X →c X) ∼= X であるような非自明な完備半順序集合X が存在する。� �

（証明）A ∼= A×Aとなるような非自明な（つまり、複数の要素を持つような）完備半順
序集合Aをとる（たとえば、任意の完備半順序集合Dに対し、その可算無限個の直積Dω

はDω ∼= Dω ×Dω を満たす）。本節最初の定理より、(X →c A) ∼= X となる完備半順序
集合X が存在する。Aが非自明なら、X も非自明である。ここで、

X ∼= (X →c A) ∼= (X →c (A×A)) ∼= (X →c A)× (X →c A) ∼= X ×X

なので、X ∼= X ×X である。したがって

X ∼= (X →c A) ∼= ((X ×X) →c A) ∼= (X →c (X →c A)) ∼= (X →c X)

(X →c X) ∼= Xであるような完備半順序集合Xは、関数とデータの区別が存在しない
計算モデルであるラムダ計算の意味論を与える最初の例として、プログラミング言語の意
味論の発展に決定的な影響を与えた（Scottは完備半順序集合ではなく完備束を用いていた
が、用いられた方法はここで述べたものとほぼ同じである）。いわゆる領域理論（domain

theory）は、この発見を機に、プログラミング言語の意味論の中心的話題として、1970年
代から広く深く研究されてきた。

15


