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0 序

本稿の目的は, GL2(Qp)の p進局所 Langlands対応及び法 p Langlands対応を解
説することである. 近年の Colmezの研究 ([Co08])により, GL2(Qp)の p進局所
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Langlands対応は完成に近づきつつあるが, 本論稿ではこれら最新の結果につい
てはあまり詳しく触れることは出来なかった. 本稿のより正確な目的は, 本報告
集 [Na]及び [Ya]で用いられる p進局所 Langlands対応の基礎事項を復習するこ
とである. まず, 第一章において Breuil([Br03b])の（半単純）法 p Langlands対
応の定義を復習する. 第二章において, Breuil-BergerによるGQpの二次元絶対既
約 cristabelline表現に対する p進局所 Langlands対応を復習する. そして最後の
三章で, Colmezが [Co08]で定義したGL2(Qp)の表現の圏からGQpの圏への関手
の定義, 基本性質を復習する. 本報告集 [Na]の該当場所を読むためには, 本稿の
第一章と二章の知識が最低限必要となり, [Ya]を読むためには本稿の第一章と三
章の知識が必要になる（はずである.) なお, 本稿では, 筆者の限られた力量と時
間の関係から, 様々な重要定理に証明やその概略などを付けることが出来なかっ
たことをここにお詫びしておく.

1 半単純法p Langlands 対応

この章では, Breuil（[Br03b])によるGL2(Qp)の（半単純）法 p Langlands 対応
について解説する. 続く二小章でGQp の法 p表現, GL2(Qp)の既約法 p表現の分
類結果をそれぞれ紹介し, 本章最後の小章でこれらの分類結果を用い, （半単純）
法 p Langlands 対応を定義する.

1.1 GQp
の二次元半単純法 p表現の分類

この小章では, GQp の半単純二次元法 p表現の分類を行うことが目標である. そ
のために, まずいくつかの記号を導入する. WQpをQpのWeil群とする.（つまり,

WQp は自然な射GQp → Gal(Fp/Fp)
∼→ Ẑによる Z ⊆ Ẑの逆像として定義される

GQp の部分群.）Ip := Ker(GQp → Gal(Fp/Fp))をGQp の惰性群, Iw
p (⊆ Ip)を暴分

岐群とする. recQp : Q×p
∼→ W ab

Qp
を局所類体論の相互写像で recQp(p) ∈ W ab

Qp
が幾

何的フロベニウス（x 7→ x
1
p )の持ち上げとなっているものとする. 以下, この相

互写像によって次の二つの集合, {δ : GQp → F×p :連続指標 }と {δ : Q×p → F×p :連

続準同型 }を同一視する. 任意の元 λ ∈ F×p に対して不分岐指標 µλ : Q×p → F×p を
µ(p) := λ、µ(a) := 1 (任意の a ∈ Z×p )と定義する. ω : Qp → F×p を法 p円分指標
とする, つまり, ω(p) := 1, ω(a) := ā （任意の a ∈ Z×p )となる指標とする.

定義 1.1. V がGQp の法 p表現であるとは, V は有限次元 Fpベクトル空間で, 連
続 Fp線形にGQp が作用しているもの, とする.

この小章の目的はGQp の半単純二次元法 p表現の分類であるから, 次の二つ
の場合を分類すればよい.

(1) V
∼→ δ1 ⊕ δ2の場合. （ここで, δi : GQp → F×p は, 連続指標. ）
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(2) V が二次元既約の場合.

（１）可約な場合

補題 1.2. δ : GQp → F×p を連続指標とすると, λ ∈ F×p と r ∈ {0, 1, · · · , p − 2}の
組 (λ, r)が唯一組存在して, δ = µλω

rとなる.

証明 . まず, 上の同一視で δ : Q×p → F×p とみなして考える. δ|1+pZp に制限する
と, 定義域は pro-p群で, 連続性から像は pと素な位数をもつ有限群であるから,
δ|1+pZp は自明な準同型になる. よって, δ|Z×p は, F×p = Z×p /1 + pZpを経由する.

よって, 唯一つ r ∈ {0, 1, · · · , p− 2}が存在して, δ/ωrは不分岐指標となる. つま
り, ある λ ∈ F×p が唯一つ存在して, δ/ωr = µλ となる.

この補題から次の系が得られる.

系 1.3. V を二次元可約法 p表現とし, V ssをその半単純化とする. このとき, あ
る r ∈ {0, 1, · · · , p− 1}, λ ∈ F×p , χ : GQp → F×p の三つ組み (r, λ, χ)が存在して,

V ∼
(
ωr+1µλ 0

0 µλ−1

)
⊗ χ

となる.

（２）既約な場合

次に既約な二次元法 p表現を分類する.

ω2 : Ip → F×p を任意の g ∈ GQp2 に対して,

ω2(g) := g((p)p2−1)/(p)p2−1F×p2 ↪→ F̄×p

と定める. すると, ω2は, pの p2 − 1乗根の取り方によらずに定義できる準同型
で, Im(ω2) = F×p2 , ω

p+1
2 = ω|Ip、ω

p2−1
2 は自明な指標となる. この ω2を用いて, 任

意の r ∈ {0, 1, · · · , p− 1} に対して, GQpの絶対既約二次元法 p表現 ind(ωr+1
2 )を

ind(ωr+1
2 )|Ip

∼→
(
ωr+1

2 0

0 ω
p(r+1)
2

)
、det(ind(ωr+1

2 )) = ωr+1となる唯一の既約表現

として定める. （存在と一意性は下の命題 1.4の証明を参照）

命題 1.4. 任意のGQpの二次元既約法 p表現に対して, ある r ∈ {0, 1, · · · , p− 1},
χ : Q×p → F×p の組 (r, χ)で,

V
∼→ ind(ωr+1

2 ) ⊗ χ

となるものが存在する.
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注意 1.5. 可約な表現は, (r, χ)の他に λ ∈ F×p も含めた三つ組み (r, λ, χ)で分類
されていた. 既約な場合は λ = 0の場合, (r, 0, χ)の場合とみなすことにする. こ
うすることの理由はGL2(Qp)の法 p表現の分類結果を見ることで説明することが
できる.（後述）

証明 . V をGQpの二次元既約法 p表現とする. まず, Iw
p は pro-p群, V は p群（の

順極限）なので, V Iw
p := {v ∈ V |gv = v 任意の g ∈ Iw

p } 6= 0となる. Iw
p はGQp

の正規部分群であるから, V Iw
p はゼロでない V の部分GQp 加群となり, V の既約

性から V = V Iw
p となる. これより, V |Ip は, Ip/I

w
p
∼→

∏
l 6=p Zl を経由して作用

し, これは（pと素な）アーベル群であるから, χ1, χ2 : Ip/I
w
p → F×p が存在して,

V |Ip

∼→ χ1 ⊕ χ2となる. この χ1, χ2に対して, 次のことを示すことができる.

claim 1. ある s ∈ {0, 1, · · · , p2 − 2}で s 6= 0 (mod p+ 1)を満たすものが存在し
て, χ1 = ωs

2, χ2 = ωps
2 となる.

証明 . まず, φ ∈ GQpを p乗Frobeniusの任意の持ち上げとすると, 任意の σ ∈ Ip
に対して, φσφ−1 = σp (mod Iw

p ）なので, V |Ip を φで twistした表現を考える
ことにより, {χ1, χ2} = {χp

1, χ
p
2}であることが分かる. ここで, もしも χp

1 = χ1,
χp

2 = χ2, かつ χ1 6= χ2とし, e1 ∈ V を Ipが χ1で作用する元とすると, 再び関係
式 φσφ−1 = σp (modIw

p を用いることで, Fpe1がGQp の作用で閉じていることが
導かれる. そして, これは V の既約性に矛盾する. また, χ1 = χ2のときも同様に
して矛盾を導くことができる. よって, χp

1 = χ2, χ
p
2 = χ1かつχ1 6= χ2でなければ

ならないことが, まず示せた. これより, χp2

1 = χp
2 = χ1で, χp2−1

1 が自明になるの
で, ある s{0, 1, · · · , p2 − 2}が存在して, χ1 = ωs

2, χ2 = ωps
2 となる. sに関する条

件は, χ1 6= χ2から従う.

次に, Qp2 をQpの二次元不分岐拡大とし, φ′ ∈ GQp2 := Gal(Qp/Qp2)を p2乗
Frobeniusの任意の持ち上げとし, e1 ∈ V を Ipが χ1で作用する元とすると, 上の
claimと関係式 φ′σφ

′−1 = σp2
(modIw

p ) (任意の σ ∈ Ip）から, claimの証明の議論
と同様にして, Fpe1は, V |GQ

p2
の部分GQp2 加群であることが示せる. この部分表

現から得られるGQp2 の指標を χ̃1とおけば, 誘導表現の普遍性から, ゼロでない

射 Ind
GQp

GQ
p2
χ̃1 → V を得る. V の既約性と Ind

GQp

GQ
p2
χ̃1は二次元であることから, こ

の射は同型であることが分かる. ある r ∈ {0, 1, · · · , p− 1}, χ : Q×p → F×p が存在
して, Ind

GQp

GQ
p2
χ̃1

∼→ ind(ωr+1
2 ) ⊗ χとなることも, ind(ωr+1

2 )の定義から分かる.

1.2 GL2(Qp)の既約法 p表現の分類

この小章の目的は, GL2(Qp)の既約法 p表現を分類することである. ([Ba-Li],
[Br03a])

K := GL2(Zp), Z := {
(
a 0
0 a

)
|a ∈ Q×p }, B := {

(
a b
0 d

)
∈ GL2(Qp)}とする.

4

459



まずは, 法 p表現の定義をする.

定義 1.6. Πを Fp[GL2(Qp)]加群とする. このとき,

(1) Πが「滑らか」であるとは, 任意の元 x ∈ Πに対して xの固定部分群 {g ∈
GL2(Qp)|gx = x}がGL2(Qp)の開部分群となること, とする.

(2) Πが「許容的」であるとは, 任意のコンパクト開部分群H ⊆ GL2(Qp)に対
して, ΠH := {x ∈ Π|gx = x 任意の g ∈ H}が有限次元 Fpベクトル空間と
なること, とする.

(3) Πが「中心的指標を持つ」とは, ある連続指標 δ : Q×p → F×p があり, 任意の

a ∈ Q×p、x ∈ Πに対して,

(
a 0
0 a

)
x = δ(a)xを満たすこと, とする. このと

き, δをΠの中心的指標と呼ぶ.

(4) Πが「法 p表現」であるとは, Πが滑らか, 許容的で, 中心的指標を持つこ
と, とする.

このように定義される法 p表現のうち既約なものを全て決定することが, こ
の小章の目標なのだが, まずは分類のステップに関する基本的なアイデアを述べ
たい.

ΠをGL2(Qp)の既約な法 p表現とする. すると, K1 :=

(
1 + pZp pZp

pZp 1 + pZp

)
は pro-p群, Πは有限 p群の順極限なので, ΠK1 6= 0となり, さらにK1はGL2(Qp)
のコンパクト開部分群でΠが許容的であることからΠK1 6= 0はゼロでない Fp上
の有限次元ベクトル空間となる. さらに, K1はKの正規部分群だからΠK1 には
GL2(Fp) = K/K1が作用する. そこで, σをΠK1 に含まれるGL2(Fp)の一つの有
限次元既約表現とすると, Πが中心的指標を持つことから, 適当に twistすること
により, Fp[KZ]加群としての, 単射 σ ↪→ Π|KZ が得られる. （ここで, Kは σに

K → GL2(Fp)を通して作用し,

(
p 0
0 p

)
∈ Z は σに自明に作用させる. ）する

と, KZに関するコンパクト誘導表現の普遍性（後述）から、GL2(Qp)表現の射
Ind

GL2(Qp)
KZ σ → Πを得る. そして, Πが既約であることからこの射が全射であるこ

とが分かる.

この議論から, GL2(Qp)の既約法 p表現を分類するためには,

(1) GL2(Fp)の有限次元既約表現を分類すること,

(2) 任意のGL2(Fp)の有限次元既約表現 σに対して, Ind
GL2(Qp)
KZ σの既約商を全

て分類すること,
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が必要になる.

以下, この基本アイデアに従って GL2(Qp)の既約法 p 表現が, GQp の二次
元半単純法 p表現の分類の場合と同様に, パラメーター (r, λ, χ) (ここで、r ∈
{0, 1, · · · , p− 1}, λ ∈ Fp, χ : Q×p → F̄×p 連続指標.）で分類されることを解説して
いきたい. より正確には, 上の（１）の分類からパラメーター rが, （２）の分類
から λ が（そして twisitによりχが）現れることを順を追って説明していきたい.

•GL2(Fp)の既約表現の分類

任意の r ∈ {0, 1, · · · , p− 1}に対して, GL2(Fp)の Fp係数の表現 SymrF2

pを,

SymrF2

p := ⊕r
i=0Fpx

iyr−i

(
a b
c d

)
xiyr−i := (ax+ cy)i(bx+ dy)r−i

で定義する. 任意の r ∈ {0, 1, · · · , p− 1}, m ∈ {0, 1, · · · , p− 2}に対して, σr,mを,

σr,m := SymrF2

p ⊗ detm

で定義する.

これらの σr,m たちが全ての既約表現であることを主張するのが次の命題で
ある.

命題 1.7. 上のような任意の (r,m)に対して, σr,mはGL2(Qp)の既約表現で, 逆
に任意のGL2(Qp)の Fp係数の既約表現 σに対して, 上のような (r,m)の組が唯
１つ存在して σ

∼→ σr,mとなる.

この命題の証明の前に, 標数 pの体上の有限群の既約表現の個数に関する次の
定理を復習する.

定理 1.8. (Brauer) Gを有限群とし, Greg := {g ∈ G| gの位数は pと素 }とする.
このとき, GのFpベクトル空間上の既約表現の同型類の個数はGの共役類でGreg

に含まれるものの個数と一致する.

証明 . (命題の証明）σr,mが既約であることの証明. σr,0の既約性を示せば十分
で, これの既約性を次のようにして示す. まず, 次の二つの事実

(1) σN
r,0 = Fpx

r. ここでN := {
(

1 a
0 1

)
∈ GL2(Fp)|a ∈ Fp}とする.

(2) Fp[GL2(Qp)]x
r = σr,0

6

461



を示すことができる. V をゼロでない σr,0の部分 Fp[GL2(Fp)]加群とすると, N
が p群であることから V N 6= 0が分かり, 上の事実（１）から V N = Fpx

rとなる.
すると, 事実（２）から V = Fp[GL2(Qp)]x

r = σr,0であることが分かる. よって,
σr,0は既約である.

全ての既約表現が σr,mと一意的に書けることの証明. 異なる (r,m)の組に対
して σr,mは互いに同型でないことは容易に示せ, σr,mたちは全部で p(p − 1)個
の既約表現の同型類を与えている. よって, あとは上の Brauerの定理を用いて,
GL2(Qp)の共役類でGL2(Qp)regに含まれるものの個数が丁度 p(p − 1)個である
ことを示せばよい. まず, GL2(Qp)の元 gで, 位数が pと素になるものは, それの
Jordan標準形が対角型になる場合である. これは次の三つの場合に分かれる.

(1) g =

(
α 0
0 α

)
(α ∈ F×p）の場合,

(2) g ∼
(
α 0
0 β

)
α 6= β ∈ F×p）の場合,

(3) gが, Fpに含まれない Fp2の元を固有値に持つ場合.

簡単な議論で, （１）の場合からは (p− 1)個の, (2)の場合からは (p−1)(p−2)
2

個の,

（３）の場合からは p(p−1)
2
個の共役類が得られることが分かり,全部で合計 p(p−1)

個の共役類となる.

以下, K = GL2(Zp)を還元射 K → GL2(Fp)を経由して作用させることで,

σr,mをK の表現とみなし, さらに,

(
p 0
0 p

)
を自明に作用させることで, σr,mを

KZの表現とみなすことにする. 特に, m = 0の場合,

σr := σr,0

とおく.

補題 1.9. ΠをGL2(Qp)の法 p表現とする. このとき, ある r ∈ {0, 1, · · · , p− 1},
χ : Q×p → F×p 連続指標が存在して, HomFp[KZ](σr,Π ⊗ χ ◦ det) 6= 0となる.

証明 . K1 = Ker(K → GL2(Fp))は pro-p群であるから, ΠK1 6= 0である. K1は
Kの正規部分群だからΠK1 には, GL2(Fp) = K/K1が作用しする. よって, 命題
1.7からある r ∈ {0, 1, · · · , p−1}, m ∈ {0, 1, · · · , p−2}が存在し, Kの表現として
の単射 σr,m ↪→ ΠK1が存在する. Πの中心的指標を τ とし, λを λ2 := τ(p)とする
と,上の単射をひねることによりKZの表現としての単射σr ↪→ Π⊗ω−mµλ−1 ◦det
を得る.

• コンパクト誘導表現 Ind
GL2(Qp)
KZ

ここでは, KZ の表現 σに対して, コンパクト誘導表現 Ind
GL2(Qp)
KZ σを定義し

て, それの満たす普遍性 (Frobenius 相互法則）を示す.
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定義 1.10. σを KZ の滑らかな表現とする. このとき, GL2(Qp)の滑らかな表
現 Ind

GL2(Qp)
KZ σ := {f : GL2(Qp) → σ|f(kg) = kf(g)、k ∈ KZ、g ∈ GL2(Qp)、

KZ \ Supp(f)は有限集合 } と定義し, GL2(Qp)の作用を g ∈ GL2(Qp)、f ∈
Ind

GL2(Qp)
KZ σに対し, gf ∈ Ind

GL2(Qp)
KZ σを gf(g′) := f(g′g)と定める. これにより,

Ind
GL2(Qp)
KZ σはGL2(Qp)の滑らかな表現になる.

Ind
GL2(Qp)
KZ σの満たす普遍性を紹介する前に, Ind

GL2(Qp)
KZ σの Fpベクトル空間

としての生成元を記述したい. 任意の g ∈ GL2(Qp), v ∈ σ に対して, [g, v] ∈
Ind

GL2(Qp)
KZ σを [g, v](g′) := g′gv (g′g ∈ KZ) [g, v](g′) = 0 (それ以外)と定める. す

ると, （v 6= 0なら）Supp([g, v]) = KZg−1, [g, v](g−1) = vとなる. また, 任意の
g′ ∈ GL2(Qp), k ∈ KZに対して, g′[g, v] = [g′g, v], [gk, v] = [g, kv]となる. そし
て, 任意の f ∈ Ind

GL2(Qp)
KZ σは, f = σn

i=0[gi, vi]と書ける.

命題 1.11. (Frobenius 相互法則 ) σをKZ の滑らかな表現, ΠをGL2(Qp)の滑
らかな表現とする. このとき, 自然な同型

HomFp[GL2(Qp)(Ind
GL2(Qp)
KZ σ,Π)

∼→ HomFp[KZ](σ.Π|KZ)

が存在する.

証明 . 自然な射と逆写像を構成する. 射の構成. φ : Ind
GL2(Qp)
KZ σ → ΠをGL2(Qp)

の表現の射とする. これに自然な射 ι : σ → (Ind
GL2(Qp)
KZ σ)|KZ : v 7→ [

(
1 0
0 1

)
, v]

を合成した射 ι ◦ φ : σ → Π|KZ により, 射 φ 7→ ι ◦ φを定める.

逆射の構成. ψ : σ → Π|KZをKZの表現の射とする. このとき, ψ̃ : Ind
GL2(Qp)
KZ σ

→ Πを ψ̃([g, v]) := gψ(v)と定めると, これはGL2(Qp)の表現の射になる. する
と, ψ 7→ ψ̃が逆射を与える.

系 1.12. ΠをGL2(Qp)の既約な法 p表現とする. このときある r ∈ {0, 1, · · · , p−
1}, χ : Qp → F̄×p が存在して, GL2(Qp)の表現の全射 Ind

GL2(Qp)
KZ σr ⊗ χ ◦ det → Π

が存在する.

証明 . 補題 1.9から, ある r ∈ {0, 1, · · · , p− 1}, χがあって, KZの表現としての
単射 σr ↪→ Π ⊗ χ−1 ◦ det|KZ がある. Frobenius相互法則から, GL2(Qp)の表現と
してのゼロでない射 Ind

GL2(Qp)
KZ σr → Π ⊗ χ−1 ◦ detを得る. Πが既約だからこの

射は全射になる.

• 法 p Hecke環

前の系から, 既約法 p表現の分類のためには, Ind
GL2(Qp)
KZ σrの既約成分を分類

すればよいが, そのために重要なのが, 次に定義する法 p Hecke環である.

定義 1.13. 任意の r{0, 1, · · · , p− 1}に対し, 環 EndFp[GL2(Qp)](Ind
GL2(Qp)
KZ σr)を法

p Hecke環とよぶ.
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このHecke環の構造に関して, 次の命題が最も重要である.

命題 1.14. 任意の r ∈ {0, 1, · · · , p− 1}に対して, Fp代数の同型

EndF̄p[GL2(Qp)](Ind
GL2(Qp)
KZ σr)

∼→ Fp[T ]

が存在する. ここで, Fp[T ]は Fp上の一変数多項式環. 特に法 p Hecke環は可換
環になる.

証明 . [Ba-Li,Proposition 8]

この命題の証明は省略するが, 上の同型によって右辺の T に対応する T ∈
EndFp[GL2(Qp)](Ind

GL2(Qp)
KZ σr)は, Fp[GL2(Qp)]加群の自己準同型 T を T ([g,

∑r
i=0

cix
iyr−i]) :=

∑p−1
j=0[g

(
p j
0 1

)
,
∑r

i=0 ci(−j)r−ixr] + [g

(
1 0
0 p

)
, c0y

r]と定義される.

以下, この同型 Fp[T ]
∼→ EndFp[GL2(Qp)](Ind

GL2(Qp)
KZ σr)の Ind

GL2(Qp)
KZ σrへの自然

な作用により, Ind
GL2(Qp)
KZ σrを Fp[T ]加群とみなす.

系 1.15. Πを GL2(Qp)の既約法 p表現とする. このとき, r ∈ {0, 1, · · · , p −
1}, λ ∈ Fp, χ : Qp → F×p が存在して, GL2(Qp)表現の全射 Ind

GL2(Qp)
KZ σr/(T −

λ)Ind
GL2(Qp)
KZ σr → Πが存在する.

証明 . まず, 系 1.12から, ある r, χに対して, HomFp[GL2(Qp)](Ind
GL2(Qp)
KZ σr,Π ⊗

χ−1◦det) 6= 0である. さらにFrobenius相互法則から, HomFp[GL2(Qp)](Ind
GL2(Qp)
KZ σr,Π⊗

χ−1◦det)
∼→ HomFp[KZ](σr,Π⊗χ−1◦det) = HomFp[GL2(Fp)](σr, (Π⊗χ−1◦det)K1と

なり,最後の群はΠが許容的であることから有限次元Fpベクトル空間となる. また,

EndFp[GL2(Qp)](Ind
GL2(Qp)
KZ σr)の自然な作用により, HomFp[GL2(Qp)](Ind

GL2(Qp)
KZ σr,Π⊗

χ−1◦det)は, Fp[T ]加群とみなせる. 特に,ゼロでない有限次元Fp空間HomFp[GL2(Qp)]

(Ind
GL2(Qp)
KZ σr,Π⊗χ−1◦det)には, Fp線形なTが作用している. そこで,この空間へ

のTの作用の固有値の一つをλ ∈ Fp,固有ベクトルをφ ∈ HomFp[GL2(Qp)](Ind
GL2(Qp)
KZ σr,

Π ⊗ χ−1 ◦ det)とすると, GL2(Qp)の表現のゼロでない射 φ : Ind
GL2(Qp)
KZ σr/(T −

λ)Ind
GL2(Qp)
KZ σr → Π ⊗ χ−1 ◦ detが得られ, Πの既約性からこれは全射になる.

定義 1.16. 任意の r ∈ {0, 1, · · · , p− 1}, λ ∈ Fp, χ : Q×p → F×p 連続指標に対して,

π(r, λ, χ) := Ind
GL2(Qp)
KZ σr/(T − λ) ⊗ χ ◦ det

と定める.

上の系から, GL2(Qp)の既約法 p表現の分類のためには π(r, λ, χ)の既約商の
分類をすればよい. この既約商の様子は, λ ∈ F×p の場合と λ = 0の場合とで全く
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様相が異なる. そこで, まず λ ∈ F×p の場合に既約商を決定し, ついで λ = 0の場
合を解説することにする.

• 法 p主系列表現 (λ 6= 0の場合)

ここでは, まず法 p主系列表現を定義し, λ 6= 0の場合の π(r, λ, χ)との関係を
説明し, この関係を用いて λ 6= 0の場合の π(r, λ, χ)の既約商を全て決定する.

定義 1.17. δ1, δ2 : Q×p → F×p を連続指標とする. このとき GL2(Qp)の法 p表現

Ind
GL2(Qp)
B (δ1 ⊗ δ2)を, Ind

GL2(Qp)
B (δ1 ⊗ δ2) := {f : GL2(Qp) → F̄p|f(

(
a b
0 d

)
g) =

δ1(a)δ2(d)f(g) 任意の
(
a b
0 d

)
∈ B、 g ∈ GL2(Qp), f は局所定数関数 }と定

め, f ∈ Ind
GL2(Qp)
B (δ1 ⊗ δ2), g ∈ GL2(Qp)に対し, gf ∈ Ind

GL2(Qp)
B (δ1 ⊗ δ2)を

gf(g′) := f(g′g)と定める.

δ′1 = δδ1, δ
′
2 = δδ2について, 自然な同型 Ind

GL2(Qp)
B (δ′1 ⊗ δ′2)

∼→ Ind
GL2(Qp)
B (δ1 ⊗

δ2) ⊗ δ ◦ detが存在する. δ1 = δ2 = 1 (自明な指標）のとき, a ∈ Fpに対して,
fa : GL2(Qp) → Fp : g 7→ aと定数関数を対応させることにより, GL2(Qp)の表現
の単射Fp ↪→ Ind

GL2(Qp)
B (1⊗1)を得る. （ここで, Fpは一次元の自明な表現を表す.

）この単射の商を Stと書く. これより, 任意の δ : Q×p → F×p に対してGL2(Qp)の
短完全列

0 → δ ◦ det → Ind
GL2(Qp)
B (δ1 ⊗ δ1) → St ⊗ δ ◦ det → 0

を得る. さらに, この短完全列は分裂しないことも証明できる.

命題 1.18. δ1, δ2 : Q×p → F×p 連続指標について, 次が成り立つ.

(1) δ1 6= δ2ならば, Ind
GL2(Qp)
B (δ1 ⊗ δ2)は既約,

(2) δ1 = δ2のとき, Ind
GL2(Qp)
B (δ1 ⊗ δ2)は, 唯一の既約商 St ⊗ δ1 ◦ detを持つ,

(3) Ind
GL2(Qp)
B (δ1 ⊗ δ2)

∼→ Ind
GL2(Qp)
B (δ′1 ⊗ δ′2) ならば, δ1 = δ′1 かつ δ2 = δ′2が成

り立つ.

証明 . [Ba-Li,Proposition 29].

この命題により, Ind
GL2(Qp)
B (δ1⊗δ2)の既約商を決定できたので,次はπ(r, λ, χ)

（λ 6= 0の場合）と Ind
GL2(Qp)
B (δ1 ⊗ δ2)との関係について述べたい. そのため

に, まず任意の r ∈ {0, 1, · · · , p− 1}に対して Fp[T, 1/T ]に係数をもつ主系列表現
Ind

GL2(Qp)
B (X

(r)
1 ⊗X(r)

2 )を次のように定義する. 上のような rを固定し, X
(r)
1 , X

(r)
2 :

Q×p → F̄p[T, T
−1]× 連続指標を, X

(r)
1 (p) := T−1、X(r)

1 (a) := 1, X
(r)
2 (p) := T ,
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X
(r)
2 (a) := ār （a ∈ Z×p )と定める. Ind

GL2(Qp)
B (X

(r)
1 ⊗ X(r)) := {f : GL2(Qp) →

Fp[T, T
−1]|f(

(
a b
0 d

)
g) = X

(r)
1 (a)X

(r)
2 (d)f(g)

(
a b
0 d

)
∈ B, g ∈ GL2(Qp), f

は局所定数関数 }と定める. （GL2(Qp)の作用は, 従来と同様に定義する. ）
Ind

GL2(Qp)
B (X

(r)
1 ⊗X

(r)
2 )には自然にFp[T ]加群の構造が入っていることに注意して

おく.

次に, GL2(Qp)表現かつFp[T ]加群としての射Pr : Ind
GL2(Qp)
KZ σr → Ind

GL2(Qp)
B (X

(r)
1

⊗X
(r)
2 )を次のように構成する. まず, Frbenius相互法則から Prを定義するため

には, KZ の表現の射 P̃r : σr → Ind
GL2(Qp)
B (X

(r)
1 ⊗ X

(r)
2 )を構成すればよい. 任

意の v ∈ σr に対して, P̃r(v) : GL2(Qp) → Fp[T, T
−1]は次のように定義され

る. 任意の g ∈ GL2(Qp)に対して, P̃r(v)(g) := X
(r)
1 ⊗ X

(r)
2 (b)e∗r(kv) と定義す

る. (ここで, 岩澤分解 GL2(Qp) = BK より, g = bk, b ∈ B, k ∈ K とし,
e∗r : σr → Fpは, e∗r(x

iyr−i) := 0 (i 6= 0), e∗r(y
r) := 1で定義される. ) すると,

P̃r(v) ∈ Ind
GL2(Qp)
B (X

(r)
1 ⊗X

(r)
2 )で P̃rはKZの表現の射となり, Frobenius相互法

則からGL2(Qp)の表現の射 Pr : Ind
GL2(Qp)
KZ σr → Ind

GL2(Qp)
B (X

(r)
1 ⊗ X

(r)
2 )を得る.

Prが F̄p[T ]加群の射であることも示すことが出来る.

このPrをλ ∈ F×p で特殊化することで, π(r, λ, χ)と法 p主系列表現の関係が得
られる. まず, X

(r)
1 , X

(2)
r : Q×p → Fp[T, T

−1]×と λ 6= 0での特殊化 Fp[T, T
−1]× →

F×p : T 7→ λとを合成することで, X
(r)
1 はµλ−1となり, X

(r)
2 はµλω

rµλとなる. よっ
て, Pr(mod(T −λ))をとると, GL2(Qp)の表現の射Pr(mod(T −λ)) : π(r, λ, 1) →
Ind

GL2(Qp)
B (µλ−1 ⊗ µλω

r)を得る. この射について, 次の命題が成り立つ.

命題 1.19. r ∈ {0, 1, p − 1}, λ 6= 0, χ : Q×p → F×p 連続指標とする. このとき,

Pr(mod(T − λ))⊗ χ ◦ det : π(r, λ, χ) → Ind
GL2(Qp)
B (χµλ−1 ⊗ χµλω

r)に対して次が
成り立つ,

(1) (r, λ) 6= (0, 1), (0,−1)のとき, Pr(mod(T − λ)) ⊗ χ ◦ detは同型,

(2) (r, λ) = (0, 1), (0,−1)のとき, Ker(Pr(mod(T −λ))⊗χ◦det)
∼→ St⊗χµ±1 ◦

det、Im(Pr(mod(T − λ)) ⊗ χ ◦ det)
∼→ χµ±1 ◦ detとなる. さらに, これに

より得られる短完全列

0 → St ⊗ χµ±1 ◦ det → π(0,±1, χ) → χµ±1 ◦ det → 0

は分裂しない.

証明 . [Ba-Li,Theorem 30(3)]

以上によって, π(r, λ, χ)(λ 6= 0)の全ての既約商を決定することができる.

系 1.20. π(r, λ, χ)(λ 6= 0)の既約商は次のようになる.
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(1) (r, λ) 6= (0,±1), (p− 1,±1)のとき, π(r, λ, χ)
∼→ Ind

GL2(Qp)
B (χµλ−1 ⊗χµλω

r)
は既約,

(2) (r, λ) = (0,±1)のとき, π(0,±1, χ)は唯一の既約商 χ ◦ det
∼→ χµ±1 ◦ detを

持つ,

(3) (r, λ) = (p − 1,±1)のとき, π(p − 1,±1, χ)
∼→ Ind

GL2(Qp)
B (χµ±1 ⊗ χµ±1)は

唯一の既約商 St ⊗ χµ±1 ◦ detを持つ.

注意 1.21. ここまでの結果は, Qp以外の局所体 F でもほぼ同様の結果が成立す
る. （詳しくは, [Ba-Li]参照）

• 超特異表現 (λ = 0)の場合）

最後に, λ = 0の場合の既約商について結果を解説する.

定義 1.22. ΠをGL2(Qp)の既約法 p表現とする. ある, r ∈ {0, 1, · · · , p−1}, χが
存在してΠがπ(r, 0, χ)の商になっているとき, Πを「超特異表現」(suprersingular
representation)と呼ぶ.

定理 1.23. 任意の r{0, 1, · · · , p− 1}, χに対して, π(r, 0, χ)は既約になる.

証明 . [Br03a,Theorem 1.1]

注意 1.24. 非常に重要な注意として, この定理は F = Qpの場合しか成り立たな
いことが知られている. 実際, 任意の F 6= Qpについて π(~r, 0, χ)は無限個の互い
に同型でない既約商をもつことが知られている. 法 p Langalands対応をGL2(F )
の場合に素朴に一般化しようとしたら, 超特異表現とGF の既約二次元法 p表現
が対応するべきなのであるが, この事実はガロア側よりもGL2側の方がはるかに
多いことを表しており, 一般の F に対しては素朴な一対一対応が成り立ないこと
を示している. しかし, F が不分岐拡大の場合には, GF の二次元法 p表現の Serre
重みの概念とうまく両立するような（一般には）無限個の超特異表現を組織的に
構成する方法が, Breuil-Paskunasにより発見され, 近年活発に研究され始めてい
る. ([Br-Pa])

1.3 GL2(Qp)の半単純法 p Langlands対応

前小章までで, GQp の二次元半単純法 p表現, GL2(Qp)の既約法 p表現はともに,

三つのパラメーター r ∈ {0, 1, · · · , p − 1}, λ ∈ Fp, χ : Q×p → F×p 連続指標の組
(r, λ, χ)を用いて分類されることを見た. この小章では, これらの分類結果に基づ
いて, GL2(Qp)の半単純法 p Langlands対応を定義する.

定義 1.25. [Br03b,Definition 1.1]

r ∈ {0, 1, · · · , p − 1}, λ ∈ Fp, χに対して, GQp の半単純法 p表現とGL2(Qp)
の半単純法 p表現との対応を次のように定める,
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(1) λ = 0の場合,

ind(ωr+1
2 ) ⊗ χ↔ π(r, 0, χ),

(2) λ ∈ F×p の場合,

(
ωr+1µλ 0

0 µλ−1

)
⊗ χ↔ π(r, λ, χ)ss ⊕ π([p− 3 − r], λ−1, χωr+1)ss

ここで, π(r, λ, χ)ssは π(r, λ, χ)の半単純化, [p − 3 − r] ∈ {0, 1, · · · , p − 1}
は, [p− 3 − r] = p− 3 − r (mod(p− 1))となる数, とする.

注意 1.26. この対応はwell-definedになる. つまり,両者において異なるパラメー
ター (r, λ, χ), (r′, λ′, χ′)が同型な表現 π(r, λ, χ)

∼→ π(r′, λ′, χ′)を与える場合があ
るが, この場合は対応するGQp の表現も同型になっている.（証明は必要だが, こ
こでは省略した.）

注意 1.27. 古典的な局所Langlands対応の場合と異なり, 法 p, p進Langlands 対
応ではGL2(Qp)の表現に可約なものも現れる. この対応は「p進局所 Langlands
対応と法 p Langlands対応の両立性」という予想から自然に導かれて出てきた対
応であると思われる. 実際に, この対応が初めて定義されたBreuilの論文 [Br03b]
では, Hodge-Tate重みの低いGQpの二次元クリスタリン表現に対応するGL2(Qp)
の p進Banach表現の法 p還元を具体的に計算することで, この対応の定義の正当
性を確かめることに費やされている. (この論文の内容に関しては, 本報告集 [Na]
第二章でも解説している.)

2 GQpのcristabelline表現に対するp進局所Langlands

対応

この章では, GL2(Qp)の p進局所Langlands対応の特別な場合, GQpの (絶対既約）
cristabelline表現に対する p進局所Langlands 対応を具体的に構成する ([Be-Br]).
（後ほど定義する）cristabelline表現はGQp の特別な p進表現のクラスであるが,
「全ての二次元 p進表現の変形空間の中で、cristalbelline表現 (と,そのひねり）に
対応する点が（Zariski)稠密に存在している」という事実によって, このクラスの
p進局所 Langlands対応は次章の Colmezの理論でも本質的に重要な役割を果た
す. （しかし, この辺りの重要性のより詳しい理由については本稿では説明できな
い.）さらに, 本報告集 [Na]で用いられる p進局所Langlands対応の理論はこのク
ラスの場合の対応だけを考えれば十分であるので, 次章でColmezの関手を定義す
る前に本章で cristabelline表現の対応を解説することにする. なお, cristabelline
表現は trianguline表現と呼ばれる近年, 整数論において重要になりつつある p進
表現のクラスに含まれており, p進局所 Langlands対応も trianguline表現に対し
ては同様に具体的に構成されているのであるが, 今回の論稿ではこれについての
解説は省略する. ([Co04], [Co07]参照)
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2.1 GQp
の二次元 cristabelline表現

この小章では, まず cristabelline表現を定義し, それを対応するフィルトレイショ
ン付き (ϕ,GQp)加群を記述することで分類する. n = 1に対して, GQp(ζpn ) :=

Gal(Qp/Qp(ζpn)とおく. EをQpの有限次拡大, Oをその整数環, πEを素元, Fを
剰余体とする.

定義 2.1. V をGQp のE-表現であるとする. このとき, V が cristabellineである
とは, ある自然数 nがあって, V |GQp(ζpn )

がGQp(ζpn )のクリスタリン表現になるこ
とと定義する.

α, β : Q×p → E× を局所定数指標, kを 2以上の整数とし, 条件 −(k − 1) <
vp(α(p)) 5 vp(β(p)) < 0、−(k − 1) = vp(α(p)) + vp(β(p))を満たすものとする.
また, 十分大きい自然数 n >> 0を α|1+pnZp = β|1+pnZp = 1を満たすようにとる.
En := Qp(ζpn)⊗QpE, G(α/β) :=

∑
γ∈Gal(Qp(ζpn )/Qp) γ

−1(ζpn)⊗ α
β
(χp(γ)) ∈ E×n とお

く. （ここで, ζpnは 1の原始 pn乗根の一つ, χp : Gal(Qp(ζpn)/Qp)
∼→ (Zp/p

nZp)
×

は円分指標とする. G(α/β)は n及び ζpnの取り方による）すると, G(α/β)は, 任
意の γ ∈ Γに対して γ(G(α/β)) = α/β(χp(γ))G(α/β)を満たす. このような組
（α, β, k)に対してフィルトレイション付き (ϕ,GQp)加群D(α, β) := Eeα ⊕Eeβを
次のようにして定義する.

•α 6= βの場合,

(1) ϕ(eα) := α(p)eα、ϕ(eβ) = β(p)eβ,

(2) γ(eα) = α(χp(γ))eα, γ(eβ) = β(χp(γ))eβ, （ここで, γ ∈ Gal(Qp(ζpn)/Qp)),

(3) Fil−(k−1)(En ⊗E D(α, β)) := En ⊗E D(α, β), Fil−(k−2) = · · · = Fil0(En ⊗E

D(α, β)) := En(G(α/β)eα + eβ), Fil1(En ⊗E D(α, β)) = 0.

•α = βの場合,

(1) ϕ(eα) = α(p)eα、ϕ(eβ) = β(p)(eβ − eα),

(2) γ(eα) = α(χp(γ))eα, γ(eβ) = β(χp(γ))eβ,

(3) Fil−(k−1)(En ⊗E D(α, β)) := En ⊗E D(α, β), Fil−(k−2) = · · · = Fil0(En ⊗E

D(α, β)) := Eneα, Fil1(En ⊗E D(α, β)) = 0.

すると, D(α, β)は絶対既約な弱許容フィルトレイション付き (ϕ,GQp)加群に
なっていて,「Colmez-Fontaineの定理」により対応するGQpのE-cristabelline表
現を V (α, β)とおく. （つまり, V (α, β)はGQpの二次元E-表現で, フィルトレイ
ション付き (ϕ,GQp)加群として同型 (Bcris ⊗Qp V (α, β))

GQp(ζpn ) ∼→ D(α, β)となる
唯一のもの）
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命題 2.2. V をGQp の絶対既約二次元E-cristabelline 表現とする. このとき（E
を適当に大きくしたら）α, β : Q×p → E×局所定数指標と 2以上の自然数 kで上
の条件を満たす組 (α, β, k)と整数 rで,

V
∼→ V (α, β) ⊗ χr

p

となるものが存在する. （χp : GQp → Z×p は p進円分指標）また, V (α, β)
∼→

V (α′, β′)であるための必要十分条件は, {α, β} = {α′, β′}であることである.

証明 . まずは, χpでひねることで, V はHodge-Tate重み 0, k− 1を持つ場合に帰
着し（k = 1),このときV

∼→ V (α, β)となるようなα, βを見つければよい. crista-

belline表現の定義から十分大きなnに対して、(Bcris⊗QpV )
GQp(ζpn )はランク２の自

由E加群で, Eを十分大きくしてϕが半単純となる基底表示 (Bcris⊗QpV )
GQp(ζpn ) =

Ee1 ⊕ Ee2をとる. e1, e2の固有値をそれぞれ αp, βpとする. Gal(Qp(ζpn)/Qp)と
ϕの作用の可換性から, αp 6= βpの場合はGal(Qp(ζpn)/Qp)も e1, e2のそれぞれに
指標として作用するとしてよい. vp(αp) 5 vp(βp)となるようにとる. この場合は
α, β : Q×p → E×を α(p) := αp, α(χp(γ)) := γ(e1)/e1（γ ∈ Gal(Qp(ζp∞)/Qp)) と
定めれば (βの定義も同様）, V の絶対既約性と (Bcris ⊗Qp V )

GQp(ζpn )の弱許容性と
フィルトレイションがGal(Qp(ζpn)/Qp)の作用で保たれることとから, (Bcris ⊗Qp

V )
GQp(ζpn ) ∼→ D(α, β)であることが導かれる. 他の場合も同様.

2.2 GL2(Qp)の p進解析的主系列表現

この小章では, 前小章で定義した二次元 cristabelline 表現 V (α, β) に対応する
GL2(Qp)の E-Banach表現 B(α, β)を具体的に構成する. これらの基本的な性
質（絶対既約であること, 許容的であることなど）は, 次小章において紹介する.

まずは,定義に必要なp進解析のいくつかの概念を定義する. E上のp進ノルム
| − |を |p| := 1/pとなるように固定する. C0(Zp, E) := {f : Zp → E|f は連続関数
}とする. これは自然にE代数の構造を持つが, ノルムを ‖ f ‖0:= supx∈Zp

|f(x)|
と定義することで, E-Banach空間の構造をもつ. 　任意の自然数 nに対して, Zp

上の連続関数
(
x
n

)
:= x(x−1)···(x−(n−1))

n(n−1)···1 を定義する. これは, x ∈ Z=0で整数に値を

もち, Z=0はZpの中で稠密なので, 任意の x ∈ Zpに対して
(
x
n

)
∈ Zpとなる. ま

た,

(
n
n

)
= 1なので, これより ‖

(
x
n

)
‖0= 1となる.

定理 2.3. (Mahler)

任意の f ∈ C0(Zp, E)に対して, {an(f)}n∈Z=0
（an(f) ∈ E）, an(f) → 0
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（n→ ∞）となるもので,

f =
∞∑

n=0

an(f)

(
x
n

)
となるものが唯一つ存在する. さらにこのとき ‖ f ‖0= supn|an(f)|となる. 逆に,
{an}n∈Z=0

　（an ∈ E）で an → 0 （n → ∞）を満たすものに対して, f(x) :=∑∞
n=0 an

(
x
n

)
は C0(Zp, E)の元として収束する.

次に, 通常の実数R上の解析で現れる Cr級関数の p進解析版を定義する. r ∈
Q=0とする. このとき, Cr(Zp, E) := {f ∈ C0(Zp, E)|nr|an(f)| → 0 ( n → ∞) }
と定義する. これは, Eベクトル空間でノルムを ‖ f ‖r:= supn∈Z=0

(n+ 1)r|an(f)|
と定めると, Cr(Zp, E)はE-Banach空間となる. （r ∈ Z=0とすると, 実際にこの
定義が「f の r回微分 f (r)が存在して f (r)が連続になること」と同値であること
が示せる.）

これらの定義を用いてGL2(Qp)の E-Banach表現B(α, β)を次のように定義
していく. α, β : Q×p → E×局所定数指標, k ∈ Z=2で −(k − 1) < vp(α(p)) 5
vp(β(p)) < 0 かつ vp(α(p)) + vp(β(p)) = −(k − 1)を満たすものとする. まず,

B(α) := {f : Qp → E|f |Zp ∈ Cvp(α(p))(Zp, E)かつ, β(x)
α(x)

xk−2

|x| f(1/x)|Zp−{0} が
Cvp(α(p))(Zp, E)の元にのびる. }と定義する. （f(x) ∈ Cr(Zp, E)ならば f(ax) ∈
Cr(Zp, E) (a ∈ Zp)となる, という事実から）同型 B(α)

∼→ Cvp(α(p))(Zp, E) ⊕
Cvp(α(p))(Zp, E) : f(x) 7→ (f(px), β(x)

α(x)
x(k−2)

|x| f(1/x))によって, f ∈ B(α)のノルム

を ‖ f ‖:= sup{‖ f(px) ‖vp(α(p)), ‖ β(x)
α(x)

xk−2

|x| f(1/x) ‖vp(α(p))}と定める. これに

より B(α)は E-Banach空間となる. 次に f(x) ∈ B(α), g =

(
a b
c d

)
に対して,

gf(x) := α(ad− bc)β(−cx+a)
α(−cx+a)

(−cx+a)k−2

|−cx+a| f( dx−b
−cx+a

)と定める. gf(x) ∈ B(α)となるこ
と, 及びこの作用GL2(Qp) × B(α) → B(α) : (g, f(x)) 7→ gf(x)が連続作用にな
ることも証明できる. ([Be-Br,Lemma 4.2.1]) さらに, 条件 vp(α(p)) + vp(β(p)) =
−(k − 1)から, B(α)はユニタリー表現（つまり, 任意の g ∈ GL2(Qp), v ∈ B(α)
に対して ‖ gv ‖=‖ v ‖)であることも示せる.

注意 2.4. B(α)およびそれ上のGL2(Qp)作用は次のようにして p進解析的な主系
列表現と思うことができる. IndG

B(α⊗βxk−2|x|−1)C
vp(α(p))

:= {f : GL2(Qp) → E|f

は Cvp(α(p))級かつ, f(

(
a b
0 d

)
g) = α(a)β(d)dk−2|d|−1を満たす }とする. （この場

合の「fはCvp(α(p))級」の定義は省略. ）このEベクトル空間の元fとg ∈ GL2(Qp)
に対して, gf(g′) := f(g′g)とGL2(Qp)作用を定める. このとき, B(α)の定義及び
それへのGL2(Qp)作用は, 次の射がGL2(Qp)同変な同型となるよう定義されてい

る. IndG
B(α⊗ βxk−2|x|−1)C

vp(α(p)) ∼→ B(α) : F 7→ f(x) := F (

(
0 1
−1 x

)
).
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補題 2.5. j を 0 5 j < vp(α(p))を満たす整数とし, a ∈ Qpとする. このとき,

x 7→ xj及び x 7→ β(x−a)
α(x−a)

(x− a)k−2−j|x− a|−1は, B(α)の元になる.

証明 . [Be-Br,Lemma 4.2.2]

上の補題の元たちで生成される B(α)の部分 E[GL2(Qp)] 空間の閉包を L(α)
とおく. 以上のもとで,

B(α, β) := B(α)/L(α)

と定義する.

注意 2.6. B(α, β)は, B(α)を用いて定義されたがαと βを入れ替えたものB(β),
L(β)、B(β)/L(β)というのも自然に定義できる. さらに, [Be-Br,Corollary 4.3.2]
において、GL2(Qp)同変な自然な射B(β)/L(α) → B(α)/L(α) が構成され, α 6=
β| − |の場合に（| − | : Q×p → E×は, p 7→ 1/p、a 7→ 1 (a ∈ Z×p )となる指標）は
この自然な射が同型であることが示されている. 特に, vp(α(p)) = vp(β(p))の場
合, この射は同型となるので, B(α, β)はこの場合にもwell-defined であることが
分かる.

現時点では, B(α, β)は定義しただけで, 基本的な性質（B(α, β) 6= 0である
か？, B(α, β), B(α′, β′)がいつ同型になるか？, B(α, β)は既約か？, B(α, β)は許
容表現か？など）については何も述べていない. これらの性質については, 次小章
において, B(α, β)と前小章で定義した V (α, β)とを (ϕ,Γ)加群を用いて結びつけ
ることで, V (α, β)の性質に帰着させることで証明できるということを解説する.

この小章の残りでは, 本報告集 [Na]において必要となる, B(α, β)の局所代数
的ベクトルに関する一つの命題を紹介する.

Bsm(α) := {f : Qp → E|f |Zp は局所定数, β(x)
α(x)

|x|−1f(1/x)|Zp−{0} は Zp 上

の局所定数関数に延びる }とおき, GL2(Qp)の作用を
(
a b
c d

)
f(x) := α(ad −

bc)β(−cx+a)
α(−cx+a)

| − cx + a|−1f( dx−b
−cx+a

)と定める. B(α)の場合と同様にして, Bsm(α)

は IndG
B(α ⊗ β| − |−1) := {f : GL2(Qp) → E|f 局所定数関数, f(

(
a b
0 d

)
g) =

α(a)β(d)|d|−1f(g)}と自然に同型になる. Symk−2E2 を E2 への自然な GL2(Qp)
作用の (k − 2)次対称積とし, この空間を (xを変数とする）k − 2次以下の E-
係数多項式の空間と同一視する. このとき, P (x)を (k − 2)次以下の E-係数多

項式としたら,

(
a b
c d

)
f(x) := (−cx + d)k−2f( dx−b

−cx+a
)という GL2(Qp)の作用に

なっている. π(α) := Bsm(α) ⊗E Symk−2E2 とおく. π(α)から B(α)への射を
π(α) → B(α) : f(x) ⊗ P (x) 7→ f(x)P (x)と定めると, f(x)P (x)は局所的に
多項式でさらに, x = ∞での条件も満たされているので f(x)P (x) ∈ B(α)と
なり, この射は well-definedになる. この射と自然な商射 B(α) → B(α)/L(α)
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の合成を π(α) → B(α)/L(α)とおく. π0 を π(α)の有限生成 O[GL2(Qp)]-加群
で π0[1/p] = π(α)を満たすものとする. すると, B(α)/L(α) の完備性から射
π(α) → B(α)/L(α)は射 (lim←nπ

0/πn
Eπ

0) ⊗O E → B(α)/L(α)を誘導する.

この射に関して次の命題が成り立つ.

命題 2.7. 上のような任意の π0に対して,

(lim←nπ
0/πn

Eπ
0) ⊗OE

E
∼→ B(α)/L(α)

は同型になる.

証明 . [Be-Br,Theorem 4.3.1]

注意 2.8. V (α, β) から得られるWeil-Deligne 表現 Dpst(V (α, β)) に古典的局所
Langlands対応によって対応するGL2(Qp)の滑らかな既約表現は Bsm(α)（の既
約商）である. 上で定義した射 π(α) → B(α, β)は同型 π(α)

∼→ B(α, β)algの同
型を与えることが予想されている. (証明されている?) （ここで、B(α, β)algは
B(α, β)の局所代数的ベクトルのなす部分E[GL2(Qp)]表現, 詳しくは次章参照）

注意 2.9. GL2(Qp)の滑らか既約表現と代数的表現Symk−2E2のテンソル表現の完
備化が,どんなO[GL2(Qp)]格子をとっても同型になってしまうのは, cristabelline
表現に対応する場合だけでそれ以外の場合では, O[GL2(Qp)] 格子の取り方によっ
て, 得られる完備化は一意ではない. この事実はD(α, β)の弱許容的フィルトレ
イションが一意に定まってしまう事実と対応している. 例えば, 準安定表現に対
応する場合は, 完備化の取り方と p進表現側のL-invariantが対応していることが
知られている. （cristabelline表現でない, 潜在的 cristalline表現の場合は正確な
ことは, まだよく分かっていない（と思われる.））

2.3 cristabelline表現の p進局所Langlands対応の主定理

この小章では, V (α, β)とB(α, β)を (ϕ,Γ) 加群を用いて結びつける定理を紹介す
る. この定理から, B(α, β)の基本性質に関する定理, 及び V (α, β), B(α, β)が実
際に一対一対応になっていることなど, ほぼ全ての重要な定理が導かれる.

まずは, 定理を述べるために必要な (E-)(ϕ,Γ)加群の一般論について解説した
い. O := {f(X) :=

∑
n∈Z anX

n|an ∈ OE, a−n → 0(n → ∞)}, E := OE [1/p]とお
く. OE は, 素元 πEを持つ完備離散付置環, Eはその商体となっている. これらの
環にE線形なϕ,Γ作用をϕ(X) := (X+1)p −1, γ(X) := (X+1)χp(γ)−1 (γ ∈ Γ)
と定める.

定義 2.10. DがOE 上のエタール (ϕ,Γ)加群であるとは, 次の条件を満たすこと
とする.

(1) Dは有限生成自由OE 加群,
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(2) ϕ半線形な作用 ϕ : D → Dがあって, ϕ⊗ id : D ⊗OE ,ϕ OE
∼→ Dは同型,

(3) ϕ作用と可換な連続半線形 Γ作用をもつ.

Dが E上のエタール (ϕ,Γ)加群であるとは, Dは有限次元 Eベクトル空間で互い
に可換な ϕ,Γ作用をもち, さらにあるOE 上のエタール (ϕ,Γ)加群D0があって,
(ϕ,Γ)加群として同型D0[1/p]

∼→ Dが存在するもの, と定める.

定理 2.11. (Fontaine)

次の圏同値が存在する.

(1) {GQp のO-表現の圏 } ∼→ {OE 上のエタール (ϕ,Γ)-加群の圏 },

(2) {GQp のE-表現の圏 } ∼→ {E 上のエタール (ϕ,Γ)-加群の圏 }.

注意 2.12. GQpの表現 V に対応する (ϕ,Γ)加群をD(V )とおく. この関手の定義
は, 正確には定義しないがOE , Eを含む p進周期環A ⊗Zp O, B ⊗Qp Eで, ϕ, GQp

が作用して, Aϕ=1 = Zp, AGal(QP /Qp(ζp∞ )) ⊗Zp O = OE となる環を用いて, GQp の
表現 V に対してD(V ) := (V ⊗Zp A)Gal(Qp/Qp(ζp∞ ))と定義することで定める.

以下 GQp の E 表現 (または O表現）V に対応する (ϕ,Γ)加群を D(V )と書
く. 次に, D(V (α, β))と B(α, β)を結びつけるために必要な作用素 ψの定義と,
それに関連するいくつかの命題について解説する. まず, OE 上の ϕの定義から
OE の任意の元 xは x =

∑p−1
i=0 ϕ(xi)(X + 1)i　（xi ∈ OE) の形に一意的に書く

ことが出来る. このとき, ψ(x) := x0 によって, O 線形な作用 ψ : OE → OE
を定める. 定義から ψ(ϕ(x)y) = xψ(y)を満たす. E 及び A, Bにも同様にして
ψが定まる. また, ϕと Γが可換であることから ψは OE , E 上の Γ作用, A, B
上のGQp 作用と可換であることも示せる. すると, 任意のGQp の表現に対して,

D(V ) := (V ⊗Zp A)Gal(Qp/Qp(ζp∞ ))にも ψが ψ(x⊗ y) := x⊗ ψ(y)という定義から
誘導される. そして ψ(ϕ(x)v) = xψ(v)　 (x ∈ E , v ∈ D(V ))を満たす. OE の定
義により, この環は部分環O[[X]]をもち, ϕ,Γ, ψはこの部分環を保つ. OEに位相
を 0の基本近傍系が {πn

EOE +XmO[[X]]|n,m ∈ Z=0}となるように定める. 部分
環O[[X]]に誘導位相を入れる. （この位相は, O[[X]]

∼→
∏

n∈Z=0
Oと見做し, 右

辺にOの直積位相を入れたものと等しい.）するとO[[X]]はコンパクトな部分環
になっている. 任意のOE 上のエタール (ϕ,Γ)加群Dにも位相をD

∼→ O⊕d
E と同

型を一つ定めてこれが同相となるように位相を定める.

命題 2.13. DをOE 上のエタール (ϕ,Γ)加群とする. このときDの部分O[[X]]
加群D]で次の性質を満たすものがただ一つ存在する.

(1) D]はDのコンパクト部分空間で Im(D] → D/πEDは有限生成 F[[X]]加群
で F((X))ベクトル空間としてD/πEDを生成する,
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(2) ψはD]を保ち, さらに ψ : D] → D]は全射,

(3) 任意の x ∈ D、k ∈ Nに対して, n(x.k) ∈ Nで ψn(x) ∈ D] + pkD （任意の
n = n(x, k)）となる n(x, k)が存在する.

さらにN をDの部分O[[X]]加群で上の条件 (1), (2)を満たすものとすると,
N ⊆ D]となる.

証明 . [Be-Br,Proposition 2.3.3]

Dを E上のエタール (ϕ,Γ)加群とし, D0をDのOE格子となっているOE上の
エタール (ϕ,Γ)加群とする. このとき, ψ−∞(D]

0) := {{xn}n=0|xn ∈ D]
0, ψ(xn+1) =

xn, 任意の k = 1に対して, D0/π
k
ED0のO/πk

E[[X]]格子Lkで x̄n ∈ Lk (任意の n)
となるものが存在する }とおき, (ψ−∞(D]))b := E ⊗O (ψ−∞(D]

0))とおく. (これ
はD0の選び方によらないことが証明できる.）また, D]

0の位相の射影極限として
ψ−∞(D0)に位相を入れ, 1/πk

Eψ
−∞(D]

0)の位相の帰納的極限として (ψ−∞(D]))bの

位相を定める. 次に, (ψ−∞(D]))bにM(Qp) := {
(

1 Qp

0 Q×p

)
}の連続作用を次のよ

うに定義する.

(1)

(
1 0
0 a

)
(xn)n := (γ−1

a (xn))n （a ∈ Z×p , γa ∈ Γは χp(γa) = aとなる元）,

(2)

(
1 0
0 p

)
(xn) := (ψ(xn))n,

(3)

(
1 0
0 p−1

)
(xn) := (xn+1)n,

(4)

(
1 b
0 1

)
(xn) := (ψk((1 +X)pn+kbxn+k))n, （ここで, k = 0は pkb ∈ Zpとな

る任意の整数）.

この作用が (ψ∞(D]))bの位相に関して連続となる.([Be-Br,Proposition 3.4.4])

前二小章の条件を満たす局所定数指標 α, β : Q×p → E× をとり, V (α, β)
を 2.1で定義した GQp の二次元 cristabelline E 表現, B(α, β)を 2.2で定義した
GL2(Qp)のユニタリー E-Banach表現とする. D(α, β)を V (α, β)に対応する,
E 上の (ϕ,Γ)加群とする. χ : GQp → O× を χ := det(V (α, β))とおき, 局所
類体論で χ : Q×p → O× と見做す. （定義から, χ = αβxk−1 : Q×p → O× :

y 7→ α(y)β(y)yk−1 となる）(ψ−∞(D](α, β)))b に,

(
a 0
0 a

)
(xn)n := (χ−1(a)xn)n

と定めることで, (ψ−∞(D](α, β)))bに B :=

(
Q×p Qp

0 Q×p

)
の作用を定める. また,
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B(α, β)∗ := {µ : B(α, β) → E|µは連続E-線形 }とおき, B(α, β)に弱位相を入れ
る. （µn, µ ∈ B∗(α, β)に対して, 「µn → µ (n → ∞)となること」と「任意の
f ∈ Bに対して µn(f) → µ(f) (n→ ∞)となること」が同値になる位相の内最も
粗い位相のこと）次がこの章の主定理である.

定理 2.14. α 6= βのとき, Bの表現の自然な位相同型

(ψ−∞(D](α, β)))b ∼→ B∗(α, β)

が存在する.

証明 . [Be-Br,Theorem 5.2.7]

注意 2.15. この定理の証明では, cristabelline表現に対するWach加群の理論, p
進Fourier解析の理論（Cr(Zp, E)のE-Banach双対に関するAmice変換の理論）,
p進 distributionと (ϕ,Γ)加群に現れる p進周期環との関係,　などなど p進表現
論, p進 Fourier 解析の精密な理論を駆使することで証明され, 証明は面白いが非
常に難しい（と思う).

この定理から, B(α, β)に関する様々な基本性質に関する系が得られる.

系 2.16. α 6= βのとき,

B(α, β) 6= 0

証明 . D(α, β)の OE 格子 D0(α, β)に対して D]
0(α, β) 6= 0で ψ : D]

0(α, β) →
D]

0(α, β)は全射なので, ψ−∞(D](α, β)) 6= 0. よって,定理2.14によりB(α, β)∗ 6= 0.
よってB(α, β) 6= 0.

系 2.17. α 6= β, α′ 6= β′となる (α, β), (α′, β′)に対して次の二条件は同値,

(1) V (α, β)
∼→ V (α′, β′),

(2) B(α, β)
∼→ B(α′, β′) （GL2(Qp)のE-Banach表現としての位相同型）.

証明 . (1)ならば (2)となるのは, 命題 2.2と注意 2.6から従う. (2)ならば、定理
2.14により、Bの表現としての同型 f : ψ−∞(D](α, β))

∼→ ψ−∞(D](α′, β′))をまず
得る。この f を用いて、射 f0 : D](α, β) → D](α′, β′)を次のようにして作ること
ができる。まず, x ∈ D](α, β)に対して, {xn} ∈ ψ−∞(D](α, β))を x0 = xを満た
すようにとる. f({xn}) := {yn}とし, f0(x) := y0とおくと, これが {xn}の取り方
によらずに定義でき, f0がO[[X]]上の (ψ,Γ)加群の射であることを証明できる.
さらに, f0がOE上の (ϕ,Γ)加群の射f ′0 : D(α, β) → D(α′, β′)に延びることも証明
でき, 最後に絶対既約性から, (1)が導かれる. 詳しくは, [Be-Br,Propositon 3.4.5]
の証明を参照.

系 2.18. B(α, β)はBのE-Banach表現として既約. とくにGL2(Qp)の表現とし
ても既約.
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証明 . 定理 2.14により, Bの表現 (ψ−∞(D](α, β)))bの既約性に帰着される. そ
こで, 0 6= M ⊆ (ψ−∞(D](α, β)))bを閉E[B]加群とする. このとき, M0 := {x ∈
D](α, β)| ある {xn} ∈ M があって, x0 = xとなる }とおくと, M0はO[[X]]上の
(ψ,Γ)加群でさらに, M

∼→ (ψ−∞(M0))
bであることが証明できる. さらにこのとき,

D(α, β)が絶対既約二次元であることを用いるとM = D](α, β)であることが導か
れ, M = (ψ−∞(D](α, β)))bとなってしまう. 詳しくは, [Be-Br,Proposition 3.4.6]
参照.

系 2.19. B(α, β)は許容表現. つまり, B0(α, β)をB(α, β)の任意のO[GL2(Qp)]
格子とすると, B0(α, β)/πEB(α, β)は, 長さ有限なGL2(Qp)の法 p表現となる.

証明 . [Be-Br,Corollary 5.3.3]

3 Colmezの理論

3.1 関手の定義

この章では, Colmezの定義したGL2(Qp)の表現からGQpの表現への関手の定義,
及び基本的性質について解説する. 逆向きの関手（(ϕ,Γ)加群の圏からGL2(Qp)
の表現への関手）は, 局所解析的ベクトルおよび局所代数的ベクトルなどを調べ
るときに, 必須となるのであるが, 本報告集では解説しないことにする. なお, 本
報告集 [Ya]で用いられるのは, 本論稿で解説する関手であるので, [Ya]を読むた
めの必要最小限度の事実については, 本稿で解説してある（と思う）.

G := GL2(Qp)とおく. EをQpの有限次拡大, OをEの整数環, Fを剰余体と
する. OE を前章で（Eを固定した場合に）定義した (ϕ,Γ)加群に現れる周期環
とする. Reptor(G)を長さ有限許容的滑らかO[G]加群で中心的指標をもつものか
らなる圏とする. Reptor(GQp)を長さ有限O加群でGQpが連続O線形に作用して
いるものからなる圏とする. ΦΓet

tors(OE)をOE 上長さ有限なエタール (ϕ,Γ)加群
の圏とする. （つまり, この圏の対象Dは, 長さ有限OE加群で, 互いに可換なOE
半線形 ϕ,Γ作用をもち, ϕ(D)がOE 上Dを生成するもの, である）

まずは, 捩れ（torsion)の場合の完全共変関手 V : Reptor(G) → Reptor(GQp)
を, 完全反変関手 D : Reptor(G) → ΦΓet

tor(OE) と Fontaine の (反変）圏同値
ΦΓet

tor(OE)
∼→ Reptor(GQp) : D 7→ V (D∗) ⊗ χp の合成として定める. そこで以

下, 反変完全関手D : Reptor(G) → ΦΓet
tor(OE)の定義について解説していく.

関手の構成の基本的なアイデアは, Π ∈ Reptor(G)に対して, まずは, 本稿命
題 2.13に現れたD]の varinatである, O[[T ]]上の (ψ,Γ)加群D\

W (Π)と, O[[T ]]上
の (ϕ,Γ)加群D+

W (Π)及び自然な単射D+
W (Π) ↪→ D\

W (Π) を構成する. （ここで,
W ∈ Πはある有限性を満たすΠの部分KZ 加群で, D\

W (Π)などはW に依存す
る. ）ここまでは,（局所体をQpに制限する必要はなく）任意の局所体に対して
行うことができる. しかし, ここから以降は, 局所体がQpであるということが本

22

477



質的に必要になってくる. 特に, 任意の Reptor(G)に対して, うまくW を選べば
「Π,W が標準表示 (standard presentation)をもつ」という事実が重要で、これは
局所体がQpの場合しか成立しないことが知られている. 「Π,W が標準表示を持
つ」という条件のもとで, 上の単射D+

W (Π) ↪→ D\
W (Π)の余核は長さ有限O加群

になり, これより得られる同型D(Π) := D+
W (Π)⊗O[[X]] OOE

∼→ D\
W (Π)⊗O[[X]] OE

により, Πから定まる (ϕ,Γ)加群D(Π)を定義する. （D(Π)がW ⊆ Πの選び方
によらないことも証明できる）また, 再び「任意の Πが標準表示をもつという」
事実を用いると関手D(Π)が完全関手になることも証明できる. 最後に本稿第一
章で分類したGの既約法 p 表現のこの関手による像の計算結果を紹介する.

補題 3.1. 任意のΠ ∈ Reptor(G)に対して, Πの部分KZ加群W でO加群として
長さ有限であり, G加群としてΠを生成するものが存在する.

証明 . 任意の自然数 nに対してKn :=

(
1 + pnZp pnZp

pnZp 1 + pnZp

)
とおく. Πは長さ

有限滑らかなG加群なので, ある nが存在してΠKn がG加群としてΠを生成す
る. Πは許容的なので, ΠKnは長さ有限O加群でKnはKの正規部分群でさらに
Πは中心的指標を持つのでΠKnはKZの作用で閉じている. よってW = ΠKnと
すればよい.

Π ∈ Reptor(G)に対して, W(Π) を Πの部分KZ 加群W でO上長さ有限か
つ G加群として Πを生成するものからなる集合とする. W ∈ W(Π)に対して,
I(W ) := IndG

KZW = {f : G→ W |f(kg) = kf(g) k ∈ KZ KZ\Supp(f) は有限}
とする. g ∈ KZ、v ∈ W −{0}に対して, [g, v] ∈ I(W )を Supp([g, v]) = KZg−1,
[g, v](g−1) = vとなる元と定める.

自然なKZ表現の単射W ↪→ Πから Frobenius相互法則によって定義される
G表現の射 I(W ) → Π : [g, v] 7→ gvは, W がG上Πを生成することから全射に
なる. この射の核を, R(W,Π)とおく. これよりG加群の完全列

0 → R(W,Π) → I(W ) → Π → 0

を得る.

Π∨ := {µ : Π → E/O|µは O 線形 }とおく. µ ∈ Π∨、v ∈ Πに対して,
< µ, v >:= µ(v)とおく. Π∨にGの作用を< gµ, v >:=< µ, g−1v >となるように

定める。IΠ
Zp

(W ) :=
∑

a∈Zp,n∈Z=0

(
pn a
0 1

)
W ⊆ Πとおく. 定義より, IΠ

Zp
(W )は,(

p 0
0 1

)
、

(
1 a
0 1

)
(a ∈ Zp),

(
a 0
0 1

)
(a ∈ Z×p )の作用で閉じている. D\

W (Π) :=

{µ : IΠ
Zp

(W ) → E/O|O線形 } とおく. Π∨の場合と同様にGの元を作用させるこ

とにすると, D\
W (Π)には

(
p−1 0
0 1

)
,

(
a 0
0 1

)
(a ∈ Z×p ),

(
1 a
0 1

)
（a ∈ Zp)が作用

している. このとき, D\
W (Π)にO[[X]]上の (ψ,Γ)加群の構造を次のように定義す

る. µ ∈ D\
W (Π)に対して,
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(1) ψ(µ) :=

(
p−1 0
0 1

)
µ,

(2) γa(µ) :=

(
a 0
0 1

)
µ, （a ∈ Z×p、γa ∈ Γ は χp(γa) = aとなる元）

(3) (1 + T )bµ :=

(
1 b
0 1

)
µ, ( b ∈ Zp).

これらの定義でO[[X]]上の (ψ,Γ)加群が定まること（つまり, ψと Γ作用が可換
であること, ψ, ΓがO[[X]]半線形に作用すること）は全て, 各作用に対応するG
の元たちの（積の）関係から自然に導かれる. 次に, Π∨の部分O加群D+

W (Π)を

D+
W (Π) := {µ ∈ Π∨|µ(

(
pn b
0 1

)
W ) = 0 n ∈ Z5−1または b ∈ Qp \ Zp } と定義

する. D+
W (Π)には, Π∨上の G作用から誘導される

(
p 0
0 1

)
,

(
a 0
0 1

)
(a ∈ Z×p ),(

1 b
0 1

)
(b ∈ Zp)が作用する. これより, D+

W (Π)にO[[X]]上の (ϕ,Γ)加群の構造

を, ϕ(µ) :=

(
p 0
0 1

)
µ,（O[[X]], Γ作用はD\

W (Π)の場合と同様）と定義する. 次

に µ ∈ Π∨を IΠ
Zp

(W )に制限して得られるO加群の全射Π∨ → D\
W (Π)と（全射と

なるのは E/Oが入射的加群であることから従う）自然な単射D+
W (Π) ↪→ Π∨と

の合成をD+
W (Π) ↪→ D\

W (Π)とおく. （定義からこの射は単射になる.）これらか
ら, OE 上のエタール (ϕ,Γ)加群を定義するためには, 次の, 標準表示の概念が必
要になる.

定義 3.2. Π ∈ Reptor(G), W ∈ W(Π)とする. このとき, Π
∼→ I(W )/R(W,Π)が

標準表示であるとは, R(W,Π)がO[G]加群として, R(0)(W,Π) := {[
(

1 0
0 1

)
, x]−

[

(
p 0
0 1

)
, y]|y ∈ W ∩

(
p−1 0
0 1

)
W,x =

(
p 0
0 1

)
y}で生成されていることと定義

する.

定理 3.3. 任意の Π ∈ Reptor(G)に対して, あるW ∈ W(Π)が存在して, Π
∼→

I(W )/R(W,Π)は標準表示となる.

証明 . まず標準表示をもつW ∈ W(Π)が存在するという性質が Gの表現の拡
大によって閉じていることをしめす.（[Co08,Proposition 3.1.15]）これにより, Π
が既約法 p表現の場合に帰着され, 既約表現の標準表示は [Co08,Corollary 3.3.9],
[Co08,Proposition 3.3.11], [Co08,Proposition 3.3.12]において明示的に与えられ
ている.

W(0)(Π)をW(Π)の部分集合で, I(W )/R(W,Π)が有限表示となるW からな
るものとする. 本稿では, 結果を紹介するだけに留めるが, この標準表示をもつと
いう事実から次のような事実が従う.
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命題 3.4. 任意のW ∈ W(0)(Π)に対して, 自然な単射D+
W (Π) ↪→ D\

W (Π)の余核
は長さ有限O加群になる.

証明 . [Co08,Lemma 4.1.4]

これより,この自然な単射をOEに係数拡大したものDW (Π) := D+
W (Π)⊗O[[X]]

OE
∼→ D\

W (Π)⊗O[[X]] OE はOE 加群の同型になる. この同型は両者の Γ 作用と両
立し, さらにD+

W (Π)から誘導されるϕ作用、D\
W (Π)のψから誘導されるψ作用

をもつ.

また, 二つのW1 ⊆ W2 ∈ W(Π)に対して, IΠ
Zp

(W1) ⊆ IΠ
Zp

(W2)の双対によ
り誘導される自然な全射 D\

W2
(Π) → D\

W1
(Π)が得られるが, この余核は長さ有

限O加群となる.([Co08,Lemma 4.1.2])よって, この全射をOE に係数拡大した射
D\

W2
(Π) ⊗O[[X]] OE

∼→ D\
W1

(Π) ⊗O[[X]] OE は同型になる. 任意のW ∈ W (0)(Π)に

対してW [1] :=

(
1 0
0 p−1

)
W +

∑
05i5p−1

(
p i
0 1

)
W とおくと, W [1]はKZ作用で

閉じていてW [1] ∈ W(0)(Π)となることが証明できる. さらに, W [2] := (W [1])[1],
以下帰納的にW [n] := (W [n−1])[1]と定義すると, 任意のW ′ ∈ W(Π)に対して, 十
分大きな自然数 nをとればW ′ ⊆ W [n]となる. 以上より, OE上の捩れ (ϕ,Γ)加群
として, DW (Π)はW ∈ W (0)(Π)の取り方によらない. そこで,

定義 3.5. Π ∈ Reptor(G)に対し, OE 上の捩れ (ϕ,Γ)加群を D(Π) := DW (Π)
(W ∈ W(0)(Π)) と定義する.

再び, 標準表示であることを用いると, 次が得られる.

命題 3.6. D(Π)はエタールϕ加群になる. つまり, ϕ⊗ idOE : ϕ∗(D(Π))
∼→ D(Π)

は同型になる.

証明 . [Co08,Proposition 4.1.9]

定理 3.7.

0 → Π1 → Π2 → Π3 → 0

がReptor(G)の完全列とすると,

0 → D(Π3) → D(Π2) → D(Π1) → 0

はOE 加群の完全列になる.

証明 . [Co08,Proposition 4.2.12]

D(Π) ∈ Reptor(G)であるためには, D(Π)が長さ有限OE 加群であることを示
す必要がある. 関手D(−)の完全性から, Reptor(G)の既約表現Πに対してD(Π)
が長さ有限OE 加群であることを示せばよい. さらに, 本稿第一章により, 任意の
既約表現は π(r, λ, χ)の商であるから, D(π(r, λ, χ))が長さ有限OE 加群であるこ
とを示せばよい.
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定理 3.8. 0 5 r 5 p − 1, λ ∈ Fに対して, Wr := Im(SymrF2 → π(r, λ, χ))とお
く. このとき,（Wr ∈ W(π(r, λ, χ))で、）O[[X]]加群としての次の同型がある,

(1) λ = 0のとき, D\
Wr

(π(r, 0, χ))
∼→ F[[X]] ⊕ F[[X]],

(2) λ 6= 0のとき, D\
Wr

(π(r, λ, χ))
∼→ F[[X]] ⊕ F[[X]]/X.

証明 . [Co08,Theorem 4.2.1]

系 3.9. D : Reptor(G) → ΦΓet
tor(OE) : Π 7→ D(Π)は反変完全関手.

次に, RepO(G)を, O[G]加群Πで中心的指標をもち, p進位相に関して分離的完
備で p-torsionをもたなくて, さらに任意の自然数 nに対してΠ/pnΠ ∈ Reptor(G)
となるもの、のなす圏とする. RepL(G)を, L[G]加群Πで, O[G]格子Π0 ⊆ Πで
Π0 ∈ RepO(G)となるものをもつものからなる圏とする. ΦΓet(OE)を, OE上のエ
タール (ϕ,Γ)加群Dたちがなす圏とする. （つまり, Dは有限自由OE加群となる
(ϕ,Γ)加群）ΦΓet(E)を E 上のエタール (ϕ,Γ)加群の圏とする. D : RepO(G) →
ΦΓet(OE)を D(Π) := lim←nD(Π/pnΠ)と定義する. （ここで, D(Π/pn+1Π) →
D(Π/pnΠ)は, 自然な単射Π/pnΠ

∼→ 1
pn Π/Π ↪→ 1

pn+1 Π/Π
∼→ Π/pn+1Πによって得

られるものとする. ）また, D : RepL(G) → ΦΓet(E)をD(Π) := D(Π0)[1/p]と定
める. (ここで, Π0 ⊆ Πは, Πの任意のO[G]格子）　D : Reptor(G) → ΦΓet

tor(OE)
の完全性から, これらの関手も反変完全関手になる. Reptor(GQp)を長さ有限O
加群で GQp が連続 O線形に作用しているもののなす圏, RepO(GQp)を, 有限自
由O加群でGQpが連続O線形に作用しているもののなす圏, RepE(GQp)をE表
現の圏とする. Fontaineの圏同値, V : ΦΓet

tor(OE)
∼→ RepO(GQp), ΦΓet(OE)

∼→
RepO(GQp), ΦΓet(E)

∼→ RepE(GQp) : D 7→ V (D) := (D ⊗OE (A ⊗Zp O))ϕ=1と
する. V ∈ Reptor(GQp)（または, V ∈ RepO(GQp), V ∈ RepL(GQp)）に対して,
V ∗ := Hom(V,Qp/Zp) (または, V ∗ := Hom(V,Zp), Hom(V,Qp))とする. これら
を用いて, Gの表現からGQp の表現への共変関手 V (−)を次のように定義する.

定義 3.10. 次の三つの完全共変関手, V : Reptor(G) → Reptor(GQp), V : RepO(G) →
RepO(GQp), V : RepL(G) → RepL(GQp)を V (Π) := V (D(Π))∗(χp)によって定義
する.

Gの既約法 p表現 Πに対する, 関手 V での像 V (Π) に関する定理を紹介す
る. δ1, δ2 : Q×p → F×を連続指標とする. ω : Q×p → F×を法 p円分指標とする.

B(δ1, δ2) := IndG
B(δ2 ⊗ δ1ω

−1)とおく. 第一章の結果により, B(δ1, δ2)は δ1 6= δ2ω
のとき既約で δ1 = δ2ωのときは, 完全列

0 → F(δ2 ◦ det) → B(δ1, δ2) → St ⊗ δ2 ◦ det → 0

をもち, St ⊗ F ◦ detは既約になる. 本稿第一章の結果から, Gの法 p既約表現は,
（１）一次元表現 F(δ ◦ det), （２）既約主系列表現 B(δ1, δ2) (δ1 6= δ2ω), （３）
St ⊗ δ ◦ det, （４）超特異（supersingular)表現 π(r, 0, δ) (r ∈ {0, 1, · · · , p− 1}),
であった. これらの関手 V (−)での像は次のようになる.
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定理 3.11. (1) V (F(δ ◦ det)) = 0,

(2) V (B(δ1, δ2)) = F(δ1),

(3) V (St ⊗ δ ◦ det) = F(ωδ),

(4) V (π(r, 0, δ)) = ind(ωr+1
2 ) ⊗ δ.

証明 . [Co08,Theorem 0.10]

注意 3.12. この計算結果は, 第一章で定義した半単純法 p Langlands 対応の定義
と矛盾していない.

この小章の最後に, 前章の GQp の cristabelline表現に対する（明示的）p進
局所 Langlands対応と, この小章で定義した V (−)との関係について解説する.
前章では, α, β : Q×p → E×局所定数指標で, いくつかの条件を満たすものに対
して, GQp の二次元絶対既約 cristabelline表現 V (α, β)と Gの絶対既約許容 E-
Banach表現B(α, β) を定義し, (ϕ,Γ)加群の理論を用いてB加群としての位相同
型「ψ−∞(D](α, β))b ∼→ B(α, β)∗|B」が存在することを紹介した. 詳細は述べられ
ないが, 再びこの同型と関手 V (−)のいくつかの基本性質を用いることで, 次の定
理が得られる.

定理 3.13. 上の状況で、自然な同型

V (α, β)
∼→ V (B(α, β))

が存在する。

証明 . [Co08,Theorem 4.4.12]

この定理から, 二次元 cristabelline表現に対する, 「p進局所 Langlands 対応
と法 p Langlands 対応の両立性」の定理を証明することができる.

定理 3.14. 上と同じ状況で, V (α, β), B(α, β)をそれぞれV (α, β), B(α, β)の（半
単純）法 p還元とする. このとき, 次の条件（１）, （２）は同値,

(1) V (α, β)
∼→ ind(ωr+1

2 ) ⊗ χ,

(2) B(α, β)
∼→ π(r, 0, χ).

次の条件（３）,（４）は同値,

(3) V (α, β)
∼→

(
ωr+1µλ 0

0 µλ−1

)
⊗ χ,

(4) B(α, β)
∼→ π(r, λ, χ)ss ⊕ π([p− 3 − r], λ−1, χωr)ss.
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証明 . まず,（２）ならば（１）が成り立つこと, （４）ならば（３）が成り立
つことは定理 3.11, 3.13から直ちに従う. （１）ならば（２）が従うこと（の
概略）. まず, 前章の主定理 2.14により, ψ−∞(D](α, β))b ∼→ B∗(α, β)|B であっ
た. これと, ψ−∞(−])がエタール (ϕ,Γ)加群から B の表現への完全関手である
という事実を用いると, D(α, β)の OE 格子 D0 に対して, B 加群としての同型
ψ−∞((D0/πED0)

])
∼→ ψ−∞(D]

0)/πEψ
−∞(D]

0)を得る. この同型の左辺は,（１）の
とき ψ−∞((D0/πED0)

])
∼→ (π(r, 0, χ))∗|B となることが計算されている. 右辺は,

ψ−∞(D]
0)がB∗(α, β)のO[B]格子なので, ψ−∞(D]

0)/πEψ
−∞(D]

0)
∼→ B

∗
(α, β)|Bと

なることが示せる. これで,（４）の同型をBに制限したものが得られたことにな
るが, 実はこのような同型はいつもGL2(Qp)の同型に拡張できることが知られて
いる. （４）ならば（３）の証明も同様に行う. 詳しい証明は [Be,Theorem 3.1.1]

3.2 p進局所 Langlands対応と古典的局所 Langlands対応の両
立性

最後に, p進局所 Langlands対応と古典的な局所 Langlands対応との関係につい
て簡単にではあるが解説したい.

このためには, 前小章で定義したD(−)とは逆向きの関手, つまり (ϕ,Γ)加群
からGの表現への関手が必要になる. これを定義するためには, (ϕ,Γ)加群に現
れる様々な周期環と第二章で現れた様々な p進解析的関数の空間 (Cr(Zp,O))や
その双対空間との絶妙な深い関係を用いて定義され, 非常に面白いのであるが今
回は省略することにする. ここでは, 次の定理を紹介するだけにとどめる.

定理 3.15. Dをランク２の E上の既約エタール (ϕ,Γ)加群とする. このとき, 既
約なΠ(D) ∈ RepE(G)で, D(Π(D))

∼→ D∗(1)を満たすものを標準的な仕方で構
成することができる.

証明 . [Co08,Theorem 0.9.1]

この定理から, ランク２の E上の既約 (ϕ,Γ)加群Dに対して,標準的なやり方
で Π(D)を得ることができるが, 以下, V (D)が de Rham表現であるということ
と Π(D)が局所代数的ベクトルを持つこととの関係について解説していきたい.
まず, Π ∈ RepL(G)に対して, v ∈ Πが局所代数的ベクトルであるとは, 任意の
µ ∈ Π∗に対して定まるGの関数G → E : g 7→ µ(gv) が, Gの局所代数的関数に
なっていることと定義する.（ここで, Gの関数 f : G→ Eが局所代数的であると

は, 局所的に f がGの成分
(
a b
c d

)
, a, b, c, dと 1

ad−bc
のE係数の多項式になって

いることとする. ）Πalg ⊆ ΠをΠの局所代数的ベクトルのなす部分E[G]加群と
する.

定理 3.16. Dを E上のランク２既約エタール (ϕ,Γ)加群とし, V (D)をFontaine
の関手で対応するGQp の表現とする. このとき, 次の２条件は同値,
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(1) Π(D)alg 6= 0,

(2) V (D)は相異なるHodge-Tate重みをもつ de Rham表現になる.

さらに, 上の条件を満たすとき, V (D)の Hodge-Tate重みを a < bとおくと,
Π(D)alg = Π(D)lc ⊗ Symb−a−1 ⊗ detaとなる. ここで, Π(D)lcは Gの滑らか許
容的表現.

証明 . [Co08,Theorem 0.11.1]

V (D)が de Rham 表現のとき上, 定理のΠ(D)lcについてより詳しいことが分
かる. V をランク２のGQp の de Rham 表現とする.（Bergerの定理から, V は潜
在準安定表現なので,）Fonaineの関手によってE上のランク２のWeil-Deligne表
現Dpst(V )が得られる. Dss

pstをDpst(V )のFrobenius半単純化とすると, 古典的な
GL2(Qp)の局所 Langlands対応により, Dpst(V )ssに対してGの既約許容的滑ら
か表現 LL(Dpst(V )ss)が定まる. (表現の係数は, （Eを十分大きくして）Eであ
るとする.）

定理 3.17. Dを前定理の条件 (1), (2)を満たす (ϕ,Γ)加群とする. このとき,

Π(D)lc ∼→ LL(Dss
pst)

証明 . この定理は、V が critabelline 表現の場合, 潜在的クリスタリンではな
い潜在的準安定表現の場合には, [Co08,Tehorem, 6.6.46]において証明されてい
る. それ以外の場合（cristabellineではない潜在的クリスタリン表現の場合は、
Emertonの大域的な議論を用いて, 条件付で証明されている.）より詳しい内容は,
[Co08,Theorem 0.21]とその後に続く注意を参照.
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