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0 はじめに.

本稿は「R = T の最近の発展についての勉強会」(2008年 3月 17～21日, 八ヶ岳) におけ
る講演「Review of Taylor-Wiles system」の報告書である. 4章はKisinによる修正Taylor-

Wiles系 (本報告集 [Y]参照)により不要になり, 3章は底変換と正定値四元数代数上の保型
形式を用いることで容易に示すことができるもので置き換えることができるようになった
(そういう理由で講演では 1章, 2章, 5章を紹介し 3章と 4章は軽く触れるのとどめた)が,

Kisinの修正Taylor-Wiles系の解説は [Y]に譲ることにしてKisin以前のTaylor-Wiles系を
本稿では復習する. また, 5章はTaylor-Wile系の話題ではないが, 潜在的保型性 ([T2], [T3],

[HSBT])や Serre予想の証明のテクニック ([Kh1], [KW1], [KW2], [KW3]) の原型にあたり,

講演において紹介したことと, 本報告集の他稿との関連から本稿に入れることにした. そう
いうわけで, 1章と 2章 (と 6章)の次に [Y](と本報告集今井氏の記事)を読むのが速習コー
スと思われる. Diamond-藤原の改良を使っているぶん [DDT]より簡素化されてはいるもの
の, 3章と 4章が入ったことで記述が [DDT]に近いものとなってしまったのが少し残念で
ある.

この勉強会は多くの方のご協力の上に初めて成り立ったものであることを筆者は痛感し
ている. 報告集の原稿執筆を引き受けて下さった方々とすべての参加者に感謝する. また,

勉強会運営の資金援助をして下さった柏原正樹先生, 岡本久先生, 松本眞先生, 都築暢夫先
生, 会場とペンションの手配と現地での準備のご協力をして下さった斎藤秀司先生, 報告集
の編者になってくださった斎藤毅先生, 報告集作成の資金援助をしてくださる中村郁先生,

運営の準備に陰ながら多くのご協力とご助言をしてくださった玉川安騎男先生, 勉強会中
の会場設営や買出しなどのお手伝いをして下さった中村健太郎君, 津嶋貴弘君, そして毎朝
おいしい朝ごはんと楽しい懇親会を準備して下さったペンションのオーナーの柳平二四雄
さんに深い感謝の意を表す.

また, 懇親会後に大変迷惑にもベッドで寝ゲロを吐いてしまった. ペンションのオーナー
の柳平二四雄さん, 隣のベッドで臭い思いをなさった安田正大さん, ご自身の汚れていない
ベッドを提供して下さった中村健太郎君, 掃除をして下さった中村健太郎君と津嶋貴弘君に
この場を借りて深くお詫び申し上げる.

1 可換環論.

EをQpの有限次拡大, O = OE をその付値環, λを極大イデアル, Fを剰余体とする. E

の代数閉包Eを固定する. 次の可換環論的命題がTaylor-Wiles系の鍵となる命題である (適
用する時は, Rは普遍変形環, T は局所化されたHecke環, Hは局所化された保型形式の空
間で各々適当なものをとる).
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命題 1.1 (Diamond-藤原の Taylor-Wiles系) R ³ T を完備 Noether局所O代数の全射と
する. T は有限生成平坦O加群であるとする. Hを 0でない忠実 T 加群でO上有限階数自
由とする. ある自然数 rが存在して, 任意の自然数 nに対して以下の可換図式が存在すると
仮定する.

O[[X1, . . . , Xr]]

²²²²
O[[S1, . . . , Sr]] // Rn

//

²²²²

// // Tn
� � //

²²²²

End(Hn)

²²²²
R // // T

� � // End(H).

(1)

ここで, Rn ³ Tnは完備Noether局所O代数の全射, Tnは有限生成平坦O加群, Hnは忠実
Tn加群でO上有限階数自由なもので以下を満たすもの.

1. Rn/(S1, . . . , Sr)
∼→ R, Tn/(S1, . . . , Sr)

∼→ T, Hn/(S1, . . . , Sr)
∼→ H,

2. AnnO[[S1,...,Sr]](Hn) ⊂ ((S1 + 1)pn − 1, . . . , (Sr + 1)pn − 1),

3. Hn は O[[S1, . . . , Sr]]/AnnO[[S1,...,Sr]](Hn)上自由.

この時, 次が成立.

1. R
∼→ T ,

2. R, T は局所完全交叉 (locally complete intersection)O代数,

3. Hは T 上自由. 2

注意 1.1.1 TnはRn → End(Hn)の像で定義すればいいので定理の条件に出てこなくても
よい. また, 証明でも実際は Tnと証明中で定義する T∞は使わない (R∞が形式冪級数環と
同型で, Auslander-Buchsbaum公式からH∞がR∞上自由であることが分かりさえすれば
よい. Tn, T∞を出さない議論については [Y]参照).

本稿では, オリジナルのTaylor-Wiles系がどのように改良されたのかを見る (6章参照)た
めに便宜的に余分な議論 (Tn, T∞の導入と同型R∞

∼→ T∞) をする. 2

注意 1.1.2 条件で, 以下の 3点が重要である.

1. rは nに依存しない.

2. O[[X1, . . . , Xr]] と O[[S1, . . . , Sr]] の変数の数 r が一致している (少し緩めていうと
O[[X1, . . . , Xr′ ]]の方の変数の数 r′がO[[S1, . . . , Sr]]の方の変数の数 r以下で十分. ユ
ニタリ群でのR = T 定理ではこの緩めたものを使用する ([CHT], [T4])).
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3. 各 nに対して可換図式 (1)が存在することのみ仮定しており, nについての整合性は
仮定しない. 特に, Rn+1 → Rnなどの射の存在は仮定しない. O[[X1, . . . , Xr]]につい
ての条件もRnの位相的生成元の個数が r個以下であることを言っているだけである.

2

注意 1.1.3 ごく大雑把に言うと, O[[X1, . . . , Xr]] ³ Rnの部分が “Rが十分小さい”ことを
言っており, 仮定の 2, 3が “T とHが十分大きい”ことを言っている. 2

証明 R, T , H, Rn, Tn, Hn, O[[X1, . . . , Xr]], O[[S1, . . . , Sr]]を⊗OFしたものに置き換えて証
明すれば十分. a := ker{R ³ T}, am := ((S1+1)pm−1, . . . , (Sr +1)pm−1) ⊂ F[[S1, . . . , Sr]]

とする. m ≤ nに対して,

R′
n,m := Im{Rn → (R/mRa⊕ Tn/am)}

とおく (mRはRの極大イデアル). この時,

#R′
n,m ≤ #(R/mRa)(#F[[S1, . . . , Sr]]/am)dimF T < ∞

に注意する. ここで, 可換図式

F[[X1, . . . , Xr]]

²²²²
F[[S1, . . . , Sr]] // R′

n,m
//

²²²²

// // Tn/am
� � //

²²²²

End(Hn/am)

²²²²
R/mRa // // T

� � // End(H)

を Sn,mとおく (m ≤ n). mを固定したとき, 上の注意からこういう可換図式の同型類は有
限 (“同型類”をより正確に言うと, 可換図式

F[[X1, . . . , Xr]]

²²²²
F[[S1, . . . , Sr]] // A′ //

²²²²

// // B′ � � //

²²²²

End(M ′)

²²²²
A // // B

� � // End(M)

で

1. A′/(S1, . . . , Sr)
∼→ A, B′/(S1, . . . , Sr)

∼→ B, M ′/(S1, . . . , Sr)
∼→ M,

2. AnnO[[S1,...,Sr]](M
′) ⊂ ((S1 + 1)pm − 1, . . . , (Sr + 1)pm − 1),
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3. M ′は F[[S1, . . . , Sr]]/AnnF[[S1,...,Sr]](M
′)上自由

を満たすものと,その間の射として準同型射A′
1 → A′

2, B′
1 → B′

2, M ′
1 → M ′

2, A1 → A2, B1 →
B2, M1 → M2の組で両者の可換図式と整合的なものを考え (F[[X1, . . . , Xr]], F[[S1, . . . , Sr]]

上では恒等射), 同型射として上の準同型射がすべて同型なものを考える).

従って, nの部分列 n(m)を

• 無限個の nに対して Sn(m),m
∼= Sn,m,

• m > 1の時, Sn(m),m−1
∼= Sn(m−1),m−1

となるようにとれる (下図参照).

Sn(m+1),m+1

²²²²

(∼= ∃∞n Sn,m+1)

Sn(m+1),m
∼= Sn(m),m

²²²²

(∼= ∃∞n Sn,m)

Sn(m),m−1
∼= Sn(m−1),m−1 (∼= ∃∞n Sn,m−1)

これで {Sn(m),m}mは整合系になる (この議論をTaylor-Wiles系の貼り合せの議論 (patching

argument)という)ので,

R∞ := lim←−
m

R′
n(m),m, T∞ := lim←−

m

Tn(m)/am, H∞ := lim←−
m

Hn(m)/am

と置くと, 可換図式

F[[X1, . . . , Xr]]

²²²²
F[[S1, . . . , Sr]] //

� y

,,XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX R∞ // // T∞_�

²²
End(H∞)

が得られる. ここで, ∩man(m)=0と仮定2, 3より,斜めの射が単射であることに注意. 従って,

F[[S1, . . . , Sr]] → R∞も単射であり, R∞のKrull次元は r以上. もし全射F[[X1, . . . , Xr]] ³
R∞ の核が 0でなければ, R∞ の Krull次元は r 未満になるので, この全射は同型 (ここ
で O[[X1, . . . , Xr]]と O[[S1, . . . , Sr]]の変数の数が一致することを使った). また, R∞ の
End(H∞)での像はF[[S1, . . . , Sr]]を含むためにKrull次元は r以上であり, もし全射R∞ ³
T∞ の核が 0でなければ, R∞(∼= F[[X1, . . . , Xr]])の End(H∞)での像のKrull次元は r未満
になるので, この全射も同型:

F[[X1, . . . , Xr]]
∼−→ R∞

∼−→ T∞ ↪→ End(H∞).
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ここでAuslander-Buchsbaum公式

depthF[[X1,...,Xr]]H∞ + proj.dimF[[X1,...,Xr]]H∞ = depth F[[X1, . . . , Xr]]

とdepthF[[X1,...,Xr]]H∞ ≥ r, depth F[[X1, . . . , Xr]] = rをあわせると, H∞はF[[X1, . . . , Xr]](∼=
T∞)上自由であることが分かる. あとは仮定 1を使えば, Rが F上完全交叉代数であること
と, 同型R

∼→ T と, Hが T 上自由であることが分かる. 2

以下の章で, R, T , H, Rn, Tn, Hnを定義しつつこの命題の仮定が成り立つことを示してい
く. 2章ではRとRn, 3章では T , TnとH, Hnを扱う. 前者はGalois表現の普遍変形環で
ありその性質はGaloisコホモロジーの計算によって示される. 後者はHecke環とHecke加
群であり, その性質はモジュラー曲線のコホモロジーの計算によって示される.

2 普遍変形環.

この章では, [W1], [TW]で実際にTaylor-Wiles系を適用する際の前章での “Rが十分小さ
い”にあたるRの位相的生成元の個数の評価を 2.1, 2.2, 2.3節で行い, 2.4節でTaylor-Wiles

型の普遍変形環RQ のO[[S1, . . . , Sr]]代数構造を定義する.

Rの位相的生成元の個数の評価のおおまかな方針は以下の通り (記号の意味は各節を参
照).

1. 普遍変形環の接空間は随伴表現の Selmer群と同型である (2.1節)

Hom(mRΣ
/m2

RΣ
,F) ∼= H1

Σ(Q, ad0ρ̄),

2. Tate-Poitou大域的双対性と大域的 Euler指標公式により, Selmer群の計算が双対
Selmer群と簡単に計算できる局所項たちの和で書ける (2.2節)

dim H1
Σ(Q, ad0ρ̄) = dim H1

Σ⊥(Q, ad0ρ̄(1)) +
∑

v

(dim LΣ,v − dim H0(Qv, ad0ρ̄)),

3. Cebotarev密度定理と PSL2(F)の部分群の分類を使い, うまく素数の有限集合Qnを
とることで双対 Selmer群を消す (2.3節)

H1
Q⊥n

(Q, ad0ρ̄(1)) = 0.

4. 以上を組み合わせて,

dim mRQn
/m2

RQn
= dim H1

Qn
(Q, ad0ρ̄) = #Qn

を得る. ここで, 完全系列

0 → H1
Q⊥n

(Q, ad0ρ̄(1)) → H1
∅⊥(Q, ad0ρ̄(1)) →

⊕
v∈Qn

H1(Fv, ad0ρ̄(1)) → 0

38

38



より,

#Qn = dim H1
∅⊥(Q, ad0ρ̄(1))

となり, これは nに依らない.

以下の 2点が重要.

1. RQn の位相的生成元の個数#Qnが nに依らない (注意 1.1.2の 1参照).

2. RQnの位相的生成元の個数#QnがTaylor-Wiles系で“膨らませるパラメータ (S1, . . . , Sr

のこと)の個数” と一致する (注意 1.1.2の 2と 2.4章参照).

2.1 随伴表現のSelmer群と普遍変形環の接空間.

Gを位相的有限生成な副有限群, ρ̄ : G → GLd(F)を絶対既約な連続表現とする. adρ̄ :=

End(ρ̄), ad0ρ̄ := End(ρ̄)tr=0 とおく. これらにはGが連続に作用する. (adρ̄)∨ ∼= adρ̄であ
る ((−)∨は Pontrjagin双対). χ : G → O×を連続指標で χ ≡ det ρ̄ mod λを満たすものと
する.

Dを副有限O[G]加群と連続準同型のなす圏の充満部分圏で, 部分と商と直積について閉
じていて, かつ ρ̄を含むものとする. 次の変形関手を考える:

(
完備Noether局所O代数Aと同型射A/mA

∼→ F
)
−→ (集合)

A 7→ Defχ
ρ̄ (A) :=

(
圏Dに入る連続表現 ρA : G → GLd(A)で,

ρA ≡ ρ̄ mod mA, det ρA = χを満たすもの

)
/ ∼ .

ここで同値関係∼は ker{GLd(A) → GLd(F)} での共役. Defχ
ρ̄ (A)の元を ρ̄の (O, χ, D)型

の変形と呼ぶ.

定理 2.1 変形関手Defχ
ρ̄ は表現可能. 即ち, ある (O, χ, D)型の変形

ρRD
: G −→ GLd(RD)

が存在して, 任意の (O, χ, D)型の変形 ρA : G −→ GLd(A) に対して, 準同型 f : RD → A

が一意的に存在して f ◦ ρRD
∼ ρAを満たす. 2

証明は [DDT, 2.6], [S1]参照. 2

D の元 ρ : G → GLd(O/λn) に対して同型 Ext1
O/λn[G](adρ, adρ) ∼= H1(G, adρ) での

Ext1
D∩(O/λn[G]−Mod)(adρ, adρ) の像を H1

D(G, adρ)とおく. H1
D(G, ad0ρ) := H1

D(G, adρ) ∩
H1(G, ad0ρ) とおく.
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補題 2.2 Fベクトル空間の標準的な同型

H1
D(G, ad0ρ̄) ∼= HomF(mRD

/(λ, m2
RD

),F)

が存在する. 2

証明

H1
D(G, ad0ρ̄) ∼= Defχ

ρ̄ (F[ε]/(ε2)) ∼= HomO-alg(RD,F[ε]/(ε2)) ∼= HomF(mRD
/(λ, m2

RD
),F).

ここで,最初の同型は余輪体g 7→ φ(g)に対して, g 7→ (1+φ(g)ε)ρ̄(g)を対応させる射. φが余
輪体なのでこれは表現になり ((1+φ(gh)ε)ρ̄(gh) = (1+(φ(g)+ρ̄(g)φ(h)ρ̄(g)−1)ε)ρ̄(g)ρ̄(h) =

(1 + φ(g)ε)(1 + ρ̄(g)φ(h)ρ̄(g)−1ε)ρ̄(g)ρ̄(h) = (1 + φ(g)ε)ρ̄(g)(1 + φ(h)ε)ρ̄(h)), 余境界が
同値 ∼に対応する ((1 + (A − ρ̄(g)Aρ̄(g)−1)ε)ρ̄(g) = (1 + Aε)(1 − ρ̄(g)Aρ̄(g)−1ε)ρ̄(g) =

(1 + Aε)ρ̄(g)(1 + Aε)−1)ことに注意. 2つ目の同型はRDの普遍性. 最後の同型はmRD
への

制限から誘導されるもの. 2

2.2 Selmer群の計算.

M を連続離散Gal(Q/Q)加群で#M が有限なものとする. L = {Lv}vをH1(Qv,M)の
部分空間 Lvの族で,

{v | Lv 6= H1(Fv,M
Iv)}

が有限なものとする (Ivは vでの惰性群). 局所条件Lに関する Selmer群を

H1
L(Q,M) := ker{H1(Q, M) → ⊕vH

1(Qv,M)/Lv}
と定義する. L⊥v ⊂ H1(Qv,M

∨(1))を局所 Tate双対性での Lv の直交補空間とし, L⊥ :=

{L⊥v }vとおく. 双対 Selmer群を

H1
L⊥(Q,M∨(1)) := ker{H1(Q,M∨(1)) → ⊕vH

1(Qv,M
∨(1))/L⊥v }

と定義する.

定理 2.3 ([DDT, Theorem 2.18]) H1
L(Q,M)は有限であり,

#H1
L(Q,M)

#H1
L⊥(Q,M∨(1))

=
#H0(Q,M)

#H0(Q, M∨(1))

∏
v≤∞

#Lv

#H0(Qv, M)

が成立. 2

注意 2.3.1 Lvは有限個を除いてH1(Fv,M
Iv)と一致し, 完全系列

0 → H0(Qv,M) → M Iv → M Iv → H1(Fv,M
Iv) → 0

より#H1(Fv,M
Iv) = #H0(Qv,M) なので, 上の積は実質有限積であることに注意. 2
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証明 Qの素点の有限集合 Sを

S ⊃ {∞} ∪ {v | v | #M} ∪ {v | M は vで分岐 } ∪ {v | Lv 6= H1(Fv,M
Iv)}

となるようにとる. QS を Qの S の外最大不分岐拡大とし, GS := Gal(QS/Q)とおく.

H1(GS,M)の有限性と完全系列

0 → H1
L(Q,M) → H1(GS,M) → ⊕v∈SH1(Qv,M)/Lv

より, H1
L(Q,M)は有限. Tate-Poitou大域的双対性の完全系列

0 // H0(GS,M) // (⊕v∈SH0(Qv, M))/(1 + c0)M // H2(GS, M∨(1))∨

²²
H1(GS,M∨(1))∨ ⊕v∈SH1(GS,M)oo H1(GS, M)oo

(ここで, (1 + c0)M はH0(Q∞, M)に入っている (c0は複素共役))と完全列

⊕v∈SLv → H1(GS,M∨(1))∨ → H1
L⊥(Q,M∨(1))∨ → 0

より, 完全系列

0 // H0(GS,M) // (⊕v∈SH0(Qv,M))/(1 + c0)M

²²
⊕v∈SLv

²²

H1
L(Q, M)oo H2(GS, M∨(1))∨oo

H1(GS,M∨(1))∨ // H1
L⊥(Q,M∨(1))∨ // 0

がでる. これと大域的 Euler指標公式

χ(GS, M∨(1)) =
#H0(R,M∨(1))

#M∨(1)
=

1

#(1 + c0)M

から定理が従う. 2

p > 2と仮定する. 埋め込みQ ↪→ Eを固定する. ρ̄ : Gal(Q/Q) → GL2(F)を絶対既約な
連続表現とする. 以下では ρ̄の変形関手と ad0ρ̄の Selmer群を考える.

(ad0ρ̄)∨ ∼= adρ̄/F · 1であるが, p > 2より, adρ̄/F · 1 ∼= ad0ρ̄である (p = 2の時は中心F · 1
が ad0ρ̄に入り, ad0ρ̄ � adρ̄/F · 1となるため, 以下で見るGaloisコホモロジーの計算を修正
しないといけない. 結論から言うと, その修正による寄与は p = 2の時に存在する無限素点
の項の寄与とキャンセルされることになる. [KW3]参照.).

ρ̄に関して, 以下の仮定をおく:
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1. ρ̄は保型的, すなわち, ある正規化された Hecke固有形式 f が存在し, ほとんど全て
の素数 `に対して (固定した埋め込み Q ↪→ E に関して) 極大イデアルを法として
Trρ̄(Fr`) ≡ a`(f)が成立する (Frは算術的 Frobenius),

2. det ρ̄ = ε (εは法 p円分指標),

3. ρ̄は全ての素点で準安定, 即ち,





• ` 6= p の時, ρ̄|I`
'

(
1 ∗
0 1

)
,

• ` = p の時, ρ̄|Dp は Zp 上有限平坦群スキームからくる (平坦という)か,

　あるいは, ρ̄|Dp に作用で安定な 1次元部分空間W で,

　W |Ip は ε で作用し, (ρ̄/W )|Ip は自明な表現になるものが存在すること (通常という)

　 (Dp は p での分解群).

(ここで, pでは平坦または通常を準安定とよんでいる. 平坦かつ通常なこともある.)

例えば, Eをすべての素点で準安定還元を持つQ上の楕円曲線とした時, E[p]がGal(Q/Q)

の表現として既約であれば, E[p]は保型性以外の仮定を満たす (p = 3であれば保型性も満
たす (5章参照).). pの外でもこのような条件を課す理由は注意 3.6.2参照.

Taylor-Wiles系はより一般の状況 (総実代数体の場合や, pや pの外での局所条件を緩め
たものなど) でも適用可能だが, 本稿では簡単のためと [W1][TW]を復習する目的で以上の
ような条件をおく.

また, L := Q(
√

(−1)(p−1)/2p)とおくと, 上の仮定から

(L): ρ̄|Gal(Q/L) は絶対既約 (2)

である ([DDT, Lemma 3.24])ことも分かる (ρ̄の保型性とレベル下げを使うことに注意). こ
の条件 (L)は以下Taylor-Wiles系の構成でしばしば出てくる重要な条件である.

Σを素数の有限集合とする. ρ̄の変形 ρA : Gal(Q/Q) → GL2(A)がΣ型の変形とは, 以下
を満たすときにいう:

• det ρA = ε (εは p進円分指標),

• ρA|Dp は準安定,

• もし p /∈ Σで ρ̄|Dp が平坦なら, ρA|Dp も平坦,

• もし ` /∈ Σ ∪ {p}で ρ̄が `で不分岐なら, ρAも `で不分岐,

• もし ` /∈ Σ ∪ {p}なら, ρA|I`
'

(
1 ∗
0 1

)
.
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大雑把に言うと, 局所条件としてΣの中ではどんな変形でも許し (pでは準安定な変形のみ
許し), Σの外では ρ̄と同程度な分岐をもった変形のみを許している. 例えば, Q上の楕円曲
線Eが pで準安定還元をもち, E[p]がGal(Q/Q)の表現として既約ならば, Eが悪い還元を
持つ素数をすべて含むようなΣに対して TpEはE[p]のΣ型の変形である.

ρ̄の Σ型の変形 ρ : Gal(Q/Q) → GL2(O/λn)に対して, 以下のH1(Q, ad0ρ)の局所条件
LΣを考える.

• もし ` ∈ Σ \ {p}なら, LΣ,` := H1(Q`, ad0ρ)

• もし ` /∈ Σ ∪ {p}なら, LΣ,` := H1(F`, (ad0ρ)I`)

• もし p ∈ Σなら, LΣ,p := H1
st(Qp, ad0ρ) := H1(Qp, ad0ρ) ∩H1

st(Qp, adρ)

• もし p /∈ Σなら, LΣ,p := H1
f (Qp, ad0ρ) := H1(Qp, ad0ρ) ∩H1

f (Qp, adρ)

ここで,

H1
st(Qp, adρ) := Im{Ext1

semistable(ρ, ρ) → H1(Qp, adρ)},

H1
f (Qp, adρ) :=

{
H1

st(Qp, adρ), ρ が平坦でない時,

Im{Ext1
flat(ρ, ρ) → H1(Qp, adρ)}, ρ が平坦の時.

また, p > 2のためH1(R, ad0ρ) = 0となるので, LΣ,∞は 0とおく. これにより, Selmer群
H1

Σ(Q, ad0ρ) := H1
LΣ

(Q, ad0ρ)と双対 Selmer群H1
Σ⊥(Q, ad0ρ(1)) := H1

L⊥Σ
(Q, ad0ρ(1)) が定

まる. Σ = ∅の時を極小という.

DΣをΣ型の変形のなす圏とすると, ρ̄の変形として固定した素数の有限集合Σ∪{p}∪{v |
v で ρ̄ は分岐 } の外で不分岐なもののみを考えているため, Gal(Q/Q)の位相的有限生成
な商に関する表現と考えられるので, 前節の結果から普遍変形環 RΣ := RDΣ

が存在する
([DDT, Theorem 2.41], [S1]参照). この時, Selmer群 H1

Σ(Q, ad0ρ)は 2.1節で定義した
H1

DΣ
(Q, ad0ρ)と一致することが以下のように分かる. pでは定義は同じ. ` ∈ Σ\{p}はとも

に条件なし. ` /∈ Σ∪{p}で ρ̄が `で不分岐の時は ρの変形 ρAに対して対応するH1(Q, ad0ρ)

の元がH1(I`, ad0ρ)で 0になることを言い換えると ρA|I`
' ρ|I`

⊗O A となることから分か
る. ` /∈ Σ ∪ {p}で ρ̄が `で分岐する時はH1(I`, ad0ρ)

∼→ H1(I`, ad0ρ/(ad0ρ)I`)なので, ρの
変形 ρAに対して対応するH1(Q, ad0ρ)の元がH1(I`, ad0ρ)で 0になることを言い換えると,

ρA|I`
の像が上三角冪単部分群に入るような表示をとった時N をGL2の上三角冪零部分群

として ρA|I`
' ρ|I`

⊗O A mod N となることから分かる.

以上のことと補題 2.2, 定理 2.3から

H1
Σ(Q, ad0ρ̄) ∼= HomF(mRΣ

/(λ, m2
RΣ

),F)

と
#H1

Σ(Q, ad0ρ̄)

#H1
Σ⊥(Q, ad0ρ̄(1))

=
#H0(Q, ad0ρ̄)

#H0(Q, ad0ρ̄(1))

∏

v∈Σ∪{p,∞}

#LΣ,v

#H0(Qv, ad0ρ̄)

が分かる. ここで上式の各項は以下のように計算される.
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命題 2.4 1. H0(Q, ad0ρ̄) = 0,

2. H0(Q, ad0ρ̄(1)) = 0,

3. v = ∞の項:
#LΣ,∞

#H0(R,ad0ρ̄)
= (#F)−1,

4. v 6= ∞, pの項:
#LΣ,v

#H0(Qv ,ad0ρ̄)
= #H0(Qv, ad0ρ̄(1)). もし v ≡ 1 mod pかつ ρ̄(Frv)の固

有値が相異なれば, この値は#F,

5. v = pの項: p /∈ Σの時,
#LΣ,p

#H0(Qp,ad0ρ̄)
= #F. 2

p ∈ Σの時は命題 4.5参照.

証明 1. ρ̄が既約なので従う.

2. H0(Q, ad0ρ̄(1)) 6= 0ならば p = 3かつ ρ̄|Q(
√−3)が絶対既約ではない, ということが以

下のようにして分かるため, 条件 (L)とあわせると従う (ここで条件 (L)は p = 3の時
のみ使う). ad0ρ̄(1) ∼= Sym2ρ̄なので, H0(Q, ad0ρ̄(1))の元はGalois不変な対称二次形
式である. 0でない元をとってくる. もしそれが非退化でないなら, 核はGalois不変で
ρ̄の既約性に矛盾するので, 非退化である. この時, ρ̄の像は (その二次形式に関する)

直交群に含まれる. det ρ̄ = εであるが, p 6= 3の時は ε2 6= 1なので矛盾するし, p = 3

の時の時は ρ̄|Q(
√−3)は絶対既約にはなりえない.

3. ρ̄(c0)の固有値は 1, −1なので ad0ρ̄(c0)の固有値は 1, −1, −1であることから従う.

4. 局所的Euler指標公式より, #H1(Qv ,ad0ρ̄)

#H0(Qv ,ad0ρ̄)
= #H2(Qv, ad0ρ̄)であり, 局所Tate双対性よ

り, これは#H0(Qv, ad0ρ̄(1))と一致する. v ≡ 1 mod pかつ ρ̄(Frv)が相異なる固有
値 α, βを持つ時は, ad0ρ̄(1)(Frv)の固有値は Fで v ≡ 1, vα/β 6= 1, vβ/α 6= 1である
ことより従う.

5. Fontaine-Laffaille理論を用いる. 4章で使う目的から以下の一般化した形で証明する.

命題 2.5 ρ : Gal(Q/Q) → GL2(O/λn)をΣ型の変形とする. p /∈ Σの時,

#LΣ,p

#H0(Qp, ad0ρ)
= #O/λn. 2

証明 MFOを以下を満たす組 (D, D0, φ−1, φ0)と構造を保つ準同型 (O加群の準同型でD0

を保ち φ−1, φ0と整合的なもの) のなす圏とする.

• DはO加群でD0はその部分O加群,

• φ−1 : D → D, φ0 : D0 → DはO加群の準同型,

• #Dは有限,
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• φ−1|D0 = pφ0, Imφ−1 + Imφ0 = D.

Fontaine-Laffaille理論より,この圏MFOは位数有限なO[GQp ]加群で平坦なもののなす圏と
圏同値. D = (D, D0, φ−1, φ0)を ρに対応するFontaine-Laffaille加群とする. H1

f (Qp, adρ) ∼=
Ext1

flat,O/λn[GQp ](ρ, ρ) ∼= Ext1
MFO(D, D)であり, RHom(D,D)は以下の 2重複体に付随した

複体で計算される:

HomO(D, D)
|D0 // HomO(D0, D)

HomF (D,D)·φ0−φ0·|D0

//

·φ−1−φ−1·
OO

HomO(D0, D).

p

OO

ここで, 左下が次数 0の項, HomO は O加群の準同型, HomF は O加群の準同型でD0を
D0 にうつすもの, 左の縦の射は a 7→ aφ−1 − φ−1aで, 下の横の射は a 7→ aφ0 − φ0a|D0 .

左上, 右上, 左下, 右下の F上の次元はそれぞれ 4, 2, 3, 2であり, H0 = HomF,φ(D,D) ∼=
HomGQp

(ρ̄, ρ̄) ∼= H0(Qp, adρ̄), H2 = 0(上の横の射は全射)である. H1(Qp, ad0ρ)は変形の言
葉で言い換えるとH1(Qp, adρ)の中で detが動かないものであり, H1

f (やH1
st)の時, 動きえ

る detは不分岐な指標による捻りだけなので, #(H1
f (Qp, adρ)/H1

f (Qp, ad0ρ)) = #O/λn で
あることを使うと,

#H1
f (Qp,ad0ρ)

#H0(Qp,ad0ρ)
=

#H1
f (Qp,adρ)

#H0(Qp,adρ)
= (#O/λn)4+2−2−3 = #O/λn. 2

最後に残された双対 Selmer群であるが, 次節で素数の有限集合ΣとしてうまくとったQn

に対して
H1

Q⊥n
(Q, ad0ρ̄(1)) = 0

を示すことができる. また, Qnの各素数 qは q ≡ 1 mod pかつ ρ̄(Frq)の固有値は相異なる
ようにとれる. 以上のことから, 次節でうまく素数の有限集合Qnをとった時 (p /∈ Qnにも
注意),

dimFH1
Qn

(Q, ad0ρ̄) = #Qn

であり,

H1
Qn

(Q, ad0ρ̄) ∼= HomF(mRQn
/(λ, m2

RQn
),F)

からRQn が#Qn個の元で位相的に生成されることが分かる.

2.3 双対Selmer群の消滅.

本節では素数の有限集合Σをうまくとって双対 Selmer群を消す. この時構成する変形を
Taylor-Wiles型の変形といい, 記号としてΣではなくQを使うことにする. Frobenius準同
型 Frqを算術的 Frobenius (つまり, a 7→ aq)とし, 局所類体論の同型を素元が Frqに対応す
るものとする. 定理 2.3の証明中でもでてきた完全系列

0 → H1
Q⊥(Q, ad0ρ̄(1)) → H1

∅⊥(Q, ad0ρ̄(1)) →
⊕
q∈Q

H1(Fq, ad0ρ̄(1))
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を考える. 以下の条件を満たす素数の有限集合Qnがとれることを本節で示す.

1. q ∈ Qnに対して, q ≡ 1 mod pn,

2. q ∈ Qnに対して, ρ̄は qで不分岐で ρ̄(Frq)の固有値は相異なる,

3. H1
∅⊥(Q, ad0ρ̄(1))

∼→ ⊕
q∈Q H1(Fq, ad0ρ̄(1)).

この時, 上の完全系列からH1
Q⊥n

(Q, ad0ρ̄(1)) = 0が示される. さらに, 上の条件 1, 2から
dimFH1(Fq, ad0ρ̄(1)) = 1(命題 2.4の 4参照)なので,

dimFH1
∅⊥(Q, ad0ρ̄(1)) = #Qn

となり, #Qnは nに依らないことが分かる.

さて, Cebotarev密度定理より, 次を示せば十分 (H1
∅⊥ の基底の各元に対して以下の定理

のような σ = Frqをとると, 射H1
∅⊥ → ⊕q∈QH1(Fq, ad0ρ̄(1)) が全射になることにも注意).

定理 2.6 0でないコホモロジー類 [ψ] ∈ H1
∅⊥(Q, ad0ρ̄(1)) に対して, 以下を満たす σ ∈

Gal(Q/Q)が存在する:

• σ|Q(ζpn) = 1,

• ρ̄(σ)は相異なる固有値を持つ,

• ψ(σ) /∈ (σ − 1)ad0ρ̄(1). 2

証明 Fn := Qker(ad0ρ̄)
(ζpn) ⊃ Q(ζpn) とおく.

ステップ 1: H1(Fn/Q, ad0ρ̄(1)) = 0を示す.

次の完全系列を考える:

0 → H1(F0/Q, (ad0ρ̄(1))GF0 ) → H1(Fn/Q, ad0ρ̄(1)) → H1(Fn/F0, ad0ρ̄(1))GQ .

p - [F1 : F0]とGQのGal(Fn/F1)への作用が自明であることから

H1(Fn/F0, ad0ρ̄(1))GQ ∼= Hom(Gal(Fn/F1), (ad0ρ̄(1))GQ)

であり, 命題 2.4の 2よりこれは 0になる (ここで条件 (L)は p = 3の時のみ使う). 次に,

H1(F0/Q, (ad0ρ̄(1))GF0 ) = 0を示す. H1(F0/Q, (ad0ρ̄(1))GF0 )は以下の時以外は 0になるの
で, この 2つを仮定する.

1. p | [F0 : Q]かつ,

2. 全射Gal(F0/Q) ³ Gal(Q(ζp)/Q)が存在する時.
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Gal(F0/Q) ∼= (Imρ̄)/F · 1に注意する. ここで PSL2(F)の部分群の分類を使う. p > 3の
時, PSL2(F)の部分群で位数が pで割れ, Z/(p− 1)Zに全射があるものを考えると, Imρ̄は
Borel部分群の共役に含まれるものしかないが, これは ρ̄の既約性に矛盾. p = 3の時は
ρ̄の既約性から Imρ̄は Borel部分群の共役に含まれないし, 全射 Imρ̄ ³ Z/2Zの存在から
Imρ̄はA5(5次交代群)と同型ではないので, Imρ̄ ∼= PGL2(F3r)か Imρ̄ ∼= PSL2(F3r)となる.

S4
∼= PGL2(F3), A4

∼= PSL2(F3) (この同型は PGL2(F3)の P1(F3)への一次分数変換を考
えるとすぐに分かる) よりこの場合も上記の場合に入っていることに注意. 2 - p = 3より
H1(F0/Q, ad0ρ̄(1)) ∼= H1(F0/Q(ζ3), ad0ρ̄(1)) ∼= H1(F0/Q(ζ3), ad0ρ̄) なので

H1(SL2(F3r), End0(F2
3r)) = 0

を示せば十分. これは群のコホモロジーの計算としてよく知られている (一般に F3r だけ
でなく, q 6= 5, 2 - qである Fq に対して知られている [DDT, Lemma 2.48]. 方針として
は, U ⊂ Bをそれぞれ G = SL2(Fq)の冪単部分群と Borel部分群, pを qを割る素数とす
ると, p - [G : B], [B : U ]よりH1(G, End0(F2

q)) ↪→ H1(B, End0(F2
q)) H i(B, End0(F2

q))
∼=

H i(U, End0(F2
q))

B/U (i ≥ 0)であり, #F = 3では ker{1+σ +σ2}/(1+σ)End0 = 0, #F > 5

ではEnd0に各部分商が 1次元になるフィルトレイションを入れて長完全系列で計算すると
H1(U, End0(F2

q))
B = 0が分かる.).

ステップ 2: 残り.

ステップ 1 (H1(Fn/Q, ad0ρ̄(1)) = 0)と完全系列

0 → H1(Fn/Q, ad0ρ̄(1)) → H1(Q, ad0ρ̄(1)) → H1(Fn, ad0ρ̄(1))GQ(∼= HomGQ(GFn , ad0ρ̄(1)))

から 0 6= ψ(GFn) ⊂ ad0ρ̄(1)が従う. ad0ρ̄(1)は条件 (L)より既約Gal(Fn/Q)加群である (命
題 2.4の 2の証明参照. ここで条件 (L)は p = 3の時のみ使う)ので, ψ(GFn) = ad0ρ̄(1). ま
ず条件 1, 2を満たすような σ0 ∈ GQ(ζpn )がとれることを示す. もし条件 2を満たすような σ0

がとれないとすると, ρ̄(GQ(ζpn ))はトーラスに含まれるか, GQ(ζpn)の作用で安定な 1次元部
分空間をもつ. 前者の時は ρ̄はQ(ζpn)に含まれる 2次体の指標からの誘導表現であり, ρ̄|L
が可約になり矛盾 (ここで条件 (L)は p 6= 3の時も使う). 後者の時はその 1次元部分空間は
GQの作用でも安定なので ρ̄の既約性に矛盾する. よって条件 1, 2を満たす σ0 ∈ GQ(ζpn )を
とれる. この時, (σ0 − 1)ad0ρ̄(1) 6= ad0ρ̄(1) = ψ(GFn) に注意する. ここで, τ ∈ GFn をうま
くとることで

ψ(τσ0) = τψ(σ0) + ψ(τ) = ψ(σ0) + ψ(τ) /∈ (σ0 − 1)ad0ρ̄ = (τσ0 − 1)ad0ρ̄

となるようにとれることを示せば証明が終わる. もしψ(σ0) /∈ (σ0− 1)ad0ρ̄ならば τ = 1と
とればよい. もし ψ(σ0) ∈ (σ0 − 1)ad0ρ̄ならば, ψ(τ) /∈ (σ0 − 1)ad0ρ̄(1)となる τ ∈ GFn を
とればよい (このステップ 2の別証明については [T3, Lemma 2.5]参照). 2
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2.4 Taylor-Wiles型普遍変形環のO[∆Q]代数構造.

Q := Qnとおく. q ∈ Qに対して, ∆q を (Z/qZ)×の最大 p冪商とし, ∆Q :=
∏

q∈Q ∆q

とおく. ∆′
Qを

∏
q∈Q(Z/qZ)× ³ ∆Qの核とする. 本節では RQの O[∆Q] ∼= O[[Sq : q ∈

Q]]/((1 + Sq)
#∆q − 1 : q ∈ Q) 代数の構造を考える. ここで, パラメータ Sqたちの数が#Q

であり, これがRQの位相的生成元の個数と一致することが重要である (1.1.2の 2参照).

合成
Gal(Q/Q) ³ Gal(Q(ζq)/Q) ∼= (Z/qZ)× ³ ∆q

を χqとし, χQ :=
∏

q∈Q χq : Gal(Q/Q) ³ ∆Q とおく. 各 q ∈ Qに対して ρ̄(Frq)の固有値
αqを選んでおく.

補題 2.7 Q型普遍変形 ρRQ
: Gal(Q/Q) → GL2(RQ) に対して, ξq(Frq) ≡ αq mod mRQ

と
なる指標 ξq : Dq → R×

Qで,

ρRQ
|Dq ∼

(
ξq 0

0 εξ−1
q

)

となるものが存在する.

証明 FrqのDqへの持ち上げもFrqと書くことにする. ρ̄(Frq)は相異なる固有値αq, βqをも

つので, Henselの補題から ρRQ
(Frq) =

(
α̃q 0

0 β̃q

)
と書ける. ρ̄は qで不分岐なため, ρRQ

|Iq

の像は副 p群 12 + M2(mRQ
)に入るので ρRQ

は qで馴分岐 (tamely ramified). 従って, 任意
の σ ∈ Iqに対して ρRQ

(Frq)ρRQ
(σ)ρRQ

(Frq)
−1 = ρRQ

(σ)q. ここから ρRQ
(σ)が対角であるこ

とが分かる. 2

上で ρRQ
が qで馴分岐であることを言ったのと同じ議論から, ξq|Iq は χqを経由する:

Iq

ξq |Iq //

χq

²²

R×
Q

∆q.
ξ′q

>>

ξ′Q : ∆Q → R×
Qを

∏
q∈Q ξ′qで定義する. RQのO[∆Q]代数構造を (ξ′Q)−2から誘導されるも

ので定義する.

注意 2.7.1 このように RQ の O[∆Q]代数構造を定義する理由は, ダイヤモンド作用素で
与えられる充Hecke環でのO[∆Q]代数構造と整合的にするためである (充Hecke環と被約
Hecke環の “捻られた”同型が間にはさまっていることにも注意). 次章参照. 2

次の系は定理 1.1の仮定 1のRの部分である.
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系 2.8 aQをO[∆Q]の付加 (augmentation)イデアルとすると, 標準射RQ → R∅は同型

RQ/aQ
∼→ R∅

を誘導する. 2

3 Hecke環とHecke加群.

この章では, 3.1節で充Hecke環を定義し, 保型形式に付随したGalois表現について軽く
復習する. 3.2節で被約Hecke環を定義し, それが充Hecke環と同型であることを示す. 3.3

節で定理 1.1での “T , Hが十分大きい”にあたるHnのO[∆Q]上の自由性を示す. 充Hecke

はHnのO[∆Q]上の自由性を示すのに使われ, 被約HeckeはGalois表現の係数環として自
然に現れる.

[W1], [TW]での Taylor-Wiles系は TnがO[∆Q]上自由であることを要求していたため,

法 pでの q展開原理と重複度 1を使ってHnが自由 Tn加群であることを示すことで Tnの
O[∆Q]上の自由性を示していた. しかし, Diamond-藤原の改良 ([D1])により, Taylor-Wiles

系は TnのO[∆Q]上の自由性ではなくHnのO[∆Q]上の自由性で機能する上, Taylor-Wiles

系の存在からH が T 上自由であることも導出できるようになった. このようにして, 法 p

での q展開原理と重複度 1という幾何的議論がいらなくなり, 可換環論的議論で置き換わっ
た (6章も参照). 本稿ではDiamond-藤原の方法で紹介する.

この章で示す事柄は, その後さらに改良されて簡単に示すことができる事柄で置き換え
ることが可能になった (注意 3.9.1参照)が, 本稿ではもとの議論を紹介し, 改良版は本報告
集 [Y]と加塩氏の記事参照.

3.1 充Hecke環.

自然数N に対して,

Γ0(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}

⊃ Γ1(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ a ≡ d ≡ 1, c ≡ 0 mod N

}

⊃ Γ(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ a ≡ d ≡ 1, b, c ≡ 0 mod N

}

とする. また, (Z/NZ)×の部分群Hに対して

Γ0(N) ⊃ ΓH(N) :=

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N, d mod N ∈ H

}
⊃ Γ1(N)
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とする. Γ1(N) ⊂ Γ ⊂ Γ0(N)をみたす部分群 Γをとる. S2(Γ)を重さ 2の Γに関する尖点形
式のなす空間とする. S2(Γ,Z)をその中でFourier係数が整数になものとする. よく知られて
いるように, S2(Γ,Z)⊗ZC ∼= S2(Γ)である ([DDT, Theorem 1.31]). また, S2(Γ,Z)はHecke

作用素とダイヤモンド作用素で保たれる. Z代数Aに対して, S2(Γ, A) := S2(Γ,Z)⊗Z Aと
おき, TA(Γ) ⊂ End(S2(Γ, A)) をすべてのHecke作用素 Tn ((n,N) = 1), U` (` | N)とダイ
ヤモンド作用素 〈d〉 ((d, N) = 1)で A上生成される部分 A代数とする ((m,n) = 1に対し
て, (m,N) = 1, (n,N) = 1の時 Tmn = TmTn, (m,N) = 1, (n,N) > 1の時 Umn = TmUn,

(m,N) > 1, (n,N) > 1の時 Umn = UmUnであり, 素数 `と k ≥ 1に対して ` - N の時
T`k+1 = T`T`k − `〈`〉T`k−1 , ` | N の時 U`k = Uk

` を満たす. 素数 `に対して T` (` - N) と U`

(` | N)の f =
∑

n>0 anq
nへの作用ははそれぞれ

T`f =
1

`

`−1∑
i=0

f

(
τ + i

`

)
+ `〈`〉f(`τ), U`f =

1

`

`−1∑
i=0

f

(
τ + i

`

)
=

∑

`|n
anq

n/`

で与えられ, ダイヤモンド作用素 〈d〉 ((d,N) = 1)は ad − bc = 1, c ≡ 0 mod N となる
a, b, cをとってきて (〈d〉f)(τ) = (cτ + d)−2f(aτ+b

cτ+d
)で与えられる. 特に, (n,N) = 1の時

a1(Tnf) = an(f), (n,N) > 1の時 a1(Unf) = an(f)である). XΓ, JΓをそれぞれ Γについて
のモジュラー曲線とその Jacobi多様体とする. τ 7→ τ , τ 7→ `τが誘導する射XΓ∩Γ0(`) → XΓ

をおのおのα, βとおく, Hecke作用素T`あるいはU`はS2(Γ) ∼= H0(XΓ, Ω1
XΓ

)に対してα∗β∗

で与えられるという幾何的起源をもつことから, TAは自然にH1(XΓ,Z)⊗Aに作用する. A

がZp代数の時は p進Tate加群 TpJΓ⊗Aにも自然に作用する. TO(Γ)の極大イデアルmに
対してその局所化 Tm := TO(Γ)mを充Hecke環という. 定義から TmはすべてのHecke作
用素とダイヤモンド作用素を含む. また, Tmは一般に被約とは限らない.

ペアリング
TA ⊗ S2(Γ, A) → A, (3)

T ⊗ f 7→ a1(Tf),

が完全であり, このペアリングにより TA → Aで環の準同型になっているものと S2(Γ, A)

の正規化された (a1(f) = 1ということ) Hecke固有形式とが対応していることが容易に分か
る. これより, TE の極大イデアルと S2(Γ, E)の正規化されたHecke固有形式のGal(E/E)

共役類が 1対 1に対応し, TO(Γ)の極大イデアルとS2(Γ,F)の正規化されたHecke固有形式
のGal(F/F)共役類が 1対 1に対応することが分かる ([DDT, §4.1]参照).

また,上のペアリングからS2(Γ, A)∨がTA上階数1の自由加群と分かり,そこからH1(XΓ,Q)

がTQ上階数 1の自由加群であること, Qp ⊗ TpJΓがTQp 上階数 2の自由加群であることも
分かる ([DDT, Lemma 1.34, Lemma 1.37, Lemmar 1.39]). しかし, (TpJΓ ⊗ O)mが Tm上
階数 2の自由加群であることは一般には不成立 ([MR, §13])であり, ある種の局所化に対し
ては成立するがそれは深い結果である ([M1]で最初に示された). Diamond-藤原によって
Taylor-Wiles系が改良される前は, この Tm上の自由性を法 pでの q展開原理と重複度 1を
使って示し, Tm上の自由性を使ってTaylor-Wiles系を構成していたが, Diamond-藤原によ
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るTaylor-Wiles系の改良により, Taylor-Wiles系を構成するのにTm上の自由性は不要にな
り, かつ, Taylor-Wiles系からの可換環論的な帰結として Tm上の自由性が導出されるよう
になった. 6章も参照.

また, TEが局所完全交叉E代数であることも

TE
∼=

∏

f

E[Xf,` : `]/(X
v`(N/Nf )−1

f,` (X2
f,` − a`(f)Xf,` + `ψf (`)) : `)

から分かる. ここで f は S2(Γ)の新形式を動き, `はN/Nf を割る素数を動き, Nf , ψF はそ
れぞれ f のレベルと指標を表す (`がNf を割る時は ψf (`) = 0とおく). しかし, Tmがある
種の状況で局所完全交叉O代数であることはTaylor-Wiles系を用いて示される深い事実で
ある.

重さ 2の保型形式に付随したGalois表現について軽く復習する. 埋め込みQ ↪→ Eを固定
する. 係数体Eを (固定した埋め込みQ ↪→ Eで) すべての f ∈ S2(Γ)のFourier係数が入る
ように十分大きくとっておく (fの有限位数の指標ψfもEに値をとるとみる). f ∈ S2(Γ)を
正規化されたHecke固有新形式とする. Ef := Q(an(f) : n > 0)とおくとTQ ∼= S2(Γ,Q)∨と
dimQ S2(Γ,Q) < ∞から分かるように [Ef : Q] < ∞である. λf : TQ → Ef (T 7→ a1(Tf))

を f に対応する射とし, TZ ⊃ If := ker(λf ) ∩ TZとおく. f に付随したAbel多様体Af を
Af := JΓ/IfJΓで定義する. [f ]を fのGalois共役なもののなす有限集合とした時, Af⊗Cは
S2(Γ)∨/H1(XΓ,Z)の [f ]成分と同型なので, dim Af = [Ef : Q]であることも分かる. Af の
p進Tate加群 TpAf にはGalois群Gal(Q/Q)が作用し, この作用 ρf を f に付随したGalois

表現という. TpJΓ ⊗QpがTQp上階数 2の自由加群であることから TpAf ⊗QpはEf ⊗Q Qp

上階数 2の自由加群であることが分かる.

命題 3.1 素数 `に対して ρf の I`不変商を (ρf )I`
とおく.

1. ρf はNpの外不分岐,

2. ρf は絶対既約,

3. ρf の導手は f のレベルN と一致,

4. ` - Npに対して det(1− Fr` : TpAf ) = NormEf /Q(λf (1− a`(f) + `ψf (`))),

5. ` | N , `2 - N , ` 6= pを満たす素数 `について, χを χ(Fr`) = a`(f)を満たすD`の不分
岐指標とすると, ` - cond(ψf )の時と ` | cond(ψf )の時で各々

ρf |D`
'

(
χε ∗
0 χ

)
, ρf |D`

' χ−1εψ′f ⊕ χ.

特に, どちらの場合に関しても (ρf )I`
(Fr`) = a`(f).
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6. p > 2, p - N かつ ρf が pで通常である (これは ap(f)の pでの付値が 0と同値 ([DDT,

Thoerem 3.1 (f)]))時, (ρf )Ip(Frp)はX2 − ap(f)X + pψf (p)の根で付値が 0である方
(これを単元根ということにする)と一致する,

7. p > 2, p | N , p2 - N かつ p - cond(ψf )の時, ρf は通常でかつ (ρf )Ip(Frp) = ap(f). 2

証明 1. 構成から, Af はN の外で良還元を持つことから分かる.

2. Galois表現 TpAf がもし絶対可約であれば, f の Fourier係数の増大度はEisenstein級
数と同程度になるが, f が尖点形式であることからくる Fourier係数の増大度の上か
らの評価と矛盾するため, TpAf は絶対既約と分かる (Ribetの議論 [R2]).

3. Carayol-斎藤の局所・大域整合性 (` 6= p部分は[Ca1], ` = p部分は [S3], 本報告集三枝
氏の記事参照)から分かる.

4. Eichler-志村関係式 T` = Fr` + 〈`〉Frt
` から分かる.

5. Carayolの局所・大域整合性 ([Ca1])から分かる. これは基本的に J1(N)の法 `還元の
様子からでる ([Ca1]はQでない総実代数体で主に書かれているが, そこに書かれてい
るように放物コホモロジーを使って適宜修正すればQでも通用する).

6. p可除群 Af [p
∞]がエタール部分 (Af [p

∞])ét を乗法的部分 (Af [p
∞])µで拡大したもの

になっていることとAf [p
∞]のDieudonné加群への Frobeniusの跡が ` - Npに対する

T`Af の Frobeniusの跡と一致することから分かる ([W2, Theorem 2.2],[W3, Lemma

2.1.5]参照).

7. 6.と同様. 2

注意 3.1.1 Eichler-志村関係式は,例えばΓ = Γ1(N)の時, X1(N)のモジュライ解釈を使うこ
とで以下のように示される. ` - Nの時X1(N)は良還元を持つ. X1(N)/F`

の点 (E, P )に対し
て, (E∞, P∞) := φX1(N)/F`

(E, P )とするとEのFrobenius準同型φEは (E, P )から (E∞, P∞)

への次数 `の同種射 (isogeny)になる. φX1(N)/F`
は J1(N)/F`

の自己準同型Fr`を誘導するが,

ここではその転置 Frt
`が考えられる. Frt

`(E, P ) = (E1, P1) + · · · + (E`, P`) とすると, Eiの
Frobenius準同型 φEi

は (Ei, Pi)から (E, P )への次数 `の同種射を与える. その双対同種射
は (E,P )から (Ei, `Pi)への射である. Eが `で通常の時, (E∞, P∞), (E1, `P1), . . . , (E`, `P`)

は (E, P )から次数 `の同種射をもつもの全体であるので,

T`(E,P ) = (E∞, P∞) + (E1, `P1) + · · ·+ (E`, `P`) = (Fr` + 〈`〉Frt
`)(E, P )

が分かる. 通常な点 (E, P )はX1(N)/F`
で稠密なので, J1(N)/F`

の自己準同型として T` =

Fr` + 〈`〉Frt
` が従う. 2
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TEの極大イデアル pに対して, p進Tate加群 TpJΓ⊗Zp EはTE上階数 2の自由加群なの
で法 p還元することで表現

ρTE/p : Gal(Q/Q) → GL2(TE/p)

を得る. また, TO(Γ)の極大イデアルmでm∩TE = pとなる唯一のものをとると, ρTE/pの
法 p還元の半単純化 ρ̄TE/pは TO/m ∼= Tm/mに値をもつ:

ρTm/m := ρ̄TE/p : Gal(Q/Q) → GL2(Tm/m).

` - Npを満たす素数 `に対して ρTE/p(Fr`), ρTm/m(Fr`) の特性多項式はそれぞれ

X2 − T`X + `〈`〉 mod p, X2 − T`X + `〈`〉 mod m

である. TO の極大イデアル mについて, ` ≡ 1 mod N を満たす任意の素数 `に対して
T` ≡ ` + 1 mod mを満たすとき, mをEisensteinイデアルという. これは表現 ρTm/mが絶
対可約であることと同値であることが容易に分かる ([DDT, Lemma 4.12]).

3.2 被約Hecke環.

この章では以下 p > 2とする. 被約Hecke環を定義する. ρ̄ : Gal(Q/Q) → GL2(F)を 2章
と同様な法 p表現, N(ρ̄)を ρ̄の pの外のArtin導手とする. Σを素数の有限集合とする. 以
下を仮定する:

仮定 (Σ)

• p ∈ Σならば, ρ̄が pで平坦かつ通常,

• ` ∈ Σ, ` 6= pならば, ρ̄は `で不分岐.

pの外でも条件を課す理由は, 注意 3.6.2参照. この時,

NΣ := pδ(ρ̄)N(ρ̄)
∏

`∈Σ\{p}
`dim ρ̄I` = pδ(ρ̄)

∏

`|N(ρ̄)

`
∏

`∈Σ\{`}
`2

とおく. ここで, δ(ρ̄)は

δ(ρ̄) :=

{
0 ρ̄ は p で平坦かつ p /∈ Σ,

1 その他.

NΣを重さ 2の新形式 f でレベルがNΣを割り, f に付随したGalois表現 ρf の法 p還元 ρ̄f

が ρ̄と同値になるもの全体とする (Γ0構造で考えているので, ψf = 1である). ρ̄は保型的
と仮定しているので, [D3, Theorem 1.1, Theorem 5.1, Lemma 2.1]より, Nf | N(ρ̄)pδ(ρ̄)と
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なるHecke固有形式 f が存在する. N(ρ̄) | Nf が容易に分かる ([DDT, Lemmar 2.7])のと
[G, §8], [E, §2.4]から pδ(ρ̄) | Nf も分かるのでNf = N(ρ̄)pδ(ρ̄). 従って, 任意の Σに対して
NΣは空集合でない ([DDT, Theorem 3.15]). T̃Σ :=

∏
f∈NΣ

Of とおく. ` - NΣを満たす素数
`に対して T̃Σ 3 T` := (a`(f))f とおき, TΣを T` (` - NΣ)でO上生成される部分O代数と
する. TΣを被約Hecke環という. TΣは完備Noether局所O代数で剰余体は Fである. 構
成から TΣは被約で, 有限生成自由O加群である. TΣはすべてのHecke作用素を使って定
義していないことに注意する. また, Γ0構造で考えているのでダイヤモンド作用素は自明
であることにも注意.

補題 3.2 連続表現
ρTΣ

: Gal(Q/Q) → GL2(TΣ)

で ` - NΣをみたす素数 `に対して ρTΣ
は `で不分岐で, TrρTΣ

(Fr`) = T`を満たすものが存
在する. 2

証明 表現 ρT̃Σ
:=

∏
f∈NΣ

ρf : Gal(Q/Q) → GL2(T̃Σ) で複素共役 c0が ρT̃Σ
(c0) =

(
1 0

0 −1

)

を満たすように基底をとる. 勝手な g ∈ Gal(Q/Q) をとり ρT̃Σ
(g) =

(
a b

c d

)
とする.

a, b, c, d ∈ TΣを示せば残りの主張はρfの性質から従う. Cebotarev密度定理からTrρT̃Σ
(g) =

a + dと TrρT̃Σ
(c0g) = a − d は TΣ に値をもつ. よって, a, d ∈ TΣ. ρ̄は既約なので,

ρ̄(σ) =

(
∗ b′

∗ ∗

)
, b′ 6= 0 となる σ ∈ Gal(Q/Q) と ρ̄(τ) =

(
∗ ∗
c′′ ∗

)
, c′′ 6= 0 となる

τ ∈ Gal(Q/Q)が存在する. 基底を定数倍して ρT̃Σ
(σ) =

(
a′ 1

c′ d′

)
, ρT̃Σ

(τ) =

(
a′′ b′′

1 d′′

)

とできる. ρT̃Σ
(σg) =

(
aa′ + c ∗
∗ ∗

)
, ρT̃Σ

(τg) =

(
∗ ∗
∗ b + dd′′

)
なので, aa′ + c, b + dd′ ∈ TΣ

であるが, a, a′, d, d′ ∈ TΣより c, b ∈ TΣが分かる. 2

局所・大域整合性より, ρTΣ
はΣ型の変形と分かる. 従って, 射RΣ → TΣが存在する. 定義

からTΣはHecke作用素 T` (` - NΣ) で生成されるので, 上の補題よりこれは全射RΣ ³ TΣ

と分かる. 本章で Σ = ∅の時に Taylor-Wiles系を使ってこれが同型であることを示し, 次
章で一般のΣに対して数値的判定法を用いてΣ = ∅の場合に帰着させることでこれが同型
であることを示す.

さて, 充 Hecke環と被約 Hecke環が定義されたので, その間の同型に話をすすめる. 各
f ∈ NΣに対して, f1 ∈ S2(Γ0(NΣ), Ef )を以下の条件をみたす正規化されたHecke固有形式
とする:

• ` - NΣ/Nf ならば a`(f1) = a`(f),
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• ` | NΣ/Nf , ` 6= p ならば a`(f1) = 0,

• p | NΣ/Nf ならば ap(f1)はX2 − ap(f)X + pの単元根と一致 (p | NΣ/Nf より f は p

で平坦かつ通常であることに注意).

この時, f1の法 p還元 f1は f に依らないことも分かる ([DDT, Lemma 4.6]). f1に対応する
TO(Γ0(NΣ))の極大イデアルをmΣ, その局所化を TmΣ

(充Hecke環)とする. 係数体Eをす
べての f ∈ NΣに対するX2 − ap(f)X + pの単元根を (固定した埋め込みQ ↪→ Eで) 含む
ように十分大きくとる.

補題 3.3 ` - NΣpを満たす素数 `に対して T`を T`に送るO代数の同型 TΣ
∼→ TmΣ

が存在
する. 2

証明 E代数の同型射 κ : TmΣ
⊗ E

∼→ ∏
f∈NΣ

E で

κ(T`)f =





a`(f) ` /∈ Σの時,

0 ` ∈ Σ \ {p}の時,

X2 − ap(f)X + pの単元根 ` = p ∈ Σの時,

であるものが容易に構成できる. TΣを T` = (a`(f))f (` - NΣp) で生成される
∏

f∈NΣ
Eの部

分O代数とみれば, すべての ` | N(ρ̄)pに対して κ(T`)がTΣに含まれることを言えば十分.

N(ρ̄)pδ(ρ̄)を割る素数 `に対して, ` 6= pの時は命題 3.1の 5, ` = pの時は命題 3.1の 7よ
り, TΣ 3 (ρTΣ

)I`
(Fr`) = (a`(f))f = κ(T`). 最後に残された δ(ρ̄) = 0, ` = pの場合を示す

(以下はRibetによる補題. [W1, p.491の Lemma]参照. Galois表現を用いた別証明は [W1,

p.508]参照). Tp以外のすべてのHecke作用素で生成される TmΣ
の部分O代数を T′mΣ

とお
く. T′mΣ

⊗Z Fp → TmΣ
⊗Z Fp が全射であることを示せば十分. 双対で考えて

Hom(TmΣ
⊗ Fp,Fp) → Hom(T′mΣ

⊗ Fp,Fp)

が単射であることを示す. ペアリング (3)からS2(Γ0(NΣ),Fp) ∼= Hom(TmΣ
⊗Fp,Fp)である.

f ∈ S2(Γ0(NΣ),Fp)を上の射の核の元とすると, p - nを満たす自然数nに対して (n,NΣ) = 1

の時 an(f) = a1(Tnf) ≡ 0 mod p, (n,NΣ) > 1の時 an(f) = a1(Unf) ≡ 0 mod pなので, f

は q d
dq
の核に入っている. f の重さは 2なので p > 2では q d

dq
は単射 ([Ka, Corollary(5)])な

ので主張が従う (Hasse不変量Aを重さ p − 1の法 p保型形式とみて, 重さ kの法 p保型形
式上の q d

dq
の核はArgpと書ける. ここで a, bは ap + r(p− 1) = k, 0 ≤ r ≤ p− 1, r + k ≡ 0

mod pを満たす自然数で gは重さ aの法 p保型形式). 2

次に, 2.3, 2.4節であつかったようなTaylor-Wiles型変形に対応するHecke環について考
える. 被約Hecke環TQはΓ0構造で考えているのでダイヤモンド作用素は自明であるが, ダ
イヤモンド作用素が非自明である別の Γに関する充 Hecke環と “捻った形での”同型をい
う. RQのO[∆Q]構造を一見不自然に入れたようにみえるのはこのように “捻った形での”
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同型を使うことで全射RQ ³ TQを通じて入る TQのO[∆Q]構造が充Hecke環でみるとダ
イヤモンド作用素になっているようにしたいためである.

素数の有限集合Qをとる. 任意の q ∈ Qについて, q ≡ 1 mod p, ρ̄は qで不分岐, ρ̄(Frq)

の固有値は相異なると仮定する. ∆Q, ∆′
Qを 2.4節で定義したものとする.

ΓQ := Γ0(N∅) ∩ Γ∆′Q(
∏
q∈Q

q)

とおく. ここで, Γ∆′Q(
∏

q∈Q q)は 3.1節で定義した ΓH でH = ∆′
Qとしたもの.

各 f ∈ N∅ と各 q ∈ Qに対して, X2−aq(f)X +q = 0の根で 2.4節で選んだαqと合同なも
のを α̃q(f)とおく. 係数体Eをすべての f ∈ N∅とすべての q ∈ Qに対して α̃q(f)を (固定
した埋め込みQ ↪→ Eで) 含むように十分大きくとる. 各 f ∈ N∅に対して, f1 ∈ S2(ΓQ, Ef )

を以下の条件をみたす正規化されたHecke固有形式とする:

• ` /∈ Qならば a`(f1) = a`(f),

• ` ∈ Qならば a`(f1) = α̃q(f),

この時, f1の法 p還元 f1は f に依らないことも分かる. f1に対応する TO(ΓQ)の極大イデ
アルをmQ, その局所化を TmQ

(充Hecke環)とする. 今回の TmQ
はレベル

∏
q∈Q qに関して

Γ∆′Q 構造を使っているので, 非自明なダイヤモンド作用素が入っていることに注意.

d ∈ (Z/
∏

q∈Q qZ)× に対して, 〈d〉 − 1 ∈ mQ であり, (Z/
∏

q∈Q qZ)× ³ ∆Q の核 ∆′
Q

は p - #∆′
Q より 〈d〉#∆′Q−1 + . . . + 〈d〉 + 1 /∈ mQ なので, d ∈ ∆′

Q に対して 〈d〉 − 1 =

(〈d〉#∆′Q−1 + . . . + 〈d〉+ 1)−1(〈d〉#∆′Q − 1) = 0. よって, TmQ
には d 7→ 〈d〉によりO[∆Q]代

数構造がはいる. 一方, 被約Hecke環 TQにはO[∆Q] → RQ ³ TQによりO[∆Q]代数構造
をいれる. 素数 ` /∈ Qに対して, x` ∈ O[∆Q]を x−2

` = p̄を満たす唯一の元とする.

命題 3.4 ` - NQpを満たす素数 `に対して T`を x`T`に送るO[∆Q]代数の同型 TQ
∼→ TmQ

が存在する. 2

証明 S2(ΓQ)の新形式 gに対してそのレベルをNg, 指標を ψg, ψgの導手をQgとする. 重
さ 2の新形式 gで ρ̄g

∼= ρ̄かつ Γ0(N∅) ∩ Γ∆′Q(
∏

q∈Q q) に関して保型性をもち, 各 ` | Ng/N∅
に対して a`(g) ≡ α` を満たすもの全体を N とおく. 命題 3.1の 5.より Ng = N∅Qg と
分かる. ψg ≡ 1 mod mQより ψg は馴分岐で位数は p冪. ξg を (Z/QgZ)×の p冪指標で
ξ−2
g が ψg に付随した原始指標とする. g ⊗ ξg :=

∑
n>0 ξg(n)an(g)qnは指標が自明になる

ので, g ⊗ ξg ∈ NQg ⊂ NQ である (N の方は Γ0(N∅) ∩ Γ∆′Q(
∏

q∈Q q)構造で, NQ の方は
Γ0(N∅

∏
q∈Q q2)構造であることを思い出しておく).

ステップ 1: この時, g 7→ g ⊗ ξgは全単射N ∼→ NQを与える.

逆射を構成する. f ∈ NQと q ∈ Qに対して, 2.4節の補題から

ρf |Dq ∼
(

ξf,q 0

0 εξ−1
f,q

)
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となる. ここで ξf,q : Dq → E×は ξf,q ≡ αq mod λとなる指標. 特に, Qf を ξf,q が分岐
するような qの積とすると, Nf = N∅Q2

f . 指標 ξf : (Z/QfZ)× → E×を各 q | Qf に対し

て Iq → Gal(Q/Q) ³ Gal(Q(ζQf
)/Q)

ξf→ E× が ξf,q|Iq に一致する唯一のものとする. gf を
f ⊗ ξ−1

f (アプリオリにはこのレベルは Γ0(N∅) ∩ Γ∆′Q(Q2
f )) に付随した新形式とすると,

ρgf
|Iq ∼

(
1 0

0 ξ−2
f,q

)
=

(
1 0

0 ψf

)
,

Ngf
= N∅Qf であり, 各 q | Qf に対して (ξf |−1

Dq
ξf,q)(Frq) ≡ ξf,q(Frq) = αq を満たすので,

gf ∈ N が分かる.

ステップ 2: 残り.

E代数の同型射 κ : TmQ
⊗ E

∼→ ∏
g∈N E で

κ(T`)g =

{
a`(g) ` /∈ Qまたは ` | Qgの時,

X2 − a`(g)X + `の根でαと合同なもの ` ∈ Qかつ ` - Qgの時,

κ(〈d〉) = ψg(d), d ∈ ∆Qの時,

であるものが容易に構成できる. TQは T` = (a`(f))f (` - NΣp) で生成される
∏

f∈NQ
Eの部

分O代数であるが, O代数の射 κ′ : TQ ↪→ ∏
f∈N Eを ` - NQに対して T`を (ξg(`)a`(g))g =

κ(x`T`) に送るとする (ここで, 右辺には TmQ
からくるO[∆Q]代数構造をいれる). RQの

O[∆Q]代数構造は (ξ′Q)−2で入れたことを思い出す. (ξ′Q)−2 ∈ RQをRQの普遍性からくる
射で ρf の表現空間まで送り, 全単射N ∼= NQを通じて

∏
f∈N Eでみると, (ξf )

−2 = ψf と
なり, これはダイヤモンド作用素と一致するので, 上の射のはO[∆Q]代数の射になる.

上の射の像 κ′(TQ)は κ(TmQ
)に含まれる. よって, すべてのダイヤモンド作用素 〈d〉とす

べての ` | NQpに対する κ(T`)が TQに含まれることを言えば十分.

ダイヤモンド作用素については κ′の像は∆Qの像を含んでおり, 従って κ(〈d〉)を含むこ
とから分かる. N(ρ̄)pδ(ρ̄)を割る素数 `と δ(ρ̄) = 0, ` = pの場合に対しては前回のTΣ

∼= TmΣ

と同様の議論で分かる. q ∈ Qの場合は, g ∈ N に対して (ξf |−1
Dq

ξf,q)(Frq) ≡ αq なので
κ′(TQ) 3 (ξf |−1

Dq
ξf,q)(Frq) = κ(Tq)が分かる. 2

3.3 O[∆Q]自由性.

本節でHnのO[∆Q]上の自由性を証明するが, その時に ΓQが上半平面に自由に作用して
いないと困るのでここで補助的素数を rを以下のようにとる:

• r - 6NQp (特に, ρ̄は rで不分岐),

• r 6= 1 mod p,
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• (Trρ̄(Frr))
2 6= (1 + r)2.

最後の条件は, ρ̄(Frr)の固有値を α, βとすると, α/β 6= r±1と同値である. このような rを
とれることは 2.2節の条件 (L)(p 6= 3の時は ρ̄の絶対既約性で十分)を使うと [DDT, Lemma

4.11]から分かる (ここでも PSL2(F)の部分群の分類が使われている事に注意).

Γ′Q := ΓQ ∩ Γ1(r
2)

とおく. Γ′Qは Γ1(r)に含まれるので, 楕円点を含まず, 上半平面に自由に作用する (Γ1(r) 3(
a b

c d

)
を位数有限の元とすると, その特性多項式X2 − (a + d)X + 1 = 0は 1の累乗根に

根をもつ. 一方, a ≡ d ≡ 1 mod r から a + d ≡ 2 mod rであるので, r > 3より a + d = 0

と分かる).

各 f ∈ N∅に対して, f ′1 ∈ S2(Γ
′
Q, Ef )を以下の条件をみたす正規化されたHecke固有形式

とする:

• ` /∈ Q ∪ {r}ならば a`(f
′
1) = a`(f),

• ` ∈ Qならば a`(f
′
1) = α̃q(f),

• ar(f
′
1) = 0.

Γ′Qのレベルは r2で割れるので, rについての旧形式の空間でHecke作用素 Urの特性多項
式はX(X2 − ar(f)X + r〈r〉)であるため, 最後の条件を満たすものがとれることに注意す
る. この時, f ′1の法 p還元 f ′1は f に依らないことも分かる. f ′1に対応する TO(Γ′Q) の極大
イデアルをm′

Q, その局所化を Tm′Q(充Hecke環)とする.

補助的素数が “邪魔をしない”ことを示すため (とその後のO[∆Q]不変商の考察のため)

に, 次の補題を用意する.

補題 3.5 `を ρ̄が不分岐な素数とする. この時, ρ̄|D`
の変形 ρ : Gal(Q`/Q`) → GL2(O) で

分岐するものは以下の 3通り:

1. ρ|I`
∼

(
1 ∗
0 1

)
で, ρ̄(Fr`)の固有値を α, βとすると α/β = `±1,

2. ψ1, ψ2を馴分岐指標で ψ1 ≡ ε, ψ2 ≡ 1 mod λであるものとして ρs.s. ∼
(

ψ1 0

0 ψ2

)

で, ` ≡ 1 mod p,

3. Q`2をQ`の不分岐 2次拡大, ψをDQ`2
の馴分岐指標でψ ≡ 1 mod λであるものとし

て ρ ∼= Ind
Q`2

Q`
ψで, ` ≡ −1 mod p. 2

より一般に ρ̄と ρで導手が変わるものの分類は [Ca2]参照.
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証明 I`の像は副 p群 12+M2(λ)に入るので, I` ³ Itame
` ³ Zp(1)を経由する. Zp(1)の像が

無限であるときは場合 1.になり, この時 σ ∈ Zp(1)に対して Fr`σFr−1
` = σ`から α/β = `±1

が分かる. Zp(1)の像が有限の時は, ρ|I`
は馴分岐指標の和になるが, Zp(1)の位相的生成元

の値をそれぞれ a, bとすると, 同じくFr`σFr−1
` = σ`から {a, b} = {a`, b`}である. a = a`の

時は場合 2.であり, Itame
` = lim←−n

F×`n ³ F×` を経由して作用するので ` ≡ 1 mod pである.

a 6= a`の時は場合 3.であり, Itame
` = lim←−n

F×`n ³ F×`2を経由して作用し, F×` を経由しないの
で `2 ≡ 1 mod p, ` 6= 1 mod pより, ` ≡ −1 mod p. 2

系 3.6 `を ρ̄が不分岐な素数とする. (Trρ̄(Fr`))
2 6= (` + 1)2かつ ` 6= 1 mod pの時, ρは `

で不分岐. 2

証明 補題で 3.の場合も (Trρ̄(Fr`))
2 ≡ (` + 1)2 ≡ 0 mod p が成立することに注意すれば

よい. 2

これにより, rについての旧形式と新形式がm′
Qを法として合同関係式をもたないことが分

かる. mQ, m′
Qはそれぞれ Tr, Urについて rに関する旧形式の空間を 1次元切り取っている

ため, 同型
TmQ

∼= Tm′Q , S2(ΓQ,O)mQ
∼= S2(Γ

′
Q,O)m′Q

が分かる. Tm′Q には前節と同様の議論で O[∆Q]代数構造が入るが, 上の同型はそれぞれ
O[∆Q]代数構造, O[∆Q]加群構造と整合的な同型である.

注意 3.6.1 原論文 [TW]の間違いについて. [TW]では

1. 補助的素数 rをとる時に [DT, Lemma 3]を引用して上述の条件の上にさらに “ρ̄(Frr)

の固有値が相異なる”という条件をつけ,

2. レベルをM ′ := r
∏

q∈Q qととり,

3. “補助的素数が邪魔しない”ことについて rで分岐主系列表現と特殊表現がでてこな
いことをチェックしている (r2 - M ′よりこの場合はそれで十分).

しかし 1.について, これは [DT, Lemma 3]からは分からない. もし固有値が相異なるとい
う条件を落とすと, 固有値が一致してしまう時には rに関する旧形式の空間を 1次元切り
取ってくることができない!

[DDT]ではこの間違いを

1. レベルをM ′ := r2
∏

q∈Q qとすることで ar(f
′
1) = 0とでき, rに関する旧形式の空間を

1次元切り取ることができる,

2. 分岐主系列表現と特殊表現以外の表現がレベルを r2まで上げると出てくるが, その時
も “補助的素数が邪魔しない”ことを [Ca2]を引用することでチェックする
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という形で修正してある (そのように明示的には書いていないので [TW]と [DDT]を注意
深く読み比べないと分からない). 2

注意 3.6.2 補題 3.5の 3.は, 不分岐拡大をして指標で捻るとレベルが下がる. ρ̄が分岐する
ときにはさらに以下のようなことがおこる. ` ≡ −1 mod pとし, χをDQ`2

の法 p指標, χ

をその持ち上げ, ψをDQ`2
の馴分岐指標でψ ≡ 1であるものとすると, 法 p指標として, 分

岐する法 p表現 Ind
DQ

`2

DQ`
χの変形として Ind

DQ
`2

DQ`
(χψ)というのもが考えられるが, これはあ

る指標 ψに対して導手が下がり得る.

“`で分岐が極小な変形”を定める時に, 不分岐拡大と指標による捻りに関しての安定性が
ないとこのような変形が生じてしまう. このような変形はレベルの上げ下げでは探知でき
ないため困難が生じる ([W1, p.511の 2つ目のRemark]参照). [W1]で, “(C)型変形”とし
てH1(Q`, ad0ρ̄) = 0という仮定 (これで上のような変形を排除できる)を pの外で付けてい
た理由や [DDT]で ρ̄が pの外でも冪単という仮定を付けたり (2.2節参照), 素数の有限集合
Σに仮定 (Σ)を付けた (3.1節参照)理由はこのためである. [D2]では局所Langlands対応を
もちいて “極小性”を定めることでこの困難を克服した. 2

本題に戻る. Γ′Q− := Γ0(N∅
∏

q∈Q q) ∩ Γ1(r
2) (Qで Γ∆′Q 構造から Γ0構造に変えたもの)

とし, TO(Γ′Q−)の極大イデアルm′
Q−を Γ′Qと同様に定義する. Γ′Q−はQで Γ0構造を使っ

ているので, f ∈ S2(Γ
′
Q−,O)m′Q− に付随したGalois表現 ρf に関して q ∈ Qでは補題 3.5の

場合 2.は起こらない. また, q ∈ Qで (Trρ̄)2 6= (1 + q)2 mod pなので S2(Γ
′
Q−,O)m′Q− は

Q ∪ {r}に関して新形式は現れてこない (つまり, Q ∪ {r}に関する新形式と旧形式はm′
Q−

を法として合同関係式をもたない). Q ∪ {r}に関して旧形式の空間を 1次元切り取ってい
るので, 同型

Tm′Q−
∼= T∅, S2(Γ

′
Q−,O)m′Q−

∼= S2(Γ∅,O)m∅

が分かる (“補助的素数は邪魔をしない”と同様の議論).

XQ := XΓQ
, X ′

Q := XΓ′QをそれぞれΓQ, Γ′Qに関するモジュラー曲線, Y ′
Q := YΓ′Q , Y ′

Q− :=

YΓ′Q− をそれぞれ Γ′Q, Γ′Q−に関するモジュラー曲線で尖点を除いたものとする. そのコホモ
ロジーH1(XQ,O), H1(X ′

Q,O), H1(Y ′
Q,O), H1(Y ′

Q−,O) にも対応するHecke環が自然に作
用する (Oは構造層ではなく, 係数体の付値環O = OEである). 上述のことから

H1(X ′
Q,O)m′Q

∼= H1(XQ,O)mQ
, (4)

H1(Y ′
Q−,O)m′Q−

∼= H1(Y∅,O)m′∅
(5)

が成立する. ρ̄は既約なので, m′
Qは Eisensteinイデアルではない. 従って,

H1(X ′
Q,O)m′Q

∼= H1(Y ′
Q,O)m′Q (6)

が成立する. (·)±を複素共役 c0がそれぞれ±1で作用する部分空間として,

HQ := H1(XQ,O)−mQ

とおく.
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命題 3.7 H1(Y ′
Q,O)−

m′Q
は自由O[∆Q]加群で

rankO[∆Q]H
1(Y ′

Q,O)−
m′Q

= rankOH1(Y ′
Q−,O)−

m′Q−
. 2

証明 H1(Y ′
Q, E)∆Q ∼= H1(Y ′

Q−, E)なので, H1(Y ′
Q,O)−

m′Q
が自由O[∆Q]加群であることを

証明すれば十分. Γ′Q, Γ′Q−は上半平面に自由に作用するので, これらは各々Y ′
Q, Y ′

Q−の基本
群と同型. 従って群コホモロジーを使って

H1(Y ′
Q,O) ∼= H1(Γ′Q,O) ∼= H1(Y ′

Q−,O[∆Q])

とあらわされる. ここで, 最後の同型は Shapiroの補題. Γ′Q− は自由群なので 1余輪体
群 Z1(Γ′Q−,O[∆Q])は自由O[∆Q]加群 (Γ′Q−の生成元の行き先で 1余輪体が決定されるか

ら). 複素共役の作用に対応する元

(
−1 0

0 1

)
はO[∆Q]に自明に作用するので, 1余境界は

Z1(Γ′Q−,O[∆Q])+に含まれる. よって, H1(Y ′
Q,O)− ∼= Z1(Γ′Q−,O[∆Q])− は自由O[∆Q]加

群 (以上の議論を de Shalitの議論という). 2

系 3.8 HQは自由O[∆Q]加群であり,

HQ/aQ
∼→ H∅, TQ/aQ

∼→ T∅. 2

証明 同型 (4)と同型 (6)から最初の主張が分かる. 同型 (5)から 2番目の主張が分かる. 最
後の主張は 2番目の主張から分かる. 2

RQ/aQ
∼→ R∅は簡単であったが, HQ/aQ

∼→ H∅は新形式と旧形式の間に合同関係式がな
いことや群コホモロジーを使った議論などが必要であった非自明な主張であることに注意
する.

以上の 2章と 3章の結果により, 定理 1.1を R := R∅, T := T∅, H := H∅, Rn := RQn ,

Tn := TQn , Hn := HQn に対して適用すると, 次が示される.

定理 3.9 (極小の時のR = T 定理) 全射R∅ ³ T∅は同型であり, R∅, T∅は局所完全交叉O
代数で, H∅は自由 T∅加群. 2

次章ではΣ 6= ∅の時を扱う.

注意 3.9.1 この章で示されたHecke加群に関する事柄は, その後以下のようにして簡単に
示される事柄に置き換えられた.

Qの総実拡大体 F で, 拡大次数が偶数でQ上可解なGalois群を持つものをとり, F 上の
正定値 (positive definite) 四元数代数 (quaternion algebra)D上の保型形式を考える. それ
に付随したGalois表現は構成されている ([T1], 本報告集の山上氏の記事参照). F はQ上
可解にとってあるので, 保型性持ち上げの目的としては F 上で示せば十分. Dが正定値で
あることから対応する志村多様体の次元は 0次元になるので, この章で示す事柄に対応す
るものは (位数の勘定程度で)簡単に示すことができる ([Y]参照). 2
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4 極小でない場合.

前章までで R∅
∼→ T∅ の証明が終わった. この章では一般の Σに対して, RΣ ³ R∅ と

TΣ ³ T∅ (Diamond-藤原の方法ではHΣ ³ H∅)が各々“どのくらい大きくなるか”を計算
し, Σ = ∅の場合に帰着させてRΣ

∼→ TΣを証明する. 4.1節で Σ = ∅に帰着させるのに必
要な可換環論を述べ, 4.2節でRの方の増分を計算し, 4.3節でHの方の増分を計算して証
明を終える.

2.2, 2.3節で行った Selmer群の計算から Σ 6= ∅の時には, RΣの位相的生成元の個数が
Taylor-Wiles型変形のパラメータ (O[[S1, . . . , Sr]]のS1, . . . , Srのこと)の個数よりも大きく
なるので, 1章の可換環論は使えないことに注意する.

4.1 可換環論.

本節では, Σ = ∅の場合に帰着させるのに必要なDiamond-藤原による数値的判定法を述
べる. そのために, まずWilesの数値的判定法から始める.

Aを完備Noether局所O代数で剰余体が Fであるもの, πQ : A ³ OをO代数の全射と
する. 組 (A, πA)と局所O代数の準同型 φ : A → Bで πBφ = πAであるもののなす圏を
Cとする. Cの対象 (A, πA)に対して, ℘A := ker πAとおき, ℘A/℘2

Aを (A, πA)の余接空間,

ηA := πA(AnnA℘A)を (A, πA)の合同イデアルとよぶ. 対応A 7→ ℘A/℘2
Aは関手的だが, 対

応A 7→ ηAは関手的でないことに注意 (全射については関手的). Fittingイデアルの一般的
な性質から

FittO(℘A/℘2
A) = πA(FittA(℘A)) ⊂ πA(AnnA(℘A)) = ηA (7)

なので
#℘A/℘2

A ≥ #O/ηA (8)

が分かる (有限生成A加群Mに対して,短完全系列 0 → N → An → M → 0をとり, Nの元
のすべての n組 v1, . . . , vnを走らせた時に det(v1, . . . , vn) ∈ Aで生成されるイデアルは短完
全系列のとり方に依らず,それをFittingイデアルという. 定義からFittA(M) ⊂ AnnA(M),

πA(FittA(M)) = FittO(M ⊗A O)が分かる. 有限O加群M に対して#FittO(M) = #M も
分かる). 以下では U := O[[X1, . . . , Xn]]やその商を Cの対象とみる時は法 (X1, . . . , Xn)還
元射を πU とする. 素元$ ∈ Oを選ぶ. O[[X,Y ]]/(X(X −$), Y (Y −$), XY )は ℘/℘2 ∼=
O/λ⊕O/λ, η = λなので不等号 (8)において等号は一般に成立しない.

補題 4.1 ([DDT, Theorem 5.21],[DDT, Theorem 5.24]) φ : A ³ Bを Cの全射とする.

1. B が局所完全交叉平坦 O代数で, φ : ℘A/℘2
A

∼→ ℘B/℘2
B, #℘B/℘2

B < ∞なら, φは
同型,

2. Aが局所完全交叉平坦O代数, BはO上平坦で, ηA = ηB, ηA 6= 0なら, φは同型. 2
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注意 4.1.1 • 1.で#℘B/℘2
B < ∞の条件を落とすとO[[X]]/(X3) ³ O[[X]]/(X2)とい

う反例がある (℘A/℘2
A
∼= ℘B/℘2

B
∼= O, ηA = ηB = (0)).

• 1.でBが局所完全交叉O代数の条件を落とすとO[[X, Y ]]/(X(X−$), Y (Y −$)) ³
O[[X, Y ]]/(X(X−$), Y (Y −$), XY )という反例がある (℘A/℘2

A
∼= ℘B/℘2

B
∼= O/λ⊕

O/λ, ηA = λ2, ηB = λ).

• 2.で ηA 6= 0の条件を落とすとO[[X, Y ]] ³ O[[X]]という反例がある (℘A/℘2
A
∼= O2,

℘B/℘2
B
∼= O, ηA = ηB = (0)).

• 2.でBがO上平坦の条件を落とすとO[[X]]/(X(X −$n)) ³ O[[X]]/(X2, $nX)と
いう反例がある (℘A/℘2

A
∼= ℘B/℘2

B
∼= O/λn, ηA = ηB = λn).

• 2.でAが局所完全交叉O代数の条件を落とすと, O[[X, Y ]]/(X(X−$), Y (Y−$), XY ) ³
O[[X]]/(X(X − $)) という反例がある (℘A/℘2

A
∼= O/λ ⊕ O/λ, ℘B/℘2

B
∼= O/λ,

ηA = ηB = λ). 2

証明 1. νB : U := O[[X1, . . . , Xn]] ³ Bを Cの全射とすると, 仮定 φ : ℘A/℘2
A

∼→ ℘B/℘2
B

から νA : U ³ Aに持ち上がる. ker νA ⊂ ker νB なので, ker νA ⊃ ker νB を示せば主張が
従う. g1, . . . , gn ∈ ker νA, f1, . . . , fn ∈ ker νB を ℘U/℘2

U での像が ker{℘U/℘2
U ³ ℘A/℘2

A},
ker{℘U/℘2

U ³ ℘B/℘2
B}をそれぞれ生成するものとする. ker νA ⊂ ker νBより, (g1, . . . , gn) =

(f1, . . . , fn)M となる行列 M ∈ M2(U)が存在する. これを法 (X1, . . . , Xn)還元すると
(g1, . . . , gn), (f1, . . . , fn)は ℘U/℘2

U の階数 nの同じ部分 O加群を生成し, それらは指数有
限 (ここで#℘B/℘B < ∞を使った)なので det M はOの単元. 従って, M は可逆となり
ker νA ⊃ ker νBが分かる.

2. x ∈ ℘A ∩ AnnA℘A, a ∈ ηA とし, a′ ∈ AnnA℘A を π(a′) = aとなるものとする.

ax = (a−a′)x = 0が成り立つ (最初の等号はx ∈ ℘A, a′ ∈ AnnA℘A,次の等号は a−a′ ∈ ℘A,

x ∈ AnnA℘Aから分かる). ηA 6= 0でありAはO上平坦なので, ℘A ∩AnnA℘A = 0. 同様に,

BもO上平坦なので, ℘B ∩AnnB℘B = 0. 従って, πA : AnnA℘A
∼→ ηA, πB : AnnB℘B

∼→ ηB.

仮定 ηA = ηB を使うと, φ(AnnA℘A) = AnnB℘B. 特に, ker φ ∩ AnnA℘A = 0であるの
で ker φ ⊕ AnnA℘A ⊂ Aを得る. この余核は A/(ker φ ⊕ AnnA℘A) ∼= B/(φ(AnnA℘A)) =

B/(AnnB℘B) ↪→ EndO(℘B)なのでO上平坦. よって ker φ⊕ AnnA℘A ⊂ A は分裂単射. 局
所完全交叉O代数はGorenstein O代数 (Koszul分解を使うとすぐに分かる. 次の定理の証
明中の 3.⇒2.参照)なので, O双対を (−)∨ := HomO(−,O)とすると全射 A ³ (ker φ)∨ ⊕
(AnnA℘A)∨を得る. ⊗AFすると1 = dimFA⊗AF = dimF(ker φ)∨⊗AF+dimF(AnnA℘A)∨⊗A

Fであり, ηA 6= 0なので, dimF(AnnA℘A)∨ ⊗A F 6= 0. よって (ker φ)∨ ⊗A F = 0. 中山の補
題より, ker φ = 0. よって主張が従う. 2

定理 4.2 (Wilesの数値的判定法) R ³ TをCの全射で, Tは有限生成平坦O加群で, ηT 6= 0

とする. 次は同値.
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1. #℘R/℘2
R ≤ #O/ηT ,

2. #℘R/℘2
R = #O/ηT ,

3. R ³ T は同型で, R, T は局所完全交叉O代数. 2

注意 4.2.1 Wilesの原論文では Gorenstein性を仮定していた [W1, appendix]が, Lenstra

がその仮定が不要であることを示した ([L]).

証明 2.⇒1. は式 (8)から自明.

3.⇒2. Rは局所完全交叉 O代数なので, Gorenstein O代数. 従って, 同型 Ψ : R∨ :=

HomO(R,O) ∼= Rが存在し, AnnR℘R = Ψπ∨R(O∨)から ηR = πRΨπ∨R(O∨)であるが, Koszul

複体を用いたΨの具体的な計算から主張が従う. 3.⇒2.よりも 1.⇒3.の方が鍵であるが, 一
応詳しく述べる.

α : O[[X]] := O[[X1, . . . , Xn]] ³ Rを Cの全射, ai := α(Xi), ker α = (f1, . . . , fn)とおく.

β : R[[X]] ³ Rをβ(Xi) = aiで定める. ker β = (X1−a1, . . . , Xn−an)である. O[[X]]を自然
にR[[X]]の部分代数とみると, fi ∈ ker βなので, (f1, . . . , fn) = (X1−a1, . . . , Xn−an)M と
なる行列M ∈ Mn(R[[X]])が存在する. D := det M ∈ R[[X]]とおく. Kos(f)を (f1, . . . , fn)

に関する O[[X]]上の Koszul複体とする (次数 k では ⊕i1<...<ikO[[X]]ui1 ∧ . . . ∧ uik であ
り, 微分は d(ui1 ∧ . . . ∧ uik) =

∑k
t=1(−1)tftui1 ∧ . . . ∧ uit−1 ∧ uit+1 ∧ . . . ∧ uik である複

体). 同様に Kos(X − a)を (X1 − a1, . . . , Xn − an)に関する R[[X]]上の Koszul複体と
する. (f1, . . . , fn)と (X1 − a1, . . . , Xn − an)はそれぞれ O[[X]], R[[X]]で正則列 (regular

sequence)なので (前者は Rが局所完全交叉性から出る), Kos(f), Kos(X − a)は各々自由
O[[X]]加群, 自由R[[X]]加群による分解になっている (帰納法から簡単に分かる). 複体の
射 Φ : Kos(f) → Kos(X − a)を次数 0では自然な埋め込み Φ0 : O[[X]] ↪→ R[[X]], 次数
1では (Φ1(u1), . . . , Φ1(un)) = (v1, . . . , vn)M , 次数 2以上ではその外積から誘導される射
で定義する. Φの次数 nでの射は Φn(u1 ∧ . . . ∧ un) = D · v1 ∧ . . . ∧ vnで与えられる. Φ

は複体のホモトピー同値射であり, 0次コホモロジーに恒等射を誘導する. 複体の射 Φに
HomO[[X]](−,O[[X]])を施して n次のコホモロジーをとると

Φn : HomO[[X]](R[[X]],O[[X]])/(X1 − a1, . . . , Xn − an)
∼−→ HomO[[X]](O[[X]],O[[X]])/(f1, . . . , fn) ∼= R

が分かる. 具体的には f 7→ Φn(f) = α(f(D)) で与えられる.

f ∈ HomO(R,O)に対して f̃ ∈ HomO[[X]](R[[X]],O[[X]])を f の自然な拡張とし, それと
Φnとの合成 f 7→ α(f̃(D))をΨ(f)とおく. Ψ : HomO(R,O) → Rは R線型である (非自
明)ことが次のように分かる. a ∈ Rを勝手な元, a′ ∈ O[[X]]を α(a′) = aなる元とする
と, Ψ(af) = α(f̃(aD)) = α(f̃((a − a′)D)) + α(f̃(a′D))である. a − a′ ∈ ker β = (X1 −
a1, . . . , Xn−an)であり, (f1, . . . , fn) = (X1−a1, . . . , Xn−an)M に行列DM−1 ∈ Mn(R[[X]])

をかけると (Xi − ai)Dが f1, . . . , fnの R[[X]]上の線型結合で表されるので, (a − a′)Dも
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f1, . . . , fnの R[[X]]上の線型結合で表される. f̃ はO[[X]]線型であり, fi ∈ ker αなので,

α(f̃((a−a′)D)) = 0. よって, Ψ(af) = α(a′f̃(D)) = aΨ(f)なのでΨはR線型. f1, . . . , fn ∈
HomO(R,O)がO上の基底の時, f̃1, . . . , f̃nはHomO[[X]](R[[X]],O[[X]])のO[[X]]上の基底
であることからΨが全単射であることが分かる. よってΨ : R∨ = HomO(R,O)

∼→ R が得
られた (RがR加群としてHomO(R,O)と同型であるこの性質をO上Gorensteinである
という).

一方, AnnR℘R = Ψπ∨R(O∨) が容易に分かるので, ηR = πRΨπ∨R(O∨) = πRαπ̃(D) =

(det(∂fi/∂Xj(0)))が分かる. 余接空間℘R/℘2
Rについて, #℘R/℘2

R = #(det(∂fi/∂Xj(0)))も
容易に分かるので, #℘R/℘2

R = #O/ηRが従う.

1.⇒3. まず,

#O/ηT ≤ #℘T /℘2
T ≤ #℘R/℘2

R ≤ #O/ηT < ∞
である (最初の不等式は式 (8), 次の不等式はR ³ T の全射性, 最後の不等式は仮定から分
かる). よって, #O/ηT = #℘T /℘2

T (∗)と#℘T /℘2
T = #℘R/℘2

R (∗∗)が分かる.

C の全射 φ : T̃ ³ T で T̃ は局所完全交叉O代数で有限平坦O加群かつ φ : ℘T̃ /℘2
T̃

∼→
℘T /℘2

T であるものがとれる (全射 U := O[[X1, . . . , Xn]] ³ T をとり, f1, . . . , fn ∈ ℘U を
℘U/℘2

U での像が ker{℘U/℘2
U ³ ℘T /℘2

T}を生成するものとし, U/(f1, . . . , fn)が O上有限
生成になるように fiを選ぶ. 例えば, mを f1, . . . , fnの次数の最大値, ai := φ(Xi), a2

i =

hi(a1, . . . , an)として fiを fi +Xm
i hi−Xm+2

i と置き換えればO上有限生成になる). ここで,

#O/ηT ≤ #O/ηT̃ ≤ #℘T̃ /℘2
T̃

= #℘T /℘2
T = #O/ηT < ∞

が成立 (最初の不等式は T̃ ³ Tの全射性,次の不等式は式 (8), 3番目の等式は同型℘T̃ /℘2
T̃

∼→
℘T /℘2

T , 最後の等式は上の (∗)から分かる). よって, #O/ηT = #O/ηT̃ が分かる. T̃ が局所
完全交叉O代数であることを使うと補題 4.1の 2.から, T̃

∼→ T である. よって, T は局所
完全交叉O代数. T が局所完全交叉O代数であることを使うと, (∗∗)と補題 4.1の 1.から
同型R

∼→ T が従う. 2

次に, Wilesの数値的判定法を用いて, Diamond-藤原の数値的判定法を示す (後者を使う理
由は, 法 pでの q展開原理と重複度 1の議論をしなくてすむようになるからである).

定理 4.3 (Diamond-藤原の数値的判定法) R ³ T を Cの全射でH 6= 0を忠実 T 加群でO
上有限生成平坦とする (よって T も有限生成平坦O加群). ℘RはH の台 (support)に入る
と仮定する. d := rankOH[℘T ], ΩH := H/(H[℘T ] + H[AnnT ℘T ])とおく. lengthOΩH < ∞
を仮定する. この時次は同値.

1. rankOH ≤ d · rankOT かつ d · lengthO℘R/℘2
R ≤ lengthOΩH ,

2. rankOH = d · rankOT かつ (O/FittO(℘R/℘2
R))d ∼= ΩH ,

3. R ³ T は同型, R, T は局所完全交叉O代数で, Hは階数 dの自由 T 加群. 2
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証明 2.⇒1.は自明.

3.⇒2. 定理 4.2より, 包含関係 (7) は等式と分かるのでそれから従う.

1.⇒3. IT := AnnO℘T とおく. x ∈ ΩH , a ∈ ηT , a′ ∈ IT をπT (a′) = aとなるものとすると,

ax = (a− a′)x = 0である (最初の等式は a′ ∈ IT とH/H[℘] ³ ΩHと IT H ⊂ H[℘T ], 次の等
式は a− a′ ∈ ℘T とH/H[IT ] ³ ΩH と ℘T H ⊂ H[IT ] から分かる). 従って, ηT ⊂ AnnOΩH

が分かる. 包含関係 (7)とあわせると

FittO(℘T /℘2
T ) ⊂ ηH ⊂ AnnOΩH (9)

である. ここで H/H[IT ] ∼= IT H ⊂ H[℘T ]より H/H[IT ]は階数 d以下の平坦 O 加群.

d′ := rankOH/H[IT ]とすると, ΩH はO加群として d′個の元で生成されるので, 包含関係
(9)より

lengthOΩH ≤ d′ · lengthO(℘T /℘2
T ) ≤ d · lengthO(℘T /℘2

T )

が分かる. 仮定 d · lengthO(℘T /℘2
T ) ≤ lengthOΩH とあわせると包含関係 (9)はすべて等号

であり, d′ = dであることが分かる. FittO(℘T /℘2
T ) = ηH より定理 4.2を使うと, R

∼→ T で
あり, R, T は局所完全交叉O代数と分かる.

H が自由 T 加群であることと rankOH = d · rankOT を示す. 短完全系列 0 → (H[℘T ] +

H[IT ])/H[IT ] → H/H[IT ] → ΩH → 0と lengthOΩH < ∞, rankOH/H[IT ] = dより,

(H[℘T ] + H[IT ])/H[IT ] は階数 dの平坦 O 加群と分かるが, H[℘T ] ³ H[℘T ]/(H[℘T ] ∩
H[IT ]) ∼= (H[℘T ] + H[IT ])/H[IT ] とH[℘T ]が階数 dの平坦O加群であることからH[℘T ] ∩
H[IT ] = 0となる. よって, ΩH = H/(H[℘T ]⊕H[IT ]) ∼= (O/ηT )dが従う.

Ω′
H := H/(H[IT ] + IT H)とおく. IT H ⊂ H[℘T ]よりΩ′

H ³ ΩHであるがH/H[IT ] ³ Ω′
H

より Ω′
H は O 上 d個の元で生成される. また, ηT Ω′

H = 0が以前と同じ議論で示される
(x ∈ Ω′

H , a ∈ η, a′ ∈ IT , πT (a′) = aとして, a′ ∈ IT より a′x = 0であり, a − a′ ∈ ℘T ,

℘T H ⊂ H[IT ] より (a− a′)x = 0である). よってΩ′
H もΩH と同様に, O上 d個の元で生成

されかつ ηT で消えるということから全射Ω′
H ³ ΩH は同型と分かる. よって, IT ⊂ H[℘T ]

は等号で IT HはO上階数 dで, H/IT H(= H/H[℘T ] ∼= ℘T H ⊂ H) は平坦O加群と分かる.

⊗OFを (−)であらわすことにする. mT を T の極大イデアルとすると T は Gorenstein

F代数であることから T [mT ] = IT T は 1次元 Fベクトル空間. H/IT H は平坦 O加群な
ので IT H は d次元 Fベクトル空間. x1, . . . , xd ∈ H を IT H = ⊕Ixi となるようにとる.

α : T
⊕d → H, ((r1, . . . , rd) 7→

∑
rixi) の核を V とすると, V ∩ IT T

⊕d
= 0より V [mT ] = 0

なので, V = 0となり αは単射. rankOH ≤ d · rankOT なので, 次元を比べると αは同型か
つ rankOH = d · rankOT . よってHは階数 dの自由 T 加群. 2

さて, この数値的判定法を用いるために, 次節でRの増分を, 次々節でHの増分を計算する.

4.2 Galois側の増分.

本節ではRの増分を計算する. この章では以下 p > 2を仮定する.
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ρ : G → GLd(O)を ρ̄の D型 (2.1節参照)の変形とし, θ : RD → Oを ρ = θ ◦ ρRD
,

℘ := ker θとする. H1
D(G, ad0ρ ⊗ E/O) := lim−→n

H1
D(G, ad0ρ ⊗ λ−n/O) とおく (2.1節では

adρ̄や ad0ρ̄係数だけでなく adρや ad0ρ係数に対してもH1
Dを定義していた) と, 補題 2.2

と同様に以下が成立する.

補題 4.4 O加群の標準的な同型

H1
D(G, ad0ρ⊗ E/O) ∼= HomO(℘/℘2, E/O)

が存在する. 2

ρ̄を 2.2節の条件を満たす法 p表現とする. Σを 3.2節の仮定 (Σ)を満たす素数の有限集
合とする. ρ̄のΣ型の変形 ρ : Gal(Q/Q) → GL2(O)に対して,

H1
Σ(Q, ad0ρ⊗ E/O) := lim−→

n

H1
Σ(Q, ad0ρ⊗ λ−n/O)

で定義する. 有限性#H1
Σ(Q, ad0ρ⊗ E/O) < ∞はまだ分からないことに注意. 同様に,

H1
f (Qp, adρ⊗ E/O) := lim−→

n

H1
f (Qp, adρ⊗ λ−n/O),

H1
f (Qp, ad0ρ⊗ E/O) := H1(Qp, ad0ρ⊗ E/O) ∩H1

f (Qp, adρ⊗ E/O),

H1
st(Qp, adρ⊗ E/O) := lim−→

n

H1
st(Qp, adρ⊗ λ−n/O),

H1
st(Qp, ad0ρ⊗ E/O) := H1(Qp, ad0ρ⊗ E/O) ∩H1

st(Qp, adρ⊗ E/O)

と定義する (2.2節では ρ̄だけでなく ρに対してもH1
ΣやH1

f などを定義していた). ρが pで
平坦でないか, あるいは通常でない時には定義からH1

st = H1
f である.

定義 4.1 1. ρ̄が不分岐である素数 ` /∈ Σ, ` 6= pに対して

c` := (`− 1)((Trρ(Fr`))
2 − (` + 1)2) ∈ O

と定義する (ρはΣ型の変形なので `で不分岐であることに注意).

2. ρ̄が pで平坦かつ通常で, p /∈ Σの時, ρ|Dp ∼
(

εχ1 ∗
0 χ2

)
として,

cp := (χ2/χ1)(Frp)− 1 ∈ O

と定義する (ρはΣ型の変形なので pで平坦かつ通常であることに注意). 2

命題 4.5 次が成立.
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1. ρ̄が不分岐である素数 ` /∈ Σ, ` 6= pに対して,

#H1(Q`, ad0ρ⊗O E/O)/H1(F`, (ad0ρ⊗O E/O)I`) = #O/(c`),

2. ρ̄が pで平坦かつ通常で, p /∈ Σの時,

#H1
st(Qp, ad0ρ⊗O E/O)/H1

f (Qp, ad0ρ⊗O E/O) ≤ #O/(cp).2

証明 ρn := ρ⊗ λ−n/Oとおく.

1.#H1(Q`, ad0ρn)/H1(F`, (ad0ρn)I`) = #H1(Q`, ad0ρn)/H0(Q`, ad0ρn)であり, 局所的
Euler指標公式と局所 Tate双対性を使うとこれは #H0(Q`, ad0ρn(1)) = #O/(c`, λ

n) と
一致することから主張が従う (α, βを ρ(Fr`)の固有値として, (`−1)(`α/β−1)(`β/α−1) =

(`− 1)(`2 − (α2 + β2) + 1) = (`− 1)(`2 − a`(f) + 2` + 1) = (`− 1)(−a`(f) + (` + 12)).

2.を示す. Fil1 ⊂ ρを Gal(Qp/Qp)で安定な 1次元の部分空間とし, F ⊂ ad0ρ̄を F :=

{g ∈ ad0ρ̄ | g(Fil1) = 0}, F はGal(Qp/Qp)で安定な εχ1/χ2で作用する 1次元の部分空間で
ある. Fn := F ⊗λ−n/Oとする. u : H1(Qp, ad0ρn) → H1(Qp, ad0ρn/Fn)を ad0ρ → ad0ρ/F

が誘導する射,

δ : H1(Qp, ad0ρn) → H1(Ip, ad0ρn/Fn)

を uと制限射H1(Qp, ad0ρn/Fn) → H1(Ip, ad0ρn/Fn) の合成とする. 定義から

H1
st(Qp, ad0ρn) = ker{δ : H1(Qp, ad0ρn) → H1(Ip, ad0ρn/Fn)}

である. hi(−) := #H i(Qp,−)とおく. 下の図式 (横の射は完全系列をなす)

H1(Qp, ad0ρn)

δ

))SSSSSSSSSSSSSSS

u

²²

0 // H1(Fp, (ad0ρn/Fn)Ip) // H1(Qp, ad0ρn/Fn) // H1(Ip, ad0ρn/Fn)

から

#Imδ ≥ #Imu

#H1(Fp, (ad0ρn/Fn)Ip)
=

#Imu

h0(ad0ρn/Fn)
(10)

が分かる. 短完全系列 0 → F → ad0ρ → ad0ρ/F → 0が誘導する長完全系列から

#Imu =
h1(ad0ρn/Fn)h2(ad0ρn)

h2(F )h2(ad0ρn/Fn)
(11)

が分かる. 命題 2.5から

#H1
st(Qp, ad0ρn)

#H1
f (Qp, ad0ρn)

=
#H1

st(Qp, ad0ρn)

h0(ad0ρn)#O/λn
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であり, 式 (10)と式 (11)から

#H1
st(Qp, ad0ρn)

h0(ad0ρn)#O/λn
=

h1(ad0ρn)

#Imδ · h0(ad0ρn)#O/λn
≤ h1(ad0ρn)h0(ad0ρn/Fn)

#Imu · h0(ad0ρn)#O/λn

=
h2(Fn)h2(ad0ρn/Fn)h1(ad0ρn)h0(ad0ρn/Fn)

h1(ad0ρn/Fn)h2(ad0ρn)h0(ad0ρn)#O/λn

である. 局所的 Euler指標公式より, これは

#(O/λn)4−3−1 · h2(Fn) = h0(F∨
n (1)) = #O/(cp, λ

n)

と等しい. 2

ρ̄が不分岐で ` /∈ Σ, ` 6= p である素数 `に対して

H1
` := H1(Q`, ad0ρ⊗O E/O)/H1(F`, ad0ρ⊗O E/O),

ρ̄が pで平坦かつ通常で p /∈ Σの時

H1
p := H1

st(Qp, ad0ρ⊗O E/O)/H1
f (Qp, ad0ρ⊗O E/O)

とおく.

系 4.6 Σ′ ⊃ Σをともに条件 (Σ)を満たす素数の有限集合とすると,

#H1
Σ′(Q, ad0ρ⊗O E/O)/H1

Σ(Q, ad0ρ⊗O E/O) ≤ #O/(
∏

`∈Σ′\Σ
c`)

が成立. もし等号が成立するなら,

0 → H1
Σ(Q, ad0ρ⊗O E/O) → H1

Σ′(Q, ad0ρ⊗O E/O) → ⊕`∈Σ′\ΣH1
` → 0

は完全系列. 2

次節で f ∈ NΣに対する ρf で等号が常に成立することが分かる. 補題 4.4から次が分かる.

系 4.7 Σ′ ⊃ Σをともに条件 (Σ)を満たす素数の有限集合とする. ℘Σ′, ℘ΣをそれぞれRΣ′,

RΣの普遍性からくる射RΣ′ → O, RΣ → O の核とすると,

#(℘Σ′/℘
2
Σ′)/(℘Σ/℘2

Σ) ≤ #O/(
∏

`∈Σ′\Σ
c`)

が成立. 2
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4.3 保型側の増分.

本節ではHの増分を計算する.

Σを 3.2節の仮定 (Σ)を満たす素数の有限集合とする. f ∈ NΣをとり (NΣの定義は 3.2

節参照), πf : TΣ ³ Oを f に対応する射, ℘TΣ
をその核, ρf : Gal(Q/Q) → GL2(O)を f に

付随したGalois表現とする. (TΣ, πf )に対してその合同イデアルを ηΣとおく. TΣは被約な
ので ηΣ 6= 0であることに注意.

HΣ := H1(X0(NΣ),O)mΣ
, ΩΣ := ΩHΣ

とおく (3.3節と違って今回Hecke加群HΣは負部分 (·)−をとらない). HΣは自由O加群で
あり, HΣ[℘TΣ

]は階数 2の自由O加群である. Hecke加群HΣにはカップ積により自然にペ
アリングHΣ ⊗HΣ → Oが定まる. wΣをAtkin-Lehner対合 (z 7→ − 1

NΣz
) が誘導する射と

すると合成HΣ
wΣ−→ HΣ

∼−→ HomO(HΣ,O) は TΣ加群の構造と整合的である. 今後はこの
TΣ加群の構造と整合的な射でペアリング 〈·, ·〉Σを考えることにする.

余接空間 ℘Σ/℘2
Σは Selmer群を使って計算されたが, lengthOΩΣ (あるいは合同イデアル

ηΣ)はHecke加群の TΣ整合的ペアリングで計算される.

補題 4.8 {x, y}をHΣ[℘TΣ
]のO上の基底, vλをOの付値とすると,

lengthOΩΣ = 2vλ(〈x, y〉Σ)

が成立. 2

注意 4.8.1 HΣがTΣ上自由な時, ΩΣ
∼= (O/ηΣ)⊕2となることから

η2
Σ = (〈x, y〉Σ)

も分かる. Diamond-藤原の改良以前は法 pでの q展開原理と重複度 1の議論を用いてHΣ

が TΣ上自由であることを前もって証明する必要があったが, 改良以降は数値的判定法 (定
理 4.3)から可換環論的にHΣがTΣ上自由であることが導出できるようになった. 2

証明 HΣ/HΣ[AnnTΣ
℘TΣ

] ∼= HomO(HΣ[℘TΣ
],O)よりΩΣはペアリング 〈·, ·〉Σから誘導され

る射HΣ[℘TΣ
] ↪→ HomO(HΣ[℘TΣ

],O) の余核である. この余核は

O
/ (

det

(
〈x, x〉Σ 〈x, y〉Σ
〈y, x〉Σ 〈y, y〉Σ

))

と同型であるので, ペアリング 〈·, ·〉Σの歪対称性から主張が従う. 2

素数 `を ` 6= p, ` /∈ Σかつ ρ̄は `で不分岐な素数か, あるいは ` = p, p /∈ Σかつ ρ̄は pで平
坦かつ通常とする. Σ′ := Σ ∪ {p}も条件 (Σ)を満たす.
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さて, HΣ′ とHΣを比べる. ` 6= pの時と ` = pの時と別々に射HΣ′ → HΣを以下で定義
する.

` 6= pの場合. 射 α′, β′, γ′ : X0(NΣ′) → X0(NΣ)をそれぞれ τ 7→ τ , τ 7→ `τ , τ 7→ `2τ が誘
導する射とする. a : H1(X0(NΣ′),O) → H1(X0(NΣ),O)⊕3 を x 7→ (α′∗x, β′∗x, γ′∗x)で定義す
る. b : H⊕3

Σ ³ HΣを行列 (
1 −`−1T` `−1

)

が定める射とする. f ∈ NΣに対して, f をコホモロジー類と考える時は f(z)dzで考えるこ
とに注意すると

(α′,∗ − `−1β′,∗T` + `−1γ′,∗)f(z)dz

= f(z)dz − β′,∗(`−1
∑

`|n
an(f)qn/`dz + `〈`〉f(`z)dz) + `−1f(`2z)d(`2z)

= f(z)dz − (
∑

`|n
an(f)qn + `f(`2z))dz + `f(`2z)dz =

∑

`-n

an(f)qndz

であり, これはmΣ′に対応するHecke固有形式である (3.2節でmΣ′を定める時, a`(f1) = 0

であったこと事を思い出せ). 従って, 合成

H1(X0(NΣ′),O)
a→ H1(X0(NΣ),O)⊕3 ³ H⊕3

Σ

b³ HΣ

はHΣ′を経由する. TΣ′
∼= TΣ[X]/(X(X2 − T`X + `)) ³ TΣ[X]/(X) ∼= TΣを使ってHΣを

TΣ′ 加群とみた時, この射 φ : HΣ′ → HΣは TΣ′ 加群の射である (3.2節でmΣ′ を定める時,

a`(f1) = 0であったので TΣ[X]/(X)を経由するのが正しい作用であることに注意).

` = pの場合. 射 α, β : X0(NΣ′) → X0(NΣ)をそれぞれ τ 7→ τ , τ 7→ `τ が誘導する射と
する. a : H1(X0(NΣ′),O) → H1(X0(NΣ),O)⊕2 を x 7→ (α∗x, β∗x)で定義する. αp ∈ TΣを
X2−TpX +p = 0の単元根とする (すべての f ∈ NΣに対してX2−ap(f)X +p = 0の単元根
αp(f)がEに入るようにEを十分大きくとってあるので, αp ∈ TΣである). b : H⊕2

Σ ³ HΣ

を行列 (
1 −α−1

p

)

が定める射とする. apn(f) = ap(f)apn−1(f) − papn−2(f)と ap(f) = αp(f) + pαp(f)−1から
apn(f)−pαp(f)−1apn−1(f) = αp(f)apn−1(f)−papn−2(f) = αp(f)(apn−1(f)−pαp(f)−1apn−2(f)) =

· · · = αp(f)n が分かるので

(α∗ − α−1
p β∗)f(z)dz = f(z)dz − pαp(f)−1f(pz)dz

=
∑

p-n

an(f)qndz +
∑

n=pm,m>0

αp(f)mqpmdz

であり, これは mΣ′ に対応する Hecke固有形式である (3.2節で mΣ′ を定める時, ap(f1) =

αp(f)であったこと事を思い出せ). 従って, 合成

H1(X0(NΣ′),O)
a→ H1(X0(NΣ),O)⊕2 ³ H⊕2

Σ

b³ HΣ
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はHΣ′ を経由する. TΣ′
∼= TΣ[X]/(X(X2 − TpX + p)) ³ TΣ[X]/(X − αp) ∼= TΣを使って

HΣを TΣ′ 加群とみた時, この射 φ : HΣ′ → HΣは TΣ′ 加群の射である (3.2節でmΣ′ を定め
る時, ap(f1) = αp(f)であったのでTΣ[X]/(X − αp)を経由するのが正しい作用であること
に注意).

さて, ` 6= pまたは ` = pの状況に戻る. Γ1(N) ∩ Γ0(M)に関するモジュラー曲線を
X1(N, M)とおく.

命題 4.9 (伊原の補題とWilesによるその一般化, [I], [R3, Theorem 4.1, Corollary 4.2], [W1,

Lemma 2.5]) ` - N とする.

1. x 7→ (α∗x, β∗x)により定まる射

H1(X1(N, `),Z) → H1(X1(N),Z)⊕2

は全射,

2. N > 3, ` 6= pとして, x 7→ (α∗x, β∗x)と (y, z) 7→ β∗y − α∗xにより定まる図式

H1(Y1(N`, `2),Zp) → H1(Y1(N`),Zp)
⊕2 → H1(Y1(N),Zp)

は完全. 2

1.は Z係数で 2.は Zp係数 (p 6= `)であることに注意. 特に, p = `では上の 2.に相当する
“増分”の計算は同様にはできない. これはGalois側でGaloisコホモロジーの計算が p = `

の時は複雑になるのと対応している.

証明 1. N ≤ 3の時 X1(N)の種数は 0なので N > 3と仮定してよい. N > 3より
Γ1(N)は自由に上半平面に作用するので, Y1(N, `)と Y1(N)のホモロジーは群のホモロジー
で表される. X1(N)のホモロジーは Γ1(N)のホモロジーを放物元からくる 1境界で割っ

た群になる. γ` :=

(
` 0

0 1

)
として Γ0(`) := γ`Γ0(`)γ

−1
` =

{(
a b

c d

) ∣∣∣∣ b ≡ 0 mod `

}
,

Γ1(N)γ` := γ−1
` Γ1(N)γ` とおく. β : τ 7→ `τ から誘導される射は, 群のホモロジーでは γ`で

の共役 Γ1(N)∩ Γ0(`) = γ−1
` (Γ1(N)∩ Γ0(`))γ` が誘導する同型と γ−1

` (Γ1(N)∩ Γ0(`))γ`から
Γ1(N)γ` への埋め込みが誘導する射の合成になる. よって,

H1(Γ1(N) ∩ Γ0(`),Z) → H1(Γ1(N),Z)/P (Γ1(N))⊕H1(Γ1(N)γ` ,Z)/P (Γ1(N)γ`) (12)

の全射性を示せば十分. ここで P (G)は Gの放物元からくる 1境界のなす部分群. Γ :=

〈Γ1(N), Γ1(N)γ`〉 ⊂ SL2(Q)とすると, [Se3, Ch. II, §1.4]よりΓ ∼= Γ1(N)∗Γ1(N)∩Γ0(`)Γ1(N)γ`

(アマルガム和)となる (Γは SL2(Z[1/`])での Γ1(N)の類似物). よって,

H1(Γ1(N) ∩ Γ0(`),Z) → H1(Γ1(N),Z)⊕H1(Γ1(N)γ` ,Z)
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の余核はH1(Γ,Z)と同型 (Lyndonの完全系列).

∆ := 〈[Γ, Γ], P ′(Γ1(N)), P ′(Γ1(N)γ`)〉 ⊂ Γ

とおく ([, ]は交換子群, P ′(·)は放物元のなす部分群)と, 射 (12)の余核は Γ/∆と同型にな
る. Γは放物元で正規的に (normally)生成されている ([Me], [Se4]参照)ので, P ′(Γ) ⊂ ∆を
示せば十分. γ ∈ Γを放物元とすると, ある正の整数 nに対して γ = 1 + `−nAとなる. こ
こで Aは整数係数の行列で, A2 = 0を満たすもの. よって, γ`n

= 1 + A ∈ Γ1(N)となる

([I, p.178]). これより γ`n
は

(
1 1

0 1

)
の整数冪と共役なので, γは

(
1 b

0 1

)
(b ∈ 1

`
Z)と共役

と分かる. 一方,

(
1 b

0 1

)
の `2冪は

(
1 b

0 1

)
と

((
`−1 0

0 `

)
で

)
共役なので, γは γ`2n

と共

役. よって, γ ≡ γ`2n
mod [Γ, Γ] と γ`2n ∈ Γ1(N) ∩ P ′(Γ) = P ′(Γ1(N)) より γ ∈ ∆が従う.

2. を示す. N > 3 なので Γ1(N) は上半平面に自由に作用するので, Y1(N), Y1(N`),

Y1(N`, `2)のコホモロジーは群のコホモロジーで表される.

Γ1(`) :=

{(
a b

c d

) ∣∣∣∣ a ≡ d ≡ 1, b ≡ 0 mod `

}
,

Γ1(N`) := Γ1(N) ∩ Γ1(`) とおく. β : τ 7→ `τ から誘導される射は, 群のコホモロジーでは
γ` で共役をとった γ`Γ1(N`)γ−1

` = Γ1(N`)や γ`(Γ1(N`)∩ Γ0(`
2))γ−1

` = Γ1(N`) ∩ Γ(`) への
制限射になる. よって, Pontrjagin双対をとって

H1(Γ1(N),Qp/Zp)
res1⊕−res1−→ H1(Γ1(N`),Qp/Zp)⊕H1(Γ1(N`),Qp/Zp)

λ1⊕λ1−→ H1(Γ1(N`) ∩ Γ(`),Qp/Zp)

が完全であることを示せば十分.

B1 := Γ1(N`)/Γ1(N) ∩ Γ(`) ∼=
{(

1 ∗
0 1

)
∈ SL2(F`)

}
, B1 := Γ1(N)/Γ1(N) ∩ Γ(`) ∼=

{(
1 0

∗ 1

)
∈ SL2(F`)

}
とおく. p - #B1, #B1なので膨張・制限 (inflation-restriction)完全

系列から同型

λ1 : H1(Γ1(N`),Qp/Zp)
∼−→ H1(Γ1(N`) ∩ Γ(`),Qp/Zp)

B1 ,

λ1 : H1(Γ1(N`),Qp/Zp)
∼−→ H1(Γ1(N`) ∩ Γ(`),Qp/Zp)

B1

,

H1(Γ1(N),Qp/Zp)
∼−→ H1(Γ1(N`) ∩ Γ(`),Qp/Zp)

SL2(Z/`Z)

を得る (SL2(Z/`Z)の p Sylow部分群は巡回群なので, H2(SL2(Z/`Z),Qp/Zp)を p Sylow部
分群に制限すると消えるので, H2(SL2(Z/`Z),Qp/Zp) = 0が分かる. 上の最後の同型はこ

73

73



れから分かる). λ1と λ1の像はそれぞれB1不変部分, B1不変部分に入っている. B1とB1

は Γ1(N)/Γ1(N) ∩ Γ(`) ∼= SL2(Z/`Z) を生成するので, λ1(x) = −λ1(y)とすると λ1(x)は
SL2(Z/`Z)不変部分に入る. よって上の 3つ目の同型より, λ1(x)はH1(Γ1(N),Qp/Zp)の元
x′の制限になっている. よって, x− res1(x

′) ∈ ker λ1 = 0より (` 6= pを必要としたのは λ1,

λ1の単射性の部分), y = −res1(x′)となり主張が従う. 2

系 4.10 ` 6= p, ` = pどちらの時も φ : HΣ′ → HΣは全射. 2

証明 ` = pの時を示す. H1(X1(NΣ),O) → H1(X0(NΣ),O) の余核は Eisensteinなので,

非 Eisensteinイデアルで局所化すると全射になる. よって, 命題 4.9の 1.から主張が従う.

` 6= pの時を示す. NΣ ≤ 3の時X0(NΣ)の種数は 0なのでNΣ > 3と仮定してよい. 命
題 4.9の 2.を非 Eisensteinイデアルmで局所化すると

H1(X1(NΣ`, `2),O)m → H1(X1(NΣ`),O)⊕2
m → H1(X1(NΣ),O)m

が完全だと分かる. 上に述べたことと同様にH1(X1(NΣ`, `2),O) → H1(X1(NΣ, `2),O)と
H1(X1(NΣ`),O) → H1(X1(NΣ, `),O) の余核は Eisensteinなので, 非 Eisensteinイデアル
mで局所化するとともに全射となる. 従って,

H1(X1(NΣ, `2),O)m → H1(X1(NΣ, `),O)⊕2
m → H1(X1(NΣ),O)m

は完全と分かる. 命題 4.9の1.を使うと, x 7→ (α′∗x, β′∗x, γ′∗x)で定まる射H1(X1(NΣ, `2),O)m →
H1(X1(NΣ),O)⊕3

m は全射と分かる. mとしてmΣ′ をとれば主張が従う (X1(NΣ, `2)などに
対しては TO(Γ1(NΣ) ∩ Γ0(`

2))の極大イデアルでmΣ′の上にあるものをとる). 2

φ∨ : HΣ → HΣ′を 〈·, ·〉Σと 〈·, ·〉Σ′に関する φの随伴として, φ ◦ φ∨を計算する.

` 6= pの場合.

φ ◦ φ∨ : HΣ

0
BBBB@

1

−`−1T`

`−1

1
CCCCA

−→ H⊕3
Σ

wΣ′
„
α′,∗ β′,∗ γ′,∗

«
wΣ

−→ HΣ′

0
BBBB@

α′∗
β′∗
γ′∗

1
CCCCA

−→ H⊕3
Σ

„
1 −`−1T` `−1

«

−→ HΣ

であり, α′wΣ′ = wΣγ′, β′wΣ′ = wΣβ′ なので (−1/NΣ′z = −1/NΣ(`2z), −`/NΣ′z =

−1/NΣ(`z) から分かる),

(
1 −`−1T` `−1

)



α′∗
β′∗
γ′∗


 wΣ′

(
α′,∗ β′,∗ γ′,∗

)
wΣ




1

−`−1T`

`−1




=
(
1 −`−1T` `−1

)



α′∗γ
′,∗ α′∗β

′,∗ α′∗α
′,∗

β′∗γ
′,∗ β′∗β

′,∗ β′∗α
′,∗

γ′∗γ
′,∗ γ′∗β

′,∗ γ′∗α
′,∗







1

−`−1T`

`−1



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=
(
1 −`−1T` `−1

)



T 2
` − (` + 1) `T` `(` + 1)

`T` `(` + 1) `T`

`(` + 1) `T` T 2
` − (` + 1)







1

−`−1T`

`−1




= −`−2(`− 1)(T 2
` − (` + 1)2) ∼ (`− 1)(T 2

` − (` + 1)2)

となる. ここで, ∼は Oの単数倍を除いての一致を意味する. 上式で α′∗α
′,∗ = β′∗β

′,∗ =

γ′∗γ
′,∗ = `(` + 1) は [SL2(Z), Γ0(`

2)] = `(` + 1) から分かり, α′∗β
′,∗ = β′∗γ

′,∗ = `T` は
[Γ0(`), Γ0(`

2)] = `と T` = α∗β∗ から分かり, β′∗α
′,∗ = γ′∗β

′,∗ = `T` は T` の随伴 T∨
` が

〈`〉−1T` = T` と一致することから分かり, α′∗γ
′,∗ = γ′∗α

′,∗ = T 2
` − (` + 1) は α′∗γ

′,∗ =

α∗α∗β∗β∗ = α∗(T` − 〈`〉β∗)β∗ = α∗T`β
∗ − 〈`〉(` + 1) = T 2

` − (` + 1)から分かる. また,

c`を ρ = ρf に対して前節で定義した量とすると,

πf ((`− 1)(T 2
` − (` + 1)2)) = c`

である.

` = pの場合.

φ ◦ φ∨ : HΣ

0
B@

1

−α−1
p

1
CA

−→ H⊕2
Σ

wΣ′
„
α∗, β∗

«
wΣ

−→ HΣ′

0
B@
α∗
β∗

1
CA

−→ H⊕2
Σ

„
1 −α−1

p

«

−→ HΣ

なので,
(
1 −α−1

p

) (
α∗
β∗

)
wΣ′

(
α∗, β∗

)
wΣ

(
1

−α−1
p

)

=
(
1 −α−1

p

) (
α∗β∗ α∗α∗

β∗β∗ β∗α∗

)(
1

−α−1
p

)
=

(
1 −α−1

p

) (
T` ` + 1

` + 1 T`

)(
1

−α−1
p

)

= αp(pα
−2
p − 1)(α−2

p − 1) ∼ α2
p − 1

また, cpを ρ = ρf に対して前節で定義した量とすると

πf (α
2
p − 1) = (χ2/χ1)(Frp)− 1 = cp

である. 系 4.10φ : HΣ′ ³ HΣよりO双対をとって φ∨ : HΣ ↪→ HΣ′の余核はO平坦と分か
るので, φ∨は同型 φ∨ : HΣ[℘TΣ

]
∼−→ HΣ′ [℘TΣ′ ] を誘導する. よって, {x, y}をHΣ[℘TΣ

]の基
底とした時, {φ∨(x), φ∨(y)}はHΣ′ [℘TΣ′ ]の基底となる. 従って, 補題 4.8より ` 6= p, ` = p

どちらの場合でも

lengthOΩΣ′ = 2〈φ∨(x), φ∨(y)〉Σ′ = 2〈φ ◦ φ∨(x), y〉Σ = 2#O/(c`) + lengthOΩΣ

と分かる. 一般に, Σ′ ⊃ Σをともに条件 (Σ)を満たす素数の有限集合とすると.

lengthOΩΣ′ = 2#O/(
∏

`∈Σ′\Σ
c`) + lengthOΩΣ (13)

が成立する.
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定理 4.11 (R = T 定理) 条件 (Σ)を満たす素数の有限集合Σに対して, 全射RΣ ³ TΣは
同型であり, RΣ, TΣは局所完全交叉O代数で, HΣは自由 TΣ加群. 2

証明 定理 3.9, 定理 4.3より 2 · lengthO℘∅/℘2
∅ = lengthOΩ∅ (3.3節ではH∅は負部分 (·)−を

とっていたが, 負部分が T∅上自由ならカップ積より正部分も T∅上自由と分かるので本節
でのH∅も T上自由であることに注意). 系 4.7と式 (13)より,

2 · lengthO℘Σ/℘2
Σ − 2 · lengthO℘∅/℘

2
∅ ≤ 2#O/(

∏

`∈Σ

c`) = lengthOΩΣ − lengthOΩ∅

が成立. よって 2 · lengthO℘Σ/℘2
Σ ≤ lengthOΩΣ なので, 定理 4.3より主張が従う. 2

以上のことと注意 4.8.1と系 4.6 より次も得られる.

系 4.12 1. 条件 (Σ)を満たす素数の有限集合 Σに対して #H1
Σ(Q, ad0ρf ⊗O E/O) =

#O/ηΣ < ∞.

2. Σ′ ⊃ Σをともに条件 (Σ)を満たす素数の有限集合とすると,

0 → H1
Σ(Q, ad0ρf ⊗O E/O) → H1

Σ′(Q, ad0ρf ⊗O E/O) → ⊕`∈Σ′\ΣH1
` → 0

は完全系列. 2

次が本稿の主定理である.

系 4.13 (保型性持ち上げ定理) ρ : Gal(Q/Q) → GL2(O)を有限個の素点を除いて不分岐な
連続絶対既約表現とする. 次を仮定する:

1. det ρ = ε,

2. ρは pで準安定,

3. ρ̄は絶対既約で保型的,

4. ` 6= pに対して, ρ̄|I`
∼

(
1 ∗
0 1

)
ならば, ρ|I`

∼
(

1 ∗
0 1

)
.

この時, ρは保型的, すなわち, ある正規化されたHecke固有形式 f が存在し, ほとんど全て
の素数 `に対して (固定した埋め込みQ ↪→ Eについて) Trρ̄(Fr`) = a`(f)が成立する. 2

証明 ρが分岐して ρ̄が不分岐である p以外の素数の集合をΣ′とし, もし ρ̄が p平坦かつ通
常であればΣ := Σ′ ∪ {p}, そうでなければΣ := Σ′とする. すると, ρは ρ̄のΣ型の変形な
ので, 射RΣ ³ Oが存在して ρRΣ

⊗RΣ
O ' ρとなる. ここで, RΣ

∼= TΣなので, 射TΣ ³ O
を得る. この射の核に対応するHecke固有形式を f とすると, ρ ' ρf となるので ρは保型
的. 2
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5 Wilesの (3, 5)トリック.

この章ではE[3]がGal(Q/Q)の表現として既約でない時に使われたWilesの (3, 5)トリッ
クを解説する.

GL2(F3) ∼= S4 (4次対称群)は GL2(C)に埋め込めるので, 法 3表現 ρ̄ : Gal(Q/Q) →
GL2(F3)に対して, GL2(F3) ↪→ GL2(C)を合成してArtin表現が得られる. GL2(F3)は可解
なので, Langlands-Tunnellの定理 [La][Tu]を使うと det ρ̄(c) = −1である任意の連続法 3表
現は保型的であることが分かる. 特に, Q上の楕円曲線Eに対してその法 3表現E[3]も保
型的. ここで, E[3]の保型性をTate加群 T3Eの表現に持ち上げることができれば, Eの保
型性がしたがう. Eを準安定と仮定すると, 前章までの考察が使える状況になる.

もし E[3]がGal(Q/Q)の表現として既約であれば, 保型性持ち上げ定理 (系 4.13)から,

T3E も保型的である. E[3]が既約でない時を考える. この時, Mazurの定理 (X0(15) =

{尖点 })[M1], [M2]から, E[5]は既約であることが分かる. しかし, E[5]は保型的であるこ
とはまだ分からない.

ここで, 次の条件を満たすQ上の楕円曲線E ′をみつけてくる:

1. E ′[3]は既約,

2. Gal(Q/Q)の表現として, E ′[5] ∼= E[5],

3. E ′は準安定.

もしみつけることができれば, E ′[3]は保型的⇒ T3E
′ は保型的 (系 4.13) ⇒E ′ は保型的

⇒T5E
′は保型的⇒E ′[5] ∼= E[5]は保型的⇒T5Eは保型的 (系 4.13) ⇒Eは保型的となり,

欲しかったEの保型性が示される (下図参照).

T3E
′

{{{{wwwwwwww
// T5E

′

## ##GGGGGGGG
oo T5E

{{{{xxxxxxxx

E ′[3] E ′[5] ∼ E[5].

このような E ′を以下でみつける. レベル構造を (Z/5Z)2との同型ではなく E[5]との同
型で与えたものはレベル Γ(5)構造付きの楕円曲線のモジュライのコンパクト化 X(5)の
捻り X(E[5])を与える. X(5)は種数 0であり, X(E[5])は有理点 (E, E[5])をもつので,

X(E[5]) ∼= P1
Q(ζ5)

である. 特に, 有理点は無限個存在する. 同様に, レベル Γ(5) ∩ Γ0(3)構
造付きの楕円曲線のモジュライのコンパクト化X(Γ(5) ∩ Γ0(3))の捻りとして, (Z/5Z)2を
E[5]で置き換えたX(E[5], Γ0(3))を考える (Γ0(3)構造はそのまま). X(5, 3)は種数 9 > 1

なので, Faltingsの定理 [Fa]より, X(E[5], Γ0(3))の有理点は有限個 (Wilesの原論文 [W1]

では Hilbertの既約性定理を使った議論をする). 従って, X(E[5])の有理点は有限個を除
いて, X(E[5], Γ0(3))(Q) → X(E[5])(Q)の像に入っていない. この像に入らない有理点に
対応する楕円曲線 E ′ は, E ′[5] ∼= E[5]かつ E ′[3]は既約である. この有理点を 5進的に
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(E, E[5],Z/3Z ⊂ E[3]) に十分近いものをとると, E ′は準安定なものをとれる (Weierstrass

定義方程式で考えよ). 以上により, 望みのE ′をみつけることができた. 従って, 以下が示
された.

定理 5.1 [W1] EをQ上の準安定な楕円曲線とすると, Eは保型的. 2

注意 5.1.1 すべてのQ上の楕円曲線は保型的であることが知られている [BCDT]が, Taylor-

Wiles系と (3, 5)トリックの復習をするという本稿の目的から逸れるために詳しいことはこ
こでは紹介しない. 6章と本報告集の記事 [Y]を参照. 2

注意 5.1.2 (3, 5)トリック中で,

1. E[3]が可約ならE[5]が既約であること,

2. X(Γ(5) ∩ Γ0(3))の種数が 1より大きいこと,

3. GL2(F3)は可解であること,

4. X(5)は種数 0であること,

を使ったが, これに関して,

1. E[3]が可約なら任意の素数 q > 3に対してE[q]は既約,

2. Riemann-Hurwitz公式から, 相異なる素数 p, qに対してX(Γ(q) ∩ Γ0(p))の種数は

{
(p− 3)/2 q = 2,

1 + q(q2 − 1)(p + 1)/24− (q2 − 1)/2 q > 2

であり, (p, q) = (3, 2), (5, 2), (2, 3)の 3通り以外は 1より大きい,

ので最初の 2つに関しては (3, 5)の組以外でも通用する組が無数に存在するが,

3. GL2(Fp)が可解になるような素数 pは p = 2, 3のみ,

4. 素数 qに対してX(q)の種数は q > 2の時 (q − 3)(q − 5)(q + 2)/24, q = 2の時 0であ
り, これが 0になるのは q = 2, 3, 5のみ,

なので奇素数では (3, 5)の組しかこのトリックを行うことができない. 2

注意 5.1.3 この (3, 5)トリックに対して, 後にHilbert-Blumenthalモジュラー多様体を使っ
た変種 [T2], [T3]やCalabi-Yau族を使った変種 [HSBT]が考えられ, 前者からはGL2での潜
在的保型性, 後者からはユニタリ群での潜在的保型性が証明された. 特に, 後者は佐藤-Tate

予想を緩い条件のもとで解決する応用をもつ (本報告集の津嶋氏, 原氏の記事参照).
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また, モジュライの有理点を使うわけではないが, Serre予想の証明で `進表現の厳整合系
(strictly compatible system)を使ったテクニック ([KW1], [Kh1], [KW2], [KW3])も (3, 5)

トリックの変種ともみなせる (本報告集の萩原氏, 山内氏の記事参照). 以上の注意は 6章も
参照. 2

系 5.2 (Fermat-Wilesの定理) n ≥ 3の時

xn + yn = zn,

xyz 6= 0を満たす整数解は存在しない. 2

証明 n = 4の時は既に証明されている (Fermat)ので, nは奇素数pとしてよい. ap+bp = cp

を a, b, cが互いに素な非自明解とする. a, b, cが互いに素なので楕円曲線

E : y2 = x(x− ap)(x + bp)

(Frey曲線という)は準安定. 従って定理 5.1からEは保型的. Eの判別式は 16((ap−0)(bp−
0)(ap + bp))2 = 16(abc)2pなので, 法 p表現E[p]は 2, pの外不分岐かつ pで平坦 (判別式を割
る素数 `に対して, 判別式は `2pで割れるので, EのNéronモデルの `での特殊ファイバー
はNéron 2p角形であることから分かる). よってRibetのレベル下げ ([R1])により, 法 p表
現E[p]は S2(Γ0(2))のHecke固有形式 f に対する ρ̄f と同型になるが, S2(Γ0(2)) = 0より矛
盾. 2

特殊値 L(Sym2E, 2)への応用
最後に, #H1

∅ (Q, ad0ρE,p⊗Qp/Zp)が 2次対称積のL関数の特殊値L(Sym2E, 2)と関係す
ることについて簡単に述べる ([DDT, §4.4]参照). ごく大雑把に述べると以下のように関係
する:

#H1
∅ (Q, ad0ρE,p ⊗Qp/Zp) = #℘∅/℘

2
∅

R=T←→ #Zp/η∅ ←→ Ω−1
E 〈f, w∅f〉Petersson

志村公式←→ Rankin-Selberg畳み込み Ω−1
E ress=2D(f, f, 2)

←→ Ω−1
E L(Sym2f, 2) = Ω−1

E L(Sym2E, 2).

ここで, ΩEはEの周期であり, f は保型的楕円曲線Eに対応する保型形式. これは古典的
な類数公式やコホモロジー的 Lichtenbaum予想の ad0に対する類似になっていて, より一
般に “モチーフ”に対して L関数の特殊値を周期とレギュレーター (と高さペアリング)と
Galoisコホモロジーで表す Bloch-加藤の玉河数予想が Sym2Eに対して (部分的に)成立す
ることを言っている. 重さが 2以上の保型形式のSym2の玉河数予想については [DFG]参照.

EをQ上の準安定楕円曲線, f を対応する新形式とする. N := NE を Eの導手, ∆E =∏
`|NE

`d` を極小判別式とする. NEは f のレベルNf と一致する (命題 3.1の 3.). pをE[p]

が既約で, p - 2
∏

`|NE
d` を満たす素数とする. ρE,pをEの p進Tate加群 TpEへのGalois表

現とし, N∅を ρE,pの法 p還元にたいして 3.2節で定めた新形式の集合, N∅を同じく 3.2節
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で定めたレベルとする. N∅ | Nf であるが, p -
∏

`|NE
d`よりN∅ = pδ(ρ̄)N(ρ̄)がNf より真に

小さくはならないのでN∅ = Nf = N であり, f ∈ N∅となる.

素数 `に対して a`(E) := 1 + ` − #Ẽ(F`) (Ẽ は E の Néronモデル)とおき, α`, β` を,

` - NEの時はX2 − a`(E)X + ` = 0の根, ` | Nf の時はX2 − a`(E)X = 0の根とする.

L`(Sym2E, s) :=
1

(1− α2
``
−s)(1− α`β``−s)(1− β2

` `
−s)

として L(Sym2E, s) =
∏

` L`(Sym2E, s) を Eの 2次対称積の L関数という. L(Sym2f, s)

も a`(E)を a`(f)で置き換えて同様に定義する. L(Sym2f, s) = L(Sym2E, s)である.

℘を f に対応する射 TO(N)の核, {x, y}を H∅[℘]の基底とする. 一方, H∅[℘] ⊗O C(⊂
H1(X0(N),C))には基底 {2π√−1f(z)dz, 2π

√−1f(z̄)dz̄}がある (dq/q = 2π
√−1dz より

2π
√−1をつける). (2π

√−1f(z)dz, 2π
√−1f(z̄)dz̄) = (x, y)Aとなる行列 A ∈ GL2(C)を

とる.

〈x, y〉∅ det A = −4π2

∫

X0(N)

f(z) ∧ f(z̄)dz ∧ dz̄ = 8π2
√−1〈f, (w∅f)〉 (14)

が分かる (2つ目の 〈·, ·〉 は Petersson内積). 志村の公式 ([Sh, (2.5)], [H, (5.13)])より,

〈f, (w∅f)〉 = (48π)−1[SL2(Z) : Γ0(N)]ress=2D(f, w∅f, s) (15)

となる. ここで, D(g, h, s)は
∑

n an(g)an(h)n−s で定まる Dirichlet級数. (`での Euler

因子は (1 − `2−2s)(1 − α`(g)α`(h)`−2s)−1(1 − α`(g)β`(h)`−2s)−1(1 − β`(g)α`(h)`−2s)−1(1 −
β`(g)β`(h)`−2s)−1 である). f は新形式なのでD(f, w∅f, s) = ±D(f, f, s)であり, Euler積表
示から

D(f, f, s) = ζN(s− 1)L(Sym2f, s)/ζN(2s− 2)

が分かる (ここで ζN(s)は Riemannゼータ関数から N を割る Euler因子を除いたもの).

よって,

ress=2D(f, w∅f, s) = ± 1

ζ(2)
L(Sym2f, s)

∏

`|N

1− `−1

1− `−2
=

6

π2

NL(Sym2f, s)

[SL2(Z) : Γ0(N)]
(16)

となる. 式 (14), 式 (15), 式 (16)をあわせると

L(Sym2f, 2) = ±N−1π
√−1〈x, y〉∅ det A

が得られる. η2
∅ = (〈x, y〉∅)なので,

L(Sym2f, s) ∼ N−1π
√−1#Zp/η∅ det A

である ([DDT, Theorem 4.20, Corollary 4.21]参照). ここで∼はZpの単数倍を除いての一
致を意味する. 定理 4.11, 注意 4.8.1より,

L(Sym2f, s) ∼ N−1π
√−1 det A#H1

∅ (Q, ad0ρE,p ⊗Qp/Zp)
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が証明された. Eは準安定であることと, p > 2とE[p]が既約であることを使うと, det Aは
Zpの単数倍を除いてEの周期

ΩE :=

∫

E(C)

ωE ∧ ω̄E

(ωEはEのNéron微分形式)と一致することも分かる (Eの保型性からくる射π : X0(N) → E

に対して π∗ : H1(E,Zp) → H1(X0(N),Zp)の余核はZp平坦であることと, πのManin定数
は pで割れないことから分かる [M2]). よって次が得られた.

定理 5.3 ([DDT, Theorem 3.53]) EをQ上の準安定な楕円曲線, ΩEをその周期, NEを導
手, ∆E =

∏
`|NE

`d` を極小判別式とする. Sを以下を満たす素数の積とする (Serreの定理
あるいはMazurの定理より以下を満たす素数は有限個).

• E[p]は可約, または

• p | 2 ∏
`|NE

d`.

この時,

L(Sym2E, 2) ∼ π
√−1ΩEN−1

E

∏

p-S

#H1
∅ (Q, ad0ρE,p ⊗Zp Qp/Zp)

が成立する. ここで∼はZ[1/S]×倍を除いての一致を意味する. 2

6 歴史的補足.

6.1 Taylor-Wiles系の改良.

Taylor-Wiles系の議論は以下 1-4のように改良された.

1. 元来の [TW, Theorem 1]の議論ではTaylor-Wiles系を (R, Rn, H, Hnは考えないで)

“T , Tnに対してのみ”考えることで, T が局所完全交叉O代数であることを導出し,

Wilesの数値的判定法 ([W1, appendix Proposition 1, Proposition 2]) とGaloisコホ
モロジーの計算 ([W1, Theorem 3.1(i)]) を使うことで, 同型R

∼→ T を証明した ([W1,

Theorem 3.1(ii)]).

2. FaltingsはO[∆Q]代数構造をTnからRnに持ち上げ, Taylor-Wiles系を “R, Rn, T , Tn

に対して” 考えることで, 同型R
∼→ T とR, T が局所完全交叉O代数であることが

(Wilesの数値的判定法を使わないで) 同時に出るように改良した ([TW, appendix]).

3. Diamond-藤原は, Taylor-Wiles系を “R, Rn, H, Hnに対して” 考え, “RとEnd(H)で
T を挟み込む”ことで, 同型R

∼→ T とR, T が局所完全交叉O代数であることとHが
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T 上自由であることが同時に出るように改良した ([D1, Theorem 2.1]). また, 数値的
判定法も同様にRと T を比べるのではなくRとHを比べることでHが T 上自由で
あることが同時に出るように改良した.

上記 1, 2では, 以下の時にHが T 上自由であること ([W1, Theorem 2.1のCorollary

1])とその系であるHecke環のGorenstein性 ([W1, Theorem 2.1のCorollary 2])を先
に証明する必要があった:

(a) 極小の場合, Taylor-Wiles系を構成する時に de Shalitの議論を用いて Hecke環
が群環O[∆Q]上自由であることを示す ([TW, Theorem 2])時.

(b) 極小でない場合, Hecke環の増分を計算する ([W1, Proposition 2.4の前, Proposi-

ton 2.6の前, Propostion 2.7の前, Propsition 2.10の前, Proposition 2.12の前,

Propositon 2.13の前])時.

(c) Wilesの数値的判定法 ([W1, appendix Proposition 2])を使う時.

ここで, Hが T 上自由であることは標数 pの q展開原理による重複度 1の議論を使う
ことで証明していた ([W1, Theorem 2.1])が, 上記 (a)-(c)の項目に関して,

(a) 極小の場合, H が T 上自由であることを前もって証明しなくても, de Shalitの
議論を用いないでHecke環が群環O[∆Q]上自由であることを示し ([D1, Lemma

3.2]), Diamond-藤原の改良された Taylor-Wiles系を使うことで同型 R
∼→ T と

R, T が局所完全交叉O代数であることとHが T 上自由であることが証明でき
るようになった.

(b) 極小でない場合, 数値的判定法を Rと T ではなく RとH を用いて定式化する
ことで, H が T 上自由であることを前もって証明しなくても数値的判定法から
Σ = ∅に帰着させることができるようになった ([D1, Theorem 2.4]).

(c) Wilesの数値的判定法はLenstraによりGorenstein性を仮定しない命題に拡張さ
れた ([L]).

これらのことにより, 標数 pの q展開原理による重複度 1の議論を使う代数幾何的議
論を使わなくても, R = T とHecke加群の自由性が可換環論から導出できるように
なった.

4. Kisinは普遍変形環を局所普遍変形環 (局所体の法 p Galois表現の普遍変形環 (の完備
テンソル積)) 上で考えることによって, 以下の改善を得た (本報告集 [Y]と今井氏の
記事参照).

(a) pでの暴分岐 (wildly ramified)な法 p Galois表現を考える場合, (Skinner-Wiles

の底変換議論をした後)普遍変形環とHecke環はもはや局所完全交叉であること
が望めないが, そのような場合でも修正Taylor-Wiles系により同型Rred ∼→ T が
示せる ([K1, Theorem 3.4.11]),
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(b) 極小でない場合でも, (帰納法を使わないで) 直接修正 Taylor-Wiles系から同型
Rred ∼→ T が示せる. これにより, 代数幾何的な伊原の補題を使わなくても可換
環論からRred ∼→ T が導出できるようになった.

上記の標数 pの q展開原理による重複度 1の議論や伊原の補題が要らなくなったことと
関連して余談になるが, Fermat予想の証明に関して他に証明が簡素化されたものに次の 2

点がある.

A. Ribetのレベル下げ ([R1])は志村曲線の p進一意化を用いた証明であったが, Skinner-

Wilesの底変換の議論 ([SW3], 本報告集加塩氏の記事参照)により, より簡単で代数幾
何を使わない議論に置き換えることができるようになった.

B. Khare-Wintenbergerによる `進表現の厳整合系のテクニック ([KW1], [Kh1])と Schoof

の結果 ([Sc])により, Fermat予想の証明においてLanglands-Tunnellの定理 ([La], [Tu])

を用いて法 3表現が保型的であることを示すことも不要になった ([Kh2], 本報告集萩
原氏と山内氏の記事参照). けれども Langlandsの底変換 [La]はそれ以外の部分で必
要であるし, 非Galois 3次拡大の底変換も局所・大域整合性で使う1 (本報告集三枝氏
の記事参照). Khare-WintenbergerのテクニックはTaylorの潜在的保型性 ([T2][T3])

も用いるため, 証明が “簡素化”されたといえるかは意見が分かれるかもしれない (し
かしGL2(F3)が可解であるという “奇跡”は要らなくなった).

以上のことにより, 多くの代数幾何的議論が可換環論に置き換わった. 代数幾何的議論が
必要であるものは以下ぐらいである.

A. Galois表現の構成 ([Ca1], [T1], 本報告集の三枝氏, 山上氏の記事参照),

B. 局所・大域整合性 ([Ca1], [S3], [S4], 本報告集の三枝氏の記事参照).

6.2 R = T にまつわる発展.

Taylor-Wiles系そのものの改良以外のR = T にまつわる発展には以下のものがある (志
村・谷山予想,剰余的可約な時の保型性持ち上げ,潜在的保型性,ユニタリ群に対するR = T ,

佐藤-Tate予想, Serre予想等).

1. [W1][TW]: 準安定還元をもつQ上の楕円曲線に対して志村・谷山予想を証明した.

2. [D2]: 3と 5で準安定還元をもつQ上の楕円曲線に対して志村・谷山予想を証明した.

証明の本質的な改善は, pの外で “極小変形”を局所 Langlands対応を使って定式化し
たこと ([W1]で pの外の条件を完全に一般にできなかった事については [W1, p.511の
2つ目のRemark]を参照).

1本原稿の以前の版では “非Galois 3次拡大の底変換は不要になった” と書かれてあった. 三枝氏の指摘に
感謝する.

83

83



3. [CDT]: 導手が 27で割れない (すなわち, 3で馴分岐拡大に底変換すると準安定還元を
もつ)Q上の楕円曲線に対して志村・谷山予想を証明した. 分岐指数が p−1以下の拡大
を許すと有限平坦群スキームから来るような変形に関する普遍変形環の計算をConrad

がしており, それを用いて考えている `-型 (`-type)が受け入れ可能 (acceptable)であ
ることを示すのが証明の本質的な部分. また, ここで述べられている予想は p進局所
Langlands対応と深い関係のあるBreuil-Mézard予想の雛形でもある.

4. [BCDT]: 志村・谷山予想の残された場合 (3での導手が 27, 81, 243の時)を証明した.

Breuil加群の細かい計算をすることで考えている `型 (3での導手が 243の時は拡張 `

型)が弱受け入れ可能 (weakly acceptable)であることを示すのが証明の本質的な部分.

[CDT][BCDT]の証明からも, p進の理論 (特に整 p進Hodge理論)がR = T 定理の発
展を支えていることが分かる.

5. [SW1]: Q上Abelな総実代数体のGalois表現で,剰余的可約で概通常 (nearly ordinary)

な変形についてのR = T 定理. 一般の総実代数体でも結果はあるが (拡大体たちの)

イデアル類群に関する条件が必要.

証明は技術的. 剰余的可約な時はRから T に射が存在しないので, 擬表現の普遍変形
環を補助的に使う. 肥田理論的なRやTを使うため商が有限とは限らず, Taylor-Wiles

系の貼り合わせの議論も少し複雑になっている.

可解な体拡大をすることでRの中で可約な変形に対応するものの余次元を上げ, そこ
から Cohen-Macaulay局所環のある種の局所閉集合の連結性に関する Raynaudの定
理を使う, というのがアイデア. 余次元が十分に上がることを示すのに円分Z`拡大に
ついてのイデアル類群の p(6= `)階数の振る舞いに関するWashingtonの定理を使う.

また, 最初にナイス (nice)素イデアルを見つけてくるために, p進L関数の特殊値の法
π(| p)での消滅を使う (ここでも可解な体拡大をする). 本報告集の新井氏の記事参照.

6. [SW2], [F]: [SW2]は [SW1]のテクニックを剰余的既約な場合に使ったもの. 剰余的
既約だと [SW1]であった細かい技術的な困難がほとんどなくなる. Gal(F/F (ζp))に
制限して既約であることを仮定しなくてもよい. [F]も総実代数体についてのR = T

定理.

7. [K1], [K5]: pで潜在的Barsotti-Tateな変形に対する保型性持ち上げ. 有限平坦群モデ
ルのモジュライを整 p進Hodge理論により半 (semi-)線型代数的な対象で記述して調
べることが証明の本質的な部分. 特に, そのモジュライの特殊ファイバーの連結性を
示すことが証明の鍵. 志村・谷山予想のより簡易化された証明も与える ([BCDT]の
ようなBreuil加群の細かい計算が不要になった). 本報告集の [Y]参照.

[K5]は [K1]の p = 2版. Breuil加群の理論が使えない部分をZinkのdisplays, windows

の理論で代用することで p = 2に拡張した.
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8. [K3]: pで中間重さ (即ち, 重さが 2p − 1以下)のクリスタリンである変形に関する
R = T 定理. [K1]で有限平坦モデルのモジュライを考えていたのをWach加群の
モジュライで置き換えて考える. そのモジュライを調べるのに, [BLZ]や [BB1]によ
るクリスタリン表現の法 p還元の計算を使うのが本質的. [BLZ]と [BB1]の半分は
Wach加群の族を具体的に構成して法 p還元を計算する. [BB1]の残り半分は p進局
所 Langlandsと法 p Langlandsの整合性 ([C2]) 及び保型側での法 p還元の計算 ([B2])

を使って計算をする. 本報告集の中村氏の記事参照.

9. [K6]: pで潜在的準安定 (重さは任意)な変形というかなり一般的な状況 (小さい条件
も付く)でのR = T 定理. p進局所 Langlandsと古典的局所 Langlandsの整合性 (三
角表現の場合は [C1], 一般の場合はまだ書かれていない)を使ってBreuil-Mézard予想
([BM])を多くの場合に証明し, それをR = T に応用する. R側のHilbert-Samuel重
複度が保型側の言葉で書かれる (Breuil-Mézard予想)ことからHecke加群がR上忠実
であることを示す. 本報告集の阿部氏, 安田氏の記事参照.

[K1], [K5], [K3], [K6]からも, p進の理論,特に整 p進Hodge理論と p進局所Langlands

対応がR = T の発展を促進していることが分かる.

10. [T2], [T3]: [T2]は pで通常 (ordinary)な変形に関する潜在的保型性定理. [T3]は pで
クリスタリンな変形に関する潜在的保型性定理. Moret-Bailyの定理を用いてHilbert-

Blumenthalモジュラー多様体に有理点を構成しそれを用いて (3, 5)トリックの変種を
する. 局所体上の有理点の構成は, [T2]では, 本田-Tate理論で有限体上で有理点を作
り, Serre-Tate理論で局所体上に持ち上げる. [T3]では, 考えている局所体上では一致
するようなHilbert-Blumenthalモジュラー多様体の捻りを考え, 虚数乗法論から (代
数体上の)有理点を構成し, もとの多様体に局所体上の有理点を構成する. 本報告集
の津嶋氏, 原氏の記事参照.

11. [CHT], [T4]: ユニタリ群に対してのR = T 定理. [CHT]では極小の時は予想を仮定
せず証明した ([CHT, Theorem 3.1.1])が, 極小でない時はユニタリ群に対する伊原の
補題 ([CHT, Conjecture I])を予想として仮定していた. しかし, 上記Kisinによる普
遍変形環を局所普遍変形環上で考える議論を使うことで [T4]で極小でない場合も伊
原の補題を仮定しないで証明できるようになった ([T4, Theorem 4.1]). 本報告集の千
田氏, 安田氏の記事参照.

12. [HSBT]: 佐藤-Tate予想を緩い条件のもとで証明した. 上記 [CHT], [T4]とCalabi-Yau

多様体の族を用いた (3, 5)トリックの変種とあわせることで証明した. 本報告集の津
嶋氏, 原氏の記事参照.

13. [KW1], [Kh1], [KW2], [KW3]: Serre予想を証明した. [T2], [T3]を用いて `進表現の
厳整合系を構成するのが新しいアイデア. 帰納法の最初では [Sc]を使う. p = 2につ
いては [K5]を使う. 本報告集の萩原氏, 山内氏の記事参照.
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[BCDT] Breuil, C., Conrad, B., Diamond, F., Taylor, R. On the modularity of elliptic

curves over Q: wild 3-adic exercises. J. Amer. Math. Soc. 14(4) (2001), 843–939.

[BLZ] Berger, L., Li, H., Zhu, H. J. Construction of some families of 2-dimensional

crystalline representations. Math. Ann. 329(2) (2004), 365–377.
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