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概要

We give the precise conditions for nonzero homomorphisms to exists between

twisted Verma modules. The proof is based on the Duflo‐Zelobenko 4‐term

exact sequence.

§1 はじめに

表現論の主題は, その名の通り群 (またはより−般的な代数系) の表現を調べることで

ある. 特に既約表現が重要な対象であり,まずはその分類が目標の一つとなる. 多くの場

合は,まず標準表現とでも呼ぶべき表現が定義され, 既約表現はそれを用いて構成, 分類

される. 標準表現はその構成が難しくないことが多く , 表現自体を直接に調べることが可

能であることが多い. しかし , 標準表現から既約表現を構成する方法が抽象的であること

が多く , そこから既約表現の構造を読み取ることができるわけではない. 従って , 次の研

究の段階は標準表現と既約表現の関係を調べることになる.もし考えている表現が完全可

約であったならば, 既約表現の標準表現における重複度を調べることで, 標準表現を既約

表現を用いて理解することができる. 完全可約でない場合でも , 既約表現の重複度は重要

な不変量である. しかし,この場合は既約表現同士の拡大がどのようになっているかを調

べる必要もある.

本論の主役である半単純 Lie 群の場合は, 放物型誘導表現が標準表現の役割を果たす.

適当なﾊﾗﾒｰﾀを持つ放物型誘導表現は唯一の既約商(Langlands商) を持ち,それに

より既約表現が分類される(Langlands分類) また,このような放物型誘導表現におけ
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る既約表現の重複度を決定するｱﾙｺﾘｽﾑも知られている(Kazdhan‐Lusztig 予想)

しかし , その中における既約表現同士の拡大を記述することは今のところ非常に難しい問

題である.

本論は, そのような構造を知るための試みとして , 放物型誘導表現, 特に主系列表現同

士の間の準同型の決定について論じる.このような準同型は加群自体の構造と深く関わっ

ており , 何らかの情報を得られると期待できる. 特に , [Abe] で得られた複素半単純 Lie

群の場合の主系列表現の間の準同型の存在条件を概説する.

Notation

次の記号は断り無く用いる. G を連結, 単連結な複素半単純 Lie 群とし , B をその

Borel 部分群, B=MAN をLanglands 分解とする. 従って , H=MA とおけばこれ

は G のCartan 部分群である. 群に対応する Lie 環は対応するﾄｲﾂ文字で表す. 例え

ば, G のLie 環は \mathrm{g} であり , \mathfrak{h} は \mathrm{g} のCartan 部分代数を与える. \triangle を (\mathrm{g}, \mathfrak{h}) に関する

root 系とし , \triangle^{+} を N により定まる positive system, \triangle^{-}=-\triangle^{+}, W を \triangle のWeyl 群

とする.  W は G を実半単純 Lie 群とみた時の小 Weyl 群と一致し , 更に \mathrm{g}_{\mathbb{C}} のWeyl 群

は W\times W と同型になる.ここで実ﾍｸﾄﾙ空間 V に対し , V_{\mathbb{C}}=V\otimes_{\mathrm{R}}\mathbb{C} とおいた.ま

た , V が複素ﾍｸﾄﾙ空間の時, V^{*}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathbb{C}}(V, \mathbb{C}) とおく.

§2 例 : SL(2, \mathbb{C}) の場合

G=SL(2, \mathbb{C}) の場合に準同型を調べてみることにしよう. MA は可換であるから,微

分によってその既約表現は \mathfrak{m}\mathrm{C}\oplus a_{\mathbb{C}}^{*} の元を与える. 同型 \mathfrak{m}\simeq \mathbb{R} と a\simeq \mathbb{R} を , gc のroot

が \{(2,2), (2, -2), (-2,2), (-2, -2)\}\subset \mathbb{C}\oplus \mathbb{C}\simeq \mathfrak{m}\mathrm{C}\oplus a\mathrm{C}=\mathfrak{h}_{\mathbb{C}}^{*} となるようにとる. こ

のとき , ( $\sigma$,  $\nu$)\in \mathbb{C}\oplus \mathbb{C}\simeq \mathfrak{m}\mathrm{C}\oplus a_{\mathbb{C}}^{*} が MA の表現の微分であるための必要十分条件は

 $\sigma$\in \mathbb{Z} である.また , \mathrm{g}_{\mathbb{C}} のWeyl 群は \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}\times \mathbb{Z}/2\mathbb{Z} と同型で, その作用は次のようにな

る. (\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}=\{0,1\} とする.

(1, 0)( $\sigma$,  $\nu$)=( $\nu$,  $\sigma$) ,

(0,1)( $\sigma$,  $\nu$)=(- $\nu$, - $\sigma$) .

最も複雑な場合は, ( $\sigma$,  $\nu$) が整かつ正則な場合, つまり  $\sigma$- $\nu$\in \mathbb{Z}\backslash \{0\}, 2 $\nu$\in \mathbb{Z}\backslash \{0\} の

場合である. Weyl 群の作用により , 2 $\nu$\in \mathbb{Z}_{>0\text{，}} | $\sigma$|< $\nu$ としてよい.このとき , ( $\nu$,  $\sigma$)_{\text{，}}

(- $\nu$, - $\sigma$) に対応する表現は同型で, 既約となる.この表現は ( $\sigma$,  $\nu$) に対応する表現の部

分表現となり,それによる ( $\sigma$,  $\nu$) の商は有限次元既約表現である.また , ( $\sigma$,  $\nu$) に対応



する表現と (- $\sigma$, - $\nu$) に対応する表現は互いに双対の関係にある. つまり , 以下のように

なる.

有限次元表現
( $\sigma$,  $\nu$)= , ( $\nu$,  $\sigma$)\simeq(- $\nu$, - $\sigma$) , (- $\sigma$, - $\nu$)= 有限次元表現

従って , 準同型の次元を表にすると以下のようになる.

定義域

値域

注意2.1 この場合次元は全て1以下であるが,これは SL(2, \mathbb{C}) の特殊事情であり, 一般

には2次元以上になることもありうる [Str03].

§3 複素 Lie 群の主系列表現

 $\rho$=(1/2)\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in\triangle+} $\alpha$ とおく.これは  H の表現を与えるが,これも同様の記号で  $\rho$ と書

くことにする.  $\chi$ を  H の表現とした時, 主系列表現 \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{B}^{G} $\chi$ は

\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{B}^{G} $\chi$=\{f\in C^{\infty}(G)|f(ghn)=( $\chi \rho$)(h)^{-1}f(g)(g\in G, h\in H, n\in N)\}_{K} 有限

により定義される.ただし , K は G の極大ｺﾝﾊｸﾄ部分群 (またはｺﾝﾊｸﾄ実系)

である.

§2と同様に , 一般の場合も MA の既約表現は \mathfrak{m}_{\mathbb{C}}^{*}\oplus a_{\mathbb{C}}^{*} の元でﾊﾗﾒｰﾀ付けられ

る. a と \mathfrak{m} はともに \mathfrak{h} の実系であり , 従って \mathfrak{m}_{\mathbb{C}} と a_{\mathbb{C}} は \mathfrak{h} と同一視される.このとき,

( $\sigma$,  $\nu$)\in \mathfrak{m}\mathrm{C}\oplus a\mathrm{C}=\mathfrak{h}^{*}\oplus \mathfrak{h}^{*} に対し ,  $\lambda$=( $\nu$+ $\sigma$)/2,  $\mu$=( $\nu$- $\sigma$)/2 とおき , 以下主系列表現

のﾊﾗﾒｰﾀとしては ( $\mu$,  $\lambda$) を用いる. つまり,  $\lambda$,  $\mu$\in \mathfrak{h}^{*} に対し,  $\lambda$ ,  $\lambda$+ $\mu$ ) \in \mathfrak{m}\mathrm{C}\oplus a\mathrm{C}
から誘導される主系列表現を L( $\mu$,  $\lambda$) と書く.このとき ,  $\lambda$- $\mu$ は  M の表現の微分であ

るため, integral でなければならない.

\mathrm{g}_{\mathbb{C}} のWeyl 群は W\times W と同型となる. gc のCartan 部分代数は \mathfrak{m}_{\mathbb{C}}\oplus a_{\mathbb{C}} であ

り , 従ってここに W\times W が作用するが,これは上記 ( $\mu$,  $\lambda$) のﾊﾗﾒｰﾀで見たとき,

(v, w)( $\mu$,  $\lambda$)=(v $\mu$, w $\lambda$) となる.また , G の小 Weyl 群は \mathrm{g}_{\mathbb{C}} のWeyl 群の部分群となる

が, それは \{(v, v)|v\in W\}\subset W\times W で与えられる.



以下, 簡単のため  $\lambda$,  $\mu$ はintegral であると仮定する.ただし , 以下の議論は適当な修

正を行うことで一般にも通用する.

§4 準同型の存在判定法

[Abe] では, \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{G}(L($\mu$_{1}, $\lambda$_{1}), L($\mu$_{2}, $\lambda$_{2}))\neq 0 となるための必要十分条件が与えられて

いる. その主定理を述べる.まず, $\mu$_{1}\in W$\mu$_{2\text{，}}$\lambda$_{1}\in W$\lambda$_{2} であるとしてよい. (そうで

なければ L($\mu$_{1}, $\lambda$_{1}) と L($\mu$_{2}, $\lambda$_{2}) の無限小指標が一致せず, 従って準同型は 0 しかない.

よって以下 dominant な  $\lambda$ を固定し,  $\lambda$_{1}=w_{1} $\lambda$,  $\lambda$_{2}=w_{2} $\lambda$ と  w_{1}, w_{2}\in W をとる.

定理を述べるために , 単純rootの列 $\alpha$_{1} ,
. . .

, $\alpha$_{l} と  $\mu$\in \mathfrak{h}^{*} に対し,

A_{(s_{$\alpha$_{1}},\ldots,s_{$\alpha$_{l}})}( $\mu$)

\{$\mu$'\in \mathfrak{h}^{*}| \ovalbox{\tt\small REJECT} t(Dk=1,r\mathrm{I}_{\mathrm{L}}^{\rightarrow\perp}\mathrm{x}1 し \langle$\beta$_{i_{k}}^{\vee},s_{$\beta$_{i_{k-1}}}\cdot\cdot s_{$\beta$_{i_{1}}} $\mu$\rangle
あ

 $\xi$_{)}1\leq i_{1}<.\cdot.\cdot.\cdot,<i_{r}\leq li\mathfrak{h}\backslash >\backslash  $\tau$\mp $\Gamma$\pm \text{し_{，}}$\mu$'.=s_{$\beta$_{i_{r}}}\cdot\cdot\in \mathbb{Z}_{<0}s_{$\beta$_{i_{1}}} $\mu$
かつ

\}
とおく. ただし , i=1

,
. . .

,
l に対し $\beta$_{i}=s_{$\alpha$_{1}}\cdots s_{$\alpha$_{i-1}}($\alpha$_{i}) である.このとき , 次が成り

立つ.

補題4.1 w=s_{1}\cdots s_{l} を w\in W の最短表示とすると , A_{(s_{1},\ldots,s_{l})}( $\mu$) は最短表示の取り

方によらない.

最短表示 w=s_{1} . . .

s_{l} \ovalbox{\tt\small REJECT} に対し , A_{w}() =A_{(s_{1},\ldots,s_{l})}( $\mu$) とおく. 以上の準備のもと

で , 準同型の存在の必要十分条件は次のように与えられる. wo\in W を最長元とし,

W_{ $\lambda$}=\{w\in W|w $\lambda$= $\lambda$\} とおく.

定理4.2  w_{1}^{-1}A_{w_{1}}($\mu$_{1})\cap W_{ $\lambda$}w_{2}^{-1}w_{0}A_{w_{0}w_{2}}(w0$\mu$_{2})\neq\emptyset ならば,またその時に限り

\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L($\mu$_{1}, w_{1} $\lambda$), L($\mu$_{2}, w_{2} $\lambda$))\neq 0.

§2における SL(2, \mathbb{C}) の場合がきちんと再現されることをみておこう.  $\lambda$=( $\nu$+ $\sigma$)/2_{\text{，}}

 $\mu$=( $\nu$- $\sigma$)/2 とおくと ,  $\lambda$>0 である. 集合 A は次のようになる. s を SL(2, \mathbb{C}) の

Weyl 群の単位元でない元とする.

\{\}
\{ -\}

\{-\}
\{-\}

\{-\}
\{-\}

\{ -\}
\{\}

よって , 先ほどの表に集合 A を書き加えると次のようになる.



\{\} \{-\} \{-\} \{ -\}

\{-\}
\{-\}
\{-\}
\{\}

この表から,この場合に定理が成り立つことが見て取れる.

§5 特殊な場合における準同型の分類

一般に G の二つの主系列表現が与えられた時, その間の準同型全てを分類することは

難しい問題であり, 現在殆ど解決されていない. ただし, ﾊﾗﾒｰﾀが適当な条件を満た

している時には, 状況は非常に簡単になる.ここではそれについて述べる.

前節と同様に, \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L($\mu$_{1}, w_{1} $\lambda$), L($\mu$_{2}, w_{2} $\lambda$)) を考える.このとき, 次が成り立つ.

命題5.1

\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L($\mu$_{1},  $\lambda$), L($\mu$_{2}, w_{0} $\lambda$))=\left\{\begin{array}{ll}
\mathbb{C} & ($\mu$_{1}\in W_{ $\lambda$}w_{0}$\mu$_{2}) ,\\
0 & ($\mu$_{1}\not\in W_{ $\lambda$}w_{0}$\mu$_{2}) .
\end{array}\right.
つまり , w_{1}=e (単位元) w2 =w_{0} の時は状況は非常に単純である.もちろん,この

命題は定理4.2の特殊な場合を導く.

証明は,  $\lambda$ が正則ならばBernstein‐Gelfand の圏同値 [BG80] を用いて圏 \mathcal{O} の問題に帰

着させる.この圏同値のもとで, L($\mu$_{1},  $\lambda$) はVerma 加群に , L($\mu$_{2}, w_{0} $\lambda$) はVerma 加群

の双対に対応し,この場合はよく知られている. (例えば,Humphreys の本 [Hum08, 3 \cdot 3

Thorem (\mathrm{c}) ]. )一般の場合は translation principle を使えばよい.

後で必要になるので, 更に高次の \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t} 群についても述べておこう.この場合, 1次以上

の \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t} 群は全て消滅する.

命題5.2 k\geq 1 に対し,

\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}^{k}(L($\mu$_{1},  $\lambda$), L($\mu$_{2}, w_{0} $\lambda$))=0.

証明は同様である.つまり ,  $\lambda$ が正則な場合は圏 \mathcal{O} の問題に帰着させ [Hum08, 6.12.

Theorem] , 一般の場合は translation principle を使えばよい.



§6 Duflo‐Zelobenko の4項完全系列と定理4.2の証明の概要

一般の実半単純 Lie 群の場合と比べて , 複素半単純 Lie 群の場合は様々な特殊な事実が

成立するが, その一つがここで述べる Duflo‐Zelobenko の4項完全系列 [Duf75] である.

\overline{N} を \triangle^{-} に対応する Borel 部分群の unipotent radical とし, w\in W とする.  f\in

 L( $\mu$,  $\lambda$) に対し,

(T_{w}^{( $\mu,\ \lambda$)}f)(g)=\prime_{w\overline{N}w-1_{\cap N}}f(gnw)dn
とおくと,この積分は一般には収束しないが,もし収束すれば L(w $\mu$, w $\lambda$) の元を与え

る.その形から, T_{w}^{( $\mu,\ \lambda$)} は G の作用と可換であるから, T_{w}^{( $\mu,\ \lambda$)} は(収束すれば) 絡作

用素 L( $\mu$,  $\lambda$)\rightarrow L(w $\mu$, w $\lambda$) を与える (いわゆる Kunz‐Stein のintertwining operator).

 $\alpha$\in\triangle に対し, \check{ $\alpha$} をcoroot とすれば,よく知られている通り

すべての  $\alpha$\in w\triangle^{-}\mathrm{n}\triangle^{+} に対し, {\rm Re}\langle $\lambda$+ $\mu$, \check{ $\alpha$}\rangle>0

を満たすときに積分は収束し ,  $\lambda$- $\mu$ を固定すると  $\lambda$+ $\mu$ に関して正則となり , 更にこの

変数に関し \mathfrak{h}^{*} 上に有理的に解析接続される.

 $\alpha$ を単純 root とし ,  w=s_{ $\alpha$} が  $\alpha$ に関する鏡映変換であるとしよう. 更に , \langle $\mu$, \check{ $\alpha$}\rangle>0
とする.このとき , T_{s_{ $\alpha$}}^{( $\mu,\ \lambda$)} は極を持たず, 絡作用素 L( $\mu$,  $\lambda$)\rightarrow L(s_{ $\alpha$} $\mu$, s_{ $\alpha$} $\lambda$) が定義され

る.この核と余核を記述するのが次の定理である.

定理6.1 ([\mathrm{D}\mathrm{u}\mathrm{f}75]) \langle $\lambda$, \check{ $\alpha$}\}>0 とする.

(1) \langle $\mu$, \check{ $\alpha$}\rangle\leq 0 ならば, T_{s_{ $\alpha$}}^{( $\mu,\ \lambda$)} は同型 L( $\mu$,  $\lambda$)\simeq L(s_{ $\alpha$} $\mu$, s_{ $\alpha$} $\lambda$) を与える.

(2) \langle $\mu$, \check{ $\alpha$}\rangle>0 ならば,完全系列

0\rightarrow L( $\mu$, s_{ $\alpha$} $\lambda$)\rightarrow L( $\mu$,  $\lambda$)T_{\mathrm{s}_{ $\alpha$}}^{( $\mu,\ \lambda$)}\rightarrow L(s_{ $\alpha$} $\mu$, s_{ $\alpha$} $\lambda$)\rightarrow L( $\mu$, s_{ $\alpha$} $\lambda$)\rightarrow 0

が存在する.

(1) の逆写像は T_{s_{ $\alpha$}}^{(s_{ $\alpha$} $\mu$,s_{ $\alpha$} $\lambda$)} で与えられる. ( $\lambda$ に関する条件から  T_{s_{ $\alpha$}}^{(s_{ $\alpha$} $\mu$,s_{ $\alpha$} $\lambda$)} はこの点で

極を持たない. (2) における完全系列はDuflo‐Zelobenko の4項完全系列と呼ばれる.

例えば, SL(2, \mathbb{C}) の場合には次のようになる. ( $\sigma$,  $\nu$) を§2のようにとっておこう.こ

の時, 条件 \langle $\lambda$, \check{ $\alpha$}\rangle>0 を満たすのは ( $\sigma$,  $\nu$) と ( $\nu$,  $\sigma$) であり , (1) の条件は ( $\nu$,  $\sigma$) が, (2)
の条件は ( $\sigma$,  $\nu$) が満たす. 従って , 定理 (1) は ( $\nu$,  $\sigma$)\simeq(- $\nu$, - $\sigma$) が成り立つことを,ま



た(2) は完全系列

0\rightarrow(- $\nu$, - $\sigma$)\rightarrow( $\sigma$,  $\nu$)\rightarrow(- $\sigma$, - $\nu$)\rightarrow(- $\nu$, - $\sigma$)\rightarrow 0

が存在することを主張する.この事実が SL(2, \mathbb{C}) の場合に成り立っていることは, §2に

記した各表現の具体的な構造から確認できる.

定理6.1は, 準同型 T_{s_{ $\alpha$}}^{( $\mu,\ \lambda$)} \ovalbox{\tt\small REJECT} により L( $\mu$,  $\lambda$) と L(s_{ $\alpha$} $\mu$, s_{ $\alpha$} $\lambda$) を比較した際の ｢差｣ を記述

する定理であると思うことができる. 従って , L( $\mu$,  $\lambda$) の情報から L(s_{ $\alpha$} $\mu$, s_{ $\alpha$} $\lambda$) の情報を

引き出すことができる. 実際にそれを実行するのは容易なことではないが, 定理4.2の証

明はそのような形で行われる.

定理4.2の証明の概要を述べよう.まずは, w_{1}=e , つまり \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L($\mu$_{1},  $\lambda$), L($\mu$_{2}, w_{2} $\lambda$))
を考える.もしw2 =w_{0} ならば,これは命題5.1に他ならない. 一般の場合を考えるた

めに , w2の長さに関する上からの帰納法を使おう. s_{ $\alpha$}w_{2}>w_{2} と単純 root  $\alpha$ をとる.

すると定理6.1から, 次のどちらかが成り立つ.

(1)  L($\mu$_{2}, w_{2} $\lambda$)\simeq L(s_{ $\alpha$}$\mu$_{2}, s_{ $\alpha$}w_{2} $\lambda$) .

(2) 0\rightarrow L($\mu$_{2}, s_{ $\alpha$}w_{2} $\lambda$)\rightarrow L($\mu$_{2}, w_{2} $\lambda$)\rightarrow L(s_{ $\alpha$}$\mu$_{2}, s_{ $\alpha$}w_{2} $\lambda$)\rightarrow L($\mu$_{2}, s_{ $\alpha$}w_{2} $\lambda$)\rightarrow 0.

帰納法の仮定から, \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L($\mu$_{1},  $\lambda$), L($\mu$_{2}, s_{ $\alpha$}w_{2} $\lambda$)) や \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L($\mu$_{1},  $\lambda$), L(s_{ $\alpha$}$\mu$_{2}, s_{ $\alpha$}w_{2} $\lambda$))
がいつ 0 でないかはわかっている.従って, (1) または (2) を用いることで,

\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L($\mu$_{1},  $\lambda$), L($\mu$_{2}, w_{2} $\lambda$)) に関しても情報を引き出したい.

(1) の場合は問題がない. 問題となるのは (2) である. 単純に完全系列の存在のみから

は, 帰納法を進めることができない.ここで重要なのは, 次の性質が成り立つことである.

\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L($\mu$_{1},  $\lambda$), L($\mu$_{2}, w_{2} $\lambda$))=0 ならば, \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}^{k}(L($\mu$_{1},  $\lambda$), L($\mu$_{2}, w_{2} $\lambda$))=0 が全て

の k\geq 0 に対し成り立つ.

この主張を直接示すことはできないが, 簡単なﾎﾓﾛｼｰ代数により定理の主張とこの性

質を帰納法により同時に示すことができる. (帰納法の最初のｽﾃｯﾌで正しいことは,

命題5.2が保証してくれる.

一般の w_{1} の場合も, w_{1} の長さに関する帰納法を用いることで, 同様の証明が通用

する.
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