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階数4のmultiplicity‐free 作用に関する不変式

(Invariant Polynomials for Multiplicity‐free Actions

of Rank Four)

By

菊地克彦 (Katsuhiko Kikuchi)
*

Abstract

Let V be a finete‐dimensional vector space over \mathbb{C}, K a connected compact Lie group acting
on V as a linear isomprphism. We call the action (K, V) multiplicity‐free if each irreducible

K‐mudule appears at most one in the polynomial ring \mathcal{P}(V) . In this announcement we describe

K‐invariant polynomials and K‐invariant differential operators for the multiplicity‐free actions

(K, V) of rank four such that (K, V) is not derived from a Hermitian symmetric pair. Moreover,
we give two �symmetric� slices for visibility of each action (K, V) in this announcement. We

show that the symmetric slice indicates a symmetry of invariant polynomials or of invariant

differential operators for the action.

序文

V を(有限次元) 複素 vector 空間, K を V に線型かつ局所効果的に作用する compact

Lie 群とする.すると, K は V 上の (正則) 多項式環 \mathcal{P}(V) に自然に作用する.このとき,
作用 (K, V) がmultiplicity‐free であるとは, K の \mathcal{P}(V) への作用において,各既約成分
が高々重複度1で現れることである.この論文では,作用 (K, V) の階数が4であるものに

ついて,各既約成分に自然に対応する不変式と不変微分作用素を具体的に記述する.
作用 (K, V) がmultiplicity‐free であるとする. \overline{\mathcal{P}(V)}, \mathcal{P}\mathcal{D}(V) でそれぞれ V 上の反正

則多項式環,多項式係数微分作用素環, (\mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)})^{K}, \mathcal{P}\mathcal{D}(V)^{K} でそれぞれ \mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)},
\mathcal{P}\mathcal{D}(V) の K‐不変元全体のなす部分環を表し,それぞれ V 上の K‐不変式環, K‐不変微分

作用素環と呼び,それらの元をそれぞれ K‐不変式, K‐不変微分作用素と呼ぶ. \mathcal{P}(V) の各

既約成分 P_{ $\lambda$} に対して \mathcal{P}\mathcal{D}(V) の K‐不変式 p_{ $\lambda$}(z, Z) ,
K‐不変微分作用素 p_{ $\lambda$}(z, \partial) が自然に

定まり,それら全体がそれぞれ (\mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)})^{K}, \mathcal{P}\mathcal{D}(V)^{K} の基底をなす.
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作用 (K, V) がmultiplicity‐free であるとき, \mathcal{P}(V) に現れる既約成分に対応する high‐
est weight 全体は自由Abel 半群になる.その半群の基底をなす highest weight を基本

highest weight と呼び,その個数を (K, V) の階数と呼ぶ.すると, (\mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)})^{K},
\mathcal{P}\mathcal{D}(V)^{K} はそれぞれ基本 highest weight $\lambda$_{1} ,

. . .

, $\lambda$_{r} に対応する K‐不変式, K‐不変微分作

用素たちを変数とする多項式環になる ([7]). この論文の目標は, \mathcal{P}(V) の任意の既約成分

P_{ $\lambda$} に対して, p_{ $\lambda$}(z, \overline{z}) , p_{ $\lambda$}(z, \partial) をそれぞれ Px j(z, \overline{z}) , P$\lambda$_{j}(z, \partial) たちの多項式として具体的

に記述することである.
K‐不変微分作用素 p_{ $\lambda$}(z, \partial) は \mathcal{P}(V) の任意の既約成分 P_{ $\mu$} を保存し,各 P_{ $\lambda$} 上では

scalar 倍として作用する.その scalar を \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right) と表し,2項係数と呼ぶ.すべての P_{ $\mu$} に対し

て (_{ $\lambda$}^{ $\mu$}) が分かれば p_{ $\lambda$}(z, \partial) を表す p_{$\lambda$_{j}}(z, \partial) たちの多項式を具体的に求めることができる.

この2項係数は次の性質をもつ. K のLie 代数 \mathrm{t} の複素化 \mathrm{t}_{\mathbb{C}} の正rootの和の \displaystyle \frac{1}{2} 倍を  $\rho$ で

表すとする.  $\rho$ を用いて2項係数を  $\tau$_{ $\lambda$}( $\mu$+ $\rho$)=\left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right) と表すとき, $\tau$_{ $\lambda$} はある有限群 W の作

用および零点により決定される ([11]). このことは,2項係数の具体的な形を求める際にと
ても有用である.

(K, V) がHermite 型であるときには, (K, V) の階数は対応する Hermite 対称対の階

数と一致する.また, \mathcal{P}(V) の既約成分に対応する highest weight  $\lambda$ は分割,即ち単調非
増加非負整数列 (l_{1}, . . . , l_{r}) で表され, p_{ $\lambda$}(z, Z) , (_{ $\lambda$}^{ $\mu$} ) はそれぞれ r 変数 Jack 多項式,shifted
Jack 多項式で表される.従って,一般の multiplicity‐free 作用に対する不変式や2項係数

を計算することは,Jack 多項式や shifted Jack 多項式のある種の一般化を求めることとみ

なすことができる.

2つの作用 (K_{1}, V_{1}) , (K2, V2) が弱同値であるとき,それぞれの不変式および不変微
分作用素は自然な対応により同一視される.また,2つの作用 (K_{1}, V_{1}) , (K2, V2) の直積

で表される作用 (K_{1}\times K_{2}, V_{1}\oplus V_{2}) に関する K_{1}\times K_{2}‐不変式, K_{1}\times K_{2} ‐不変微分作用

素はそれぞれ Kl‐不変式と K_{2}‐不変式, K_{1} ‐不変微分作用素と K2‐不変微分作用素の積で

表される.よって,indecomposable でHermite 型作用と弱同値でない multiplicity‐free 作

用に関する不変式および不変微分作用素を求めることが問題となる.indecomposableな
作用 (K, V) の階数が2以下であるとき, (K, V) はある Hermite 型作用と弱同値になる.
Hermite 型作用と弱同値でない階数3のindecomposable なmulitiplicity‐free 作用に関す

る不変式と不変微分作用素は [10] で求められている.これらの結果を基にして,この論文
では Hermite 型作用と弱同値でない indecomposable なmultiplicity‐free 作用に関する不

変式と不変微分作用素を求める.このような作用は以下のものである.

(1) (\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n), \mathbb{C}^{2}\oplus \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(2, n, \mathbb{C} n\geq 2,

(2) (\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(4), \mathbb{C}^{4}\oplus\wedge^{2}(\mathbb{C}^{4})) ,

(3) (\mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}(n), \mathbb{C}^{2n}\oplus \mathbb{C}^{2n}) , n\geq 2,

ただし,∧2 (\mathbb{C}^{4}) は4次複素交代行列全体のなす vector 空間を表す.(1), (2) は[12] におい

て半古典型あるいは case II, (3) はcase VI と呼ばれるもののうち階数が4となるもので

ある.これらの作用 (K, V) はすべて既約成分が2個の可約な作用である.

この論文で扱う3個の作用 (K, V) は,すべて基本 highest weight vector として2個の
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1次多項式と2個の2次多項式をもつ.1次の基本highest weight vector はそれぞれ V の

2個の既約成分に対応する.また,(1), (2) については,2次の基本highest weight vector の

うちの1個は K(に局所同型な群) を真に含み,その作用が Hermite 型になる compact Lie

群 K_{1} の \mathcal{P}(V) への作用の基本 highest weight vector として現れるものであり,(3) では2

次の基本 highest weight vector はともにK(に局所同型な群 \mp\grave{}\acute{} ) を含む \mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}(n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2) の

\mathcal{P}(V) への作用に現れる基本 highest weight vector になっている.これらの基本 highest

weight vector に�対応する� 不変式を用いて, \mathcal{P}(V) の任意の既約成分に対応する不変式

は,(scalar 倍を除いて) 通常の意味の2項係数および下降冪の比を係数とし,1次,2次基本
highest weight vector に対応する不変式をそれぞれ1次式,2次式とみなしたときの斉次多
項式として表される.これは,2変数のSchur多項式を1次および2次の基本対称式の多項
式として表したとき,係数に通常の意味の2項係数が現れることの一般化と考えることが
でき,これは,階数2およびHermite型作用と弱同値でない階数3の作用にも共通して現
れる性質である.具体的には,(1), (2) については各項が2個の文字でparametrizeされる
が,その係数はさらに別の文字に関する和として表される.(3) については, \mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2n)-
不変式と,2次の基本 highest weight vector に対応する2個の不変式たちを変数とする多

項式の積として表される.その2個目の因子は \mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}(n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2) に関する不変式の因子

として現れるものである.

それぞれの作用の2項係数は,不変式の多項式としての表示における1次の基本highest
weight vector に対応する不変式を1次式の下降冪に,2次の基本 highest weight vector

に対応する不変式を1次式の下降冪2個の積に置き換えたものとして得られる.従って,
そこに現れる係数は本質的に変わらない.ただし,(1), (2) の作用においては,2次の基本
highest weight vector に対応する不変式の1つを他の不変式の差として2項展開してから

下降冪の積に置き換えるので,4個の文字についての和の形で表される.(3) については,

不変式と同様に2項係数も2個の多項式の積で表される.この2項係数と,基本highest
weight vector に"対応する� 不変微分作用素の固有値を比較することにより, \mathcal{P}(V) の各

既約成分に対応する不変微分作用素を求めることができる.具体的には,下降冪およびそ
の積を微分作用素の積に置き換えたものになる.これらのことも,階数2およびHermite
型作用と弱同値でない階数3の作用に共通する性質である.

作用の multiplicity‐free 性は (強) 可視性と密接な関連がある ([14]). 複素多様体 V へ

のLie 群 K の作用が強可視的であるとは, V の開部分集合 D, D 上の反正則微分同相  $\sigma$

および  D の実部分多様体 S が存在し,以下の性質を満たすことである.(I) K\cdot S=D.

(II)  $\sigma$ は  D の任意の K‐軌道を保存.(III)  $\sigma$ の  S 上への制限は恒等写像.このときの S を

slice と呼ぶ.特に, V が有限次元複素 vector 空間, K がcompact Lie 群であるとき,作用
(K, V) がmultiplicity‐free であることと,強可視的であることは同値である ([19]). (K, V)
がHermite 型であるとき, K を極大 compact 部分群としてもつ非 compact 単純 Lie 群 G

のLie 代数 \mathrm{g} のCartan 分解 \mathrm{g}=\mathrm{t}+\mathfrak{p} に現れる \mathfrak{p} の極大可換部分空間 a (に実 vector 空間

として同型なもの) をslice としてとることができ,slice のもつ対称性が不変式や2項係数

の対称性に反映する.この論文では,扱う3個のそれぞれの作用について,反正則微分同
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相として通常の複素共役をとつた上で,2個ずつslice S_{1}, S_{0} を与える.これらのsliceは,
不変式や2項係数の対称性に関係するものであり,[19] で与えられたsliceとは本質的に異

なる.具体的には,それぞれの作用について, S_{1} は実部分vector空間となり不変式の対称

性に対応, S_{0} は次元が作用の階数と等しい4で2項係数の対称性に対応し,さらに, S_{1} は

S_{0} を実 vector 空間として生成する.また, S_{1} の次元は (1), (2) については6, (3) につい

ては8で,特に,(1), (2) の S_{1} 同士, S_{0} 同士が自然に対応することに注意する.

以下,この論文では1節で基本事項をまとめ,2節にてHermite型作用について不変
式と2項係数を論じ,それらを含めて現在まで知られている結果を整理し,この論文で述
べる対象を明確にする.そして,続く3, 4, 5節においてそれぞれ (3), (1), (2) の作用につ

いて不変式,2項係数,不変微分作用素の正確な形を与え,強可視性を示すsliceを具体的
に与える.

なお,この論文の一部は反橋拓朗氏との共同研究である.

§1. 準備

V を(有限次元) 複素 vector 空間, K を V に線型かつ局所効果的に作用する compact

Lie 群とする.すると, K は V 上の (正則) 多項式環 \mathcal{P}(V) に自然に作用する.

Definition 1.1. 作用 (K, V) がmultiplicity‐free であるとは, K の \mathcal{P}(V) への

作用において,各既約成分が高々重複度1で現れることである.

\overline{\mathcal{P}(V)} で V 上の反正則多項式環を表す.これは, \overline{V} で V の複素共役 vector 空間,即
ち,実vector 空間としては V と同じもので,複素数体の作用が V のときと複素共役にな

るものとするとき, \overline{V} の正則多項式環とみなせるものである. n=\dim V とし, V 上の K‐

不変な Hermite 内積 )_{V} を1つ固定し,この内積に関する正規直交基底 \{e_{1}, . . . , e_{n}\} を

とり,この基底についての座標函数を z_{1} ,
. . .

, z_{n} とする.すると, \mathcal{P}(V) の元は z_{1} ,
. . .

, z_{n}

の多項式で表され, \overline{\mathcal{P}(V)} の元は座標函数の複素共役 Z_{1} ,
. . .

, Z_{n} の多項式で表される. z=

z_{1}e_{1}+\cdots+z_{n}e_{n}\in V に対応する \overline{V} の元を Z で表すとする.すると, K は k\cdot Z=\overline{k\cdot z}

(k\in K, z\in V) により V への作用と反傾に \overline{V} に作用する.また, V 上の正則多項式

f\in \mathcal{P}(V) に対して, \overline{f}(Z)=\overline{f(z)} で V 上の反正則多項式 \overline{f}\in\overline{\mathcal{P}(V)} が自然に定まる.

\mathcal{P}(V) には以下で与えられる Fischer 内積を入れる.

(1.1) (f_{1}, f_{2})_{F}=\displaystyle \frac{1}{$\pi$^{n}}\prime_{V}f_{1}(z)\overline{f_{2}(z)}e^{-\Vert z\Vert_{V}^{2}}d $\mu$(z) ,

ただし,fi, f2 \in \mathcal{P}(V) , \Vert \Vert_{V} は V 上の K‐不変な内積 )_{V} から得られる norm で,

 $\mu$ は  V を \mathbb{R}^{2n} とみなしたときの Lebesgue 測度とする.これは次のようにも表される.

fi (z)=\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in \mathbb{N}^{n}}a_{ $\alpha$}z^{ $\alpha$}, f_{2}(z)=\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in \mathbb{N}^{n}}b_{ $\alpha$}z^{ $\alpha$} としたとき, (fi, f_{2})_{F}=\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in \mathbb{N}^{n}} $\alpha$!a_{ $\alpha$}\overline{b}_{ $\alpha$} , た

だし, z^{ $\alpha$}=z_{1}^{$\alpha$_{1}}\cdots z_{n}^{$\alpha$_{n}},  $\alpha$!=$\alpha$_{1}!\cdots$\alpha$_{n} !.

V 上の多項式係数微分作用素全体のなす環を \mathcal{P}\mathcal{D}(V) で表すことにする.このとき,
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K は \mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)}, \mathcal{P}\mathcal{D}(V) に以下のように作用する.

(k\cdot f_{1}\otimes\overline{f}_{2})(z, \mathrm{Z})=f_{1}\otimes\overline{f}_{2}(k^{-1}\cdot z, k^{-1}\cdot \mathrm{Z})=f_{1}(k^{-1}\cdot z)f_{2}(k^{-1}\cdot z) ,

(k\cdot D)f(z)=k\cdot(D(k^{-1}\cdot f))(z)=D(k^{-1}\cdot f)(k^{-1}\cdot z) .

\mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)}, \mathcal{P}\mathcal{D}(V) の K‐不変元をそれぞれ K‐不変式, K‐不変微分作用素,それら
全体のなす部分環をそれぞれ K‐不変式環, K‐不変微分作用素環と呼び, (\mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)})^{K},
\mathcal{P}\mathcal{D}(V)^{K} と表す. (\mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)})^{K}, \mathcal{P}\mathcal{D}(V)^{K} には, \mathcal{P}(V) の既約成分凪から以下のよう
にして定まる元 p_{ $\lambda$}(z, \overline{z}) , p_{ $\lambda$}(z, \partial) がそれぞれ存在する. d_{ $\lambda$}=\dim V_{ $\lambda$} とし, V_{ $\lambda$} のFischer

内積に関する正規直交基底 {fi, . . .

, f_{d_{ $\lambda$}} } を1つとり, p_{ $\lambda$}(z, \overline{z}) , p_{ $\lambda$}(z, \partial) を次のように定
める.

(1.2) p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \mathrm{Z})=\sum_{j=1}^{d_{ $\lambda$}}f_{j}(z)\overline{f_{j}(z)},
(1.3) p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \partial)=\sum_{j=1}^{d_{ $\lambda$}}f_{j}(z)\overline{f}_{j}(\partial) ,

ただし,zk に関する偏微分作用素を \partial_{z_{k}},  $\alpha$\in \mathbb{N}^{n} に対し \partial^{ $\alpha$}=\partial_{z_{1}}^{$\alpha$_{1}}\cdots\partial_{z_{n}}^{$\alpha$_{n}} とし, f(z)=

\displaystyle \sum_{ $\alpha$\in \mathbb{N}^{n}} とするとき, \displaystyle \overline{f}(\partial)=\sum_{ $\alpha$\in \mathbb{N}^{n}}\overline{a}_{ $\alpha$}\partial^{ $\alpha$} とする. p_{ $\lambda$}(z, Z) , p_{ $\lambda$}(z, \partial) は正規直交基底

{fi, . . .

, f_{d_{ $\lambda$}} } の取り方に依らないことに注意する.

以下,特に断らない限り (K, V) はmultiplicity‐free であると仮定する.ここで,
K‐不変式環, K‐不変微分作用素環の性質を highest weight theory を用いて説明する.

\mathrm{k}=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(K) を K のLie 代数, \not\in \mathrm{c} を \mathrm{t} (の複素化, \mathfrak{h}\subset\not\in \mathrm{c} を \not\in \mathrm{c} のCartan 部分代数, \mathfrak{h}^{*} を

\mathfrak{h} の双対空間とする. \mathcal{P}(V) の既約成分はその highest weight  $\lambda$\in \mathfrak{h}^{*} で決まる.  $\lambda$\in \mathfrak{h}^{*}

をhighest weight にもつ既約成分を P_{ $\lambda$} とし,その highest weight vector を h_{ $\lambda$}\in P_{ $\lambda$} と表

すことにする. P_{ $\lambda$} に対してある非負整数 l\in \mathbb{N} が存在し, P_{ $\lambda$} は l 次斉次多項式全体のな

す \mathcal{P}(V) の部分 vector 空間 \mathcal{P}_{l}(V) に含まれる.この l を  $\lambda$ の次数と呼び, \deg $\lambda$ で表す.

 $\Lambda$:=\{ $\lambda$\in \mathfrak{h}^{*};\exists P_{ $\lambda$}\subset \mathcal{P}(V)\} とすると,  $\Lambda$ は自由Abel 半群になる.  $\Lambda$ の元  $\lambda$ でhighest

weight vector  h_{ $\lambda$} が既約多項式となるものを基本 highest weight, 対応する highest weight
vector h_{ $\lambda$} を基本 highest weight vector と呼ぶ.基本 highest weight 全体をなす集合を

$\Lambda$_{0}=\{$\lambda$_{1}, . . . , $\lambda$_{r}\} とすると, $\Lambda$_{0} は  $\Lambda$ の自由Abel 半群としての基底になる.

Definition 1.2.  $\Lambda$_{0} の元の個数 r を (K, V) のrank と呼び,rank (K, V) と表す

ことにする.

$\Lambda$_{0}=\{$\lambda$_{1}, . . . , $\lambda$_{r}\} を用いることにより, K‐不変式環, K‐不変微分作用素環の構造が

次のように説明される.

Proposition 1.3 ([7]). \{P$\lambda$_{j}(z, Z)\}_{j=1}^{r}, \{P$\lambda$_{j}(z, \partial)\}_{j=1}^{r} はそれぞれ代数的に独立で

あり,かつ (\mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)})^{K}, \mathcal{P}\mathcal{D}(V)^{K} を可換環として生成する.
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D\in \mathcal{P}\mathcal{D}(V)^{K} を V 上の K‐不変微分作用素とすると, D は \mathcal{P}(V) のすべての既約成

分 P_{ $\lambda$} を保存し,各 P_{ $\lambda$} 上scalar 倍として作用する.特に, D として p_{ $\lambda$}(z, \partial) をとるとき,

p_{ $\lambda$}(z, \partial) は各乃 ( $\mu$\in $\Lambda$) にscalar 倍で作用する,即ち,

(1.4) p_{ $\lambda$}(z, \partial)|_{P_{ $\mu$}}=\left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)\mathrm{I}\mathrm{d}_{P_{ $\mu$}}, \exists\left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)\in \mathbb{C}.
この複素数 \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right) を2項係数と呼ぶ.2項係数は以下のようにして特徴づけられる.  $\rho$\in \mathfrak{h}^{*}

を正 root の和の \displaystyle \frac{1}{2} 倍とし,任意の  $\lambda$\in $\Lambda$ について次の函数  $\tau$_{ $\lambda$} :  $\Lambda$+ $\rho$\rightarrow \mathbb{C} を考える.

$\tau$_{ $\lambda$}( $\mu$+ $\rho$)=\left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)  $\mu$\in $\Lambda$.
a^{*}=\langle $\Lambda$\rangle_{\mathbb{C}}\subset \mathfrak{h}^{*} を  $\Lambda$ で生成される \mathfrak{h}^{*} の部分 vector 空間とすると, $\tau$_{ $\lambda$} は  a^{*}+ $\rho$ 上の多項

式函数とみなされる.この多項式函数  $\tau$_{ $\lambda$} は以下のようにして特徴づけられるものである.

Proposition 1.4 ([11]). 有限群 W が存在して, a^{*} を保存し,かつ任意の  $\lambda$\in $\Lambda$

について  $\tau$_{ $\lambda$} が以下のように特徴づけられる.

(1) $\tau$_{ $\lambda$} はW‐不変である.

(2) \deg$\tau$_{ $\lambda$}=\deg $\lambda$.

(3) \deg $\mu$\leq\deg $\lambda$,  $\mu$\neq $\lambda$ なる  $\mu$\in $\Lambda$ に対して  $\tau$_{ $\lambda$}( $\mu$+ $\rho$)=0.
(4) $\tau$_{ $\lambda$}( $\lambda$+ $\rho$)=1.

ここまでの内容については,[2] を参照せよ.
W の幾何学的意味付けを行うために,作用の強可視性を定義する.

Definition 1.5 ([14]). V を有限次元複素多様体, K を V に正則に作用する連結
Lie 群とする.作用 (K, V) が強可視的であるとは, V の K‐不変な開集合 D

, 全実部分多

様体 S および D 上の反正則微分同相  $\sigma$ が存在して､ 次の性質を満たすことである.

(1)  K\cdot S=D.

(2)  $\sigma$ は  S を保存し,  $\sigma$|s=\mathrm{I}\mathrm{d}s.
(3) 任意の v\in S について  $\sigma$(K\cdot v)=K\cdot v.

この S を作用 (K, V) のslice と呼ぶ.

作用 (K, V) が強可視的ならばmultiplicity‐free である ([14]). また, V を有限次元

複素 vector 空間, K を V に線型に作用する連結 compact Lie 群とするとき, (K, V) が

multiplicity‐free ならば強可視的である ([19]). この論文の次節以降において , 不変式や2

項係数の対称性を,適当なsliceを保存する群の作用と結びつける.
最後に,不変式や2項係数,不変微分作用素を記述するために,下降冪を表す記号を

与えておく.

a^{\underline{l}}=\left\{\begin{array}{ll}
a(a-1)\cdots(a-l+1) , & l\geq 1,\\
1, & l=0.
\end{array}\right.
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§2. Hermite 型の場合

multiplicity‐free 作用のうち,最も典型的なものである Hermite 型作用についてまと

めておく.なお,詳細については [3][4][6][8][15][20][21][22][24] 等を参照せよ. G を中心が

有限な非 compact 単純 Lie 群で, G の極大 compact 部分群 K の中心が1次元であるもの

とする.すると,
\perp

対 (G, K) はHermite 対称対になる. \mathrm{g}= Lie G, \mathrm{k}= Lie K をそれぞれ

G, K のLie 代数, \mathrm{g}=\mathrm{k}+\mathfrak{p} を \mathrm{g} のCartan 分解, \mathrm{g}\mathrm{c}=\not\in \mathrm{c}+\mathfrak{p}_{+}+\mathfrak{p}_{-} を \mathrm{g} の複素化 gc の \mathrm{t}

の中心の随伴作用に関する分解とする.すると, \mathfrak{p}_{-} は既約な K功加 \ovalbox{\tt\small REJECT} \mp\grave{}\acute{} となり,作用 (K, \mathfrak{p}_{-})
はmultiplicity‐free である.このような作用を Hermite 型作用と呼ぶことにする. \mathrm{t}_{\mathbb{C}} を \mathrm{t}

の複素化とし, \mathfrak{h}\subset \mathrm{t}_{\mathbb{C}} を \mathrm{t}_{\mathbb{C}} のCartan 部分代数とすると, \mathfrak{h} は \mathrm{g}_{\mathbb{C}} のCartan 部分代数にも

なる. \mathrm{g}_{\mathbb{C}} のroot  $\alpha$\in \mathfrak{h}^{*} に対して,その root 空間を \mathrm{g}_{ $\alpha$} で表すとする.互いに強直交する

正root \{$\alpha$_{1}, . . . , $\alpha$_{r}\} が存在し, \mathrm{g}_{-$\alpha$_{j}}\subset \mathfrak{p}_{-} であり, \mathcal{P}(\mathfrak{p}_{-}) のK‐既約分解に現れる highest

weight  $\lambda$ は  a_{1}\geq\cdots\geq a_{r}\geq 0 なる非負整数 a_{1} ,
. . .

, a_{r} を用いて  $\lambda$=a_{1}$\alpha$_{1}+\cdots+a_{r}$\alpha$_{r}

と表される.特に,rank (K, \mathfrak{p}_{-})=r であり,基本 highest weight は $\lambda$_{j}=$\alpha$_{1}+\cdots+$\alpha$_{j}
(1\leq j\leq r) と表され, $\alpha$_{1} ,

. . .

, $\alpha$_{r} は \langle $\Lambda$\rangle \mathrm{c} のvector 空間としての基底になり, \deg$\lambda$_{j}=j

である.さらに, v_{j}\in \mathrm{g}_{-$\alpha$_{j}} を適当にとり, S=\displaystyle \sum_{j=1}^{r}\mathbb{R}v_{j} とすると, S は (K, \mathfrak{p}_{-}) のslice に

なる.いま,compact 群 N_{K}(S) , Z_{K}(S) , W_{K}(S) を次のように定義する.

N_{K}(S)=\{k\in K;k\cdot S=S\},

Z_{K}(S)= { k\in K ; k\cdot v=v for all v\in S},

W_{K}(S)=N_{K}(S)/Z_{K}(S) .

Proposition 2.1. (1) W_{K}(S) は有限群であり, (\mathcal{P}(\mathfrak{p}_{-})\otimes\overline{\mathcal{P}(\mathfrak{p}_{-})})^{K}\simeq \mathbb{C}[S]^{W_{K}(S)}.
(2) W=\mathrm{A}\mathrm{d}_{\mathrm{k}_{\mathbb{C}}}^{*}(N_{K}(S))|\langle $\Lambda$\rangle_{\mathbb{C}} とすると, W はProposition 1.4の W と一致する.

S の基底 \{v_{1}, . . . , v_{r}\} に関する座標函数を z_{1} ,
. . .

, z_{r} とし, S 上の多項式 f(z) につい

て, v=a_{1}$\alpha$_{1}+\cdots+a_{r}$\alpha$_{r} に対して f(z) に |a_{1}|^{2}$\alpha$_{1}+\cdots+|a_{r}|^{2}$\alpha$_{r} を代入した値を対応さ

せて得られる函数を f(|z|^{2}) と表すことにする.また,  $\lambda$\in $\Lambda$ を  $\lambda$=l_{1}$\alpha$_{1}+\cdots+l_{r}$\alpha$_{r} と表

すことにより,  $\lambda$ と (l1, . . . l_{r}) を同一視する.

Proposition 2.2. 任意の  $\lambda$= (l1, . . . , l_{r}) に対して, K ‐不変式 p_{ $\lambda$}(z, \overline{z}) および2

項係数 \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right) は次のように表される.

p_{ $\lambda$}(z, \mathrm{Z})=c_{t, $\lambda$}J_{ $\lambda$}^{(t)}(|z|^{2}) , z\in S,

\left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)=c_{t, $\lambda$}J_{ $\lambda$}^{*(t)}( $\mu$) ,  $\mu$\in $\Lambda$,
ただし, J_{ $\lambda$}^{(t)} はJack 多項式, J_{ $\lambda$}^{*(t)} はshifted Jack 多項式 ([18] を参照せよ) を表し, t は以
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下で与えられる実数で, c_{t, $\lambda$} は t,  $\lambda$ で決まる正実数である.

 t=\left\{\begin{array}{ll}
2, & (G, K)=(\mathrm{S}\mathrm{p}(n, \mathbb{R}), \mathrm{U}(n)) ,\\
1, & (G, K)=(\mathrm{S}\mathrm{U}(n, m), \mathrm{S}(\mathrm{U}(n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(m))) ,\\
\frac{1}{2}, & (G, \mathrm{K})=(\mathrm{S}\mathrm{O}*(2\mathrm{n}), \mathrm{U}(n)),\\
\frac{2}{\frac {}{}3,4\frac {}{}1n-21}, & (G, K)=(\mathrm{S}\mathrm{O}_{0}(2, n), \mathrm{S}\mathrm{O}(2)\times \mathrm{S}\mathrm{O}(n)) ,
\end{array}\right.(G, K)=(\mathrm{E}_{6(-14)}, \mathrm{T}\cdot \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(10)) ,

(G, K)=(\mathrm{E}_{7(-25)}, \mathrm{T}\cdot \mathrm{E}_{6}) .

上の結果により, (K, V) がHermite 型のときはK‐不変式および2項係数がわかり,
K‐不変微分作用素も求められる.よって,問題となるのは (K, V) がHermite 型作用と本

質的に異なるものについて K‐不変式や K‐不変微分作用素を求めることである.そこで,
本質的に異なるということを明確に定義する.

Definition 2.3. 作用 (K_{1}, V_{1}) が (K_{2}, V_{2}) と弱同値であるとは,複素線型同型  $\phi$ :

 V_{1}\rightarrow V_{2} が存在して,任意の v\in V_{1} について  $\phi$(K_{1}\cdot v)=K_{2}\cdot $\phi$(v) が成り立つことで

ある.

(K_{1}, V_{1}) , (K_{2}, V_{2}) を弱同値な multiplicity‐free 作用とすると,自然な同型により,
\mathcal{P}(V_{1}) の K_{1} ‐既約分解は \mathcal{P}(V_{2}) のK2‐既約分解と一致する.よって,それぞれの不変式と
不変微分作用素は自然に同一視される.

局所効果的な multiplicity‐free 作用 (K, V) において, K の中心の次元と V の K‐既約

成分の個数が一致しているとき, (K, V) はsaturated であるという.multiplicity‐free 作

用 (K, V) がsaturated でないとき, K に適当な torus T を付け加えることにより, T\times K

の中心の次元と V の K‐既約成分の個数が一致し,かつ (T\times K, V) が局所効果的となる

ようにすることができる.このとき, (T\times K, V) もmultiplicity‐free であり, (T\times K, V)
は (K, V) と弱同値である.

multiplicity‐free 作用 (K, V) がある Hermite 型作用 (K', \mathfrak{p}_{-}) と弱同値であるとき,

(K, V) は弱 Hermite 型であるということにする.

Definition 2.4. V_{1} ,
. . .

, V_{m} を有限次元複素 vector 空間, K_{1} ,
. . .

, K_{m} を連結な

compact Lie 群で,それぞれ V_{1} ,
. . .

, V_{m} に線型に作用しているとする.すると,  K_{1}\times
. . . \times K_{m} は V_{1}\oplus\cdots\oplus V_{m} に自然に作用する.この (K_{1}\times\cdots\times K_{m}, V_{1}\oplus\cdots\oplus V_{m}) を

(K_{1}, V_{1}) ,
. . .

, (K_{m}, V_{m}) の直積と呼び, (K_{1}, V_{1})\times\cdots\times(K_{m}, V_{m}) と表す.

(K_{1}, V_{1}) , (K2, V2) をともにmultiplicity‐free 作用とするとき,それらの直積 (K_{1}, V_{1})\times
(K2, V2) はmultiplicity‐free であり,  K_{1}\times K_{2} ‐不変式環 (\mathcal{P}(V_{1}\oplus V_{2})\otimes\overline{\mathcal{P}(V_{1}\oplus V_{2})})^{K_{1}\times K_{2}},
K_{1}\times K_{2} ‐不変微分作用素環 \mathcal{P}\mathcal{D}(V_{1}\oplus V_{2})^{K_{1}\times K_{2}} はそれぞれ環としてのtensor 積 (\mathcal{P}(V_{1})\otimes
\overline{\mathcal{P}(V_{1})})^{K_{1}}\otimes(\mathcal{P}(V_{2})\otimes\overline{\mathcal{P}(V_{2})})^{K_{2}}, \mathcal{P}\mathcal{D}(V_{1})^{K_{1}}\otimes \mathcal{P}\mathcal{D}(V_{2})^{K_{2}} に一致する.
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Definition 2.5. V を有限次元複素 vector 空間, K を連結かつ単連結な半単純

compact Lie 群で, V に線型かつ局所効果的に作用するとする.作用 (K, V) がindecom‐

posable であるとは, (K, V)=(K_{1}, V_{1})\times(K_{2}, V_{2}) なる自明でない2つの作用 (K_{1}, V_{1}) ,

(K2, V2) が存在しないことである. K が一般の連結 compact Lie 群のとき, K の半単純

成分 K_{s} の普遍被覆群 \overline{K}_{s} をとり, (\overline{K}_{s}, V) がindecomposable であるとき,作用 (K, V) が

indecomposable であるという.

multiplicity‐free 作用 (K, V) は, K に適当な torus T を付け加えることにより in‐

decomposable なmultiplicity‐free 作用の直積になる.よって,一般の multiplicity‐free

作用に関する不変式,不変微分作用素を求めるには,saturated かつindecomposableな

multiplicity‐free 作用について考えれば十分である.indecomposable なmultiplicity‐free
作用は,既約のときKac [9] により,可約のときはBenson‐Ratcriff [1], Leahy [17] により

独立に分類されている.階数が2以下indecomposableなmultiplicity‐free 作用はすべて弱
Hermite 型である.階数3の弱 Hermite 型でない indecomposable なmultiplicity‐free 作

用に関する不変式,不変微分作用素は [10] ですべて求められている.階数4の弱Hermite
型でない indecomposable なmultiplicity‐free 作用は以下のいずれかと弱同値である.

(1) (\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n), \mathbb{C}^{2}\oplus \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(2, n, \mathbb{C} n\geq 2,

(2) (\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(4), \mathbb{C}^{4}\oplus\wedge^{2}(\mathbb{C}^{4})) ,

(3) (\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{p}(n), \mathbb{C}^{2n}\oplus \mathbb{C}^{2n}) , n\geq 2,

ここで,Mat (2, n, \mathbb{C}) , \wedge^{2}(\mathbb{C}^{4}) はそれぞれ ( 2, n) 複素行列全体,4次複素交代行列全体のつ
くるvector 空間である.なお,(1), (2) はともにKnop [12] により半古典型と名付けられ

た以下の系列のうち階数が4となる作用である.

( \mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(m)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n), \mathbb{C}^{m}\oplus Mat (m, n, \mathbb{C} m\geq 2, n\geq 1,

(\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n), \mathbb{C}^{n}\oplus\wedge^{2}(\mathbb{C}^{n})) , n\geq 3.

以下の節で,それぞれの作用について不変式,2項係数および不変微分作用素を具体
的に表示する.

§3. (K, V)=(\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{p}(n), \mathbb{C}^{2n}\oplus \mathbb{C}^{2n}) (n\geq 2)

この節の内容については,反橋拓朗氏の修士論文 [23] にて詳細が述べられている.

まず, \mathrm{S}\mathrm{p}(n) の実現の方法を与える.非退化 2n 次交代行列 J_{n} として反対角なものを

とる,即ち,

(3.1) J_{n}:=\left(\begin{array}{ll}
O & I_{n}'\\
-I_{n}' & O
\end{array}\right), I_{n}'=\left(\begin{array}{ll}
0 & 1\\
1 & 0
\end{array}\right)
これを用いて , Sp(n) を次のように実現する.

\mathrm{S}\mathrm{p} (n)=\{g\in \mathrm{U}(2n);{}^{t}gJ_{n}g=J_{n}\}=\mathrm{S}\mathrm{U}(2n)\cap \mathrm{S}\mathrm{p}(2n, \mathbb{C}) .
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このとき, K の V への作用を以下で定義する.

(u_{1}, u_{2}, g)\cdot(v_{1}, v_{2}) :=(u_{1}^{-1}({}^{t}g^{-1}v_{1}), u_{2}^{-1}({}^{t}g^{-1}v_{2})) ,

ただし, u_{1}, u_{2}\in \mathrm{T}, g\in \mathrm{S}\mathrm{p}(n) , v_{1}, v_{2}\in \mathbb{C}^{2n}. \mathbb{C}^{2n}\oplus \mathbb{C}^{2n} をしばしばMat (2n, 2, \mathbb{C}) と同一

視する.すると,基本 highest weight vector は次のように与えられる.

h_{1,1}=z_{1,1}, h_{1,2}=z_{1,2}, h_{2}=z_{1,1}z_{2,2}-z_{2,1^{Z}1,2}, h_{3}=\displaystyle \sum_{j=1}^{n}(z_{j,1^{Z}2n-j+1,2-z_{2n-j+1,1}z_{j,2})}.
\mathrm{T}^{2} は \mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2) の部分群に局所同型である. K_{1}=\mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{p}(n)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2) とするとき,
作用 (K_{1}, V) は階数3のmultiplicity‐free 作用であり,基本 highest weight vector とし

て h_{1,1}, h_{2}, h_{3} をもつ. l_{1}\geq l_{2}\geq l_{3}\geq 0 なる非負整数 l_{1}, l_{2}, l_{3} に対して, h_{(l_{1},l_{2},l_{3})}=
h_{1,1}^{l_{1}-l_{2}}h_{2}^{l_{2}-l_{3}}h_{3}^{l_{3}} とし, h_{(l_{1}}, l_{2},l_{3}) をhighest weight vector にもつ Kl‐既約成分を P_{(l_{1}}, l_{2},l_{3} ) と

おくと, \mathcal{P}(V) は次のようにKl‐既約分解される.

\displaystyle \mathcal{P}(V)=\sum_{l_{1}\geq l_{2}\geq l_{3}\geq 0}P_{(l_{1},l_{2},l_{3})}.
ここで,以下のような K_{1} ‐不変式を与える.

q_{1}:=\displaystyle \sum_{1\leq j\leq 2n ,k=1,2}|z_{j,k}|^{2}, q_{2}:=\det(_{\sum_{j=1}^{2n}z_{j,2^{\frac{11}{z}}j,1}\sum_{j=1}^{2n}|z_{j,2}|^{2}}^{\sum_{j=1}^{2n}|z_{j^{2}},\sum_{j=1}^{2n}z_{j,1^{\overline{Z}}j,2}})
q_{3}:=|h_{3}(z)|^{2}=|\displaystyle \sum_{j=1}^{n}(z_{j,1^{Z}2n-j+1,2-z_{2n-j+1,1}z_{j,2})}|^{2}

これらを用いると, (l_{1}, l2, l_{3}) に対する K_{1} ‐不変式は以下のように与えられる.

p_{(l_{1},l_{2},l_{3})}(z, \displaystyle \overline{z})=\frac{1}{\Vert h_{(l_{1},l_{2},l_{3})}\Vert_{F}^{2}}\mathrm{L}\frac{l_{1}+l_{2}}{\sum_{k=l_{2}}^{2}}\rfloor(-1)^{k-l_{2}}\left(\begin{array}{l}
l_{1}-k\\
k-l_{2}
\end{array}\right)q_{1}^{l_{1}+l_{2}-2k}q_{2}^{k-l_{2}}
. \displaystyle \sum_{j=l_{3}}^{l_{2}}(-1)^{j-l_{3}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2} & -l_{3}\\
j & -l_{3}
\end{array}\right)\displaystyle \frac{(l_{1}-l_{3}+1)^{\underline{j-l_{3}}}}{(l_{1}+l_{2}-2l_{3}+2n-2)^{\underline{j-l_{3}}}}q_{2}^{l_{2}-j}q_{3}^{j},

ここで, \Vert h_{(l_{1},l_{2},l_{3})}\Vert \mathrm{F}=(l_{1}-l_{2})!(l_{1}-l_{3}+1)^{\underline{l_{2}-l_{3}}}(l_{2}-l_{3})!(l_{1}+l_{2}-l_{3}+2n-1)^{\underline{l_{3}}}l_{3} !.

K_{1} ‐既約成分 P_{(l_{1},l_{2},l_{3})} はK‐  $\gamma$ 加群 \mp\grave{}\acute{} として次のように既約分解される.

P_{(l_{1},l_{2},l_{3})}=\displaystyle \sum_{l_{1,1}+l_{1,2}=l_{1}+l_{2}}P_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2},l_{3})},
ただし, P_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2},l_{3})} は h_{(l_{1,1}}, l_{1,2};l_{2}, l_{3})=h_{1,1}^{l_{1,1}-l_{2}}h_{1,2}^{l_{1,2}-l_{2}}h_{2}^{l_{2}-l_{3}}h_{3}^{l_{3}} をhighest weight vector

にもつ K‐既約成分である. V=V_{1}\oplus V_{2}=\mathbb{C}^{2n}\oplus \mathbb{C}^{2n} とするとき, P_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2},l_{3})} の元は
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(l_{1,1}, l_{1,2}) 次斉次多項式である.ここで,以下のような K‐不変式を与える.

q_{1,1}=\displaystyle \sum_{j=1}^{2n}|z_{j,1}|^{2}, q_{1,2}=\displaystyle \sum_{j=1}^{2n}|z_{j,2}|^{2}.
P_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2},l_{3})} に対応する K‐不変式は, p_{(l_{1,1}+l_{1,2}-l_{2},l_{2},l_{3})}(z, Z) の (2l_{1,1},2l_{1,2}) 次斉次成分

をとることにより得られる.

Theorem 3.1.  $\lambda$=(l_{1,1}, l_{1,2;}l_{2}, l_{3}) に対して,K‐不変式 p_{ $\lambda$}(z, Z) は以下のように

表される.

p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \mathrm{Z})=\frac{1}{c_{ $\lambda$}}\sum_{k=l_{2}}^{\min\{l_{1,1},l_{1,2}\}}(-1)^{k-l_{2}\left(l_{1,1} & +l_{1,2}k & -l_{2}-k-l_{2}\right)}
\left(l_{1,1} & +l_{1,2}-2kl_{1,2}-k\right)q_{1,1}^{l_{1,1}-k}q_{1,2}^{l_{1,2}-k}q_{2}^{k-l_{2}}

. \displaystyle \sum_{j=l_{3}}^{l_{2}}(-1)^{j-l_{3}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2} & -l_{3}\\
j & -l_{3}
\end{array}\right)\displaystyle \frac{(l_{1,1}+l_{1,2}-l_{2}-l_{3}+1)^{\underline{j-l_{3}}}}{(l_{1,1}+l_{1,2}-2l_{3}+2n-2)^{\underline{j-l_{3}}}}q_{2}^{l_{2}-j}q_{3}^{j},
ただし,

c_{ $\lambda$}=\Vert h_{1,1}^{l_{1,1}+l_{1,2}-2l_{2}}h_{2}^{l_{2}-l_{3}}h_{3}^{l_{3}}\Vert \mathrm{F}
=(l_{1,1}+l_{1,2}-2l_{2})!(l_{1,1}+l_{1,2}-l_{2}-l_{3}+1)^{\underline{l_{2}-l_{3}}}(l_{2}-l_{3})!

. (l_{1,1}+l_{1,2}-l_{3}+2n-1)^{\underline{l_{3}}}l_{3} !.

K‐不変微分作用素を求めるために, \mathcal{P}(V) の K‐既約分解を別の視点から眺める.定

義より, \mathrm{S}\mathrm{p}(n)\subset \mathrm{S}\mathrm{U}(2n) であつた. K_{2}=\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2n) とおくと,作用 (K_{2}, V) も階数

3のmultiplicity‐free 作用であり,基本 highest weight vector として h_{1,1}, h_{1,2}, h_{2} をもつ.

l_{1,1}, l_{1,2}\geq l_{2}\geq 0 なる非負整数 l_{1,1}, l_{1,2} , l2に対して h_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2})}=h_{1,1}^{l_{1,1}-l_{2}}h_{1,2}^{l_{1,2}-l_{2}}h_{2}^{l_{2}} とし,

h_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2})} をhighest weight にもつ K2‐既約成分を P_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2})} と表すとすると, \mathcal{P}(V)
は以下のようにK2‐既約分解される.

\displaystyle \mathcal{P}(V)=\sum_{l_{1,1},l_{1,2}\underline{>}l_{2}\geq 0}P_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2})}.
(l_{1,1}, l_{1,2;} l2) , (m_{1,1}, m_{1,2};m2) に対して,2項係数は次のように表される.

\displaystyle \min 1_{11},1_{12}

( 1)
(1_{11},1_{12};1_{2})

(\mathrm{m} \mathrm{j})(\mathrm{m} \mathrm{j})(\mathrm{m} + \mathrm{m} \mathrm{m} + 1)\mathrm{m}
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ただし,

c_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2})}=\Vert h_{1,1}^{l_{1,1}+l_{1,2}-l_{2}}h_{2}^{l_{2}}\Vert \mathrm{F}
=(l_{1,1}+l_{1,2}-2l_{2})!(l_{1,1}+l_{1,2}-l_{2}+1)^{\underline{l_{2}}}l_{2}!.

P_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2})} は次のように K‐既約分解される.

P_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2})}=\displaystyle \sum_{l_{3}=0}^{l_{2}}P_{(l_{1,1},l_{1,2};l_{2},l_{3})}.
このとき,2項係数は以下のような性質をもつ.

(\mathrm{m} + 1, \mathrm{m} + 1; \mathrm{m} + 1, \mathrm{m} + 1)
(1 + 1,1 + 1;1 + 1,1 + 1)

(\mathrm{m} + \mathrm{m} \mathrm{m} + 1 + 2\mathrm{n} 1) (\mathrm{m} + 1)
(1 + 1 1 + 1 + 2\mathrm{n} 1)(1 + 1)

1 , 1 ; 1, 1, 3)

ここで,以下のような K‐不変微分作用素を与える.

\mathrm{D} := \det

 D_{3}:=h_{3}(z)h_{3}(\partial) ,

ただし,D2における行列式は列行列式とする.

Theorem 3.2.  $\lambda$=(l_{1,1}, l_{1,2};l_{2}, l_{3}) および  $\mu$=(m_{1,1}, m_{1,2};m_{2}, m_{3}) に対して,
2項係数 \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right), K ‐不変微分作用素 p_{ $\lambda$}(z, \partial) は以下のように表される.

\displaystyle \min 1_{11},1_{12}

( 1)

(\mathrm{m} \mathrm{k})(\mathrm{m} \mathrm{k}) (\mathrm{m} + \mathrm{m} \mathrm{m} 1 + 1) (\mathrm{m} \mathrm{l} )

. \displaystyle \sum_{j=l_{3}}^{l_{2}}(-1)^{j-l_{3}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2} & -l_{3}\\
j & -l_{3}
\end{array}\right)\displaystyle \frac{(l_{1,1}+l_{1,2}-l_{2}-l_{3}+1)^{\underline{j-l_{3}}}}{(l_{1,1}+l_{1,2}-2l_{3}+2n-2)^{\underline{j-l_{3}}}}
. (m_{1,1}+m_{1,2}-m_{2}-j+1)^{\underline{l_{2}-j}}(m_{2}-j)^{\underline{l_{2}-j}}

. (m_{1,1}+m_{1,2}-m_{3}+2n-1)^{\underline{j}}m^{\frac{j}{3}},
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p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \partial)=\frac{1}{c_{ $\lambda$}}\sum_{k=l_{2}}^{\min\{l_{1,1},l_{1,2}\}}(-1)^{k-l_{2\left(l_{1,1} & +l_{1,2}k & -l_{2}-k-l_{2}\right)}}\displaystyle \left(\begin{array}{l}
l_{1,1}+l_{1,2}-2k\\
l_{1,2}-k
\end{array}\right)

\displaystyle \prod_{a=k}^{l_{1,1}-1}(D_{1,1}-a)\prod_{b=k}^{l_{1,2}-1}(D_{1,2}-b)\prod_{c=l_{2}}^{k-1}(D_{2}-c(D_{1,1}+D_{1,2})+c^{2}-c)
. \displaystyle \sum_{j=l_{3}}^{l_{2}}(-1)^{j-l_{3}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2} & -l_{3}\\
j & -l_{3}
\end{array}\right)\displaystyle \frac{(l_{1,1}+l_{1,2}-l_{2}-l_{3}+1)^{\underline{j-l_{3}}}}{(l_{1,1}+l_{1,2}-2l_{3}+2n-2)^{\underline{j-l_{3}}}}

\displaystyle \prod_{d=j}^{l_{2}-1}(D_{2}-d(D_{1,1}+D_{1,2})+d^{2}-d)
. \displaystyle \prod_{e=0}^{j-1}(D_{3}-e(D_{1,1}+D_{1,2})+e^{2}-(2n-1)e) .

この作用 (K, V) の強可視性を示す slice を与える.まず,簡単のために記号を導入
する.

\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{2,1} & z_{2,2}\\
z_{2n-1,1} & z_{2n-1,2}\\
z_{2n,1} & z_{2n,2}
\end{array}\right\}=\left(\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{2,1} & z_{2,2}\\
0 & 0\\
\vdots & \vdots\\
 0 & 0\\
z_{2n-1,1} & z_{2n-1,2}\\
z_{2n,1} & z_{2n,2}
\end{array}\right) .

そこで,次のような V の部分集合を考える.

S_{1}:=\{\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{2,1} & z_{2,2}\\
z_{2n-1,1} & z_{2n-1,2}\\
z_{2n,1} & z_{2n,2}
\end{array}\right\};z_{j,k}\in \mathbb{R}\},

S_{2}:=\{\left\{\begin{array}{ll}
z_{1,1} & z_{1,2}\\
z_{2,1} & z_{2,2}\\
z_{2n-1,1} & z_{2n-1,2}\\
z_{2n,1} & z_{2n,2}
\end{array}\right\};z2n,2_{r>0,$\theta$_{1},$\theta$_{2},$\theta$_{3}\in \mathbb{R}}=-r\sin$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}\cos$\theta$_{3}z_{2n,1}=r\cos$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}\cos$\theta$_{3}z2n-1,2=r\sin$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}\sin$\theta$_{3}z2n-1,1=r\cos$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}\sin$\theta$_{3}z2,2=-r\sin$\theta$_{1}\cos$\theta$_{2}\sin$\theta$_{3}z2,1=r\cos$\theta$_{1}\cos$\theta$_{2}\sin$\theta$_{3}z1,2=r\sin$\theta$_{1}\cos$\theta$_{2}\cos$\theta$_{3}z1,1=r\cos$\theta$_{1}\cos$\theta$_{2}\cos$\theta$_{3},,'\}.
すると, S_{1} は8次実 vector 空間, S_{0} は4次実部分多様体で, S_{1} を実 vector 空間として生
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成する.さらに,  $\sigma$ :  V\rightarrow V を通常の複素共役とすると, S_{1} , So ともに (K, V) のslice

になり, K\cdot S_{1}=V, K\cdot S_{0}=V\backslash \{0\} となる.ここで,次の群を考える.

N_{K}(S_{j}):=\{g\in K;g\cdot S_{j}=S_{j}\},

Z_{K}(S_{j}) := {g\in K;g\cdot v=v for all v\in S_{j} },

W_{K}(S_{j})=N_{K}(S_{j})/Z_{K}(S_{j}) ,

\overline{W}=\mathrm{A}\mathrm{d}_{\mathrm{k}_{\mathbb{C}}}^{*}(N_{K}(S_{0}))|_{\langle $\Lambda$\rangle_{\mathbb{C}}}.

すると, W_{K}(S_{1})\simeq \mathrm{U}(2)0\{\pm 1\}, \overline{W}\simeq\{\pm 1\}\times\{\pm 1\}.

Theorem 3.3. (1) (\mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)})^{K}\simeq \mathbb{C}[S_{1}]^{W_{K}(S_{1})}.
(2) \overline{W} はProposition 1.4の W と一致する.

§4. (K, V)=(\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n), \mathbb{C}^{2}\oplus \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(2, n, \mathbb{C})) (n\geq 2)

K の V への作用を以下で定義する.

(u_{1}, u_{2}, g_{1}, g_{2})\cdot(v_{1}, v_{2})=(u_{1}^{-1}({}^{t}g_{1}^{-1}v_{1}), u_{2}^{-1}({}^{t}g_{1}^{-1}v_{2}g_{2}^{-1})) ,

ただし, u_{1}, u_{2}\in \mathrm{T}, g_{1}\in \mathrm{S}\mathrm{U}(2) , g2\in \mathrm{S}\mathrm{U}(n) , v_{1}\in \mathbb{C}^{2}, v_{2}\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(2, n, \mathbb{C}) . V を以下のよ

うにしてしばしばMat (2, n+1, \mathbb{C}) と同一視する.

(v_{1}, v_{2})=(\left(\begin{array}{l}
x_{1,0}\\
x_{2,0}
\end{array}\right) \left(\begin{array}{lll}
x_{1,1} & \cdots & x_{1,n}\\
x_{2,1} & \cdots & x_{2,n}
\end{array}\right))\leftrightarrow v=\left(\begin{array}{llll}
x_{1,0} & x_{1,1} & \cdots & x_{1,n}\\
x_{2,0} & x_{2,1} & \cdots & x_{2,n}
\end{array}\right).
すると,基本 highest weight vector lは次のように表される.

h_{1,0}=z_{1,0}, h_{1,1}=z_{1,1}, h_{2,0}=z_{1,0}z_{2,1}-z_{2,0^{Z}1,1}, h_{2,1}=z_{1,1}z_{2,2}-z_{2,1^{Z}1,2}.

\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n) は \mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n+1) の部分群と局所同型である. K_{1}=\mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n+1)
とするとき, (K_{1}, V) は階数2のHermite 型作用であり, h_{1,0}, h_{2,0} を基本 highest weight
vector としてもつ. l_{1}\geq l_{2}\geq 0 なる非負整数 l_{1}, l_{2} に対して, h_{(l_{1},l_{2})}=h_{1,0}^{l_{1}-l_{2}}h_{2,0}^{l_{2}} を

highest weight vector にもつ \mathcal{P}(V) のKl‐既約成分を P_{(l_{1}} , l2) と表すと, \mathcal{P}(V) は \mathcal{P}(V)=

\displaystyle \sum_{l_{1}\geq l_{2}\geq 0}P_{(l_{1},l_{2})} と K_{1} ‐既約分解される. P_{(l_{1},l_{2})} に対応する K_{1} ‐不変式 P(l_{1},l_{2})(z, \overline{z}) は分

割 (l_{1}, l2) に対応する2変数 Schur 多項式 J_{(l_{1},l_{2})}^{(1)} で表される.

P_{(l_{1}}, l_{2}) の (r, s) 次斉次多項式全体のなす部分 vector 空間を P_{(l_{1},l_{2})}^{(r,s)} と表すと, P_{(l_{1},l_{2})}^{(r,s)}
は K‐不変であり, P_{(l_{1},l_{2})} は次のようにK‐  $\gamma$加群として分解される.

 P_{(l_{1},l_{2})}=\displaystyle \sum_{r+s=l_{1}+l_{2}}P_{(l_{1},l_{2})}^{(r,s)}.



Invariant polynomials 85

P_{(l_{1},l_{2})}^{(r,s)}l に対応する K‐不変式 p_{(l_{1},l_{2})}^{(r,s)} (z, z) は p_{(l_{1},l_{2})}(z, Z) の (2r, 2s) 次斉次成分である.

l1,  1\geq l2,  0\geq l2,  1\geq 0 かつ l1, 0\geq l_{2,0} —l21なる非負整数 l_{1,0}, l_{1,1}, l_{2,0}, l_{2,1} について

h_{(l_{1,0}}, l_{1,1}, l_{2,0}, l_{2,1})=h_{1,0}^{l_{1,0}-l_{2,0}+l_{2,1}}h_{1,1}^{l_{1,1}-l_{2,0}}h_{2,0}^{l_{2,0}-l_{2,1}}h_{2,1}^{l_{2,1}} をhighest weight にもつ K‐既約成

分を P_{(l_{1,0},l_{1,1},l_{2,0},l_{2,1})} と表すと,P((lrl�,sl)2) \ovalbox{\tt\small REJECT}は次のように K‐既約分解される.

P_{(l_{1},l_{2})}^{(r,s)}=\displaystyle \sum_{l_{2,1}\leq l_{2},s-l_{2}}P_{(r,s-l_{2,1},l_{2},l_{2,1})}.
このことを用いて P_{(l_{1,0},l_{1,1},l_{2,0},l_{2,1})} に対応する K‐不変式 p_{(l_{1,0},l_{1,1},l_{2,0},l_{2,1})}(z, Z) を計算す

ることができる.ここで,以下のような K‐不変式を与える.

q_{1,0}:=|z_{1,0}|^{2}+|z_{2,0}|^{2}, q_{1,1}:= \displaystyle \sum_{j--1,2,1\leq k\leq n}|z_{j,k}|^{2},
q_{2,0}:=\displaystyle \sum_{j=1}^{n}|z_{1,0}z_{2,j}-z_{2,0}z_{1,j}|^{2}, q_{2,1}:=\sum_{1\leq j<k\leq n}|z_{1,j}z_{2,k}-z_{2,j}z_{1,k}|^{2}.

すると,次の関係式を得る.

p_{(l_{1},l_{2})}^{(r,s)}(z, Z)=\displaystyle \sum_{l_{2,1}\leq s,l_{2}-s}p_{(r,s-l_{2,1},l_{2},l_{2,1})}(z, Z) ,

p_{(l_{1,0},l_{1,1}+l,l_{2,0}+l,l_{2,1}+l)}(z, Z)=\displaystyle \frac{1}{(l_{1,1}+l+1)^{\underline{l}}(l_{2,1}+l)^{\underline{l}}}p_{(l_{1,0},l_{1,1},l_{2,0},l_{2,1})}(z, Z)q_{2,1}^{l}, l\geq 0.

Theorem 4.1.  $\lambda$=(l_{1,0}, l_{1,1}, l_{2,0}, l_{2,1}) に対して, K ‐不変式 p_{ $\lambda$}(z, \overline{z}) は次のように

表される.

\displaystyle \lfloor\frac{l_{1,1}+l_{2,1}}{2}\rfloor\min\{l_{1,0}+k,l_{11}+l_{2,1-}k\}

p_{ $\lambda$}(z, Z)=\displaystyle \frac{1}{c_{ $\lambda$}} \displaystyle \sum_{k=l_{21}}, \displaystyle \sum_{j=\max\{kl_{2,0}\}}, (-1)^{j-l_{2,0}}

. \left(\begin{array}{llll}
l_{1,0} & +l_{1,1} & -l_{2,0} & +l_{2,1}-j\\
 &  & -jl_{2,0} & 
\end{array}\right)\left(l_{1,0} & +l_{1,1} & +l_{2,1}-2jl_{1,0}-j+k\right)

. ,l_{1,1}-l_{2,0}+l_{2' 1}\displaystyle \}\sum_{l=l_{2,1}}^{\min\{l_{2,0}}(-1)^{l-l_{2,1\left(\begin{array}{ll}
l_{2,0} & -l_{2,1}\\
l-l_{2,1} & 
\end{array}\right)}}\displaystyle \left(\begin{array}{l}
-lj\\
j-k
\end{array}\right)\frac{(l_{1,0}+l_{1,1}-l_{2,0}+1)^{\underline{l-l_{2,1}}}}{(l_{1,1}-l_{2,1})^{\underline{l-l_{2,1}}}}
. q_{1,0}^{l_{1,0}-j+k}q_{1,1}^{l_{1,1}+l_{2,1}-j-k}q_{2,0}^{j-k}q_{2,1}^{k},

ただし,

c_{ $\lambda$}=(l_{1,0}+l_{1,1}-2l_{2,0}+l_{2,1})!(l_{1,0}+l_{1,1}-l_{2,0}+1)^{\underline{l_{2,0}-l_{2,1}}}(l_{2,0}-l_{2,1})!(l_{1,1}+1)^{\underline{l_{2,1}}}l_{2,1}!.

2項係数を求めるには,不変式 p_{ $\lambda$}(z, Z) に対応する積分核 p_{ $\lambda$}(z, \overline{w}) の固有値を考える

ことにより得られる. q_{1,0}, q_{1,1}, q_{2,0}, q_{2,1} において (z, \overline{z}) を (z, \overline{w}) に変えたものをそれぞれ
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q_{1,0}(z, \overline{w}) , q_{1,1}(z, \overline{w}) , q_{2,0}(z, \overline{w}) , q_{2,1}(z, \overline{w}) と表すと,次が得られる. \deg $\mu$\leq\deg $\lambda$ なる

 $\mu$=(m_{1,0}, m_{1,1}, m_{2,0}, m_{2,1}) について

(h_{ $\mu$}, q_{1,0}^{l_{1,0}-j+k}(\cdot, \mathrm{w})q_{1,1}^{l_{1,1}+l_{2,1}-j-k}(\cdot, \mathrm{w})q_{2,0}^{j-k}(\cdot, \mathrm{w})q_{2,1}^{k}(\cdot, \mathrm{w}))_{F}

=(m_{1,0}-j+k)^{\underline{l_{1,0}-j+k}}(m_{1,1}+m_{2,1}-j-k)^{\underline{l_{1,1}+l_{2,1}-j-k}}\displaystyle \sum_{s=0}^{j-k}((-1)^{s}\left(\begin{array}{l}
j-k\\
s
\end{array}\right)
(m_{1,0}+m_{1,1}-m_{2,0}+m_{2,1}-k-s+1)^{\underline{j-k-s}}(m_{2,0}-k-s)^{\underline{j-k-s}}(m_{1,1}+1)^{\underline{k+s}}m\displaystyle \frac{k+s}{2,1})h_{ $\mu$}(w).

このこととProposition 1.4より2項係数が求められる.ここで,以下のような K‐不変微

分作用素を与える.

D_{1,0}:=z_{1,0}\partial_{z_{1,0}}+z_{2,0}\partial_{z_{2,0}}, D_{1,1}:= \displaystyle \sum_{j--1,2,1\leq k\leq n}z_{j,k}\partial_{z_{j,k}},
D_{2,0}\displaystyle \cdot=\det(_{\sum_{j=0}^{h^{=0}}z_{2,j}\partial_{z_{1,j}}}^{\sum^{n}z_{1,j}\partial_{z_{1,j}}+1}\sum_{j}^{h}^{\sum^{n}} D_{2,1}:=\displaystyle \det(_{\sum_{j=1}^{h^{=1}}z_{2,j}\partial_{z_{1,j}}}^{\sum^{n}z_{1,j}\partial_{z_{1,j}}+1}\sum_{j}^{h}^{\sum^{n}} 2,\mathrm{j}

2,\mathrm{j}

ただし, D_{2,0}, D_{2,1} における行列式は列行列式とする.また, D_{2,0} は q_{2,0} とは異なり,既約
K‐部分加群 P_{(1,1,1,0)} ではなく, P_{(1,1,1,0)}+P_{(0,1,1,1)} に対応する K‐不変微分作用素である

ことに注意する.すると,  $\mu$=(m_{1,0}, m_{1,1}, m_{2,0}, m_{2,1}) について

D_{1,0}h_{ $\mu$}=m_{1,0}h_{ $\mu$}, D_{1,1}h_{ $\mu$}=(m_{1,1}+m_{2,1})h_{ $\mu$},

D_{2,0}h_{ $\mu$}=(m_{1,0}+m_{1,1}-m_{2,0}+m_{2,1}+1)m_{2,0}h_{ $\mu$}, D_{2,1}h_{ $\mu$} =(m_{1,1}+1)m_{2,1}h_{ $\mu$}.

これらを用いることにより, K‐不変微分作用素が計算できる.

Theorem 4.2.  $\lambda$=(l_{1,0}, l_{1,1}, l_{2,0}, l_{2,1}) ,  $\mu$=(m_{1,0}, m_{1,1}, m_{2,0}, m_{2,1}) に対して,
2項係数 \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right), K ‐不変微分作用素 p_{ $\lambda$}(z, \partial) は次のように表される.

)(
\displaystyle \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)=\sum^{\mathrm{L}\frac{l_{1,1}+l_{2,1}}{\frac{}{}\sum^{2}c_{$\lambda$_{k=l_{2,1}}}1}\rfloor\min\{l_{1,0}}(-1)^{j-l_{2,0\left(\begin{array}{llll}
l_{1,0} & +l_{1,1} & -l_{2,0} & +l_{2,1}-j\\
 &  & -jl_{2,0} & 
\end{array}\right)}}j=\displaystyle \max\{k,l_{2,0\}}\left(l_{1,0} & +l_{1,1} & +l_{2,1}-2jl_{1,0}-j+k\right)

\displaystyle \min\{l_{2,0},l_{11}-l_{2,0}+l_{2,1}\}

\displaystyle \sum_{l=l_{2,1}} (-1)^{l-l_{2,1}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2,0} & -l_{2,1}\\
l-l_{2,1} & 
\end{array}\right)\displaystyle \left(\begin{array}{l}
-lj\\
j-k
\end{array}\right)\frac{(l_{1,0}+l_{1,1}-l_{2,0}+1)^{\underline{l-l_{2,1}}}}{(l_{1,1}-l_{2,1})^{\underline{l-l_{2,1}}}}
. (m_{1,0}-j+k)^{\underline{l_{1,0}-j+k}}(m_{1,1}+m_{2,1}-j-k)^{\underline{l_{1,1}+l_{2,1}-j-k}}\displaystyle \sum_{s=0}^{j-k}(-1)^{s}\left(\begin{array}{l}
j-k\\
s
\end{array}\right)

(m_{1,0}+m_{1,1}-m_{2,0}+m_{2,1}-k-s+1)^{\underline{j-k-s}}(m_{2,0}-k-s)^{\underline{j-k-s}}(m_{1,1}+1)^{\underline{k+s}}m\displaystyle \frac{k+s}{2,1},
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)(
p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \partial)=\sum_{j= $\Sigma$ \mathrm{a}\mathrm{x}\{k,l_{2,0\}}}^{1' 1+l_{2,1-k\}}}\frac{l_{1,1}+l_{2,1}}{\frac{\lfloor}{c}\sum_{k=l_{2,1}}^{2}1, $\lambda$}\rfloor\min\{l_{1,0}+k,l(-1)^{j-l_{2,0\left(\begin{array}{llll}
l_{1,0} & +l_{1,1} & -l_{2,0} & +l_{2,1}-j\\
 &  & -jl_{2,0} & 
\end{array}\right)}}\displaystyle \left(l_{1,0} & +l_{1,1} & +l_{2,1}-2jl_{1,0}-j+k\right)

,l_{1,1}-l_{2,0}+l_{2' 1}\displaystyle \}\sum_{l=l_{2,1}}^{\min\{l_{2,0}}(-1)^{l-l_{2,1\left(\begin{array}{ll}
l_{2,0} & -l_{2,1}\\
l-l_{2,1} & 
\end{array}\right)}}\displaystyle \left(\begin{array}{l}
-lj\\
j-k
\end{array}\right)\frac{(l_{1,0}+l_{1,1}-l_{2,0}+1)^{\underline{l-l_{2,1}}}}{(l_{1,1}-l_{2,1})^{\underline{l-l_{2,1}}}}
\displaystyle \prod_{a=j-k}^{l_{1,0}-1}(D_{1,0}-a)\prod_{b=j+k}^{l_{1,1}+l_{2,1}-1}(D_{1,1}-b)\sum_{s=0}^{j-k}(-1)^{s}\left(\begin{array}{l}
j-k\\
s
\end{array}\right)

\displaystyle \prod_{t=k+s}^{j-1}(D_{2,0}-t(D_{1,0}+D_{1,1})+t^{2}-t)\prod_{c=0}^{k+s-1}(D_{2,1}-cD_{1,1}+c^{2}-c) .

この作用 (K, V) の強可視性を示す slice を与える.まず,記号を与える.

\left\{\begin{array}{lll}
x_{1,0} & x_{1,1} & x_{1,2}\\
x_{2,0} & x_{2,1} & x_{2,2}
\end{array}\right\}:=\left(\begin{array}{llllll}
x_{1,0} & x_{1,1} & x_{1,2} & 0 & \cdots & 0\\
x_{2,0} & x_{2,1} & x_{2,2} & 0 & \cdots & 0
\end{array}\right).
\{[そこで,次のような V の部分集合を考える.

S_{1}:=\{\left\{\begin{array}{lll}
x_{1,0} & x_{1,1} & x_{1,2}\\
x_{2,0} & x_{2,1} & x_{2,2}
\end{array}\right\};x_{j,k}\in \mathbb{R}\},

S_{0}:=\{[_{x_{2,0}}^{x_{10}}x_{2,1}x_{11}x_{2,2}x_{12]};x_{2,2}=-r\sin$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}'\sin$\theta$_{3}x_{2,1}=r\sin$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}\cos$\theta$_{3}x2,0=r\sin$\theta$_{1}\cos$\theta$_{2}x1,2=r\cos$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}\sin$\theta$_{3}x1,1=r\cos$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}\cos$\theta$_{3}x1,0=r\cos$\theta$_{1}\cos$\theta$_{2}r>0,$\theta$_{1},$\theta$_{2},$\theta$_{3}\in \mathbb{R}

� \}\cdot
すると,  S_{1} は6次元実 vector 空間, S_{0} は4次元実部分多様体で, S_{1} を実 vector 空間とし

て生成する.さらに,  $\sigma$ :  V\rightarrow V を通常の複素共役とすると, S_{1} , S2はともに (K, V) の

slice になり, K\cdot S_{1}=V,  K\cdot  s_{0=}V\backslash \{0\} となる.3節と同様にして N_{K} (Sj), Z_{K} (Sj),
N_{K}(S_{j}) , \overline{W} を考えると, W_{K}(S_{1})\simeq \mathrm{O}(2)\times \mathrm{O}(2) , \overline{W}\simeq\{\pm 1\}\times\{\pm 1\} となることがわ

かる.

Theorem 4.3. (1) (\mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)})^{K}\simeq \mathbb{C}[S_{1}]^{W_{K}(S_{1})}.
(2) \overline{W} はProposition 1.4の W と一致する.

§5. (K, V)=(\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(4), \mathbb{C}^{4}\oplus\wedge^{2}(\mathbb{C}^{4}))

K の V への作用を以下で定義する.

(u_{1}, u_{2}, g)\cdot(v_{1}, v_{2})=(u_{1}^{-1}({}^{t}g^{-1}v_{1}), u_{2}^{-1}({}^{t}g^{-1}v_{2}g^{-1})) ,
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ただし, u_{1}, u_{2}\in \mathrm{T}, g\in \mathrm{S}\mathrm{U}(4) , v\in \mathbb{C}^{4}, v_{2}\in\wedge(\mathbb{C}^{4}) . V を以下のようにしてしばしば

\wedge(\mathbb{C}^{5}) と同一視する.

(v_{1}, v_{2})=(\left(\begin{array}{l}
x_{1,0}\\
x_{2,0}\\
x_{3,0}\\
x_{4,0}
\end{array}\right)(_{X}x_{4,1}x_{3,1}2,10-xx_{4,2}x_{3,2}2,10-x_{3,2}-xx_{4,3}3,10-x_{4,3}-x_{4,2}-x4,10\Vert\leftrightarrow V=(_{X}^{X}x_{3,0}x_{4,0}2,01,00-xx_{4,1}x_{3,1}X2,11,00-x_{X_{42}}-xx_{3,2}2,02,10-x_{3,2}-x-xx_{4,3}3,13,00-x_{4,3}-x_{4,2}-x-x4,14,00)\cdot
すると,基本 highest weight vector は次のように表される.

 h_{1,0}=z_{1,0}, h_{1,1}=z_{2,1}, h_{2,0}=\mathrm{P}\mathrm{f}(z_{\{0,1,2,3\}}) , h_{2,1}=\mathrm{P}\mathrm{f}(z_{\{1,2,3,4\}})=z_{2,1}z_{4,3}-z_{3,1}z_{4,2}+z_{4,1^{Z}3,2},

ただし, \mathrm{P}\mathrm{f}(z_{\{j_{1},j_{2},j_{3},j_{4}\}}) で交代行列 (z_{j,k}) の第 j_{1}, j_{2} , j3, i4行,第 j_{1}, j_{2} , j3, i4列からな
る4次交代行列の Pfaffian を表すとする. \mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(4) は \mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(5) の部分群と局所同
型である. K_{1}=\mathrm{T}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(5) とするとき, (K_{1}, V) は階数2のHermite 型作用であり,

h_{1,0}, h_{2,0} を基本 highest weight vector としてもつ. l_{1}\geq l2 \geq 0 なる非負整数 l_{1} , l2に対
して h_{(l_{1},l_{2})}=h_{1,0}^{l_{1}l_{2}}h_{2,0}^{l_{2}} をhighest weight vector にもつ \mathcal{P}(V) のKl‐既約成分を P_{(l_{1}} , l2)

と表すと, \mathcal{P}(V) は \displaystyle \mathcal{P}(V)=\sum_{l_{1}\geq l_{2}\geq 0}P_{(l_{1},l_{2})} と K_{1} ‐既約分解される. P_{(l_{1},l_{2})} に対応する

K_{1} ‐不変式 p_{(l_{1},l_{2})}(z, Z) は分割 (l_{1}, l2) に対応する2変数 Jack 多項式 J_{(l_{1},l_{2})}^{(\frac{1}{2})} で表される.

4節と同様にして, P_{(l_{1},l_{2})} の (r, s) 次斉次多項式全体のなす部分空間を P_{(l_{1},l_{2})}^{(r,s)} と表

し, h_{(l_{1,0},l_{1,1},l_{2,0},l_{2,1})}=h_{1,0}^{l_{1,0}-l_{2,0}+l_{2,1}}h_{1,1}^{l_{1,1}-l_{2,0}}h_{2,0}^{l_{2,0}-l_{2,1}}h_{2,1}^{l_{2,1}} をhighest weight にもつ K‐既

約成分を P_{(l_{1,0},l_{1,1},l_{2,0},l_{2,1})} と表すと, K‐表現空間としての P_{(l_{1},l_{2})}=\displaystyle \sum_{r+s=l_{1}}{}_{+l_{2}}P_{(l_{1},l_{2})}^{(r,s)} な

る分解,および P_{(l_{1},l_{2})}^{(r,s)}=\displaystyle \sum_{l_{2,1}\leq l_{2}},{}_{s-l_{2}(r,s-l_{2,1},l_{2},l_{2,1})}P なる K‐既約分解が得られる.ここ

で,以下のような K‐不変式を与える.

q_{1,0}:=\displaystyle \sum_{j=1}^{4}|z_{j,0}|^{2}, q_{1,1_{1\leq j<k\leq 4}}:=\displaystyle \sum|z_{j,k}|^{2}, q_{2,0}:=\displaystyle \sum|\mathrm{P}\mathrm{f}(z_{\{0,j_{1},j_{2},j_{3}\}})|^{2}1\leq j_{1}<j_{2}<j_{3}\leq 4' q_{2,1}:=|\mathrm{P}\mathrm{f}(z_{\{1,2,3,4\}})|^{2}
不変式についても4節と同様にして p_{(l_{1},l_{2})}^{(r,s)} (z, z)=\displaystyle \sum_{l_{2,1}\leq s,l_{2}-s}p_{(r,s-l_{2,1},l_{2},l_{2,1})}(z, Z) とな

り,さらに次の関係式が成り立つ.

p_{(l_{1,0},l_{1,1}+l,l_{2,0}+l,l_{2,1}+l)}(z, \displaystyle \mathrm{Z})=\frac{1}{(l_{1,1}+l+2)^{\underline{l}}(l_{2,1}+l)^{\underline{l}}}p_{(l_{1,0},l_{1,1},l_{2,0},l_{2,1})}(z, \mathrm{Z})q_{2,1}^{l}, l\geq 0.

Theorem 5.1.  $\lambda$=(l_{1,0}, l_{1,1}, l_{2,0}, l_{2,1}) に対して,K‐不変式 p_{ $\lambda$}(z, \overline{z}) は次のように
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表される.

\displaystyle \lfloor\frac{l_{1,1}+l_{2,1}}{2}\rfloor\min\{l_{1,0}+k,l_{11}+l_{2,1-}k\}

p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \mathrm{Z})=\frac{1}{c_{ $\lambda$}}\sum_{k=l_{21}}, \displaystyle \sum_{j=\max\{kl_{2,0}\}}, (-1)^{j-l_{2,0}}\left(\begin{array}{llll}
l_{1,0} & +l_{1,1} & -l_{2,0} & +l_{2,1}-j\\
 &  & -jl_{2,0} & 
\end{array}\right)
\displaystyle \min\{l_{2,0},l_{1,1}-l_{2,0}+l_{2,1}\}

\displaystyle \left(l_{1,0} & +l_{1,1} & +l_{2,1}-2jl_{1,0}-j+k\right)\frac{l_{1,0}+l_{1,1}-l_{2,0}+l_{2,1}-j+1}{l_{1,0}+l_{1,1}-2l_{2,0}+l_{2,1}+1} \sum_{l=l_{2,1}}(-1)^{l-l_{2,1}}
(1 + 1 1 + 2)

(1 1 + 1)

ただし, c_{ $\lambda$}=(l_{1,0}+l_{1,1}-2l_{2,0}+l_{2,1})!(l_{1,0}+l_{1,1}-l_{2,0}+2)^{\underline{l_{2,0}-l_{2,1}}}(l_{2,0}-l_{2,1})!(l_{1,1}+2)^{\underline{l_{2,1}}}l_{2,1}!.

2項係数や K‐不変微分作用素は4節と同様に積分核の固有値を計算することにより

求められる.ここで,以下のような K‐不変微分作用素を与え,それらの固有値を求めてお
く.ただし, (\partial_{z}) で交代行列 (zj, k ) の各成分 zj, k を偏微分作用素 \partial_{Z_{j,k}} に変えて得られる

交代行列を表し,  $\mu$=(m_{1,0}, m_{1,1}, m_{2,0}, m_{2,1}) とする.

D_{1,0}:=\displaystyle \sum_{j=1}^{4}z_{j,0}\partial_{z_{j,0}}, D_{1,1}:=\displaystyle \sum_{1\leq j<k\leq 4}z_{k,j}\partial_{z_{k,j}}, D_{2,1}:=\mathrm{P}\mathrm{f}(z_{\{1,2,3,4\}})\mathrm{P}\mathrm{f}((\partial_{z})_{\{1,2,3,4\}}) ,

D_{2,0}:=\displaystyle \sum \mathrm{P}\mathrm{f}(z_{\{j_{1},j_{2},j_{3},j_{4}\}})\mathrm{P}\mathrm{f}((\partial_{z})_{\{j_{1},j_{2},j_{3},j_{4}\}});0\leq j_{1}<j_{2}<j_{3}<j_{4}\leq 4D_{1,0}h_{ $\mu$}=m_{1,0}h_{ $\mu$}, D_{1,1}h_{ $\mu$}=(m_{1,1}+m_{2,1})h_{ $\mu$},

D_{2,1}h_{ $\mu$}=(m_{1,1}+2)m_{2,1}h_{ $\mu$}, D_{2,0}h_{ $\mu$}=(m_{1,1}+m_{1,1}-m_{2,0}+m_{2,1}+2)m_{2,0}h_{ $\mu$}.

Theorem 5.2.  $\lambda$=(l_{1,0}, l_{1,1}, l_{2,0}, l_{2,1}) ,  $\mu$=(m_{1,0}, m_{1,1}, m_{2,0}, m_{2,1}) に対して,
2項係数 \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right), K ‐不変微分作用素 p_{ $\lambda$}(z, \partial) は次のように表される.

\displaystyle \lfloor\frac{l_{1,1}+l_{2,1}}{2}\rfloor\min\{l_{1,0}+k,l_{11}+l_{2,1-}k\}

\displaystyle \left(\begin{array}{l}
 $\mu$\\
 $\lambda$
\end{array}\right)=\frac{1}{c_{ $\lambda$}} \displaystyle \sum_{k=l_{21}}, \displaystyle \sum_{j=\max\{kl_{2,0}\}}, (-1)^{j-l_{2,0}}\left(\begin{array}{lllll}
l_{1,0} & +l_{1,1} &  & -l_{2,0} & +l_{2,1}-j\\
 &  & j & -l_{2,0} & 
\end{array}\right)
. \displaystyle \left(l_{1,0} & +l_{1,1} & +l_{2,1}-2jl_{1,0}-j+k\right)\frac{l_{1,0}+l_{1,1}-l_{2,0}+l_{2,1}-j+1}{l_{1,0}+l_{1,1}-2l_{2,0}+l_{2,1}+1}

\displaystyle \min\{l_{2,0},l_{11}-l_{2,0}+l_{2,1}\}

\displaystyle \sum_{l=l_{2,1}} (-1)^{l-l_{2,1}}\left(\begin{array}{ll}
l_{2,0} & -l_{2,1}\\
l-l_{2,1} & 
\end{array}\right)\displaystyle \left(\begin{array}{l}
-lj\\
j-k
\end{array}\right)\frac{(l_{1,0}+l_{1,1}-l_{2,0}+2)^{\underline{l-l_{2,1}}}}{(l_{1,1}-l_{2,1}+1)^{\underline{l-l_{2,1}}}}
. (m_{1,0}-j+k)^{\underline{l_{1,0}-j+k}}(m_{1,1}+m_{2,1}-j-k)^{\underline{l_{1,1}+l_{2,1}-j-k}}\displaystyle \sum_{s=0}^{j-k}(-1)^{s}\left(\begin{array}{l}
j-k\\
s
\end{array}\right)

(m_{1,0}+m_{1,1}-m_{2,0}+m_{2,1}-k-s+2)^{\underline{j-k-s}}(m_{2,0}-k-s)^{\underline{j-k-s}}(m_{1,1}+2)^{\underline{k+s}}m\displaystyle \frac{k+s}{2,1},



90 Katsuhiko Kikuchi

\displaystyle \lfloor\frac{l_{1,1}+l_{2,1}}{2}\rfloor\min\{l_{1,0}+k,l_{11}+l_{2,1-}k\}

p_{ $\lambda$}(z, \displaystyle \partial)=\frac{1}{c_{ $\lambda$}} \displaystyle \sum_{k=l_{21}}, \displaystyle \sum_{j=\max\{kl_{2,0}\}}, (-1)^{j-l_{2,0}}\left(\begin{array}{llll}
l_{1,0} & +l_{1,1} & -l_{2,0} & +l_{2,1}-j\\
 &  & -jl_{2,0} & 
\end{array}\right)

\displaystyle \prod_{a=j-k}^{l_{1,0}-1}(D_{1,0}-a)\prod_{b=j+k}^{l_{1,1}+l_{2,1}-1}(D_{1,1}-b)\sum_{s=0}^{j-k}(-1)^{s}\left(\begin{array}{l}
j-k\\
s
\end{array}\right)
\displaystyle \prod_{t=k+s}^{j-1}(D_{2,0}-t(D_{1,0}+D_{1,1})+t^{2}-2t)\prod_{c=0}^{k+s-1}(D_{2,1}-cD_{1,1}+c^{2}-2c) .

この作用 (K, V) の強可視性を示す slice を与える.そのために,記号を与える.

\left\{\begin{array}{lll}
x_{1,0} & x_{1,2} & x_{1,4}\\
x_{3,0} & x_{3,2} & x_{3,4}
\end{array}\right\}=\left(\begin{array}{lllll}
0 & -x_{1,0} & 0 & -x_{3,0} & 0\\
x_{1,0} & 0 & x_{1,2} & 0 & x_{1,4}\\
0 & -x_{1,2} & 0 & -x_{3,2} & 0\\
x_{3,0} & 0 & x_{3,2} & 0 & x_{3,4}\\
0 & -x_{1,4} & 0 & -x_{3,4} & 0
\end{array}\right)
そこで,次のような V の部分集合を考える.

S_{1}:=\{\left\{\begin{array}{lll}
x_{1,0} & x_{1,2} & x_{1,4}\\
x_{3,0} & x_{3,2} & x_{3,4}
\end{array}\right\};x_{j,k}\in \mathbb{R}\},

S_{0}:=\{[_{x_{3,0}}^{x_{10}}x_{3,2}x_{12}x_{3,4}x_{14]};x_{3,4}=-r\sin$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}'\sin$\theta$_{3}x_{3,2}=r\sin$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}\cos$\theta$_{3}x3,0=r\sin$\theta$_{1}\cos$\theta$_{2}x1,4=r\cos$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}\sin$\theta$_{3}x1,2=r\cos$\theta$_{1}\sin$\theta$_{2}\cos$\theta$_{3}x1,0=r\cos$\theta$_{1}\cos$\theta$_{2}r>0,$\theta$_{1},$\theta$_{2},$\theta$_{3}\in \mathbb{R}

� \}\cdot
すると,4節と同様に,  S_{1} は6次元実 vector 空間, S_{0} は4次元実部分多様体で, S_{1} を実

vector 空間として生成する.さらに,  $\sigma$ :  V\rightarrow V を通常の複素共役とすると, S_{1} , S2は
ともに (K, V) のslice にな \mathfrak{h}, K S_{1}=V, K So=V\backslash \{0\} となる.3節と同様にして

N_{K}(S_{j}) , Z_{K}(S_{j}) , N_{K}(S_{j}) , \overline{W} を考えると, W_{K}(S_{1})\simeq \mathrm{O}(2)\times \mathrm{O}(2) , \overline{W}\simeq\{\pm 1\}\times\{\pm 1\}
となることがわかる.

Theorem 5.3. (1) (\mathcal{P}(V)\otimes\overline{\mathcal{P}(V)})^{K}\simeq \mathbb{C}[S_{1}]^{W_{K}(S_{1})}.
(2) \overline{W} はProposition 1.4の W と一致する.
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Remark. 4, 5節の2つの作用の slice には次のような関係がある. S_{j}^{(4)}, S_{j}^{(5)}(j=
1, 0) でそれぞれ4, 5節に現れた slice S_{j} を表し,  $\psi$ :  S_{1}^{(4)}\rightarrow S_{1}^{(5)} を以下で定義する.

 $\psi$:\left\{\begin{array}{lll}
x_{1,0} & x_{1,1} & x_{1,2}\\
x_{2,0} & x_{2,1} & x_{2,2}
\end{array}\right\}=\left(\begin{array}{lllll}
x_{1,0} & x_{1,1} & x_{1,2}0 & \cdots & 0\\
x_{2,0} & x_{2,1} & x_{2,2}0 & \cdots & 0
\end{array}\right)

\mapsto\left\{\begin{array}{lll}
x_{1,0} & x_{1,1} & x_{1,2}\\
x_{2,0} & x_{2,1} & x_{2,2}
\end{array}\right\}=\left(\begin{array}{lllll}
0 & -x_{1,0} & 0 & -x_{2,0} & 0\\
x_{1,0} & 0 & x_{1,1} & 0 & x_{1,2}\\
0 & -x_{1,1} & 0 & -x_{2,1} & 0\\
x_{2,0} & 0 & x_{2,1} & 0 & x_{2,2}\\
0 & -x_{1,2} & 0 & -x_{2,2} & 0
\end{array}\right)
すると,  $\psi$ は実線型同型写像であり,  $\psi$(S_{0}^{(4)})=S_{0}^{(5)} が成り立つ.さらに,この  $\psi$ により

 W_{K}(S_{1}) 同士, \overline{W} 同士も同一視される.それにもかかわらず4節と5節に違いが現れるの

は,  $\rho$ が異なることによる.それは以下のように説明される. \mathfrak{h}^{*} を礎上の K‐不変な内積

により \mathfrak{h}^{*}=a^{*}\oplus(a^{*})^{\perp} と直和分解し,  $\rho$=$\rho$_{1}+$\rho$_{2}($\rho$_{1}\in a^{*}, $\rho$_{2}\in(a^{*})^{\perp}) と表す.このと

き,2項係数に本質的に影響するのは $\rho$_{1} である.この $\rho$_{1} を4, 5節の対象について具体的

に表す.まず,4節の a^{*} を, K=\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2)\times \mathrm{S}\mathrm{U}(n) が \mathrm{U}(2)\times \mathrm{U}(n) と局所同型である

ことより以下のようにして \mathbb{C}^{4} と同一視する.

\mathbb{C}^{4}\ni $\lambda$=(l_{1,0}, l_{1,1}, l_{2,0}, l_{2,1})
\leftrightarrow(l_{1,0}+l_{1,1}-l_{2,0}+l_{2,1}, l_{2,0};l_{1,1}, l_{2,1},0, \ldots, 0)\in \mathfrak{h}^{*}.

すると, $\rho$_{1} は次のように表わされる.

\mathbb{C}^{4}\ni(0,1,0,0)\leftrightarrow(1,0;1,0,0, \ldots, 0)\in \mathrm{h}^{*}.

5節の a^{*} は, K=\mathrm{T}^{2}\times \mathrm{S}\mathrm{U}(4) を \mathrm{T}\times \mathrm{U}(4) と局所同型な compact Lie 群と考えることに

より以下のようにして \mathbb{C}^{4} と同一視される.

\mathbb{C}^{4}\ni $\lambda$=(l_{1,0}, l_{1,1}, l_{2,0}, l_{2,1})
\leftrightarrow(l_{1,0};l_{1,0}+l_{1,1}-l_{2,0}+l_{2,1}, l_{1,1}, l_{2,0}, l_{2,1})\in \mathfrak{h}^{*}.

このことにより, $\rho$_{1} は次のように表わされる.

\mathbb{C}^{4}\ni(0,2,0,0)\leftrightarrow(0;2,2,0,0)\in \mathrm{h}^{*}.

4, 5節の対象のいずれについても,Proposition1.4の W は a^{*}+$\rho$_{1}\simeq \mathbb{C}^{4} に以下のように

作用する元で生成される.

(l_{1,0}, l_{1,1}+c, l_{2,0}, l_{2,1})\mapsto(l_{1,0}, l_{2,1}, l_{2,0}, l_{1,1}+c) ,

(l_{1,0}, l_{1,1}+c, l_{2,0}, l_{2,1})\mapsto(l_{1,0}, l_{1,1}+c, l_{1,0}+l_{1,1}-l_{2,0}+l_{2,1}+c, l_{2,1}) ,

ただし, c は4, 5節の対象それぞれに対して1, 2である.
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