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高次元ﾊｯｾ原理と類体論の一般化
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Abstract

In this survey paper we report on recent progresses on a conjecture of Kazuya Kato

which generalizes the Hasse principle for the Brauer group of a global field to the so‐called

cohomological Hasse principle for an arithmetic scheme X.

We will also explain its implications on finiteness of motivic cohomology, special values of

zeta functions and a generalization of higher dimensional class field theory.
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この論説の目標は類体論の一般化を解説することである. 類体論は20世紀前半に高

木貞治と E. Artin により完成された偉業で整数論の礎である. その後, 類体論はふたつ

の方向に一般化された. ひとつは類体論の非ｱｰﾍﾙ化である.これについては, 吉田輝

義氏の明快な解説 (数学ｾﾐﾅｰ 2010年3月号特集･高木貞治と類体論) を参照されたい.

この論説で扱うのは類体論の一般化のもうひとつの方向 , 類体論の高次元化および高次

化である. 類体論とは, K を大域体 (つまり有限次代数体あるいは有限体上の一変数関数
体 ) とするとき , K の最大ｱｰﾍﾙ拡大のｶﾛｱ群を , K に付随した情報のみを用いて

統制する理論である. 類体論の高次元化とはこの理論を , K が高次元の体 (つまり有理数
体あるいは有限体上の高い超越次数を持つ関数体) へと拡張する理論である.これについ

て2段階の発展が起こった. 最初は, 1980年始めのS.Bloch[B1] の革新的な仕事に触発

され加藤‐斎藤 [KS2] が行つた代数的 K 理論を用いた類体論の高次元化である. 次に,今

世紀に入ってﾄｲﾂ人数学者たち(Kerz‐Schmidt‐Wiesend, Schmidt‐Spiess) による高次

元類体論の新しい流れが湧きあがった.これは加藤‐斎藤の高次元類体論の本質的な改良

を与えるものである.さらにこの流れは, ﾓﾁｰﾌ (あるいはﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰ)
の理論の流れと交錯し高次元類体論の高次化という海原へと至っている. 類体論の起源か

らこれまでの流れを概観することをこの記事の目標とする.

第1節では, 類体論の始祖であるｶｳｽの業績から説き起こし , 高木‐Aritin の主定

理までを , 非専門家にも理解できるよう配慮しつつ解説する.第2節では, 類体論の高次

元化について解説する.これは, ｽｷｰﾑ論による類体論の幾何学化を通して行われる.

第3節では, ﾓﾁﾌｨｯｸ (ｺ) ﾎﾓﾛｼｰの理論について概観する. ﾓﾁﾌｨｯｸ (ｺ) ﾎ

ﾓﾛｼｰとは, 有限次代数体の整数環のｲﾃｱﾙ類群や単数群, あるいは代数多様体の

ﾁｬｳ群などを一般化したもので, 数論的多様体のｾｰﾀ関数とも密接に関連する重要な

研究対象である. 高次元類体論が, 数論的多様体のﾓﾁﾌｨｯｸﾎﾓﾛｼｰとｱｰﾍﾙ基

本群との同型として記述される.第4節で , ﾓﾁﾌｨｯｸﾎﾓﾛｼｰを用いた高次元類体

論の高次化を述べる. 高次元類体論におけるﾓﾁﾌｨｯｸﾎﾓﾛｼｰとｱｰﾍﾙ基本群と

の同型が, 高次のﾓﾁﾌｨｯｸﾎﾓﾛｼｰとｴﾀｰﾙﾎﾓﾛｼｰとの同型へと昇華される.

さらに , 高次元類体論の高次化のﾌﾛｾｽの核心部分であるﾊｯｾ原理のｺﾎﾓﾛｼｰ論

的高次元化について解説する.ここで述べられる高次元ﾊｯｾ原理に関する主定理の証明

の概略が第5節で与えられる. 最後の節では, ﾊｯｾ原理の高次元化のｾｰﾀ関数の特殊

値の問題への応用を述べる.

§1. 古典的類体論

ふたつの体 \mathbb{Q}(\sqrt{-1}) , \mathbb{Q}(\sqrt{2}) について考える.これらは \mathbb{Q} の2次拡大体で , 群の

同型

\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}(\sqrt{-1})/\mathbb{Q})\cong \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}, \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}(\sqrt{2})/\mathbb{Q})\cong \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}

が成り立つ. 上の同型から , ふたつの体 \mathbb{Q}(\sqrt{-1}) , \mathbb{Q}(\sqrt{2}) の数論的な違いをみることは
できない. 一方, \mathbb{Q}(\sqrt{-1}) が円分体 \mathbb{Q}($\zeta$_{4}) ( $\zeta$_{n} は1の原始 n 乗根) であるという事実より
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同型

\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}(\sqrt{-1})/\mathbb{Q})\cong(\mathbb{Z}/4\mathbb{Z})^{\times}

が成り立つ. \mathbb{Q}(\sqrt{2}) についてもこれを円分体 \mathbb{Q}($\zeta$_{8}) に埋め込むことにより同型

\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}(\sqrt{2})/\mathbb{Q})\cong(\mathbb{Z}/8\mathbb{Z})^{\times}/\{\pm 1\}

を得る.ここまで来るとふたつの体の数論的な違いがはっきりする. 実際,これらの同型

から次の事実が導ける.

定理1.1. (Gauss) P を奇素数とすると次の同値が成り立つ.

p=x^{2}+y^{2} なる x, y\in \mathbb{Z} が存在する \Leftrightarrow p\equiv 1 mod4,

p=x^{2}-2y^{2} なる x, y\in \mathbb{Z} が存在する \Leftrightarrow p\equiv\pm 1 mod8.

一般に K を有限次代数体, \mathcal{O}_{K} をその整数環とすると , 任意のｲﾃｱﾙ a\subset \mathcal{O}_{K} は素ｲ

ﾃｱﾙの積

a=\mathfrak{p}_{1}^{e_{1}}\cdots \mathfrak{p}_{r^{r}}^{e}

に分解するという事実を思い出そう. ｶｳｽの整数環 \mathbb{Z}[\sqrt{-1}] が単項ｲﾃｱﾙ整域 (PID)
であることから次の同値が成り立つ.

p=x^{2}+y^{2} なる x, y\in \mathbb{Z} が存在する \Leftrightarrow(p)=\mathfrak{p}_{1} . P2 \subset \mathbb{Z}[\sqrt{-1}].

ここで \mathfrak{p}_{1} , P2は \mathbb{Z}[\sqrt{-1}] の素ｲﾃｱﾙである. p=x^{2}-2y^{2} に関しても \mathbb{Z}[\sqrt{2}] を使って

同様の言い換えができる.

以上の考察から次の問題が自然に生じる.

問題1.2. 有限次代数体 K とｱｰべ) \triangleright 拡大  L/K が与えられたとき , そのｶﾛｱ

群 \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K) を素ｲﾃｱﾙの分解法則 (つまり \mathcal{O}_{K} の素ｲﾃｱﾙ \mathfrak{p} にたいし , \mathfrak{p}\mathcal{O}_{L} がど

のように \mathcal{O}_{L} の素ｲﾃｱﾙの積に分解するかを与える法則) がわかるように記述せよ.

例1有理数体 \mathbb{Q} の2次拡大の場合に考えてみる. a\in \mathbb{Z} を平方因子を含まない整数

とし,2次拡大 L=\mathbb{Q}(\sqrt{a}) を考える. P を有理素数で (p, 2a)=1 とする. ﾙｼｬﾝﾄﾙ

記号

(\displaystyle \frac{a}{p})=\left\{\begin{array}{l}
1(\text{察数} x \text{が存在して} a\equiv x^{2}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p \text{となる場合})\\
-1 (\text{その他の場合})
\end{array}\right.
を思い出そう.
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命題1.3. 次の同値が成り立つ.

p\mathcal{O}_{L} は素ｲﾃｱﾙ \displaystyle \Leftrightarrow(\frac{a}{p})=-1
p\displaystyle \mathcal{O}_{L}=\mathfrak{p}_{1}\cdot \mathfrak{p}_{2}\Leftrightarrow(\frac{a}{p})=1

(ただし \mathrm{p}_{1} , P2は \mathcal{O}_{L} の素ｲﾃｱﾙ)

したがって問題1.2はﾙｼｬﾝﾄﾙ記号の計算に帰着され, ｶｳｽの平方剰余の相互

法則によりその答えが与えられるわけである.

例2円分体の場合を考えてみよう. n を自然数として円分体 L=\mathbb{Q}($\zeta$_{n}) を考える.
ここで $\zeta$_{n} は1の原始 n 乗根である. その整数環は \mathcal{O}_{L}=\mathbb{Z}[$\zeta$_{n}] である. \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}($\zeta$_{n})/\mathbb{Q})
は非常に具体的な記述をもつ. 円分多項式の規約性より同型

(1.1) (\mathbb{Z}/n\mathbb{Z})^{\times}\rightarrow^{\simeq\underline{}}\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}($\zeta$_{n})/\mathbb{Q});a\rightarrow$\sigma$_{a}
が成り立つ.ここで $\sigma$_{a}\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}($\zeta$_{n})/\mathbb{Q}) は $\sigma$_{a}($\zeta$_{n})=$\zeta$_{n}^{a} により定まる.さらに次の定理

が問題1.2への解答を与えてくれる.

定理1.4. p を有理素数で (p, n)=1 とし , f を $\sigma$_{p} の位数とする (同型 (1.1) より

f=\displaystyle \min\{k\in \mathbb{N}|p^{k}\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n\} である.また r=[L :K]/f とおく.このとき p\mathcal{O}_{L} の

素ｲﾃｱﾙへの分解は

p\mathcal{O}_{L}=\mathfrak{p}_{1}\cdots \mathfrak{p}_{r}\subset \mathbb{Z}[$\zeta$_{n}]

で与えられる.ここで \mathfrak{p}_{1} , , \mathfrak{p}_{r} は互いに異なる \mathcal{O}_{L} の素ｲﾃｱﾙで, その剰余体 \mathcal{O}_{L}/\mathfrak{p}_{i}
は \mathrm{F}_{p^{f}} に等しい.

一般の有限次代数体のｱｰﾍﾙ拡大 L/K の場合はどうであろうか? 実はそのﾋﾝ

ﾄが円分体の場合の同型 (\mathbb{Z}/n\mathbb{Z})^{\times}\cong \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}($\zeta$_{n})/\mathbb{Q}) にある. P_{\mathbb{Q}} を有理素数全体の集合と
し ,  $\Sigma$\subset P_{\mathbb{Q}} を n を割る素数たちの部分集合とする.このとき次の完全系列が存在する.

\displaystyle \mathbb{Q}(n)\rightarrow^{ $\delta$}\bigoplus_{p\in P_{\mathrm{Q}- $\Sigma$}}\mathbb{Z}\rightarrow^{ $\rho$}\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}($\zeta$_{n})/\mathbb{Q})\rightarrow 0
ここで

\displaystyle \mathbb{Q}(n):=\{a\in \mathbb{Q}^{\times}|a=1+\frac{nc}{b}>0, b, c\in \mathbb{Z}, (b, n)=1\},
また写像  $\rho$,  $\delta$ は

 $\rho$((e_{p})_{p\in P_{\mathrm{Q}- $\Sigma$}})=\displaystyle \prod_{p\in P_{\mathrm{Q}- $\Sigma$}}($\sigma$_{p})^{e_{p}},
 $\delta$(a)=(v_{p}(a))_{p\in P_{\mathrm{Q}- $\Sigma$}}

で与えられる.ここで v_{p}(a) は a\in \mathbb{Q}^{\times} の P 進付値 (つまり P で何回割ることができるか)
である.
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この完全系列は同型 (1.1) を使って容易に示せることであるが, (\mathbb{Z}/n\mathbb{Z})^{\times} というわ

かりやすい有限ｱｰﾍﾙ群をわざわざふたつの無限群の間の写像の余核として表している

ことに注目しよう. 大切なﾎｲﾝﾄは, $\sigma$_{p}\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}($\zeta$_{n})/\mathbb{Q}) という特徴的な元が各素数

p ごとに存在する点である. 実はこのような元が一般の有限次代数体のｱｰﾍﾙ拡大にた

いしても存在するのである.

L/K を有限次代数体のｱｰﾍﾙ拡大とし , P_{K} を \mathcal{O}_{K} の素ｲﾃｱﾙ全体の集合と

する.

命題1.5. \mathfrak{p}\in P_{K} が L/K で不分岐 (つまり \mathfrak{p}\mathcal{O}_{L} は \mathcal{O}_{L} において互いに異な

る素ｲﾃｱﾙの積 \mathrm{p}\mathcal{O}_{\mathrm{L}}=\mathrm{p}_{1}\ldots \mathrm{p}_{r} に分解する) とする.このとき次の性質を満たす

$\sigma$_{\mathfrak{p}}\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K) がただひとつ存在する.

$\sigma$_{\mathfrak{p}}(x)\equiv x^{q}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}^{ $\sigma$}$\beta$_{i}(\forall x\in \mathcal{O}_{L}, 1\leqq\forall i\leqq r)

ここで q は有限体 \mathcal{O}_{K}/\mathfrak{p} の位数である. $\sigma$_{\mathfrak{p}}\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K) は \mathfrak{p} におけるﾌﾛﾍﾆｳｽ写像

と呼ばれる.

 $\Sigma$\subset P_{K} を L/K において分岐する (つまり不分岐でない) 素ｲﾃｱﾙの集合とする

(これは有限集合であることがわかる). 命題1.5より自然な写像

(1.2) $\rho$_{L/K} : \displaystyle \bigoplus_{\mathfrak{p}\in P_{K}- $\Sigma$}\mathbb{Z}\rightarrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K) ; (e_{\mathfrak{p}})_{\mathfrak{p}\in P_{K}- $\Sigma$}\displaystyle \rightarrow\prod_{\mathfrak{p}\in P_{K}- $\Sigma$}($\sigma$_{\mathfrak{p}})^{e_{\mathfrak{p}}}
が定義される.これにたいし , 次の事実が知られている.

\bullet $\rho$_{L/K} は全射である (ﾁｪﾎﾀﾚﾌの密度定理).

\bullet \mathfrak{p}\in P_{K- $\Sigma$} , fp を $\sigma$_{\mathfrak{p}} の \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K) における位数, r=[L:K]/f_{\mathfrak{p}} とおく.このと

き \mathfrak{p}\mathcal{O}_{L} の素ｲﾃｱﾙへの分解は

\mathfrak{p}\mathcal{O}_{L}=\mathfrak{P}_{1}\cdots \mathfrak{P}_{r}\subset \mathcal{O}_{L}

で与えられる.ここで ;\mathfrak{p}_{1}, ;\mathfrak{p}_{r} は互いに異なる \mathcal{O}_{L} の素ｲﾃｱﾙで , [\mathcal{O}_{L}/\mathfrak{P}_{i} :

\mathcal{O}_{K}/\mathfrak{p}]=f_{\mathfrak{p}} が成り立つ.

以上より問題1.2は次に帰着される.

問題1.6. \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}($\rho$_{L/K}) を決定せよ.言い換えれば,ﾌﾛﾍﾆｳｽ写像 $\sigma$_{\mathfrak{p}}\in Gal(L/K)
たちの間の関係式をすべて決定せよ.

これに完全な解答を与えたのが高木とArtinによる類体論である.ここではﾓｼｭﾗ

ｽの理論の導入を避けるため少々変形した形で述べることにする.
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有限次代数体 K と P_{K} の有限部分集合  $\Sigma$ を固定する.さらに自然数  n\in \mathbb{N} を固定

する. L_{ $\Sigma$,n} を K のｱｰﾍﾙ拡大 L で  $\Sigma$ の外の素ｲﾃｱﾙが不分岐で, その次数 [L:K]
が n を割るものたちの合成体とする.このとき , L_{ $\Sigma$,n} は K の有限次拡大であることが

わかる.これにたいして写像 (1.2)

$\rho$_{L_{ $\Sigma$,n}/K}:\displaystyle \bigoplus_{\mathfrak{p}\in P_{K}- $\Sigma$}\mathbb{Z}\rightarrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{ $\Sigma$,n}/K)
を考えよう. P_{K,\infty} を K の無限素点全体の集合とする. \mathfrak{p}\in P_{K}\cup P_{K,\infty} にたいし , K_{\mathfrak{p}}
を K の \mathfrak{p} における完備化とする. 乗法群 K^{\times} の部分群

K_{ $\Sigma$,n}=\{a\in K^{\times}|a\in(K_{\mathfrak{p}}^{\times})^{n} (\forall \mathfrak{p}\in $\Sigma$\cup P_{K,\infty})\}
( K^{\times} の元で,各 \mathfrak{p}\in $\Sigma$\cup P_{K,\infty} にたいし, K_{\mathfrak{p}} において n 乗となるもの全体) が定義され

る. \mathfrak{p}\in P_{K,\infty} が実素点で n が偶数なら, a\in(K_{\mathfrak{p}}^{\times})^{n} は \mathfrak{p} が与える埋め込み $\tau$_{\mathfrak{p}} : K\mapsto \mathbb{R}

にたいして $\tau$_{\mathfrak{p}}(a)>0 であることに同値である. \mathfrak{p} が複素素点か \mathfrak{p} が実素点で n が奇数

なら, a\in(K_{\mathfrak{p}}^{\times})^{n} は無条件である.

定理1.7. (高木‐Artin)  $\rho$L  $\Sigma$,n/K は次の同型を誘導する.

Coker (K_{ $\Sigma$,n}\displaystyle \rightarrow^{ $\delta$}\bigoplus_{\mathfrak{p}\in P_{K}- $\Sigma$}\mathbb{Z}/n\mathbb{Z})\cong \mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{ $\Sigma$,n}/K)
ここで写像  $\delta$ は次で与えられる.

 $\delta$(a)=(v_{\mathfrak{p}}(a))_{\mathfrak{p}\in P_{K}- $\Sigma$} (a\in K_{ $\Sigma$,n})

上述の定理の重要な帰結として不分岐類体論が従う.

定理1.8. (Hilbert‐Furtwängler) 自然な同型

Cl (K)\cong \mathrm{G}\mathrm{a}1(H_{K}/K)

が存在する.ここで
Cl (K)= Coker ( K^{\times}\displaystyle \rightarrow^{ $\delta$}\bigoplus_{\mathfrak{p}\in P_{K}}\mathbb{Z})

は K のｲﾃｱﾙ類群で , H_{K} は K の狭義の最大不分岐ｱｰﾍﾙ拡大 (つまりすべての
K の素ｲﾃｱﾙが不分岐な拡大であって , すべての埋め込み  $\tau$ :  K\mapsto \mathbb{R} にたいして

H_{K}\otimes_{K}\mathbb{R}\cong \mathbb{R}\times\cdots\times \mathbb{R} となる最大のｱｰﾍﾙ拡大) である.

§2. 類体論の高次元化

この節では類体論の高次元化について説明しよう.このために,まずｽｷｰﾑ論を用

いた類体論の幾何学化から始める必要がある.
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K を有限次代数体, \mathcal{O}_{K} をその整数環として , X=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}() を考える. X は 1
\backslash 

次

元のｽｷｰﾑで2種類の点をもつ. ひとつは生成点 (これはただひとつ) で,この点の X

での閉包は X 自身である.もうひとつは閉点で , X の点であってその閉包が自分自身で

あるようなものである. X_{(0)} を X の閉点全体の集合とすると,これは \mathcal{O}_{K} の素ｲﾃｱ

ﾙ全体の集合 P_{K} と同一視できる.

X の空でない開集合 U\subset X を固定しよう. これにたいし $\pi$_{1}^{ab}(U) という, 代数的基

本群のｱｰﾍﾙ化が定義される. 一言でいえば, U のｱｰﾍﾙ有限ｴﾀｰﾙ被覆 V\rightarrow U

全体を分類するｶﾛｱ群である. 実際,  $\Sigma$=X-U とすると , 前節で定義した L_{ $\Sigma$,n} を

用いて自然な同一視

(2.1) $\pi$_{1}^{ab}(U)/n=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{ $\Sigma$,n}/K)
ができる (ｴﾀｰﾙは不分岐に対応する概念である). 例として

V=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}[i])-\{(1+i)\}\rightarrow U=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z})-\{(2)\}

はｱｰﾍﾙ有限ｴﾀｰﾙ被覆である (右上図).

\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathbb{Z}[i])

1

1

1

1

\downarrow 1

1

1

1

\overline{(p)(2)}|| Spec( )

ﾌﾛﾍﾆｳｽ写像を , 基本群を用いて幾何的に構成できる. U の閉点 x\in U_{(0)} を固

定する. x の剰余体  $\kappa$(x) は有限体である. その位数を q とする.自然な埋め込み写像
x\rightarrow U は基本群上の写像

$\rho$_{x}:$\pi$_{1}^{ab}(x)\rightarrow$\pi$_{1}^{ab}(U)
を誘導する.ここで $\pi$_{1}^{ab}(x) は有限体  $\kappa$(x) の絶対ｶﾛｱ群 \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{ $\kappa$(x)}/ $\kappa$(x)) と同一視され

る.これは, q 乗写像という位相的生成元をもつ.この元の $\rho$_{x} による像

$\sigma$_{x}\in$\pi$_{1}^{ab}(U)

が同一視 (2.1) を通して命題1.5で定義したﾌﾛﾍﾆｳｽ写像と一致する.
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幾何的考察の利点は, 高次元でもまったく同様に行うことが可能である点である.つ

まり U として整数環 \mathbb{Z} あるいは有限体 \mathrm{F}_{p} 上の有限型なｽｷｰﾑをとることができる.

ﾎｲﾝﾄは U の閉点の剰余体が有限体である点である.まったく同様な議論により,各

閉点 x\in U にたいしてﾌﾛﾍﾆｳｽ写像 $\sigma$_{x}\in$\pi$_{1}^{ab}(U) を定義できる.

以下, U は整数環 \mathbb{Z} あるいは有限体 \mathrm{F}_{p} 上の有限型な正則ｽｷｰﾑとする. U_{(0)} を

U の閉点全体の集合として , U 上のｾﾛｻｲｸﾙの群を

Z_{0}(U)=\displaystyle \bigoplus_{x\in U_{(0)}}\mathbb{Z}
により定義する. 上で定義したﾌﾛﾍﾆｳｽ写像を用いて自然な写像

$\rho$_{U}:Z_{0}(U)\displaystyle \rightarrow$\pi$_{1}^{ab}(U);(n_{x})_{x\in U_{(0)}}\rightarrow\prod_{x\in U_{(0)}}($\sigma$_{x})^{n_{x}}
が定義される. Lang により , $\rho$_{U} の像が $\pi$_{1}^{ab}(U) において \ovalbox{\tt\small REJECT}密であることが示された.そ

こで次の問題が自然に生ずる.

問題2.1. $\rho$_{U} の核を決定せよ.

これにたいして最初の解答を与えたのが加藤‐斎藤による高次元類体論である. 上の

U にたいし , U の適当なｺﾝﾊｸﾄ化 i:U\mapsto X を選ぶ. つまり , X は整数環 \mathbb{Z} ある

いは有限体 Fp 上の固有的な整ｽｷｰﾑで, j は開埋め込みである.加藤‐斎藤 [KS2] は以

下の構成を行った.

\bullet ｲﾃｱﾙ層  I\subset \mathcal{O}_{X} にたいし,｢ﾓｼｭﾗｽ I をもつ高次元ｲﾃｰﾙ類群｣

C_{I}(X)=H^{d}(X_{Nis}, K_{d}^{M}(\mathcal{O}_{X}, I)) (d=\dim(X)) ,

が定義される.ここで X_{Nis} は X 上のｸﾛﾀﾝﾃｨｯｸ位相 (Nisnevich 位相) で,

K_{d}^{M}(\mathcal{O}_{X}, I) は相対的なﾐﾙﾅｰ K 群の層である.

\bullet  C_{I}(X) は X の関数体をいくつもの段階にﾍﾝｾﾙ局所化して得られる高次元局所体
のﾐﾙﾅｰ K 群を用いてｲﾃｰﾙ表示される.

\bullet \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\mathcal{O}_{X}/I)\subset X-U のとき次の自然な全射が存在する.

$\pi$_{I}:Z_{0}(U)=\displaystyle \bigoplus_{x\in U_{(0)}}\mathbb{Z}\rightarrow C_{I}(X)
\bullet 高次元相互写像

$\rho$_{U}:\displaystyle \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\mathcal{O}_{X}/I)\subset $\Sigma$\lim_{\leftarrow}C_{I}(X)\rightarrow$\pi$_{1}^{ab}(U)
が定義される.ここで  $\Sigma$=X-U とおいた.
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加藤‐斎藤 [KS2] による高次元類体論の主定理は粗く述べると以下のようになる.

定理2.2. $\rho$_{U} は(ほぼ) 同型である.

上述の類体論の高次元化には問題点がある. $\pi$_{I} :Zo (U)\rightarrow C_{I}(X) の核を記述するこ

とが困難なのである. よって定理2.2を用いて

\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(Z_{0}(U)-^{$\rho$_{U}}$\pi$_{1}^{ab}(U))
を記述することは困難であり , 問題2.1に完全な解答を与えたとは言い難い. ただし U=X

(つまり U 自身がもともと固有的) である場合には以下の定理が導かれる ([B1], [KS1], [Sa1],
[CTSS]).

定理2.3. (高次元不分岐類体論) X を整数環 \mathbb{Z} あるいは有限体 Fp 上の射影的な

正則ｽｷｰﾑとする. X() =\emptyset , つまり射SPec() \rightarrow X が存在しないと仮定する (この
仮定は定理の記述を簡略化するための便宜的なものである). このとき高次元相互写像は

自然な写像

$\rho$_{X}:\mathrm{C}\mathrm{H}_{0}(X)\rightarrow$\pi$_{1}^{ab}(X)

を誘導し,これは (ほぼ) 同型である (X の関数体の標数がｾﾛなら同型で, 正標数なら

単射でその像は簡単に記述できる).

ここで \mathrm{C}\mathrm{H}_{0}(X) は X 上のｾﾛｻｲｸﾙの群 Zo(X) を有理同値で割った群で, X の

0 次元ﾁｬｳ群と呼ばれる. 詳しい定義を以下で与える. X=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathcal{O}_{K})(K は有限次代

数体) なら \mathrm{C}\mathrm{H}_{0}(X) は K のｲﾃｱﾙ類群 Cl (K) に等しく , 定理2.3は古典的な不分岐

類体論 (定理1.8) に同値である.

X の 0 次元ﾁｬｳ群は

(2.2) CH 0(X)= Coker ( \displaystyle \bigoplus_{y\in X_{(1)}} $\kappa$(y)^{\times}\rightarrow^{ $\delta$}\bigoplus_{x\in X_{(0)}}\mathbb{Z})
により定義される.ここで X_{(1)} は X 上の曲線の生成点全体のなす集合である. X 上の

曲線 i:C\mapsto X とその生成点 y にたいし ,  $\kappa$(y) はその剰余体を表す. 定義よりこれは
C の関数体であり ,  $\kappa$(y) は大域体 (有限次代数体あるいは有限体上の一変数関数体) であ

ることに注意する. 写像

 $\delta$: $\kappa$(y)^{\times}\displaystyle \rightarrow Z_{0}(X)=\bigoplus_{x\in X_{(0)}}\mathbb{Z}
は次の合成写像である.

 $\kappa$(y)^{\times}\rightarrow^{$\delta$_{C}}Z_{0}(\overline{C})\rightarrow^{$\pi$_{*}}Z_{0}(C)\rightarrow^{i_{*}}Z_{0}(X)



194 斎藤秀司

ここで ,  $\pi$ : \overline{C}\rightarrow C は C の正規化で , $\delta$_{C} は正則な曲線 \overline{C} にたいする因子写像 (\overline{C} 上の

有理関数の因子をとる写像) で, $\pi$_{*} と i_{*} は射  $\pi$ と  i がｾﾛｻｲｸﾙの群の上に誘導する

写像である.

最近, ﾄｲﾂ人数学者たち (Kerz‐Schmidt‐Wiesend, Schmidt‐Spiess) が加藤‐斎藤の

類体論を大きく改良することに成功した. そこでは定理2.3が X が射影的でない場合に

(付加的な仮定の下で) 見事な形で拡張されている.

定理2.4. ([\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{c}], [\mathrm{W}], [\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{S}\mathrm{p}])U を整数環 \mathbb{Z} あるいは有限体 Fp 上の正則ｽｷｰ

ﾑとする (固有的とは限らないことに注意). U の関数体の標数と互いに素な自然数 n を

固定する.このとき写像 $\rho$_{U}:Z_{0}(U)\rightarrow$\pi$_{1}^{ab}(U) は同型

Coker ( \displaystyle \bigoplus_{y\in U_{(1)}} $\kappa$(y)_{ $\Sigma$,n}\rightarrow^{ $\delta$}\bigoplus_{x\in U_{(0)}}\mathbb{Z}/n\mathbb{Z})\cong$\pi$_{1}^{ab}(U)/n
を誘導する.ここで  $\kappa$(y)_{ $\Sigma$,n} は  $\kappa$(y)^{\times} の部分群で以下で説明する.

上の左辺を式 (2.2) と比較すればこの定理が定理2.3の自然な拡張であることがわか

る.また \dim(U)=1 の場合にはこの定理は古典的な類体論 (定理1.7) である.この定理

は問題2.1にたいする明快な解答を与えている.

 $\kappa$(y)_{ $\Sigma$,n} の定義をする. U_{(1)} は U 上の曲線の生成点全体の集合である. C\subset U を U

上の曲線とし , y\in U_{(1)} をその生成点とする. \overline{C} を C の正規化とし , \overline{C} をそのｺﾝﾊｸ

ﾄ化とする (\overline{C} は有限次代数体の整数環のｽﾍｸﾄﾗﾑ,あるいは有限体上の射影的で滑
らかな曲線である). このとき

 $\kappa$(y)_{ $\Sigma$,n}=\{a\in $\kappa$(y)^{\times}|a\in( $\kappa$(y)_{x}^{\times})^{n} (\forall x\in$\Sigma$_{y}\cup P_{y,\infty})\}

ここで $\Sigma$_{y}=\overline{C}-\overline{C}, P_{y,\infty} は  $\kappa$(y) の無限素点の集合,  $\kappa$(y)_{x} は  $\kappa$(y) の x における完備

化である (定理1.7における K_{ $\Sigma$,n} の定義参照). また写像  $\delta$ の定義は式 (2.2) における  $\delta$

の定義と同様である.

§3. ﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰ

この節では, ﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰの理論を概観する. Schmidt[Sc] とSchmidt‐

Spiess [\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{S}\mathrm{p}] は, ﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰによる高次元類体論の美しい解釈を与えた.ま

ずこれを説明しよう. 記号は定理2.4のとおりとする.さらに n と U に適当な条件 (tame
条件, U が有限体上のｽｷｰﾑで n がその標数と素なら満たされる) を仮定したとき,自

然な同型

(3.1) Coker ( \displaystyle \bigoplus_{y\in U_{(1)}} $\kappa$(y)_{ $\Sigma$,n}\rightarrow^{ $\delta$}\bigoplus_{x\in U_{(0)}}\mathbb{Z}/n\mathbb{Z})\cong H_{0}^{S}(U, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})
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が成り立つ.ここで右辺は U の次数 0 のSuslin ﾎﾓﾛｼｰである. 一般にすべての自然

数 i\geqq 0 にたいし , 次数 i のSuslin ﾎﾓﾛｼｰ H_{i}^{S}(U, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}) が定義される ([SV1] 参照).
Suslin ﾎﾓﾛｼｰは, 近年活発な研究がおこなわれているﾓﾁﾌｨｯｸ (ｺ) ﾎﾓﾛｼｰ

の一種であり , 代数的ｻｲｸﾙを用いて定義される. 後でその定義を簡単に説明する.

式(3.1) より高次元類体論が, U の 0 次のSuslinﾎﾓﾛｼｰとそのｱｰﾍﾙ基本群

との間の自然な同型

(3.2) H_{0}^{S}(U, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})\cong$\pi$_{1}^{ab}(U)/n

として記述されることがわかった.

Suslin ﾎﾓﾛｼｰあるいはﾓﾁﾌｨｯｸ (ｺ) ﾎﾓﾛｼｰの定義を述べる前に , それ

が重要視される理由のひとつを説明しよう. 整数論の重要な事実, 解析的類数公式

(3.3) \displaystyle \lim_{s\rightarrow 0}$\zeta$_{K}(s)\cdot s^{-$\rho$_{0}}=-\frac{|Cl(K)|\cdot R_{K}}{|(\mathcal{O}_{K}^{\times})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}|}
から話を始める.ここで $\zeta$_{K}(S) は有限次代数体 K のﾃﾃｷﾝﾄのｾｰﾀ関数で,  $\rho$ 0 は

\mathcal{O}_{K} の単数群 \mathcal{O}_{K}^{\times} のｱｰﾍﾙ群としての階数である. (\mathcal{O}_{K}^{\times})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}} は \mathcal{O}_{K}^{\times} のねじれ部分群 (つ
まり K に含まれる1のべき乗根全体のなす群) である.また Cl (K) は K のｲﾃｱﾙ類

群で, R_{K} はﾃｨﾘｸﾚの単数基準である.

この解析的類数公式を ｢数論的な指数定理｣ として見ることはできないであろうか?

一般に指数定理とは次の形をしている.

指数 (解析的不変量) = 特性類 (たとえば ｵｲﾗｰ標数)

ﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰ (あるいはその哲学) は, 上の問いの探求から生まれたものと

もいえる. 後で説明するように , 適当な条件をみたすｽｷｰﾑ X と自然数 i, r\in \mathbb{N} にた

いしﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰ

H_{M}^{i}(X, \mathbb{Z}(r))

が定義される. X= Spec ( \mathcal{O}_{K}) (K は有限次代数体) の場合には

Cl (K)=H_{M}^{2}(X, \mathbb{Z}(1)) , \mathcal{O}_{K}^{\times}=H_{M}^{1}(X, \mathbb{Z}(1))

が成り立つ.またﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰから (ｽｷｰﾑ X が定義されるｺﾝﾃｸｽﾄ

に応じて) さまざまなｺﾎﾓﾛｼｰ群へのﾚｷｭﾚｰﾀｰ写像とよばれる写像が存在する.

これはﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰが種々のｺﾎﾓﾛｼｰ理論のなかで普遍的な理論である
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ことを示唆している.

1

H_{B}^{i}(X, \mathbb{Z}(r)) (ﾍｯﾁｺﾎﾓﾛｼｰ)

H_{D}^{i}(X, \mathbb{Z}(r)) (Deligne ｺﾎﾓﾛｼｰ)

 H_{M}^{i}(X, \mathbb{Z}(r))\rightarrow  H_{\mathrm{e}'\mathrm{t}}^{i}(X, \mathbb{Z}_{P}(r)) (ｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰ)

H_{crys}^{i}(X/W(k)) (ｸﾘｽﾀﾘﾝｺﾎﾓﾛｼｰ)

:

ﾃｨﾘｸﾚが定義したﾚｷｭﾚｰﾀｰ写像は,Deligneｺﾎﾓﾛｼｰへのﾚｷｭﾚｰﾀｰ
写像の特別な場合として解釈できる.また代数的 K 理論とｽﾍｸﾄﾗﾙ系列

E_{2}^{p,q}=H_{M}^{p}(X, \displaystyle \mathbb{Z}(-\frac{q}{2}))\Rightarrow K_{-p-q}(X)
により結ばれる (位相的 K 理論における Atiyah‐Hirzebruch のｽﾍｸﾄﾗﾙ系列の代数

的類似である).

さてﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰのふたつの構成法について説明しよう. 最初の構成法

はﾓﾁｰﾌの圏を用いたものである. k を体とし, Sm/k を k 上の滑らかなｽｷｰﾑのな

す圏とする. Voevodsky[V1] は, k 上のﾓﾁｰﾌの導来圏 DM(k) および関手

M:Sm/k\rightarrow DM(k);X\rightarrow M(X)

を構成した (Levine と花村昌樹も独立に異なる構成法を与えている). X\in Sm/k のﾓﾁ

ﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰおよびﾓﾁﾌｨｯｸﾎﾓﾛｼｰは, DM(k) における射の空間

H_{M}^{i}(X, \mathbb{Z}(r))=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{DM(k)}(M(X), \mathbb{Z}(r)[i]) ,

H_{i}^{M}(X, \mathbb{Z}(r))=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{DM(k)}(\mathbb{Z}(r)[i], M(X))
として定義される.ここで \mathbb{Z}(r) は DM(k) の特別な対象でﾃｲﾄ対象と呼ばれる. DM(k)
の定義をここで解説することはしない.

ﾓﾁﾌｨｯｸ (ｺ) ﾎﾓﾛｼｰのもうひとつの定義が, Bloch の高次ﾁｬｳ群 ([B2],
[Le]) とSuslin ﾎﾓﾛｼｰ ([SV1], [Sc]) である. 一般に , ﾃﾃｷﾝﾄ環上の有限型なｽ

ｷｰﾑ X にたいし

\mathrm{C}\mathrm{H}^{r}(X, q) (Bloch の高次ﾁｬｳ群\mp

 H_{i}^{S}(X, \mathbb{Z}) (Suslin ﾎﾓﾛｼｰ)

が定義される (後で定義を述べる). q=0 の場合 CH r(X, q) は X の余次元 r のﾁｬｳ

群CH r(X)(X 上の余次元 r の代数的ｻｲｸﾙの有理同値類たちのなす群\mp と一致する.

 DM(k) を用いた定義との間には次の比較定理が成り立つ.

定理3.1.



高次元ﾊｯｾ原理と類体論の一般化 197

(1) 体上の滑らかなｽｷｰﾑ X にたいし

H_{i}^{M}(X, \mathbb{Z}(0))=H_{i}^{S}(X, \mathbb{Z}) .

(2) 体上の滑らかなｽｷｰﾑ X にたいし

H_{M}^{i}(X, \mathbb{Z}(r))=\mathrm{C}\mathrm{H}^{r}(X, 2r-i) .

Bloch の高次ﾁｬｳ群と Suslin ﾎﾓﾛｼｰの定義を説明する前に , 位相空間 X の特

異ﾎﾓﾛｼｰ群

H_{q}(X, \mathbb{Z}):=H_{q}(s(X,

を復習しておこう.ここで s(X, \bullet) は特異ﾁｪｲﾝ複体と呼ばれるｱｰﾍﾙ群の複体

. . . \rightarrow s(X, q)\rightarrow^{\partial}s(X, q-1)\rightarrow^{\partial} . . . \rightarrow s(X, 0)

で,その次数 q の項は

s(X, q)=\displaystyle \bigoplus_{ $\Gamma$}\mathbb{Z}[ $\Gamma$] (  $\Gamma$ はすべての連続写像 \triangle_{top}^{q}\rightarrow X をわたる)

で与えられる.ここで

\displaystyle \triangle_{top}^{q}=\{(x_{0}, x_{1}, \cdots, x_{q})\in \mathbb{R}^{q+1}|\sum_{0\leqq i\leqq q}x_{i}=1, x_{i}\geqq 0\}
は位相的特異単体で , 境界写像 \partial は \triangle_{top}^{q} の面への制限写像の交代和である.

Bloch の高次ﾁｬｳ群と Suslin ﾎﾓﾛｼｰの定義は, 位相空間の特異ﾎﾓﾛｼｰ群

の代数的類似を辿る. 位相的特異単体 \triangle_{top}^{q} の代数的類似は

\triangle^{q}= Spec ( \displaystyle \mathbb{Z}[t_{0}, \cdots , t_{q}]/(\sum_{i=0}^{q}t_{i}-1))
で, \triangle^{s}=\{t_{i_{1}}=\cdots=t_{i_{q-\bullet}}=0\}\subset\triangle^{q} がその面である. s(X, q) の類似は2種類あって,
X\times\triangle^{q} 上の代数的ｻｲｸﾙの空間たち

z^{r}(X, q)=\displaystyle \bigoplus_{ $\Gamma$\subset X\times\triangle q}\mathbb{Z}[ $\Gamma$], c_{0}(X, q)=\bigoplus_{ $\Xi$\subset X\times\triangle q}\mathbb{Z}[ $\Xi$]
である.ここで  $\Gamma$ は  X\times\triangle^{q} 上の余次元 r の整閉部分ｽｷｰﾑですべての面 \triangle^{s}\subset\triangle^{q} と

正しく交わるもの全体をわたり,  $\Xi$ は  X\times\triangle^{q} の整閉部分ｽｷｰﾑで \triangle^{q} 上有限である

もの全体をわたる. 気持ちとしては,  $\Gamma$ や  $\Xi$ としてｽｷｰﾑの射  f:\triangle^{q}\rightarrow X を考えた

いところだが,これでは正しいｺﾎﾓﾛｼｰ群を生み出すことはできない (射 f のｸﾗﾌ

を考えれば X\times\triangle^{q} 上の代数的ｻｲｸﾙと見られるが, 射のｸﾗﾌだけでは十分でない).
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これらから , 位相空間の特異ﾁｪｲﾝ複体の類似であるｻｲｸﾙ複体

z^{r}(X, \bullet) :. . . \rightarrow z^{r}(X, q)\rightarrow^{\partial}z^{r}(X, q-1)\rightarrow^{\partial} . . . \rightarrow^{\partial}z^{r}(X, 0) ,

c_{0}(X, \bullet) : . . . \rightarrow c_{0}(X, q)\rightarrow^{\partial}c_{0}(X, q-1)\rightarrow^{\partial} . . . \rightarrow^{\partial}c_{0}(X, 0)
が生じる. Bloch の高次ﾁｬｳ群と Suslin ﾎﾓﾛｼｰは, ｻｲｸﾙ複体たちのﾎﾓﾛｼｰ群

CH r(X, q):=H_{q}(z^{r}(X,

H_{q}^{S}(X, \mathbb{Z}):=H_{q}(c_{0}(X,
として定義される.また有限係数のSuslinﾎﾓﾛｼｰ群が

H_{q}^{S}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}) :=H_{q}(c_{0}(X, \bullet)\otimes \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})

により定義される.

§4. 高次元類体論の高次化とﾊｯｾ原理

いよいよこの記事の主定理を述べることができる. 次の定理は, 有限体上の多様体

にたいする高次元類体論 (定理2.4) をﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰの枠組みにおいて一般化

したものである.

定理4.1. (Kerz‐斎藤 [\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{S}] , [Sa2]) U を有限体 Fq 上の滑らかな多様体とし , n を

\mathrm{c}\mathrm{h}() と素な自然数とする.このときすべての自然数 i にたいし自然な同型

H_{i}^{S}(U, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})\cong H_{\mathrm{e}\mathrm{t}}^{i+1}(U, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})^{*}:=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(H_{\mathrm{e}'\mathrm{t}}^{i+1}(U, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}), \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})

が存在する (右辺は, ｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰ H_{\mathrm{e}'\mathrm{t}}^{i+1}(U, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}) の双対群である).

自然な同型

H_{\mathrm{e}'\mathrm{t}}^{1}(U, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})^{*}\cong$\pi$_{1}^{ab}(U)/n
をとおして , 定理4.1の i=0 の場合は高次元類体論 (式 (3.2) 参照)

H_{0}^{S}(U, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})\cong$\pi$_{1}^{ab}(U)/n

に同値である. 定理4.1の同型は, 代数的ｻｲｸﾙを用いて定義される幾何的対象である
Suslin ﾎﾓﾛｼｰをｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰというｶﾛｱ群の類似物に結びつけるものと考
えることができる.

定理4.1の証明で中心的な役割を果たすのが, ｺﾎﾓﾛｼｰ論的ﾊｯｾ原理と呼ばれ

る事実である.これについて説明するために古典的な Hasse‐Minkowski の定理を思い出

そう.
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定理4.2. 有理数係数の n 変数2次形式

a_{1}X_{1}^{2}+\cdots+a_{n}X_{n}^{2}=0 (a_{1}, \cdots, a_{n}\in \mathbb{Q})

が \mathbb{Q} において非自明な解をもつための必要十分条件は, それが実数体 \mathbb{R} およびすべての

素数 P にたいする P 進体 \mathbb{Q}_{p} において非自明な解をもつことである.

定理は n=3 の場合がもっとも重要なのだが,これをｺﾎﾓﾛｼｰ論的に解釈する
ことができる. 一般に体 k 上の2次形式

X^{2}-aY^{2}-bZ^{2}=0 (a, b\in k^{\times})

が k において非自明な解をもつための必要十分条件が

\{a, b\}=0\in H^{2}(k, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})

で与えられる.ここで H^{*}(k, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}) は k のｶﾛｱｺﾎﾓﾛｼｰ (絶対ｶﾛｱ群のｺﾎﾓ
ﾛｼｰ) で,ｸﾝﾏｰ理論による同型 h:k^{\times}/2\cong H^{1}(k, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}) とｶｯﾌ積

\cup:H^{1}(k, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})\times H^{1}(k, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})\rightarrow H^{2}(k, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})

を用いて \{a, b\}=h(a)\cup h(b) と定義される.

したがって定理4.2は自然な制限写像

H^{2}(\displaystyle \mathbb{Q}, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})\rightarrow\bigoplus_{p\in P_{\mathrm{Q}}}H^{2}(\mathbb{Q}_{p}, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})\oplus H^{2}(\mathbb{R}, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})
が単射であることに同値である.ここで P_{\mathbb{Q}} は有理素数全体の集合である.さらに各 p\in P_{\mathbb{Q}}
にたいする剰余同型写像

(4.1) \partial_{p}:H^{2}(\mathbb{Q}_{p}, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})\cong H^{1}(\mathrm{F}_{p}, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})

により , 定理4.2は次の写像 (剰余写像と呼ばれる)

(4.2) H^{2}(\displaystyle \mathbb{Q}, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})\rightarrow^{\partial}\bigoplus_{p\in P_{\mathrm{Q}}}H^{1}(\mathrm{F}_{p}, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})\oplus H^{2}(\mathbb{R}, \mathbb{Z}/2\mathbb{Z})
の単射性に同値となる.

上の事実は大域体のﾌﾗｳｱｰ群のﾊｯｾ原理へと一般化される. X= SPec()
(ただし \mathcal{O}_{K} は有限次代数体 K の整数環), あるいは X は有限体 \mathrm{F}_{q} 上の射影的で滑らか

な曲線で , K をその関数体とする. 話を簡単にするために  X(\mathbb{R})=\emptyset (つまり体の埋め込
み  K\mapsto \mathbb{R} は存在しない) と仮定する.このとき(4.2) を一般化した複体

(4.3) H^{2}(K, \displaystyle \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(1))\rightarrow^{\partial}\bigoplus_{x\in X_{(0)}}H^{1}(x, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})
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が存在する.ここで \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(1) は, (ch (K), n ) =1 の場合には1の n 乗根全体のなすｶﾛ

ｱ加群 $\mu$_{n} を表す (そうでない場合の説明は省略する). 自然な同型

H^{2}(K, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(1))\cong Br(K)[n]

が成り立つ.ここで Br(K) は K のﾌﾗｳｱｰ群 (つまり K 上の斜体の同型類全体の集

合に適当な群構造を与えたもの) の n ねじれ部分群 (n 倍して消える元全体) である.した

がって以下に述べる K のﾌﾗｳｱｰ群のﾊｯｾ原理が, (4.3) における \partial の単射性に同値

となる.

定理4 \cdot 3. (Brauer‐Hasse‐Noether)  K を大域体とする. \overline{P}_{K} を K の素点全体の集

合とし , K_{v} を K の v\in\overline{P}_{K} における完備化とする. K 上の中心的単純環 A にたいし

次の同値が成り立つ.

A\cong M_{n}(K)\Leftrightarrow A\otimes_{K}K_{v}\cong M_{n}(K_{v}) (\forall v\in\overline{P}_{K})

ここで M_{n}(L) は L 上の n 次正方行列環である.

上で A として四元数環 A=(\displaystyle \frac{a,b}{K})(a, b\in K) をとれば定理の主張は K 上の2次形

式 X^{2}-aY^{2}-bZ^{2}=0 にたいするﾊｯｾ原理に同値となる.

1985年加藤和也 [K] は定理4.3を高次元化した予想を提出した. 有限体あるいは整

数環上の有限型ｽｷｰﾑ X にたいし次のｱｰﾍﾙ群の複体 KC.(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}) (加藤複体と
呼ばれる) が定義される.

. . .

\displaystyle \rightarrow\bigoplus_{x\in X_{(a)}}H^{a+1}(x, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(a))\rightarrow\bigoplus_{x\in X_{(a-1)}}H^{a}(x, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(a-1))\rightarrow\cdots
. . .

\displaystyle \rightarrow\bigoplus_{x\in X_{(1)}}H^{2}(x, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(1))\rightarrow\bigoplus_{x\in X_{(0)}}H^{1}(x, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})
ここで X_{(a)}=\{x\in X|\dim\overline{\{x\}}=a\} (つまり X での閉包が次元 a である点の集合) で

ある. H^{*}(x, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(a)) は x の剰余体  $\kappa$(x) のｶﾛｱｺﾎﾓﾛｼｰで, その係数 \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(a)
は, (ch (K), n ) =1 の場合には $\mu$_{n}^{\otimes a}(1 の n 乗根全体のなすｶﾛｱ加群 $\mu$_{n} の自分自身と
の a 回ﾃﾝｿﾙ積) である. \oplus_{x\in X_{(a)}} の項が次数 a をもつ.ちなみに x\in X にたいし,

x\in X_{(a)} であることと ,  $\kappa$(x) が有限体上の超越次数 a の関数体あるいは有理数体上の超

越次数 a-1 の関数体であることは同値である.

\dim(X)=1 の場合, つまり X=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathcal{O}_{K}) (K は有限次代数体) あるいは X は有

限体上の射影的で滑らかな曲線の場合を見てみよう. いずれの場合も K を X の関数体

とする. 定義より X の加藤複体 KC.(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}) は

\displaystyle \bigoplus_{ $\eta$\in X_{(1)}}H^{2}( $\eta$, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(1))\rightarrow\bigoplus_{x\in X_{(0)}}H^{1}(x, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})
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となる. X_{(1)} の元は X の生成点の1点のみである事実と, 剰余同型写像 (式 (4.1) 参照)
により , KC.(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}) は

H^{2}(K, \displaystyle \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(1))\rightarrow\bigoplus_{x\in X_{(0)}}H^{2}(K_{x}, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(1))
に同型である. よって K のﾌﾗｳｱｰ群にたいするﾊｯｾ原理が, KC.(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}) の次

数1のﾎﾓﾛｼｰ群 H_{1}(KC.(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})) の消滅に言い換えられる.

有限体あるいは整数環上の有限型ｽｷｰﾑ X にたいし , 加藤ﾎﾓﾛｼｰを

(4.4) KH_{a}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})=H_{a}(KC.(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})) (a\geqq 0)

で定義する. 加藤ﾎﾓﾛｼｰは X の数論的性質を反映する重要な不変量である. 大域体

のﾌﾗｳｱｰ群のﾊｯｾ原理の高次元化が, 加藤ﾎﾓﾛｼｰを用いて次のように定式化さ

れる.

予想4.4. (加藤のﾊｯｾ原理 [K]) X を有限体 \mathrm{F} 上の固有的で滑らかな多様体,

あるいは有限次代数体の整数環 \mathcal{O}_{k} 上の固有的で平坦な正則ｽｷｰﾑとする. (簡単のた
め ) X (\mathbb{R})=\emptyset を仮定する.このとき

 KH_{a}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})=0 (\forall a>0) .

ちなみに加藤複体 KC.(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}) に現れる H^{a+1}(x, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(a)) は a\geqq 2 なら無限群

で, 次数 a の項は無限群の無限直和となる.このように大きな群を項に持つ複体のﾎﾓﾛ

ｼｰが消滅することは驚くべきことである.

加藤のﾊｯｾ原理とﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰの関係が次の補題により与えられる.

補題4.5. X を有限体あるいは整数環上の有限型な正則ｽｷｰﾑとし, d=\dim(X)
とする.このとき次の長完全系列が存在する.

. . . \rightarrow KH_{2d-i+2}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})\rightarrow H_{M}^{i}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(d))\rightarrow

 H_{\mathrm{e}'\mathrm{t}}^{i}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(d))\rightarrow KH_{2d-i+1}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})\rightarrow\cdots

ここで  H_{\mathrm{e}'\mathrm{t}}^{i}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(d)) はｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰ , H_{M}^{i}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}(d)) は(有限係数の) ﾓ

ﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰである.

一言でいえば, 加藤ﾎﾓﾛｼｰとは, ﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰとｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛ

ｼｰの間のｷｬｯﾌを埋めるものである. 補題の証明には, 近年RostとVoevodsky によ

り証明された Bloch‐加藤予想 ([\mathrm{V}2], [\mathrm{S}\mathrm{J}]) とその帰結である Beilinson‐Lichtenbaum 予想

([\mathrm{S}\mathrm{V}2], [\mathrm{G}\mathrm{L}]) が用いられる.
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ｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰは有限群であることが知られている. よって加藤予想からﾓ

ﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰの有限性が従うことになる.これは有限次代数体のｲﾃｱﾙ類群

の有限性 (Minkowski の定理) や単数群の有限生成性 (Dirichlet の定理) の高次元化とみ

れる.

加藤のﾊｯｾ原理が示されている場合を述べる. \dim(X)=1 の場合は大域体のﾌﾗ

ｳｱｰ群のﾊｯｾ原理である. \dim(X)=2 の場合は加藤氏自身により高次元類体論を用

いて示された.さらに加藤ﾎﾓﾛｼｰの低い次数での消滅が以下の結果で示されていた.

定理4.6. (Colliot‐Thélène[CT], 諏訪 [Sw]) X が有限体上の射影的で滑らかな多

様体とすると

KH_{a}(X, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})=0 (0<a\leqq 3) .

ただし KH_{a}(X, \displaystyle \mathbb{Q}/\mathbb{Z})=\lim_{n}KH_{a}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})\rightarrow.
定理4 \cdot 7. (Jannsen‐斎藤 [JS1])  X が有限次代数体の整数環上の射影的で平坦な正

則ｽｷｰﾑでいたるところ半安定還元をもつとすると

KH_{a}(X, \mathbb{Q}/\mathbb{Z})=0 (0<a\leqq 3) .

加藤のﾊｯｾ原理にたいする一般的なｱﾌﾛｰﾁを初めて提出したのが以下の結果

である.

定理4.8. (Jannsen‐斎藤 [JS2]) X が有限体 \mathrm{F}_{q} 上の射影的で滑らかな多様体とす

る. a>0 を自然数として , a\leqq 4 あるいは以下に述べる条件 (\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{S})_{q,\mathrm{F}_{q}} を q=a-2 に

たいし仮定する.このとき KH_{a}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})=0.

定理の証明では, Deligne[D] によるWeil 予想の証明および特異点の解消が重要な役

割を果たす.とくに定理の a=4 の場合の証明は, 2次元ｴｸｾﾚﾝﾄｽｷｰﾑの特異点

の解消に関する新しい結果 (以下に述べる定理4.9) が用いられる.この定理は加藤ﾎﾓﾛ

ｼｰの次数4以下での消滅を無条件で示しており定理4.6の拡張となっている.

一般にｽｷｰﾑ S にたいし次の条件を考える.

(\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{S})_{q,S} S 上有限型な正則ｽｷｰﾑ Z と次元が q 以下の閉部分ｽｷｰﾑ W\subset Z

にたいし , 固有的な双有理写像 Z'\rightarrow Z が存在して次の条件を満たす.

\bullet  Z' は正則かつ $\pi$^{-1}(Z-W)\rightarrow Z-W は同型である.

\bullet  W の逆像の被約化 $\pi$^{-1}(W)_{red} は Z' 上の単純正規交叉因子である.

S が標数 0 の体なら (\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{S})_{q,S} は広中の定理である. 一般には次の事実が示されて
いる.
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定理4.9. (広中 , Cossart‐Jannsen‐斎藤 [CJS]) S がｴｸｾﾚﾝﾄ(たとえばﾃﾃ
ｷﾝﾄ環上有限型) で q\leqq 2 なら (\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{S})_{q,S} は成り立つ.

加藤のﾊｯｾ原理に関する最新の結果が次の定理である.

定理4.10. (Kerz‐斎藤 [\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{S}], [\mathrm{S}\mathrm{a}2] ) X が有限体 \mathrm{F}_{q} 上の固有的で滑らかな多様体

とする. \mathrm{c}\mathrm{h}() と素な自然数 n にたいし

KH_{a}(X, \mathbb{Z}/n\mathbb{Z})=0 (\forall a>0) .

高次元類体論の高次化 (定理4.1) は定理4.10から , 補題4.5やﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛ

ｼｰに関するいくつかの深い事実 (たとえば定理3.1) を用いて導かれる.

定理4.10の証明では, 定理4.8の証明法を改良することにより , 特異点の解消を次
のGabber 定理 (de Jong のalteration の精密化, [I1] 参照) に置き換える.

定理4.11. Z を完全体 F 上の滑らかな多様体とし , W\subset Z を真の閉部分ｽｷｰ

ﾑとする. P を \mathrm{c}\mathrm{h}(F) と異なる素数とすると , 固有的な全射  $\pi$ :  Z'\rightarrow Z が存在して次

の条件を満たす.

\bullet  Z' は F 上滑らかで, $\pi$^{-1}(W)_{red} は Z' 上の単純正規交叉因子である.

\bullet 空でない開集合  U\subset Z が存在して $\pi$^{-1}(U)\rightarrow U は有限な射でその次数は P と素で

ある.

§5. 主定理の証明の概略

この説で定理4.10の証明の概略を与えることにする. 詳しいことは[Sa2] を参照さ

れたい. 以下, 有限体 F=\mathrm{F}_{q} を固定する. C を F 上の有限型かつ分離的なｽｷｰﾑ全

体のなす圏とし , C_{*} を C と同じ対象をもち固有射をその射の集合にもつ圏とする.

定義5.1. C 上のﾎﾓﾛｼｰ理論 H=\{H_{a}\}_{a\in \mathrm{Z}} とは, 共変関手

H_{a} : C_{*}\rightarrow Mod

の系列で次の条件を満たすものである.

(i) C 内の開埋め込み射 i:V\mapsto X にたいし写像 i^{*} : H_{a}(X)\rightarrow H_{a}(V) が定義される.

(ii) i:Y\mapsto X を C 内の閉埋め込み射とし , i:V=X-Y\mapsto X を開埋め込み射とすれ

ば, 次の長完全系列が存在する.

\rightarrow^{\partial}H_{a}(Y)\rightarrow^{i_{*}}H_{a}(X)\rightarrow^{j^{*}}H_{a}(V)\rightarrow^{\partial}H_{a-1}(Y)\rightarrow\cdots.
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ここで i_{*} は共変関手性による写像で, \partial は境界写像と呼ばれる.また  f:X'\rightarrow X を

C_{*} 内の射とし, i' : Y'\mapsto X' と j' : V'\mapsto X' をそれぞれ i と j の f による底変換と

すれば, 次の図式は可換である.

. . . \rightarrow^{\partial}H_{a}(Y')\rightarrow^{i_{*}'}H_{a}(X')\rightarrow^{j^{\prime*}}H_{a}(V')\rightarrow^{\partial}H_{a-1}(Y')\rightarrow\cdots

\downarrow f* \downarrow f* \downarrow f* \downarrow f*
. . . \rightarrow^{\partial}H_{a}(Y)\rightarrow^{i_{*}}H_{a}(X)\rightarrow^{j^{*}}H_{a}(V)\rightarrow^{\partial}H_{a-1}(Y)\rightarrow . . .

ここで  f_{*} は共変関手性による写像である.

C 上のﾎﾓﾛｼｰ理論 H と X\in C にたいし , niveau ｽﾍｸﾄﾗﾙ系列

(5.1) E_{a,b}^{1}(X)=\displaystyle \bigoplus_{x\in X_{(a)}}H_{a+b}(x) \Rightarrow H_{a+b}(X)
が完全対の方法により構成される ([BO] 参照). ただし, X_{(a)} は X の点 x でその X での

閉包 \overline{\{x\}} の次元が a であるもの全体の集合で , x\in X と自然数 i にたいし

H_{i}(x)= \underline{1}\mathrm{i}\underline{\rightarrow}H_{i}(V)
V\subseteq\{x\}

(V は \overline{\{x\}} の開部分ｽｷｰﾑ全体をわたる) と定義する.このｽﾍｸﾄﾗﾙ系列は C 内の

固有射にたいし共変的で , 開埋め込みにたいし反変的である.

以下, n を \mathrm{c}\mathrm{h}(F) と互いに素な自然数とし､ P を \mathrm{c}\mathrm{h}(F) と異なる素数とする.また,
 $\Lambda$ で \mathbb{Z}/n\mathbb{Z}, \mathbb{Q}/\mathbb{Z}, \mathbb{Q}_{l}/\mathbb{Z}_{l} のいずれかを表す. 加藤ﾎﾓﾛｼｰ (4.4)

KH  $\Lambda$)=\{KH_{a}(-,  $\Lambda$)\}_{a\in \mathrm{Z}}

が C 上のﾎﾓﾛｼｰ理論を与えることが定義から容易に従う. C 上のﾎﾓﾛｼｰ理論とし

て,もうひとつの重要な例がｴﾀｰﾙﾎﾓﾛｼｰである. ｴﾀｰﾙﾎﾓﾛｼｰは, C 内の

射 f:X\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(F) にたいし

H_{a}^{\mathrm{e}'\mathrm{t}}(X,  $\Lambda$):=H^{-a}(X_{\mathrm{e}'\mathrm{t}}, Rf^{!} $\Lambda$)

により定義される.ここで Rf^{!} は[SGA4], XVIII, 3.1.4で定義されたものである.とく

に , f が滑らかな射で d=\dim(X) とすれば, ｴﾀｰﾙﾎﾓﾛｼｰは

H_{a}^{\mathrm{e}'\mathrm{t}}(X,  $\Lambda$)=H_{\mathrm{e}'\mathrm{t}}^{2d-a}(X,  $\Lambda$(d))

とｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰで表すことできる. 定理4.10の証明の最初のｽﾃｯﾌは自然な

写像

$\epsilon$_{a}:H_{a-1}^{\mathrm{e}'\mathrm{t}}(X,  $\Lambda$)\rightarrow KH_{a}(X,  $\Lambda$) (a\geq 1, X\in C)
の存在を示すことである.これは次の二つの事実から従う.
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\bullet ｴﾀｰﾙﾎﾓﾛｼｰに付随するniveauｽﾍｸﾄﾗﾙ系列 (5.1) にたいし  E_{a,b}^{1}(X)=0
(b<-1) が成り立つ.

\bullet 自然な同型  E_{a,-1}^{2}(X)\simeq KH_{a}(X,  $\Lambda$) が成り立つ ([JSS] 参照).

写像 $\epsilon$_{a} は関手の自然変換

 $\epsilon$:H^{\mathrm{e}'\mathrm{t}}(-,  $\Lambda$)[-1]\rightarrow KH  $\Lambda$) .

を引き起こす.ここで考察の対象を  $\Lambda$=\mathbb{Q}_{l}/\mathbb{Z}_{l} の場合に絞り, KH_{a}(X,  $\Lambda$) , H_{a}^{\mathrm{e}'\mathrm{t}}(X,  $\Lambda$)
を KH_{a}(X)_{\text{，}}H_{a}^{\mathrm{e}'\mathrm{t}}(X) と略記する. 各自然数 d>0 にたいし次の主張を考える.

KC(d): 全ての連結で F 上滑らかかつ射影的な X\in C で \dim(X)\leq d なるものと全

ての自然数 a\geq 1 にたいし KH_{a}(X)=0 が成り立つ.

主張 KC(d)を d に関する帰納法により証明する. 証明の重要なｽﾃｯﾌは次の主張

を示すことである.

主張5.2. \mathrm{K}\mathrm{C}(d-1) を仮定する. X\in C が連結で F 上滑らかかつ射影的とし,

dim(X) =d とする. Y を X 上の単純正規交叉因子とし , Y の既約成分の一つは X 上の

豊富な因子であると仮定する.このとき , U=X-Y にたいし

$\delta$_{a}:H_{a-1}^{e't}(U)\rightarrow^{$\epsilon$_{a}}KH_{a}(U)\rightarrow^{\partial}KH_{a-1}(Y)
は, 1\leq a\leq d にたいし単射で , a\geq 2 にたいし全射である.

主張の証明の要は, Jannsen‐斎藤の結果 ([JS2], Lemma 3.4. その証明は Deligne の

基本定理 ([D]) に基づいた �(重さの議論� を用いる) である. 詳しくは[Sa2], Lemma 3.10

を参照されたい.

KC (d-1)\Rightarrow \mathrm{K}\mathrm{C}(d) の証明の概略を説明しよう. X\in C が連結で F 上滑らかか

つ射影的とし , \dim(X)=d とする. a\geq 1 と  $\alpha$\in KH_{a}(X) を固定する.  $\alpha$=0 が示し

たい主張である. 空でない開集合 j:U\rightarrow X で条件

(*) i^{*}( $\alpha$) は $\epsilon$_{a}:H_{a-1}^{\mathrm{e}'\mathrm{t}}(U)\rightarrow KH_{a}(U) の像に入る

を満たすものがとれる ( $\epsilon$_{a} の構成から容易に従う). ここで Y=X-U が X 上の単純正

規交叉因子であると仮定しよう (一般の場合は後で議論する). ﾍﾙﾃｨﾆの定理により超

曲面切断 H\mapsto X をうまくとって Y\cup H が X 上の単純正規交叉因子であるようにする

ことができる.ここで, Y を Y\cup H に置き換えて, U を U-U\cap H に置き換える. 置き

換えた後でも条件 () は満たされることに注意する. 次の可換図式を考える.

KH_{a+1}(U)\rightarrow^{\partial}KH_{a}(Y)\rightarrow KH_{a}(X)\rightarrow^{j^{*}}KH_{a}(U)\rightarrow^{\partial}KH_{a-1}(Y)

\in a+1\uparrow $\epsilon$_{a}\uparrow
\mathrm{H}_{a}^{\mathrm{e}'\mathrm{t}}(U) H_{a-1}^{\mathrm{e}'\mathrm{t}}(U)
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仮定 KC (d-1) と主張5.2により , $\delta$_{a} は単射で $\delta$_{a+1} は全射である. 求める主張  $\alpha$=0 は

これから容易に従う.

Y=X-U が X 上の単純正規交叉因子でない場合には , 定理4.11を用いて射

f : X'\rightarrow X で次の条件を満たすものをとる.

\bullet  X' は F 上滑らかで , $\pi$^{-1}(Y)_{red} は X' 上の単純正規交叉因子である.

\bullet 空でない開集合  V\subset X が存在して $\pi$^{-1}(V)\rightarrow V は有限な射でその次数 \deg(f) は P

と互いに素である.

さらに証明の重要なｽﾃｯﾌとして加藤ﾎﾓﾛｼｰにたいする引き戻し写像

f^{*}:KH_{a}(X)\rightarrow KH_{a}(X')

の構成を行う.これは証明の技術的核心部分で , Rost[R] によるｻｲｸﾙ複体にたいす

る交叉理論を用いて遂行される. 上述の特別な場合の議論を  $\alpha$\in KH_{a}(X) の引き戻し

f^{*}( $\alpha$)\in KH_{a}(X') にたいし適用して f^{*}( $\alpha$)=0 を導くことができる.さらに f による順

像 f_{*} をとることにより f_{*}f^{*}( $\alpha$)=\deg(f)\cdot $\alpha$=0 を得る.ここで \deg(f) は P と互いに

素であつたので  $\alpha$=0 が従う (KH_{a}(X) の係数は \mathbb{Q}_{P}/\mathbb{Z}_{P} であることに注意). これで主

定理の証明が完結する.

§6. ｾｰﾀ関数の特殊値への応用

最後の節では, 定理4.10の応用としてｾｰﾀ関数の特殊値に関する結果を紹介する.

もともとﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰがｾｰﾀ関数の特殊値の問題にその研究の動機を発し

ていたことを考えるとこのような応用は自然である.

有限体 Fq 上の射影的で滑らかな多様体 X にたいしその合同ｾｰﾀ関数

 $\zeta$(X, s)=\displaystyle \exp(\sum_{n=1}^{\infty}|X(\mathrm{F}_{q^{n}})|\frac{q^{-ns}}{n}) (s\in \mathbb{C})
を考える. 整数 r\in \mathbb{Z} にたいしその特殊値

 $\zeta$(X, r)^{*}:=\displaystyle \lim_{s\rightarrow r} $\zeta$(X, s)\cdot(1-q^{r-s})^{$\rho$_{r}} ( $\rho$_{r}:= −ords=r $\zeta$(X, s) )

は重要な研究対象である.これについてこれまで多くの研究がなされているが, それらを

ここで紹介することはしない.Grothendieck とDeligneの仕事により

 $\zeta$(X, r)^{*}\in \mathbb{Q}^{\times}

であることを注意しておく. 定理4.10の応用として次の結果が示される.
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定理6.1. (Kerz - 斎藤 [\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{S}] ) X を有限体 \mathrm{F}_{q} 上の射影的で滑らかな多様体とし,

d=\dim(X) , p=\mathrm{c}\mathrm{h}() とおく.このとき全ての整数 i にたいし, ﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛ

ｼｰ H_{M}^{i}(X, \mathbb{Z}(d)) のねじれ部分群 H_{M}^{i}(X, \mathbb{Z}(d))_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}} は p べき部分を除外すれば有限で,

次の等式が P べき部分を無視して成り立つ

 $\zeta$(X, 0)^{*}=\displaystyle \prod_{1\leqq i\leqq 2d}|H_{M}^{i}(X, \mathbb{Z}(d))_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}1^{(-1)^{i}}}
さらに , d=\dim(X)\leqq 4 なら上の事実は P べき部分を含めて成立する.

3節で登場した解析的類数公式 (3.3) はﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰを用いて

\displaystyle \lim_{s\rightarrow 0} $\zeta$(X, s)\cdot s^{-$\rho$_{0}}=-\frac{|H_{M}^{2}(X,\mathbb{Z}(1))_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}|}{|H_{M}^{1}(X,\mathbb{Z}(1))_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}|} R_{K}
と書き換えることができる.ここで X=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(\mathcal{O}_{K}) (K は有限次代数体) で, H_{M}^{2}(X, \mathbb{Z}(1))
は K のｲﾃｱﾙ類群 Cl (K) に, H_{M}^{1}(X, \mathbb{Z}(1)) は K の単数群 \mathcal{O}_{K}^{\times} に等しい. したがって

定理6.1は解析的類数公式の幾何的類似とも見ることができる. 定理6.1にDirichletの

ﾚｷｭﾚｰﾀｰ R_{K} の類似が登場しないのは, 有限体上の射影的で滑らかな多様体 X の

ﾓﾁﾌｨｯｸｺﾎﾓﾛｼｰ H_{M}^{i}(X, \mathbb{Z}(d)) が i=2d を除いて有限群である (と予想される)
ことに由来する.
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