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概要

This is a survey on discrete differential geometry of curves in Euclidean plane, or in Euclidean

space. We discuss explicit solutions to curve motions governed by the coutinuous, semi‐discrete, or

discrete potential modified \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} equations.

1 はじめに

差分幾何は離散微分幾何や離散可積分幾何とも呼ばれ,これらの呼び名が示すように,この分野において

は,離散可積分系理論に適合するような幾何学朗枠組みを構築することが中心朗な研究課題となっている.

連続系の可積分系理論がいろいろの場面で微分幾何学と結びついていることを受けて,その離散朗類似を展
開すべ \langle 1990年代の半ばころから活発に研究されるようになつた.たとえば,ｿﾘﾄﾝ方程式の代表例で
ある \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式は曲線の運動に付随して自然に現れることが知られているが,このことから,離散 \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方

程式によって支配されるような離散曲線の離散時間発展を見つけよう,という問題意識が自然に生じて \langle る.

井ﾉﾛの解説 [42] にもある通り,差分幾何を研究することの動機はふたつあり,ひとつは離散系のほうが連

続系よりも根源朗で豊富な数学朗構造を持つであろうことへの期待,もうひとつは,ｺﾝﾋｭｰﾀによる可
視化を支える理論朗基盤の整備である.

差分幾何の文献としては,萌芽朗なものはｻｳｴﾙ [34] があり,現代朗な問題意識ではﾎﾍﾝｺとｽﾘｽ
による教科書 [1] がある.これは主としてﾍﾙﾘﾝ工科人学のｸﾙｰﾌによる研究成果をまとめたもので,曲
面の差分幾何についての広範なことがらを説明している.本講究録の井ﾉ \square による解説も参照されたい.曲

線の差分幾何については,ﾄﾘｳｧとｻﾝﾃｨﾆの論文 [4] やﾎﾌﾏﾝの講義録 [17] (その口本語訳が [44,

第4章] にある) や筆者の [26] などがあるが,教科書として体系朗にまとめられたものは見当たらない.こ

れは曲面の場合に比べてまだ理論の蓄積が少ないせいだろう.本稿では,ﾕｰｸﾘｯﾄ平面 \mathrm{E}^{2} およびﾕｰ

ｸﾘｯﾄ空間 \mathrm{E}^{3} 内の曲線の差分幾何について,おもに井ﾉﾛと梶原と筆者と太田の論文 [20][21]に基づき,
最新の研究成果を解説する.本稿の構成はつぎの通りである.まず第2節では曲線の微分幾何について基本

朗な用語を説明する.つづ \langle 第3節では曲線を離散化し,離散曲線に対するﾌﾙﾈｾﾚの公式を導出する.

第4節では曲線および離散曲線の変形が,特別な場合にはｿﾘﾄﾝ方程式によって統制されることを説明す
る.そのなかでも本稿では特に変形 \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式 (mKdV 方程式) に注目し, 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}}ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式に

よる曲線の連続朗変形,半離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}}ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式による離散曲線の連続朗変形,および離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝ

ｼｬﾙ mKdV 方程式による離散曲線の離散朗変形,のそれぞれについて第5節で詳し \langle 解説する.とりわ

け第5.4節の明示公式と厳密解,および第5.6節のﾍｯｸﾙﾝﾄ変換について述べることが本稿の主眼であ

る.また,第5 \cdot 7節では空間曲線や離散空間曲線の連続朗変形について,平面の場合と同様の議論が展開で
きることを述べる.

2 曲線

この節ではﾕｰｸﾘｯﾄ平面 \mathrm{E}^{2} あるいはﾕｰｸﾘｯﾄ空間 \mathrm{E}^{3} 内の曲線について微分幾何の用語を復習

する.ここで述べることは微分幾何のどんな教科書にも載っている.標準朗な教科書としてはたとえば梅原

と山田 [49] や小林 [45] がある.洋書ならばｽﾄﾙｲｸ [35] とｱｲｾﾝﾊﾙﾄ [5] がどちらも空間曲線につい

て約50頁を割いていて,詳しい.あるいはむしろ,井ﾉﾛ[41] やﾛｼｬｰｽとｼｰﾌ [33] の著書は,目朗意

識が本稿の趣旨と合致しているから,はじめからこれらを読むのがよいかもしれない.

© 2012 Research Institute for Mathematical Sciences, Kyoto University. All rights reserved.
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2.1 平面曲線

ﾕｰｸﾘｯﾄ平面 \mathrm{E}^{2} 内に曲線があるとする.その曲線上を質点が速さ1で動いてい \langle . このとき,時刻  x

における質点の位宣を  $\gamma$(x) と書けば,速度 $\gamma$'(x) の人きさは1, すなわち \langle$\gamma$'(x) , $\gamma$'(x) } =1 をみたす.質点

の速さが1でないような一般の場合には,時刻 x の代わりに出発点からの曲線の長さ

\overline{x}(x)=\prime^{x}|$\gamma$'(x)|dx
を径数として採用し, \overline{x} によって曲線  $\gamma$ を径数表示しなおせばやはり \langle$\gamma$'(\overline{x}) , $\gamma$'(\overline{x}) } =1 をみたす.このよう

に,速さ1の径数をとることと弧長を径数に選ぶことは本質朗に同じことであって,したがって始めから質

点の速さを1と考えて構わない.速さ1となる曲線の径数を弧長径数という.以下,曲線  $\gamma$ を弧長径数  x で

表示してお \langle . 本稿では以後ずっと  x と書けばそれは弧長径数である.また,速度 $\gamma$'(x) を左 りに90度

転したﾍｸﾄﾙを N(x) と書き,法線ﾍｸﾄﾙという.すなわち

N(x)=\left(\begin{array}{ll}
0 & -1\\
1 & 0
\end{array}\right)$\gamma$'(x)
である.また \langle$\gamma$''(x) , $\gamma$'(x)\rangle=0 だから加速度 $\gamma$''(x) は速度と直交し,したがって

$\gamma$''(x)= $\kappa$(x)N(x) (1)

なる函数  $\kappa$ が存在する.この函数  $\kappa$ を平面曲線  $\gamma$ の曲率という.行列 ($\gamma$'(x), N(x)) を  $\Phi$(x) と書けば

$\Phi$'(x)= $\Phi$(x)\left(\begin{array}{ll}
0 & - $\kappa$(x)\\
 $\kappa$(x) & 0
\end{array}\right)
となる.これをﾌﾙﾈの公式という.逆に , 任意に与えられた函数  $\kappa$ に対して,それを曲率にもつような平
面曲線  $\gamma$ が合同変換 ( 転と平行移動) を除いて一意に存在することが知られており,これは平面曲線の基

本定理といわれる.このように平面曲線は, 転と平行移動の差を除けば,曲率だけで決まってしまう.たと
えば  $\kappa$\equiv 0 ならば直線,  $\kappa$\equiv 1 ならば左 りの単位円周,  $\kappa$\equiv-1 ならば右 りの単位円周となる.より一般

に,表現公式

 $\gamma$(x)=\prime^{x}\left(\begin{array}{l}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$(x)\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$(x)
\end{array}\right)dx, $\theta$'(x)= $\kappa$(x) (2)

がある.速度 $\gamma$' の偏角  $\theta$ の変化率がずばり曲率  $\kappa$ を与えるところがうれしい.この函数  $\theta$ を角函数という.

注意2.1 弧長径数は理論朗には便利だが,現実朗には,弧長径数が具体朗に (つまり初等函数の範囲で) 求

められるような曲線に出会うことはめつたにない.しかし,このあと第5 \cdot 4節や第5 \cdot 7.3節で見るように,可

積分系理論は,弧長で径数表示された曲線の例を豊富に提供する.

注意2.2 ここに述べたのはﾕｰｸﾘｯﾄ幾何における平面曲線論である.幾何を取りかえれば,その幾何に

適した径数,および曲率を見つけないといけない.たとえばもし内積の概念がない幾何で考えるならば,上

記の議論は破綻してしまう.そのような幾何の例とその取り扱いについては井ﾉﾛ[41, 第12‐14章], [40, 第

5章] を参照されたい.

2.2 空間曲線

ﾕｰｸﾘｯﾄ空間 \mathrm{E}^{3} 内の曲線  $\gamma$ を弧長径数  x によって表示しておけば \langle$\gamma$'(x) , $\gamma$'(x) } =1 をみたすから,

\langle$\gamma$''(x) , $\gamma$'(x)\rangle=0 , すなわち加速度 $\gamma$''(x) と速度 $\gamma$'(x) は直交する.そこで

N(x)=\displaystyle \frac{$\gamma$''(x)}{|$\gamma$''(x)|},  $\kappa$(x)=|$\gamma$''(x)|
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とおき, N を主法線ﾍｸﾄﾙ,  $\kappa$ を空間曲線  $\gamma$ の曲率という.平面曲線の場合とちがって,空間曲線の曲率は

非負の値をとる函数として定義されている.さらに,記号 \times でﾍｸﾄﾙ積を表し

 B(x)=$\gamma$'(x)\times N(x) ,  $\lambda$(x)=-\langle N(x) , B'(x)\}

とおいて, B を陪法線ﾍｸﾄﾙ (または従法線ﾍｸﾄﾙ) ,
 $\lambda$ を涙率という.この陪という漢字には,したが

う,とか,たすける,とか,けらい,という意味がある.曲率  $\kappa$ が接ﾍｸﾄﾙ  $\gamma$' の変化率をはかる量だつたの

に対し,涙率  $\lambda$ は陪法線ﾍｸﾄﾙ  B の変化率をはかる量である.すなわち涙率は接触平面 (接ﾍｸﾄﾙと主

法線ﾍｸﾄﾙとで作られる平面) の変化を記述する.本稿では,このあと第5.7節で見るように,涙率が一

定であるような空間曲線が興味の対象となる.文献によっては曲率のことを第一曲率,涙率のことを第二曲
率と呼ぶ場合がある.行列 ($\gamma$'(x), N(x), B(x)) を  $\Phi$(x) と書き,ﾌﾙﾈ枠 (またはﾌﾙﾈ標構) という.ﾌﾙ

ﾈ枠は

(0 - $\kappa$(x) 0)
$\Phi$'(x)= $\Phi$(x)\left(\begin{array}{lll}
 $\kappa$(x) & 0 & - $\lambda$(x)\\
0 &  $\lambda$(x) & 0
\end{array}\right)

をみたす.これをﾌﾙﾈ ｾﾚの公式という.逆に , 任意に与えられた正値函数  $\kappa$ と函数  $\lambda$ に対して,これ
らをそれぞれ曲率と涙率にもつような空間曲線が合同変換の差を除いて一意に存在する (空間曲線の基本

定理) . たとえば  $\kappa$\equiv 1,  $\lambda$\equiv 1 ならば螺旋である.より一般に , 曲率と涙率を用いて,平面曲線の場合にみ

たような不定積分による表現公式が得られるのかどうか,筆者は知らない.勝\mp に与えた函数たちを曲率と

涙率にもつような空間曲線を描 \langle には,とりあえずﾌﾙﾈｾﾚの公式を数値朗に積分するしかないだろう.
そのようにして描かれるい \langle つかのｸﾗﾌｨｸｽについてはｸﾚｲ [10] を参照されたい.

注意2.3 たいていの教科書では曲率に零点がない状況のみを考え,したがって空間曲線の曲率を常に正と

して取り扱う.しかし一般には,むろん,曲率は零点をもつ.曲率が  0 となる点 (これを変曲点と呼ぶ) にお

いては主法線ﾍｸﾄﾙが定義されず,議論が面倒だから教科書では扱わないのが普通のようである.普通で
ない教科書はたとえばｳｨﾙﾓｱ [38, 9頁] で,空間曲線の変曲点に関して短いながらも記述がある.そこ
では曲率を｢符号付き曲率｣ として扱うことが提唱されている.より詳し \langle はﾎｰﾄ[19], あるいは川久保

[22, 215頁] を参照されたい.

注意2.4正則な空間曲線  $\gamma$ の涙率が恒等朗に  0 ならば,  $\gamma$ は平面朗になる.このとき  $\gamma$ には空間曲線とし

ての曲率  $\kappa$ と平面曲線としての曲率 \overline{ $\kappa$} があるが,両者の関係は  $\kappa$=|\overline{ $\kappa$}| である.

3 離散曲線

前節の議論を離散化しよう.ﾌﾙﾈの公式とﾌﾙﾈｾﾚの公式を離散化することがこの節の目標である.

そのためには,接ﾍｸﾄﾙや法線ﾍｸﾄﾙをどのように定義すればよいかが問題となる.曲線の離散化につ

いては,ｻｳｴﾙの古い本 [34] を始めとして,ﾄﾘｳｧとｻﾝﾃｨﾆ[4] や久門と中山と和達 [14], ﾋﾝｶｰ

ﾙとｽﾌﾘﾝｸﾎｰﾝとﾜｲｽﾏﾝ [32] やﾎﾌﾏﾝとｸｯﾂ [18], 藤岡と黒瀬 [7] や筆者 [26] など,いたる

ところで話が展開されている.曲線それ自体の離散化はほとんど自明に近いものだから,ﾌﾙﾈの公式やﾌ
ﾙﾈ ｾﾚの公式の離散化は誰が考えても同じものが出来上がるようである.

3.1 離散平面曲線

写4象  $\gamma$:\mathbb{Z}\rightarrow \mathrm{E}^{2}, n\mapsto$\gamma$_{n} がすべての整数 n に対して \det($\gamma$_{n+1}-$\gamma$_{n}, $\gamma$_{n}-$\gamma$_{n-1})\neq 0 をみたすとき,す
なわちどの連続する3点 $\gamma$_{n+1}, $\gamma$_{n}, $\gamma$_{n-1} も同一直線上にないとき,離散平面曲線,あるいはより詳し \langle 正則
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な離散平面曲線であるという.連続系においては弧長径数が人切だつたから,その離散朗類似として,次の
�接ﾍｸﾄﾙ� と�法ﾍｸﾄﾙ� を考える.

 a_{n}=|$\gamma$_{n+1}-$\gamma$_{n}|, T_{n}=\displaystyle \frac{$\gamma$_{n+1}-$\gamma$_{n}}{a_{n}}, N_{n}=\left(\begin{array}{ll}
0 & -1\\
1 & 0
\end{array}\right)T_{n}.
また連続するﾍｸﾄﾙ T_{n-1}, T_{n} のなす角度を $\kappa$_{n} とする.すなわち函数  $\kappa$:\mathbb{Z}\rightarrow(- $\pi$,  $\pi$) を

T_{n}=\left(\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\kappa$_{n} & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\kappa$_{n}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\kappa$_{n} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\kappa$_{n}
\end{array}\right)T_{n-1} (3)

によって定める.このとき $\Phi$_{n}=(T_{n}, N_{n}) とおけば,  $\Phi$ はSO (2) 値の函数となる.離散平面曲線に対するﾌ

ﾙﾈの公式は

 $\Phi$_{n+1}=$\Phi$_{n}\left(\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\kappa$_{n+1} & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\kappa$_{n+1}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\kappa$_{n+1} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\kappa$_{n+1}
\end{array}\right)
となる.図形朗な意味は明瞭だろう.

注意3.1 連続系の式 (1) の類似として

T_{n}-T_{n-1}=\displaystyle \tan\frac{$\kappa$_{n}}{2}(N_{n}+N_{n-1})
が成り立つ.したがって人体 \tan($\kappa$_{n}/2) が�離散曲率� の役割を果たすであろうことが期待される.より正

確には

\displaystyle \frac{4}{a_{n}+a_{n-1}}\tan\frac{$\kappa$_{n}}{2}
を考えるべきかもしれない.いずれにせよ,離散平面曲線に対して曲率半径の離散朗類似物を考えると,自
然に \tan($\kappa$_{n}/2) が登場する.詳し \langle はﾎﾌﾏﾝ [17, Definition 2.13] を参照されたい.

注, \sim\grave{} 3.2 ﾍｸﾄﾙ T_{n} は人きさが1だから,適当な函数 \overline{ $\theta$} を用いて

T_{n}=\left(\begin{array}{l}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\overline{ $\theta$}_{n}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\overline{ $\theta$}_{n}
\end{array}\right)
と表せる.このとき函数  $\kappa$ の定義式 (3) によって  $\kappa$_{n}=\overline{ $\theta$}_{n}-\overline{ $\theta$}_{n-1} である.これらは表現公式 (2) の離散朗類

似となっている.ところが,このあと第5.3節で見るように,離散可積分系理論の観点からは

\displaystyle \overline{ $\theta$}_{n}=\frac{$\theta$_{n+1}+$\theta$_{n}}{2}
によって導入される函数  $\theta$ が本質朗な役割を果たす.

3.2 離散空間曲線

写4象  $\gamma$:\mathbb{Z}\rightarrow \mathrm{E}^{3}, n\mapsto$\gamma$_{n} がすべての整数 n に対して \det($\gamma$_{n+1}, $\gamma$_{n}, $\gamma$_{n-1})\neq 0 をみたすとき,離散空間曲

線,あるいはより詳し \langle 正則な離散空間曲線であるという.離散空間曲線  $\gamma$ に対して

 a_{n}=|$\gamma$_{n+1}-$\gamma$_{n}|, T_{n}=\displaystyle \frac{$\gamma$_{n+1}-$\gamma$_{n}}{a_{n}}, \triangle T_{n}=\frac{1}{a_{n}+a_{n-1}}(T_{n}-T_{n-1})
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とお \langle . この \triangle は作用素と思わずに, \triangle T_{n} でひとつの記号と理解されたい.連続系の場合は,曲線を弧長で

径数表示しておけば速度と加速度が直交するため,加速度をひとつ目の法線ﾍｸﾄﾙとして採用することが

できたが,離散系の場合は T_{n} と \triangle T_{n} は直交せず,したがって T_{n} を基準とするかぎり \triangle T_{n} を法線ﾍｸﾄﾙ

として採ることはできない.そこでｼｭﾐｯﾄの正規直交化法を適用して

N_{n}=\displaystyle \frac{\triangle T_{n}-\langle\triangle T_{n},T_{n}\}T_{n}}{|\triangle T_{n}-\langle\triangle T_{n},T_{n}\}T_{n}|}, B_{n}=T_{n}\times N_{n}
とお \langle . このとき $\Phi$_{n}=(T_{n}, N_{n}, B_{n}) とおけば,  $\Phi$ (は SO (3) 値の函数となる.

注意3.3 上では連続系の議論をなぞって主法線ﾍｸﾄﾙ  N_{n} と陪法線ﾍｸﾄﾙ B_{n} を定義したが,あるいは

B_{n}=\displaystyle \frac{T_{n-1}\times T_{n}}{|T_{n-1}\times T_{n}|}, N_{n}=B_{n}\times T_{n}
を定義にしても同じことである.この定義のほうが簡単で,絵がすぐにｲﾒｰｼできる利点がある.ただし
この定義では主法線とか陪法線とかいう言葉の意味は希薄になるだろう.どちらを定義と思うかはともか

\langle , 要点は主法線ﾍｸﾄﾙが  N_{n}\in span \{T_{n}, T_{n-1}\} をみたすことである.下図を参照されたい.これと同じ

図はｻｳｴﾙ [34, 19頁] にもある.ｻｳｴﾙ [34] は微分幾何の教科書だが,対象物が連続系であっても離散

朗に説明するほうがずっと分かりやすいとの考えから,離散ﾓﾃﾙを全面に押し出して曲線と曲面の微分幾
何についての基本朗な概念を説明している.

$\gamma$_{n+1}\nearrow

次に曲率と涙率に相当するものを定義しよう.函数  $\kappa$:\mathbb{Z}\rightarrow(0,  $\pi$) および  $\lambda$:\mathbb{Z}\rightarrow[- $\pi$,  $\pi$ ) を

\langle T_{n}, T_{n-1}\}=\cos$\kappa$_{n}, \langle B_{n}, B_{n-1}\}=\cos$\lambda$_{n}, \langle B_{n}, N_{n-1}\}=\sin$\lambda$_{n}

により定める.実際 B_{n} は T_{n-1} と直交するから,この関係式をみたす角煽は存在する.連続系のときは,
正則な空間曲線の曲率は正であつたことを思い出そう.これを反映して �離散曲率� \tan($\kappa$_{n}/2) の値も正と

なっている.このとき  $\Phi$ は次をみたす.

(1 0 0)(\cos$\kappa$_{n+1} -\sin$\kappa$_{n+1} 0)
$\Phi$_{n+1}=$\Phi$_{n}L_{n}, L_{n}=\left(\begin{array}{lll}
0 & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\lambda$_{n+1} & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\lambda$_{n+1}\\
0 & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\lambda$_{n+1} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\lambda$_{n+1}
\end{array}\right)\left(\begin{array}{llll}
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} & $\kappa$_{n+1} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\kappa$_{n+1} & 0\\
 & 0 & 0 & 1
\end{array}\right)

これが離散空間曲線に対するﾌﾙﾈ ｾﾚの公式である.行列 L は特殊な格好をしているが,図形朗な意味
を考えるには次の形が見やすい.

(\cos$\kappa$_{n}
$\Phi$_{n-1}=$\Phi$_{n}L_{n-1}^{-1}, L_{n-1}^{-1}=(^{-\sin$\kappa$_{n}}0

\sin$\kappa$_{n} 0)(1 0 0)
\cos_{0}$\kappa$_{n} 01)\left(\begin{array}{lll}
0 & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\lambda$_{n} & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\lambda$_{n}\\
0 & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\lambda$_{n} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\lambda$_{n}
\end{array}\right)

これの意味するところを絵に描けば次頁の図のようになる.
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前頁の注意でも述べたとおり,7,‐\backslash \circ ｲﾝﾄは3つのﾍｸﾄﾙ  T_{n} , T_{n-1} , N_{n} が同一平面上にあることである.し

たがってまず B_{n} を 転軸にして -$\kappa$_{n} だけ 転させれば T_{n} を T_{n-1} に重ね合わせることができる.次に T碗

を 転軸にして煽だけ 転させれば $\Phi$_{n} を $\Phi$_{n-1} に重ね合わせることができる.

4 曲線および離散曲線の変形

曲線あるいは離散曲線が時間とともに少しずつ形を変えてい \langle 様子を考えよう.その変形は連続朗なも

のでも離散朗なものでもよい.本稿では曲線の連続朗変形,離散曲線の連続朗変形,離散曲線の離散朗変形

の3つの場合を考察しこれらを順に連続系,半離散系,離散系と呼ぶことにする.いずれの場合も曲線のﾌ
ﾙﾈ枠  $\Phi$ は2変数の行列値函数を与える.

上の表中の行列  L は,ﾌﾙﾈの公式やﾌﾙﾈ ｾﾚの公式によって決まり,すでに第2節と第3節で構成し
た.行列 M を適切に定めることによって (つまり変形の仕方を適切に定めることによって) , 両立条件と

していろいろのｿﾘﾄﾝ方程式が現れる.

連続系では,たとえば非線型ｼｭﾚﾃｨﾝｶｰ方程式や mKdV 方程式,およびこの2つを出発点とする階
層(局所誘導階層) などが登場する.これらについては橋本 [11] や福本と宮崎 [28], ﾗﾑ [23][24]やｺｰﾙ
ﾄｼｭﾀｲﾝとﾍﾄﾘｯﾁ[9], あるいはﾄﾘｳｧとｻﾝﾃｨﾆ[3] やﾗﾝｶｰ [25] などを参照されたい.ま

た,平面の幾何構造を変えた場合に現れるようなｿﾘﾄﾝ方程式の例については,井ﾉﾛの教科書 [41] にま

とめられている.

半離散系では,上に述べたような方程式たちを半離散化したものが登場するが,これについてはﾄﾘｳｧ

とｻﾝﾃｨﾆ[4] やﾎﾌﾏﾝとｸｯﾂ [18], ﾀﾆｴﾙとﾏﾆｳｧﾝﾅﾝ [2] や中山 [30] などを参照されたい.

このほかにもた \langle さんの論文があるが,ここに挙げたものも含め,それらはいずれも方程式ﾚﾍﾙでの半離

散化を議論したものである.方程式ﾚﾍﾙでの半離散化にとどまらず解までを込めて議論したものに,半離
散 mKdV 方程式をあつかつた井ﾉﾛと梶原と筆者と太田 [21] がある.その内容については次節で詳し \langle 紹

介する.

離散系の研究はまだ始まつたばかりで,先行研究もほんのわずかしかない.離散非線形ｼｭﾚﾃｨﾝｶｰ
方程式についてはﾋﾝｶｰﾙとｽﾌﾘﾝｸﾎｰﾝとﾜｲｽﾏﾝ [32], あるいはﾎﾌﾏﾝ [16] (これは文献の

引用に混乱が見られるため,学位論文 [15, 29−55頁] を見たほうがよい) がある.離散 mKdV 方程式につい
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ては筆者 [26| がある.これらは方程式ﾚﾍﾙの離散化である.解までを込めて議論したものに,離散 mKdV

方程式をあつかつた井ﾉﾛと梶原と筆者と太田 [20] がある.次節で詳し \langle 紹介する.

5 変形 \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式

この節では mKdV 方程式を興味の中心に据えて,mKdV 方程式によって統制されるような平面曲線の連

続朗変形,半離散 mKdV 方程式によって統制されるような離散平面曲線の連続朗変形,離散 mKdV 方程式

によって統制されるような離散平面曲線の離散朗変形,のそれぞれを詳し \langle 調べよう.これらの変形の幾何

学朗な特徴は,曲線が時間とともに動いてい \langle 際に,伸び縮みせず,もとの弧長を保つこと (等周変形) で

ある.この節ではまず第5.1節で連続系の場合を述べ,その方程式ﾚﾍﾙでの半離散化を第5.2節で,離散化
を第5.3節で議論する.続 \langle 第5.4節が本稿のﾊｲﾗｲﾄであるが,第5.1−5.3節で用意した方程式たちに
対して解 (多重ｿﾘﾄﾝ解と多重ﾌﾘｰｻｰ解) を構成し,その解を用いて曲線の等周変形を明示朗に与え

る.第5.6節は曲線のﾍｯｸﾙﾝﾄ変換について述べる.第5.7節では,第5.1, 5.2, 5.4節で述べたのと同じ

ことを空間曲線について示す.

5.1 連続系

この節で述べることはﾗﾑ [23] [24] やｺｰﾙﾄｼｭﾀｲﾝとﾍﾄﾘｯﾁ [9] による結果である.ﾕｰｸﾘｯ

ﾄ平面 \mathrm{E}^{2} 内の曲線  $\gamma$(u) が時間とともに変形してい \langle 様子を考える.ただし  u は弧長径数とは限らない勝

\mp な径数とする.時刻  t における曲線を  $\gamma$(u, t) と書 \langle . 各曲線  $\gamma$(u, t) の速さがこの変形で保存される,すな
わち函数 |(\partial/\partial u) $\gamma$(u, t)| が t に依らないための必要+分条件は,曲線の変形方向 (\partial/\partial t) $\gamma$(u, t) が

\displaystyle \langle\frac{\partial^{2}}{\partial u\partial t} $\gamma$(u, t) , \frac{\partial}{\partial u} $\gamma$(u, t)\rangle=0 (4)

をみたすことである.条件 (4) がみたされているとき,もしはじめの曲線  $\gamma$(\cdot, 0) がその弧長によって径数

表示されているならば,どの時刻の曲線もおなじ弧長函数によって径数表示されることになる.これはもと
の曲線が伸び縮みせずに変形することを意味する.そこで条件 (4) を等周条件と呼ぶ.以下では等周条件を

みたす変形を考える.

径数 u を弧長径数 x で表したものを u(x) としたとき,曲線  $\gamma$(u(x), t) をふたたび  $\gamma$(x, t) と書 \langle . また,弧
長径数  x に関する微分と時刻 t に関する微分をそれぞれﾌﾗｲﾑとﾄｯﾄで表し,独立変数を書 \langle のは省略

する.すなわち

$\gamma$'=\displaystyle \frac{\partial}{\partial x} $\gamma$(x, t) , \dot{ $\gamma$}=\frac{\partial}{\partial t} $\gamma$(x, t)
とする.このとき等周条件は \langle$\gamma$', \dot{ $\gamma$}' } =0 となる.さて,曲線の変形方向 \dot{ $\gamma$} を接方向と法方向に分解し,その
係数をそれぞれ f, g と書こう.すなわち函数 f, g を用いて \dot{ $\gamma$} を

ﾀ =fT+gN

と表す.ただし $\gamma$' を T と書いた.すると,等周条件より函数 f, g と曲率  $\kappa$ の問には

 f'- $\kappa$ g=0 (5)

の関係があることが分かる.このときﾌﾙﾈ枠  $\Phi$=(T, N) の時間変化は

\dot{ $\Phi$}= $\Phi$ M, M=\left(\begin{array}{ll}
0 & - $\kappa$ f-g'\\
 $\kappa$ f+g' & 0
\end{array}\right) (6)
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となる.一方,ﾌﾙﾈの公式より

$\Phi$'= $\Phi$ L, L=\left(\begin{array}{ll}
0 & - $\kappa$\\
 $\kappa$ & 0
\end{array}\right) (7)

である.連立偏微分方程式系 (6)-(7) の両立条件 \dot{L}-M'-[L, M]=0 は,ただひとつの式

\dot{ $\kappa$}=( $\kappa$ f+g (8)

になる.したがって等周条件 (5) をみたす函数の組 f, g を好きに選び,その f, g に対して両立条件 (8) の解

 $\kappa$ を求めれば,  $\kappa$ を曲率にもつような曲線の等周変形が構成できるだろう.特に

 f=\displaystyle \frac{$\kappa$^{2}}{2},
と選べば両立条件 (8) は変形 \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式

g=$\kappa$' (9)

\displaystyle \dot{ $\kappa$}=\frac{3}{2}$\kappa$^{2}$\kappa$'+ $\kappa$ (10)

となる.したがってこのとき角函数,すなわち速度  $\gamma$' の偏角  $\theta$ は,  7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式

\displaystyle \dot{ $\theta$}=\frac{1}{2}($\theta$')^{3}+ $\theta$ (11)

をみたす.以上,この節では角函数が  7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式によって統制されるような平面曲線の等

周変形を得た.

注意5.1等周条件をみたす函数の組 f, g の選びかたには任意性がある.上記 (9) のように選ぶことの数学

朗な正当性は,ﾊﾐﾙﾄﾝ系の議論に求めることができる.実際,弧長で径数表示された閉曲線全体の空間

に適当にｼﾝﾌﾚｸﾃｨｯｸ形式を定めると,弾性ｴﾈﾙｷｰをﾊﾐﾙﾄﾝ函数とするﾊﾐﾙﾄﾝﾍｸﾄﾙ
場が (9) の f, g を用いて fT+gN となり,したがってﾊﾐﾙﾄﾝ方程式は mKdV 方f呈式 (10) となる.

注意5.2 より一般に高次の mKdV 方程式によって統制されるような等周変形が構成できる.弧長に関する

微分作用素を D=\partial/\partial x と書けば,等周条件 (5) より f=D^{-1}( $\kappa$ g) だから,両立条件 (8) は

\dot{ $\kappa$}= $\Omega$ g,  $\Omega$=D^{2}+$\kappa$^{2}+$\kappa$'D^{-1}( $\kappa$\cdot)

である.方程式 \dot{ $\kappa$}=$\Omega$^{n}$\kappa$' は第 n (
\backslash 

欠 mKdV 方程式と呼ばれる.したがって曲線の変形を

f=D^{-1}( $\kappa \Omega$^{n-1}$\kappa$') , g=$\Omega$^{n-1}$\kappa$'

によって決めれば,曲率  $\kappa$ は第  n
\backslash 

(欠 mKdV 方程式にしたがう.また n=-1 とすれば

f=D^{-1}( $\kappa \Omega$^{-2}$\kappa$') , g=$\Omega$^{-2}$\kappa$'

だが,中山とｼｰｶｰと和達 [31] は,このときの両立条件  $\Omega$\dot{ $\kappa$}=$\kappa$' がｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式とみなせるこ

とを示した.

注意5.3 この節で述べたことは曲率が一定の2次元ﾘｰﾏﾝ多様体で成立する.したがって球面と双曲平

面でも mKdV 方程式から曲線の変形が定まるが,同じ解でも,外側の空間の曲率によって出て \langle る曲線のﾄ

ﾎﾛｼｰが変わる.ﾑｯｿ[29] はそういうｹｰｽをMathematicaで試した.

注意5.4 ここでは平面曲線の連続朗変形を考えたが,同様に,曲率の変化が mKdV 方程式にしたがうような

空間曲線の連続朗変形も存在する.ただし涙率が一定の空間曲線を考える.詳し \langle は第5.7節を参照のこと.
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注意5.5 mKdV 方程式 (10) は収束型 mKdV 方程式 (focusing mKdV) とも呼ばれる.mKdV 方程式には

もうひとつのﾀｲﾌがあり,それは \dot{ $\kappa$}=-(3/2)$\kappa$^{2}$\kappa$'+$\kappa$''' である.これは非収束型 mKdV 方程式(defocusing
mKdV) と呼ばれ,この符号の違いは本質朗である.両者の性質の違いについては人宮 [47, 184頁] を参照さ

れたい.非収束型 mKdV 方程式は,ﾐﾝｺﾌｽｷｰ平面や中心ｱﾌｨﾝ平面内の曲線の変形と関係する.前

者については丸野と梶原と井ﾉﾛと太田とﾌｪﾝによって研究が進められており,後者については古畑 [43,

付録] を参照されたい.

注意5.6 mKdV 方程式の解はﾐｳﾗ変換によって \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式をみたすが,これは平面曲線の変形という

観点からは,ﾕｰｸﾘｯﾄ幾何から等積中心ｱﾌｨﾝ幾何に幾何構造を変更することに対応する.詳し \langle は

藤岡と黒瀬 [8] を参照されたい.

5.2 半離散系

この節ではﾎﾌﾏﾝとｸｯﾂ [18] やﾄﾘｳｧとｻﾝﾃｨﾆ[4] にしたがって,離散平面曲線が時間ととも
に連続朗に変形してい \langle 様子を考える.時刻  t における離散平面曲線を $\gamma$_{n}(t) と書 \langle . 各ｾｸﾒﾝﾄの長さ

|$\gamma$_{n+1}(t)-$\gamma$_{n}(t)| がこの変形で保存されるための必要+分条件は,各点の変形方向 \dot{ $\gamma$}_{n}(t) が

\langle\dot{ $\gamma$}_{n+1}(t)-\dot{ $\gamma$}_{n}(t) , $\gamma$_{n+1}(t)-$\gamma$_{n}(t)\}=0 (12)

をみたすことである.条件 (12) を連続系にならって等周条件と呼ぶ.以下,等周条件をみたす変形を考える.

T_{n}(t)=\displaystyle \frac{$\gamma$_{n+1}(t)-$\gamma$_{n}(t)}{a_{n}}, N_{n}(t)=\left(\begin{array}{ll}
0 & -1\\
1 & 0
\end{array}\right)T_{n}(t)
とお \langle . ただし  a_{n}=|$\gamma$_{n+1}(0)-$\gamma$_{n}(0)|=|$\gamma$_{n+1}(t)-$\gamma$_{n}(t)| である.以後,離散変数 n のみを明示して連続

変数 t を書 \langle のは省略する.各点の変形方向 \dot{ $\gamma$}_{n} を T_{n} 方向と  N_{n}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{n}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\llcorner}^{\rightarrow} $\delta \Phi$ し,  Z の 4^{\tilde{\mathrm{t}}_{\backslash }}\neq_{\backslash }\mathscr{X} を Z れe
\grave{}

れ f_{n}, g_{n}

と書こう.すなわち

\dot{ $\gamma$}_{n}=f_{n}T_{n}+g_{n}N_{n}

である.等周条件 (12) より,函数 f_{n}, g_{n} と函数 $\kappa$_{n}=\angle(T_{n}, T_{n-1}) の問には

f_{n+1}\cos$\kappa$_{n+1}-f_{n}-g_{n+1}\sin$\kappa$_{n+1}=0 (13)

の関係があり,このとき枠 $\Phi$_{n}=(T_{n}, N_{n}) の時間変化は

\displaystyle \dot{ $\Phi$}_{n}=$\Phi$_{n}M_{n}, M_{n}=\frac{f_{n+1}\sin$\kappa$_{n+1}+g_{n+1}\cos$\kappa$_{n+1}-g_{n}}{a_{n}}\left(\begin{array}{ll}
0 & -1\\
1 & 0
\end{array}\right) (14)

と書ける.一方,ﾌﾙﾈの公式より

$\Phi$_{n+1}=$\Phi$_{n}L_{n}, L_{n}=\left(\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\kappa$_{n+1} & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\kappa$_{n+1}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\kappa$_{n+1} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\kappa$_{n+1}
\end{array}\right) (15)

である.連立方程式 (14) -(15) の両立条件 \dot{L}_{n}-L_{n}M_{n+1}+M_{n}L_{n}=0 は,ただひとつの式

\displaystyle \dot{ $\kappa$}_{n}=\frac{f_{n+1}\sin$\kappa$_{n+1}+g_{n+1}\cos$\kappa$_{n+1}-g_{n}}{a_{n}}-\frac{f_{n}\sin$\kappa$_{n}+g_{n}\cos$\kappa$_{n}-g_{n-1}}{a_{n-1}} (16)

になる.特に,各ｾｸﾒﾝﾄの長さが等しいとき,すなわち a_{n}=a>0 であるような場合に

f_{n}=1, g_{n}=-\displaystyle \tan\frac{$\kappa$_{n}}{2}
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と選べばこれは等周条件 (13)をみたし,両立条件 (16) は半離散 mKdV 方程式

\displaystyle \dot{ $\kappa$}_{n}=\frac{1}{a}(\tan\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}-\tan\frac{$\kappa$_{n-1}}{2}) (17)

となる.したがって $\kappa$_{n}=($\theta$_{n+1}-$\theta$_{n-1})/2 で定まる函数  $\theta$ は,半離散  7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式

\displaystyle \dot{ $\theta$}_{n}=\frac{2}{a}\tan\frac{$\theta$_{n+1}-$\theta$_{n-1}}{4} (18)

をみたし,このとき接ﾍｸﾄﾙ T_{n} の偏角は ($\theta$_{n+1}+$\theta$_{n})/2 となる.以上,この節では埆函数� が半離散7,

ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式によって統制されるような離散平面曲線の等周変形を得た.

注意5 \cdot 7あるいは,やはり各ｾｸﾒﾝﾄ長が一定  a_{n}=a>0 のときに

f_{n}=2(\displaystyle \tan\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}\tan\frac{$\kappa$_{n}}{2}+1) ,

g_{n}=\displaystyle \tan\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}-\tan\frac{$\kappa$_{n-1}}{2} —tan2 \displaystyle \frac{$\kappa$_{n}}{2}(\tan\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}+\tan\frac{$\kappa$_{n-1}}{2})-2\tan\frac{$\kappa$_{n}}{2}
と選べばこれは等周条件 (13) をみたし,両立条件 (16) は高次の半離散 mKdV 方程式

\displaystyle \dot{ $\kappa$}_{n}=\frac{1}{a}((1+\tan^{2}\frac{$\kappa$_{n+1}}{2})(\tan\frac{$\kappa$_{n+2}}{2}+\tan\frac{$\kappa$_{n}}{2})
(19)

-(1+\displaystyle \tan^{2}\frac{$\kappa$_{n-1}}{2})(\tan\frac{$\kappa$_{n}}{2}+\tan\frac{$\kappa$_{n-2}}{2}))
となる.

注意5.8 ここで述べたことの応用として WKI 方程式の半離散化がある.ﾌｪﾝと井ﾉﾛと梶原と丸野と

太田 [6| にしたがって述べる.まず連続系の場合は,角函数が7,‐\backslash \circﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (11) によって統制

されるような平面曲線の等周変形  $\gamma$ を,ｸﾗﾌとして表示し

 $\gamma$(x, t)=\prime^{x}\left(\begin{array}{l}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$(x,t)\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$(x,t)
\end{array}\right)dx=\left(\begin{array}{l}
z\\
y(z,t)
\end{array}\right)
と書こう.このとき mKdV 方程式 (10) はWKI 方程式

y_{t}=(\displaystyle \frac{y_{zz}}{(1+y_{z^{2}})^{3/2}})_{z}
に書き直される.この変換はﾎﾄｸﾗﾌ変換と呼ばれる.半離散系の場合も同様に,角函数が半離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝ

ｼｬﾙ mKdV 方程式 (18) によって統制されるような離散平面曲線の等周変形物を

$\gamma$_{n}(t)=a\displaystyle \sum_{k}^{n-1}(_{\sin\frac{}{}}^{\cos\frac{$\theta$_{k+1}+$\theta$_{k}}{$\theta$_{k+1_{2}^{2}}+$\theta$_{k}}})=\left(\begin{array}{l}
z_{n}(t)\\
y_{n}(t)
\end{array}\right)
と表示しなおす.このとき半離散 mKdV 方程式 (17) は

\displaystyle \dot{z}_{n+1-\dot{Z}_{n}}=-\frac{y_{n+1}-y_{n}}{a}(\frac{\triangle_{n+1-\triangle_{n}}}{1+\triangle_{n+1}\triangle_{n}}+\frac{\triangle_{n}-\triangle_{n-1}}{1+\triangle_{n}\triangle_{n-1}}) ,

\displaystyle \dot{y}_{n+1}-\dot{y}_{n}=-\frac{z_{n+1}-z_{l}}{a}(\frac{\triangle_{n+1-\triangle_{n}}}{1+\triangle_{n+1}\triangle_{n}}+\frac{\triangle_{n}-\triangle_{n-1}}{1+\triangle_{n}\triangle_{n-1}})
と書き直される.ただし

\displaystyle \triangle_{n}=\frac{y_{n+1}-y_{n}}{a+z_{n+1-Z_{n}}}
とおいた.この連立方程式が半離散 WKI 方程式となる.

注意5.9 ここでは離散平面曲線の連続朗変形を考えたが,同様に,半離散7,‐\backslash \circﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式によっ

て統制されるような離散空間曲線の連続朗変形も存在する.ただし涙率が一定の離散空間曲線を考える.詳

し \langle は第5.7節を参照のこと.
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5.3 離散系

離散平面曲線が離散朗に変形してい \langle 様子を考えよう.時刻  m における離散平面曲線を $\gamma$_{n}^{m} と書 \langle . 各

ｾｸﾒﾝﾄの長さ |$\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m}| がこの変形 $\gamma$^{m}\mapsto$\gamma$^{m+1} で保存されるための必要+分条件は,ﾍｸﾄﾙ

$\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m} が

\langle($\gamma$_{n+1}^{m+1}-$\gamma$_{n+1}^{m})-($\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m}) , ($\gamma$_{n+1}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m+1})+($\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m})\rangle=0 (20)

をみたすことである.連続系の用語を踏襲して,条件 (20) を等周条件と呼ぼう.以下では等周条件をみたす

離散朗変形を考え,

T_{n}^{m}=\displaystyle \frac{$\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m}}{a_{n}}, N_{n}^{m}=\left(\begin{array}{ll}
0 & -1\\
1 & 0
\end{array}\right)T_{n}^{m}
とお \langle . ただし  a_{n}=|$\gamma$_{n+1}^{0}-$\gamma$_{n}^{0}|=|$\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m}| である.さらに独立変数 n, m に関して対称性を要請し,長
さ |$\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m}| が n に依らないこと,すなわち

\langle($\gamma$_{n+1}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m+1})-($\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m}) , ($\gamma$_{n+1}^{m+1}-$\gamma$_{n+1}^{m})+($\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m})\rangle=0 (21)

を要請する.この条件 (21) を等距離条件と呼ぼう.このとき

b_{m}=|$\gamma$_{0}^{m+1}-$\gamma$_{0}^{m}|=|$\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m}|

とおいて,ﾍｸﾄﾙ ($\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m})/b_{m} を T_{n}^{m} 方向と N_{n}^{m} 方向に分解し,その係数をそれぞれ f_{n}^{m}, g_{n}^{m} と書

\langle . すなわち

\displaystyle \frac{$\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m}}{b_{m}}=f_{n}^{m}T_{n}^{m}+g_{n}^{m}N_{n}^{m}
とする.左辺のﾍｸﾄﾙの人きさは1だから

f_{n}^{m}=\cos w_{n}^{m}, g_{n}^{m}=\sin w_{n}^{m}

とおける.このとき

\displaystyle \frac{$\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m}}{b_{m}}=\left(\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}w_{n}^{m} & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}w_{n}^{m}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}w_{n}^{m} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}w_{n}^{m}
\end{array}\right)T_{n}^{m}
だから w_{n}^{m} はﾍｸﾄﾙ $\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m} とﾍｸﾄﾙ $\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m} のなす角である.等周条件 (20) は

a_{n}\displaystyle \mathrm{s}\cdot \mathrm{n}\frac{$\kappa$_{n+1}^{m}+w_{n+1}^{m}+w_{n}^{m}}{2}=b_{m}\sin\frac{$\kappa$_{n+1}^{m}+w_{n+1}^{m}-w_{n}^{m}}{2} (22)

であり,等距離条件 (21) もまた式 (22) となる.以上より,枠 $\Phi$_{n}^{m}=(T_{n}^{m}, N_{n}^{m}) の時間変化は

$\Phi$_{n}^{m+1}=$\Phi$_{n}^{m}M_{n}^{m}, M_{n}^{m}=\left(\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}($\kappa$_{n+1}^{m}+w_{n+1}^{m}+w_{n}^{m}) & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}($\kappa$_{n+1}^{m}+w_{n+1}^{m}+w_{n}^{m})\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}($\kappa$_{n+1}^{m}+w_{n+1}^{m}+w_{n}^{m}) & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}($\kappa$_{n+1}^{m}+w_{n+1}^{m}+w_{n}^{m})
\end{array}\right) (23)

と書ける.行列 M_{n}^{m} が 転行列となるのは自明だが,その 転角が $\kappa$_{n+1}^{m}+w_{n+1}^{m}+w_{n}^{m} となることは非自

明である.一方,離散平面曲線に対するﾌﾙﾈの公式から

$\Phi$_{n+1}^{m}=$\Phi$_{n}^{m}L_{n}^{m}, L_{n}^{m}=\left(\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\kappa$_{n+1}^{m} & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\kappa$_{n+1}^{m}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\kappa$_{n+1}^{m} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\kappa$_{n+1}^{m}
\end{array}\right) (24)

である.連立偏差分方程式系 (23) -(24) の両立条件 L_{n}^{m}M_{n+1}^{m}-M_{n}^{m}L_{n}^{m+1}=0 は,ただひとつの式

$\kappa$_{n}^{m+1}-$\kappa$_{n+1}^{m}=w_{n+1}^{m}-w_{n-1}^{m} (25)
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となる.等周等距離条件 (22) を  $\kappa$ について解けば

 $\kappa$_{n+1}^{m}=2\displaystyle \arctan(\frac{b_{m}+a_{n}}{b_{m}-a_{n}}\tan\frac{w_{n}^{m}}{2})-w_{n+1}^{m}
だから,これを両立条件 (25) に代入すると,離散 mKdV 方程式

w_{n+1}^{m+1}-w_{n}^{m}=2\displaystyle \arctan(\frac{b_{m+1}+a_{n}}{b_{m+1}-a_{n}}\tan\frac{w_{n}^{m+1}}{2})-2\arctan(\frac{b_{m}+a_{n+1}}{b_{m}-a_{n+1}}\tan\frac{w_{n+1}^{m}}{2})
となる.離散 mKdV 方程式と呼ばれる差分方程式はい \langle つかあるが,これは広田 [13] により提出されたも

のである.ふたつの1変数函数  a, b がそれぞれ n 方向と m 方向の差分間隔の役割を果たしており,不等間
隔差分による差分方程式となっている.

以上,式だけを頼りに離散 mKdV 方程式にしたがうような離散平面曲線の離散朗変形を導いた.これは

結局つぎのように動かすこと (等周等距離変形) を意味している.離散平面曲線  $\gamma$:\mathbb{Z}\rightarrow \mathrm{E}^{2} がひとつ与え

られたとき,それを以下に述べる \mp順で動かして,新たな離散平面曲線7を作る.

1. まず,離散平面曲線  $\gamma$ のどこか1点(たとえば  $\gamma$_{0} ) を好きな位宣に動かす.

2. 次に,その動いた距離を b としたとき,各頂点物を中心に共通の半径 b をもつた円 C_{n} を描 \langle.

3. 各頂点物の移動先協は円 C_{n} 上にあって,しかももとのｾｸﾒﾝﾄ長を保存する位宣とする.前者

の条件を等距離条件と呼び,後者の条件を等周条件と呼ぶ.

4. このとき各頂点に対して移動先の候補は2つあるが,このうちもとの線分と平行になるほうは捨てて,
平行でないほうを選ぶ.

この \mp順は,ﾍﾙﾘﾝ工科人学のｸﾙｰﾌにおいては一種の (_{\overline{=\mapsto}}- い伝え� として以前から知られていた,との

ことである.実際,ﾎﾌﾏﾝの講義録 [17, Definition 2 \cdot 43] に上で説明したのと同じことが書いてある.彼ら

はこの等周等距離変形  $\gamma$\mapsto\overline{ $\gamma$} を離散平面曲線のﾀﾙﾌｰ変換と呼んでいる.

さて,両立条件 (25) はまた 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ函数  $\theta$ の存在も主張している.すなわち

 $\kappa$_{n}^{m}=\displaystyle \frac{$\theta$_{n+1}^{m}-$\theta$_{n-1}^{m}}{2}, w_{n}^{m}=\frac{$\theta$_{n}^{m+1}-$\theta$_{n+1}^{m}}{2}
である.したがって

\displaystyle \frac{$\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m}}{a_{n}}=\mathrm{t}(\cos\frac{$\theta$_{n+1}^{m}+$\theta$_{n}^{m}}{2}, \sin\frac{$\theta$_{n+1}^{m}+$\theta$_{n}^{m}}{2})
であり,これは連続系における表現公式 (2) の離散版となっている.また,等周等距離条件 (22) を具体朗に

書き下すと,離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式

\displaystyle \tan\frac{$\theta$_{n+1}^{m+1}-$\theta$_{n}^{m}}{4}=\frac{b_{m}+a_{n}}{b_{m}-a_{n}}\tan\frac{$\theta$_{n}^{m+1}-$\theta$_{n+1}^{m}}{4} (26)

になる.以上,この節では �角函数� が離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式によって統制されるような離散平面

曲線の等周等距離変形を得た.

注意5.10半離散系の場合と同様に,この場合もﾎﾄｸﾗﾌ変換に応用があって,やはり WKI 方程式など

の離散化に使える.具体朗な方程式はﾌｪﾝと井ﾉﾛと梶原と丸野と太田 [6] を参照されたい.

注意5.11連続系の場合と同様に,離散 mKdV 方程式の解を離散 \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の解にうつすような変換が

ある.これは離散平面曲線の離散朗変形という観点からは,ﾕｰｸﾘｯﾄ幾何から等積中心ｱﾌｨﾝ幾何に
幾何構造を変更することに対応する.詳し \langle は筆者 [26] を参照されたい.
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5.4 明示公式と貝体例

この節で述べることが本稿のﾊｲﾗｲﾄである.前節までに議論した連続系,半離散系,離散系のそれぞ

れの方程式たちに対して,解(多重ｿﾘﾄﾝ解と多重ﾌﾘｰｻｰ解) を構成し,さらに曲線の等周変形をも
 $\tau$ 函数を用いて明示朗に与える.井ﾉﾛと梶原と筆者と太田 [20], [21] に基づいて説明する.

まず離散系のみを対象にしよう.前節では離散平面曲線の等周等距離変形から函数  a, b を定義し,角函数
に相当する量  $\theta$ が離散  7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (26) をみたすことを見た.本節では逆に,任意に指定し
た函数 a, b に対して離散7,‐\backslash \circﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (26) の解  $\theta$ をとり,その解によって統制されるような
離散平面曲線の等周等距離変形  $\gamma$ を具体朗明示朗に構成する.ふたつの数列  a, b を任意に固定する.この

とき

$\theta$_{n}^{m}=\displaystyle \frac{2}{\sqrt{-1}}\log_{*}\frac{$\tau$_{n}^{m}}{\mathcal{T}m,n}
とおいて離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (26) を双線形形式に書き直すと

b_{m}$\tau$_{n}^{*m+1}$\tau$_{n+1}^{m}-a_{n}$\tau$_{n+1}^{*m}$\tau$_{n}^{m+1}+(a_{n}-b_{m})$\tau$_{n+1n}^{*m+1_{\mathcal{T}}m}=0 (27)

である.ただし星印は複素共役を表す.前節で述べた等周等距離変形は

\displaystyle \frac{$\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m}}{a_{n}}=R(\frac{$\theta$_{n+1}^{m}-$\theta$_{n-1}^{m}}{2})\frac{$\gamma$_{n}^{m}-$\gamma$_{n-1}^{m}}{a_{n-1}},
(28)

\displaystyle \frac{$\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m}}{b_{m}}=R(\frac{$\theta$_{n}^{m+1}-$\theta$_{n+1}^{m}}{2})\frac{$\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m}}{a_{n}}
である.ただし R( $\theta$) で角  $\theta$ の 転行列を表した.この連立方程式 (28) は和分することができる.実際

 $\gamma$_{n}^{m}=\displaystyle \frac{\partial}{\partial y}|_{y=0}\left(\begin{array}{l}
-\Re \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}$\tau$_{n}^{m}\\
\mathfrak{I}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}$\tau$_{n}^{m}
\end{array}\right) (29)

である.ただし  $\tau$ は独立変数  m, n のほかに,連続なﾊﾗﾒｰﾀ y にも依存するものとし,この y については

D_{y}$\tau$_{n+1}^{m}\cdot$\tau$_{n}^{m}=-a_{n}$\tau$_{n+1^{\mathcal{T}}n}^{*m*m},
(30)

D_{y}$\tau$_{n}^{m+1}\cdot$\tau$_{n}^{m}=-b_{m}$\tau$_{nn}^{*m+1_{\mathcal{T}}*m}

なる双線形構造を要請する (D は広田微分) . 連立方程式 (27) , (30) は離散2次元戸田格子階層の簡約とし

て得ることができる.離散2次元戸田格子方程式についてはｳｨﾛｯｸｽと時弘と薩摩 [39] , あるいは広田

[12] と三輪 [27] を参照されたい.また簡約については辻本の解説 [48] に詳しい.連立方程式 (27), (30) をみ

たす函数  $\tau$=$\tau$_{n}^{m}(y) (は,たとえばｶｿﾗﾁ型として

$\tau$_{n}^{m}(y)=\displaystyle \exp(-y(\sum_{k}^{n-1}a_{k}+\sum_{l}^{m-1}b_{l}))\det(f_{j-1}^{i})_{i,j=1,\ldots,N},
f_{s}^{i}=$\alpha$_{i}(p_{i})^{s}\displaystyle \exp\frac{y}{p_{i}}\prod_{k}^{n-1}\frac{1}{1-a_{k}p_{i}}\prod_{l}^{m-1}\frac{1}{1-b_{l}p_{i}}+$\beta$_{i}(-p_{i})^{s}\exp(-\frac{y}{p_{i}})\prod_{k}^{n-1}\frac{1}{1+a_{k}p_{i}}\prod_{l}^{m-1}\frac{1}{1+b_{l}p_{i}}

と与えられる.ﾊﾗﾒｰﾀ Pi と $\alpha$_{i} を実数にとり,かつ $\beta$_{i} を純虚数にとれば N ｿﾘﾄﾝ解を与える.ある

いは行列のｻｲｽ N を偶数にとり,かつﾊﾗﾒｰﾀ p_{i}, $\alpha$_{i}, $\beta$_{i} を複素数として関係式

p_{2k}=p_{2k-1}^{*}, $\alpha$_{2k}=$\alpha$_{2k-1}^{*}, $\beta$_{2k}=-$\beta$_{2k-1}^{*} (31)

を要請すればﾌﾘｰｻｰ解を与える.これらを明示公式 (29) に代入すれば,ｿﾘﾄﾝ解やﾌﾘｰｻｰ解に対
応した離散平面曲線の等周等距離変形を得る.たとえば N=2 のときに a\equiv 1, b\equiv 1/2 とし,ﾊﾗﾒｰﾀ
を $\alpha$_{1}=-$\alpha$_{2}=-1, $\beta$_{1}=$\beta$_{2}=\sqrt{-1}, P1=3/10, p_{2}=9/10 とすれば,次のようになる.
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あるいは N=4 として, a\equiv 1, b\equiv 3/2 とし,関孫式 (31) のもとにﾊﾗﾒｰﾀを $\alpha$_{1}=1, $\alpha$_{3}=\sqrt{-1}, $\beta$_{1}=

1, $\beta$_{3}=\sqrt{-1}, P1=(1/5)(1-\sqrt{-1}) , p_{3}=(4/5)(1+\sqrt{-1}) とすれば,次のようになる.

明示公式 (29) は離散系だけでな \langle , 半離散系および連続系にも通用する表示である.半離散系の場合 ([21,
Theorem 4 \cdot 1]) は明示公式は

$\gamma$_{n}=\displaystyle \frac{\partial}{\partial y}|_{y=0}\left(\begin{array}{ll}
-\Re \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} & $\tau$_{n}\\
\mathfrak{I}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} & $\tau$_{n}
\end{array}\right), $\theta$_{n}=\displaystyle \frac{2}{\sqrt{-1}}\log_{*}^{\frac{$\tau$_{n}}{$\tau$_{n}}}
であり,双線形構造は

D_{t^{\mathcal{T}^{*}}n}\displaystyle \cdot$\tau$_{n}=\frac{1}{2a}($\tau$_{n+1^{\mathcal{T}}n-1-$\tau$_{n-1}^{*}$\tau$_{n+1})}^{*},
$\tau$_{n}^{*}$\tau$_{n}=\displaystyle \frac{1}{2}($\tau$_{n+1}^{*}$\tau$_{n-1}+$\tau$_{n-1}^{*}$\tau$_{n+1}) ,

D_{t}D_{y}$\tau$_{n}\cdot$\tau$_{n}=-2$\tau$_{n+1^{\mathcal{T}^{*}}n-1}^{*},

D_{y}$\tau$_{n+1}\cdot$\tau$_{n}=-a$\tau$_{n+1^{\mathcal{T}^{*}}n}^{*}

である.この連立方程式をみたす解  $\tau$ はたとえば

 $\tau$_{n}(t;y)=\exp(-y(an+t))\det(f_{j-1}^{i})_{i,j=1,\ldots,N},

f_{s}^{i}=$\alpha$_{i}\displaystyle \frac{(p_{i})^{s}}{(1-ap_{i})^{n}}\exp(\frac{p_{i}}{1-a^{2}(p_{i})^{2}}t+\frac{1}{p_{i}}y)+$\beta$_{i}\frac{(-p_{i})^{s}}{(1+ap_{i})^{n}}\exp(-\frac{p_{i}}{1-a^{2}(p_{i})^{2}}t-\frac{1}{p_{i}}y)
と与えられる.連続系の場合 ([20, Theorem 3.1, Proposition 5.1]) もやはり明示公式は

 $\gamma$=\displaystyle \frac{\partial}{\partial y}|_{y=0}\left(\begin{array}{ll}
-\Re \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} &  $\tau$\\
\mathfrak{I}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} &  $\tau$
\end{array}\right),  $\theta$=\displaystyle \frac{2}{\sqrt{-1}}\log\frac{ $\tau$}{ $\tau$}*
であって,双線形構造は

(D_{x}^{3}+D_{t})$\tau$^{*}\cdot $\tau$=0,
D_{x}^{2}$\tau$^{*}\cdot $\tau$=0,

D_{x}D_{y} $\tau$\cdot $\tau$=-2$\tau$^{*2}
である.この解はたとえば

 $\tau$(x, t;y)=\exp(-xy)\det(f_{j-1}^{i})_{i,j=1,\ldots,N},

f_{s}^{i}=$\alpha$_{i}(p_{i})^{s}\exp(p_{i}x-4 (Pi )3 t+\displaystyle \frac{1}{p_{i}}y)+$\beta$_{i}(-p_{i})^{s}\exp(-p_{i}x+4 (Pi )3 t-\displaystyle \frac{1}{p_{i}}y)
と与えられる.離散系で述べたのと同じようにﾊﾗﾒｰﾀを制約することで, 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式

の N ｿﾘﾄﾝ解や N ﾌﾘｰｻｰ解によって統制される平面曲線の等周変形が得られる.



曲線の差分幾何 67

5.5 連続極限

ここでは,離散系から半離散系を経て連続系にいたる連続極限のとり方 ([21, Theorem 6.1]) について述

べる.離散系の変数を $\theta$_{n}^{m} , 半離散系の変数を $\theta$_{l}(s) , 連続系の変数を  $\theta$(x, t) と書いてお \langle . まず離散系から

半離散系へ移行するには

 a_{n}=a, b_{m}=b,  $\delta$=\displaystyle \frac{a+b}{2},  $\epsilon$=\frac{a-b}{2}, s= $\delta$(n+m) , l=n-m
として  $\delta$\rightarrow 0 とすればよい.このとき離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (26) は半離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV

方程式 (18) となり,解や離散曲線の変形のﾚﾍﾙにおいてもきちんと極限移行する.次に,半離散系から連
続系へは

x= $\epsilon$ l+s, t=-\displaystyle \frac{$\epsilon$^{2}}{6}s
として  $\epsilon$\rightarrow 0 とすればよい.半離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (18) は7,‐\backslash \circﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (11) と

なり,解や離散曲線の変形のﾚﾍﾙにおいてもきちんと極限移行する.これらを実際に計算するときは \mathrm{E}^{2}

を \mathbb{C} と同一視して複素数として計算するのがよい.

5.6 ﾍｯｸﾙﾝﾄ変換

この節では連続系,半離散系,離散系のそれぞれについて,曲線の等周変形のﾍｯｸﾙﾝﾄ変換を述べる.
先と同様 R( $\theta$) で角  $\theta$ の 転行列を表そう.

5.6.1 連続系

まず和達 [37] による7,‐\backslash \circﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式のﾍｯｸﾙﾝﾄ変換を記す.7,‐\backslash \circﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式

(11) の解  $\theta$ と勝\mp な定数  c\in \mathbb{R}^{\times}=\mathbb{R}\backslash \{0\} に対して,函数 \overline{ $\theta$} を

\displaystyle \frac{\overline{ $\theta$}'+$\theta$'}{2}=\frac{2}{c}\sin\frac{\overline{ $\theta$}- $\theta$}{2},
\displaystyle \frac{\overline{ $\theta$}+\dot{ $\theta$}}{2}=\frac{1}{c}(($\theta$')^{2}+\frac{8}{c^{2}})\sin\frac{\overline{ $\theta$}- $\theta$}{2}-\frac{2}{c}$\theta$''\cos\frac{\overline{ $\theta$}- $\theta$}{2}-\frac{4}{c^{2}}$\theta$'

によって定めると, \overline{ $\theta$} はまた 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (11) をみたす.さらに函数  $\theta$ によって統制される

平面曲線の等周変形を  $\gamma$ とするとき

\displaystyle \overline{ $\gamma$}= $\gamma$+cR(\frac{\overline{ $\theta$}- $\theta$}{2})$\gamma$'
とお \langle と, \overline{ $\gamma$} は函数 \overline{ $\theta$} によって統制される平面曲線の等周変形となる.これが曲線の変形のﾚﾍﾙでのﾍｯ

ｸﾙﾝﾄ変換である.
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5.6.2 半離散系

半離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}}ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方f呈式 (18) の解  $\theta$ と定数  c\in \mathbb{R}^{\times} に対して,函数 \overline{ $\theta$} を

\displaystyle \tan\frac{\overline{ $\theta$}_{n+1}-$\theta$_{n}}{4}=\frac{c+a}{c-a}\tan\frac{\overline{ $\theta$}_{n}-$\theta$_{n+1}}{4},
(c+a)\displaystyle \frac{\overline{ $\theta$}_{n}}{4}(1+\tan^{2}\frac{\overline{ $\theta$}_{n}-$\theta$_{n+1}}{4})+(c-a)\frac{\dot{ $\theta$}_{n}}{4}(1+\tan^{2}\frac{\overline{ $\theta$}_{n+1}-$\theta$_{n}}{4})

=\displaystyle \tan\frac{\overline{ $\theta$}_{n}-$\theta$_{n+1}}{4}+\tan\frac{\overline{ $\theta$}_{n+1}-$\theta$_{n}}{4}
によって定めると, \overline{ $\theta$} はまた半離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (18) をみたす.さらに函数  $\theta$ によって統制

される離散平面曲線の等周変形を  $\gamma$ とするとき

殆 =$\gamma$_{n}+cR(\displaystyle \frac{\overline{ $\theta$}_{n}-$\theta$_{n+1}}{2})\frac{$\gamma$_{n+1}-$\gamma$_{n}}{a}
とお \langle と, \overline{ $\gamma$} は函数 \overline{ $\theta$} によって統制される離散平面曲線の等周変形となる.

5.6.3 離散系

離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}}ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (26) の解  $\theta$ と勝\mp な定数  c\in \mathbb{R}^{\times} に対して,函数 \overline{ $\theta$} を

\displaystyle \tan\frac{\overline{ $\theta$}_{n+1}^{m}-$\theta$_{n}^{m}}{4}=\frac{c+a_{n}}{c-a_{n}}\tan\frac{\overline{ $\theta$}_{n}^{m}-$\theta$_{n+1}^{m}}{4},
\displaystyle \tan\frac{\overline{ $\theta$}_{n}^{m+1}-$\theta$_{n}^{m}}{4}=\frac{c+b_{m}}{c-b_{m}}\tan\frac{\overline{ $\theta$}_{n}^{m}-$\theta$_{n}^{m+1}}{4}

によって定めると, \overline{ $\theta$} はまた離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (26) をみたす.さらに函数  $\theta$ によって統制さ

れる離散平面曲線の等周等距離変形を  $\gamma$ とするとき

\displaystyle \overline{ $\gamma$}_{n}^{m}=$\gamma$_{n}^{m}+cR(\frac{\overline{ $\theta$}_{n}^{m}-$\theta$_{n+1}^{m}}{2})\frac{$\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m}}{a_{n}}
とお \langle と, \overline{ $\gamma$} は函数 \overline{ $\theta$} によって統制される離散平面曲線の等周等距離変形となる.具体例を挙げよう.離散

7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (26) の N ｿﾘﾄﾝ解を  $\theta$(N) と書き,  $\theta$(N) によって統制される離散平面曲線

の等周等距離変形を  $\gamma$(N) と書 \langle とき,定数  c をｿﾘﾄﾝの波数 p_{N+1} によって c=-1/p_{N+1} と決めれば

\overline{ $\theta$}= $\theta$(N+1) , \overline{ $\gamma$}= $\gamma$(N+1) となる.下図はこのﾍｯｸﾙﾝﾄ変換を 3繰り返した様子である.

さて,離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (26) は,もし $\theta$_{n}^{m} が解ならば -$\theta$_{n}^{m} も解となるから,ﾍｯｸﾙﾝﾄ

変換がもうひとつ構成できる.すなわち,離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (26) の解  $\theta$ に対して,函数 \hat{ $\theta$} を

\displaystyle \tan\frac{\hat{ $\theta$}_{n+1}^{m}+$\theta$_{n}^{m}}{4}=\frac{c+a_{n}}{c-a_{n}}\tan\frac{\hat{ $\theta$}_{n}^{m}+$\theta$_{n+1}^{m}}{4} , (32)

\displaystyle \tan\frac{\hat{ $\theta$}_{n}^{m+1}+$\theta$_{n}^{m}}{4}=\frac{c+b_{m}}{c-b_{m}}\tan\frac{\hat{ $\theta$}_{n}^{m}+$\theta$_{n}^{m+1}}{4} (33)
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によって定めると,  $\theta$\hat{} はまた離散 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式 (26) をみたす.さらに函数  $\theta$ によって統制さ

れる離散平面曲線の等周等距離変形を  $\gamma$ とするとき

\displaystyle \hat{ $\gamma$}_{n}^{m}=\left(\begin{array}{ll}
1 & 0\\
0 & -1
\end{array}\right)($\gamma$_{n}^{m}+cR(-\displaystyle \frac{\hat{ $\theta$}_{n}^{m}+$\theta$_{n+1}^{m}}{2})\frac{$\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m}}{a_{n}})
とお \langle と, \hat{ $\gamma$} は函数  $\theta$\hat{} によって統制される離散平面曲線の等周等距離変形となる.

注意5.12連続系でも半離散系でも, 7_{J\overline{\backslash }}^{\mathrm{o}} ﾃﾝｼｬﾙ mKdV 方程式は符号を反転する対称性をもっているか

ら,ここで述べたのと同じ議論が通用する.曲線の変形のﾚﾍﾙでは,やはり座標軸に関して折り返すよう
なﾍｯｸﾙﾝﾄ変換が登場する.

注意5.13 ﾍｯｸﾙﾝﾄ変換 (32), (33) はそれぞれ次のようにも書ける.

\displaystyle \mathrm{s}.\mathrm{n}\frac{\hat{ $\theta$}_{n+1}^{m}-$\theta$_{n+1}^{m}-\hat{ $\theta$}_{n}^{m}+$\theta$_{n}^{m}}{4}=ca_{n}\sin\frac{\hat{ $\theta$}_{n+1}^{m}+$\theta$_{n+1}^{m}+\hat{ $\theta$}_{n}^{m}+$\theta$_{n}^{m}}{4},
\displaystyle \sin\frac{\hat{ $\theta$}_{n}^{m+1}-$\theta$_{n}^{m+1}-\hat{ $\theta$}_{n}^{m}+$\theta$_{n}^{m}}{4}=cb_{m}\sin\frac{\hat{ $\theta$}_{n}^{m+1}+$\theta$_{n}^{m+1}+\hat{ $\theta$}_{n}^{m}+$\theta$_{n}^{m}}{4}.

これらはそれぞれ離散ｻｲﾝ ｺﾙﾄﾝ方程式である.

5.7 空間曲線での議論

いままで平面曲線の場合に述べてきたことを空間曲線の場合に拡張しよう.そのために涙率が一定な空間

曲線を対象にする.なお現在のところ,連続系と半離散系の場合に部分朗に成功しているに過ぎず,離散系
については方程式ﾚﾍﾙでの離散化すらできていない.離散 mKdV 方程式によって統制されるような離散

空間曲線の離散朗変形を定式化することは,今後の研究課題である.

5.7.1 連続系

弧長 x で径数表示された空間曲線の族  $\gamma$(x, t) について,各時刻 t における空間曲線の曲率を  $\kappa$(x, t) , \mathrm{f}\overline{@}

率を  $\lambda$(x, t) とする.また主法線ﾍｸﾄﾙを N(x, t) , 陪法線ﾍｸﾄﾙを B(x, t) と書 \langle . 涙率が定数函数

 $\lambda$(x, t)= $\lambda$\in \mathbb{R} であるとき,変形の方向を

\displaystyle \dot{ $\gamma$}=(\frac{$\kappa$^{2}}{2}-3$\lambda$^{2})$\gamma$'+$\kappa$'N-2 $\lambda \kappa$ B
と決めれば曲率  $\kappa$ は mKdV 方程式 (10) にしたがう.これは平面の場合と同様, \dot{ $\gamma$}=f$\gamma$'+gN+hB とおい

て,両立条件として mKdV 方程式が現れるように函数 f, g, h を探すことで得られる.このとき

 v=\displaystyle \frac{ $\kappa$}{2},  $\mu$=\frac{\sqrt{-1}}{2} $\lambda$
とおき,ﾌﾙﾈ枠  $\Phi$=($\gamma$', N, B) を \mathrm{S}\mathrm{U}(2) 値の函数  $\phi$ に変換すると

 $\phi$'= $\phi$ L, L=\left(\begin{array}{ll}
 $\mu$ & -v\\
v & - $\mu$
\end{array}\right) , (34)

\dot{ $\phi$}= $\phi$ M, M=\left(\begin{array}{llll}
 & 2 $\mu$ v^{2}+4$\mu$^{3} & -v'' & -2v^{3}-4$\mu$^{2}v+2 $\mu$ v'\\
v'' & +2v^{3}+4$\mu$^{2}v+2 $\mu$ v' &  & -2 $\mu$ v^{2}-4$\mu$^{3}
\end{array}\right) (35)

となり,変形 \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式は

\dot{v}=6v^{2}v'+v (36)

の形となる.解と明示公式については第5.7.3節に述べる.また,ここではﾌﾙﾈ枠  $\Phi$\in \mathrm{S}\mathrm{O}(3) を  $\phi$\in \mathrm{S}\mathrm{U}(2)
に変換したが,その変換の仕方については第5.7.4節に述べる.



70 松浦望

注意5.14平面曲線の場合と同じように,空間曲線の変形でも第 n 次 mKdV 方程式によって統制されるよ

うな等周変形がある.より一般に局所誘導階層について書かれたﾗﾝｶｰ [25, Proposition 18] や川久保 [46]
を参照されたい.

5.7.2 半離散系

ｾｸﾒﾝﾄ長が一定 a_{n}=a>0 であるような離散空間曲線の連続朗変形を $\gamma$_{n}(t) と書き,各時刻につい

て,隣りあう接ﾍｸﾄﾙ T_{n-1}(t) , T_{n}(t) のなす角を $\kappa$_{n}(t) と書 \langle . また,隣りあう陪法線ﾍｸﾄﾙのなす角は

どの時刻でも一定,すなわち定数  $\lambda$\in \mathbb{R} が存在して

\langle B_{n}(t) , B_{n-1}(t)\}=\cos $\lambda$

であるとする.このとき,変形の方向 \dot{ $\gamma$} を

\displaystyle \dot{ $\gamma$}_{n}=\cos $\lambda$ T_{n}-\cos $\lambda$\tan\frac{$\kappa$_{n}}{2}N_{n}+\sin $\lambda$\tan\frac{$\kappa$_{n}}{2}B_{n}
と決めれば,函数  $\kappa$ は半離散 mKdV 方程式 (17) にしたがう.枠  $\Phi$=(T, N, B) を \mathrm{S}\mathrm{U}(2) 値の函数  $\phi$ に変換

すると

(\displaystyle \exp(-\frac{\sqrt{-1}}{2} $\lambda$)\cos\frac{$\kappa$_{n+1}}{2} -\exp(-\frac{\sqrt{-1}}{2} $\lambda$)\sin\frac{$\kappa$_{n+1}}{2})_{1}$\phi$_{n+1}=$\phi$_{n}L_{n}, L_{n}=\pm| (37)

(\displaystyle \exp(\frac{\sqrt{-1}}{2} $\lambda$)\sin\frac{$\kappa$_{n+1}}{2} \exp(\frac{\sqrt{-1}}{2} $\lambda$)\cos\frac{$\kappa$_{n+1}}{2})
�

\dot{ $\phi$}_{n}=$\phi$_{n}M_{n}, M_{n}=\displaystyle \frac{1}{2a} (_{\exp( $\lambda$)\tan\frac{$\kappa$_{n}\mathrm{s}\mathrm{i}}{2}+\tan\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}}\sqrt{-1}^{-\sqrt{-1}\mathrm{n} $\lambda$} -\displaystyle \exp(-\sqrt{-1} $\lambda$)\tan\frac{$\kappa$_{n}}{2, $\lambda$}-\tan\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}\sqrt{-1}\sin) (38)

となる.したがって  $\tau$ 函数を用いて  $\phi$ の成分を明示朗に構成することができれば,ｼﾑの公式 (後述) に

よって離散空間曲線の等周変形の明示公式を与えることができる.

注意5 \cdot 15 あるいは,やはりｾｸﾒﾝﾄ長が一定  a_{n}=a>0 かつ �涙率� が一定 \langle B_{n}, B_{n-1} } =\cos $\lambda$ である

ときに

\displaystyle \dot{ $\gamma$}_{n}=2(\cos $\lambda$\tan\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}\tan\frac{$\kappa$_{n}}{2}+\cos 2 $\lambda$)T_{n}
+ (\cos $\lambda$ (\displaystyle \tan\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}-\tan\frac{$\kappa$_{n-1}}{2} —tan2 \displaystyle \frac{$\kappa$_{n}}{2}(\tan\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}+\tan\frac{$\kappa$_{n-1}}{2}))-2\cos 2 $\lambda$\tan\frac{$\kappa$_{n}}{2})N_{n}
+(\displaystyle \sin $\lambda$(1+\tan^{2}\frac{$\kappa$_{n}}{2})(\tan\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}+\tan\frac{$\kappa$_{n-1}}{2})+2\sin 2 $\lambda$\tan\frac{$\kappa$_{n}}{2})B_{n}

と決めれば,函数  $\kappa$ は高次の半離散 mKdV 方程式 (19) にしたがう.

5.7.3 明示公式と具体例

この節では空間曲線の等周変形の明示公式を述べる.連立方程式 (34) -(36) の解  $\phi$ に対して

 f=\displaystyle \left(\begin{array}{ll}
f_{11} & f_{12}\\
f_{21} & f_{22}
\end{array}\right)=-2(\frac{\partial}{\partial $\lambda$} $\phi$)$\phi$^{-1} (39)

とお \langle . さらに

(\Im f_{11})
 $\gamma$=-2\left(\begin{array}{l}
\Im f_{21}\\
\Re f_{21}
\end{array}\right)

(40)
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とお \langle と,  $\gamma$ は曲率  2v
, 涙率  $\lambda$ の空間曲線の変形を表す.したがって  $\tau$ 函数を用いて  $\phi$ の成分を明示朗に構

成すれば,式(40) が空間曲線の等周変形の明示公式を与える.式(39) はｼﾑの公式 ([36]) と呼ばれ,可積
分幾何のいろいろの場面に登場する.函数  $\phi$ はSU(2) に値をとるから,その成分は

 $\phi$=\left(\begin{array}{ll}
 $\varphi$ &  $\psi$\\
-$\psi$^{*} & $\varphi$^{*}
\end{array}\right), | $\varphi$|^{2}+| $\psi$|^{2}=1 (41)

と表せる.函数  $\varphi$,  $\psi$ はたとえば2成分の  $\tau$ 函数を用いて次のように具体朗に構成できる.

ただしﾊﾗﾒｰﾀ  $\alpha$_{i}, $\beta$_{i} , Pi (i=1, \ldots, 2N+1) のうち

\mathrm{I}($\alpha$_{1}) |(p_{1})
\mathrm{I}\left(\begin{array}{l}
\\
$\alpha$_{2N}
\end{array}\right)\in \mathbb{R}^{2N}, \mathrm{I}\left(\begin{array}{l}
\\
p_{N}
\end{array}\right)\in \mathbb{R}^{N}

を自由に選び,残りは

\left(\begin{array}{l}
$\beta$_{1}\\
\vdots\\
$\beta$_{N}
\end{array}\right)=-\left(\begin{array}{l}
$\alpha$_{N+1}\\
\vdots\\
$\alpha$_{2N}
\end{array}\right), \left(\begin{array}{l}
$\beta$_{N+1}\\
\vdots\\
$\beta$_{2N}
\end{array}\right)=\left(\begin{array}{l}
$\alpha$_{1}\\
\vdots\\
$\alpha$_{N}
\end{array}\right), (PN+1) (p_{1})\left(\begin{array}{l}
\\
p_{2N}
\end{array}\right)|=-\left(\begin{array}{l}
\\
p_{N}
\end{array}\right)|, p_{2N+1}=\sqrt{-1} $\lambda$
と決める.このとき (34)-(36) は成立する.さらに (41) を達成するためﾊﾗﾒｰﾀ $\alpha$_{2N+1}, $\beta$_{2N+1}\in \mathbb{R} を

1=\displaystyle \det $\phi$=($\alpha$_{2N+1}^{2}+$\beta$_{2N+1}^{2})\prod_{j=1}^{N}(p_{j}^{2}-4$\mu$^{2})
をみたすように選ぶ.たとえば N=2 とすると,明示公式 (40) は mKdV 方程式の2ｿﾘﾄﾝ解によって統

制されるような涙率一定の空間曲線の等周変形を与える.ﾊﾗﾒｰﾀの値を適当に指定すると次頁の図のよ

うになる.

注意5.16  $\tau$ 函数を1成分で作ると

 $\varphi$=\displaystyle \sqrt{-1}\frac{ $\lambda$}{2}\frac{$\tau$_{N+1}^{s}}{$\tau$_{N}^{s}}+\frac{$\tau$_{N+1}^{s+1}}{$\tau$_{N}^{s+1}},  $\psi$=-\frac{ $\lambda$}{2}\frac{$\tau$_{N+1}^{s}}{$\tau$_{N}^{s}}-\sqrt{-1}\frac{$\tau$_{N+1}^{s+1}}{$\tau$_{N}^{s+1}}, v=\frac{2}{\sqrt{-1}}\frac{\partial}{\partial x}(\log\frac{$\tau$_{N}^{s+1}}{$\tau$_{N}^{s}}) ,

$\tau$_{N}^{s}=\det(f_{s+j-1}^{i})_{i,j=1,\ldots,N},
f_{s}^{i}=$\alpha$_{i}p_{i}^{s}\exp(p_{i}x+4p_{i}^{3}t)+$\beta$_{i}(-p_{i})^{s}\exp(-p_{i}x-4p_{i}^{3}t) ,

$\alpha$_{i}\in \mathbb{R}, $\beta$_{i}\in\sqrt{-1}\mathbb{R} (i=1, . . . , N+1) ,

 p_{j}\displaystyle \in \mathbb{R} (j=1, . . . , N) , p_{N+1}=\frac{\sqrt{-1}}{2} $\lambda$
となる.このとき (34)-(36) は成立する.さらに (41) を達成するため

1=\displaystyle \det $\phi$=$\lambda$^{2}($\alpha$_{N+1}^{2}-$\beta$_{N+1}^{2})\prod_{j=1}^{N}(p_{j}^{2}+\frac{1}{4}$\lambda$^{2})
をみたすようにﾊﾗﾒｰﾀ $\alpha$_{N+1}, $\beta$_{N+1} を選べばよい.しかし  $\lambda$=0 のとき,すなわち空間曲線が実質朗に

平面曲線となるような場合は,ﾊﾗﾒｰﾀをそのように選ぶことができない.
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注意5.17行列のｻｲｽを偶数 N=2K にとり,さらにﾊﾗﾒｰﾀ $\alpha$_{i}, $\beta$_{i} , pi たちに課する制約を適切に変

更することによって,modified \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の K ﾌﾘｰｻｰ解,およびそれによって統制される空間曲線の
等周変形も構成できる.

注意5.18 このﾉｰﾄでは  $\tau$ 函数を二重ﾛﾝｽｷｰ行列式やﾛﾝｽｷｰ行列式として構成したが,ｸﾗﾑ行

列式を用いることによって,ｼﾑの公式に頼らずに明示公式を作ることもできる.

5.  7.4 \mathrm{S}\mathrm{O}(3) とSU(2) の同一視

\mathrm{S}\mathrm{U}(2) はSO(3) の二重被覆であるが,これをﾛｼｬｰｽとｼｰﾌ [33, Appendix \mathrm{A} ] にしたがって述べる.

まず \mathfrak{s} $\iota \iota$(2) の基底

e_{1}=\displaystyle \frac{\sqrt{-1}}{2}\left(\begin{array}{ll}
-1 & 0\\
0 & 1
\end{array}\right), e_{2}=\displaystyle \frac{\sqrt{-1}}{2}\left(\begin{array}{ll}
0 & -1\\
-1 & 0
\end{array}\right), e_{3}=\displaystyle \frac{1}{2}\left(\begin{array}{ll}
0 & 1\\
-1 & 0
\end{array}\right)
と \mathfrak{s}0(3) の基底

(0 0 0) (0
E_{1}=\left(\begin{array}{lll}
0 & 0 & 1\\
0 & -1 & 0
\end{array}\right)

�

E_{2}=(_{1}^{0}
0 -1) (0 1 0)
00 00)

�

E_{3}=\left(\begin{array}{lll}
-1 & 0 & 0\\
0 & 0 & 0
\end{array}\right)
を e_{i}\leftrightarrow E_{i}(i=1,2,3) によって同一視する.SU(2)値の函数  $\phi$ を微分し,それを  $\phi$'= $\phi$\displaystyle \sum_{k=1}^{3} fkekと書い
てお \langle . このときSO(3) 値の函数  $\Phi$=($\Phi$_{ij}) を

$\Phi$_{ij}=-2 tr (e_{i} $\phi$ e_{j}$\phi$^{-1})

と定めれば  $\Phi$ は  $\Phi$'= $\Phi$\displaystyle \sum_{k=1}^{3}f_{k}E_{k} をみたす.函数  $\phi$ を(41) のように表示した場合,  $\Phi$ は

(| $\varphi$|^{2}-| $\psi$|^{2} 2\Re( $\varphi \psi$^{*}) -2\mathfrak{I}( $\varphi \psi$^{*}))
 $\Phi$=\left(\begin{array}{llll}
-2\Re( $\varphi \psi$) & \Re($\varphi$^{2} & -$\psi$^{2}) & -\mathfrak{I}($\varphi$^{2}+$\psi$^{2})\\
-2\mathfrak{I}( $\varphi \psi$) & \mathfrak{I}($\varphi$^{2} & -$\psi$^{2}) & \Re($\varphi$^{2}+$\psi$^{2})
\end{array}\right)

となる.また

\displaystyle \frac{$\Phi$_{22}+\sqrt{-1}$\Phi$_{32}}{1-$\Phi$_{12}}=\frac{ $\varphi$+ $\psi$}{$\varphi$^{*}-$\psi$^{*}}, \frac{$\Phi$_{23}+\sqrt{-1}$\Phi$_{33}}{1-$\Phi$_{13}}=\sqrt{-1}\frac{ $\varphi$-\sqrt{-1} $\psi$}{$\varphi$^{*}-\sqrt{-1}$\psi$^{*}}
が成り立つから,もし先に SO(3) 値の  $\Phi$ があつた場合には,この関係式により複素数値の函数の組  $\varphi$,  $\psi$ が

実数倍の差を除いて一意に決まり,したがって SU(2) 値の  $\phi$ が符号の差を除いて一意に決まる.
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