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概要

This is a short survey on recent progress on discrete differential geometry of surfaces

in 3‐space via the theory of discrete integrable systems. Starting with prerequisite

knowledges on differential geometry of surfaces, we give a short introduction for discrete

surfaces in 3‐space. In particular the following classes of surfaces are discussed. Discrete

surfaces of constant negetive curvature, discrete affine spheres, discrete affine minimal

surfaces.

はじめに

本稿では [2\mathrm{S}] に引き続き,3次元空間内の差分曲面についての解説を行う.曲面の差分幾何につ

いて,現時点での全ての研究成果を網羅した解説は不可能なので,本稿では,差分幾何について学

ぶ上でもっとも基本的と思われる例について焦点を絞って解説する.本稿で触れられない話題につ

いては [6], [21], [27], [15], [34]を参照されたい
* 1

1 曲面の基礎事項

まず3次元ﾕｰｸﾘｯﾄ空間 \mathrm{E}^{3} 内の曲面の取り扱いを手短にまとめておく.詳細については微

分幾何の教科書,たとえば [20] を参照されたい
* 2

(x, y, z) を座標系とする3次元数空間 \mathbb{R}^{3} に内積 を与えたものを3次元ﾕｰｸﾘｯﾄ空間とよ

び \mathrm{E}^{3} と表記する.

(u, v) を座標系とする \mathbb{R}^{2} 内の領域 \mathcal{D} で定義されたﾍｸﾄﾙ値函数

p(u, v)=(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

*1 講演では差分平均曲率一定曲面および離散正則函数についても述べたが紙数の都合により本稿では解説を割愛する.

差分平均曲率一定曲面については [6], [15], [19], [34] を,離散正則函数については [1], [2], [22], [38] を参照された

い.

*2 本稿で用いる記法記号は極力 [20] のものに揃えてある.
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が以下の条件をみたすとき,曲面片(surface pieceN とよぶ.

\bullet x(u, v) , y(u, v) , z(u, v) は u, v について \mathcal{D} 上で C^{\infty} 級.

\bullet ﾔｺﾋ行列

\left(\begin{array}{ll}
x_{u} & x_{v}\\
y_{u} & y_{v}\\
z_{u} & z_{v}
\end{array}\right)
が \mathcal{D} 上でつねに階数2.

とくに p が1対1のときは埋め込まれた曲面片という.行列値函数

I =\left(\begin{array}{ll}
E & F\\
F & G
\end{array}\right)=\left(\begin{array}{llll}
p_{u} & p_{u} & p_{u} & p_{v}\\
p_{v} & p_{u} & p_{v} & p_{v}
\end{array}\right)
を第1基本行列とよぶ.曲面片の各点で p_{u} と p_{v} の双方に直交する単位ﾍｸﾄﾙ場をとれる.たと

えば n=(p_{u}\times p_{v})/|p_{u}\times p_{v}| とすればよい. n を単位法ﾍｸﾄﾙ場とよぶ.

II =\left(\begin{array}{ll}
L & M\\
M & N
\end{array}\right)=\left(\begin{array}{llll}
p_{uu} & n & p_{uv} & n\\
p_{vu} & n & p_{vv} & n
\end{array}\right)
を第2基本行列とよぶ.函数 K = det(I‐1II) をｶｳｽ曲率とよぶ.ｶｳｽ曲率 K の定義において

は,1とII の両方を用いたが, K は1のみで決まることが知られている (ｶｳｽの驚愕定理 [20] 参

照 ) .

例1.1 (球面) 原点を中心とする半径 r>0 の球面 \mathrm{S}^{2}(r) は緯度 u と経度 v を径数として曲面片

p(u, v)=r(\cos u\cos v, \cos u\sin v, \sin u)

として表示できる. p が1対1であるようにするには

\mathcal{D}=\{(u, v)\in \mathbb{R}^{2}||u|< $\pi$/2, |v|< $\pi$\}

を p の定義域とすればよいが,球面全体をｶﾊｰできない.この表示では

\mathrm{I}=r^{2}\left(\begin{array}{lll}
1 & 0 & \\
0 & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}^{2} & u
\end{array}\right) II =r\left(\begin{array}{lll}
1 & 0 & \\
0 & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}^{2} & u
\end{array}\right)
と計算され, K=1/r^{2} が得られる.この曲面片のほかに

p(u, v)=(u, v, \sqrt{r^{2}-u^{2}-v^{2}}) , u^{2}+v^{2}<r^{2}

を用いると球面の上半分を覆うことができる.

球面全体をひとつの曲面片で覆うことはできないが,いくつかの曲面片を組み合わせれば球面全体
を覆うことができる そこで,いくつかの曲面片の集まりを曲面(surface)とよぶ

* 3 ただし本稿

では,曲面片のみを扱うので,以下曲面片を単に曲面とよんでしまう.

ここで一旦, \mathrm{E}^{3} 内の曲面を忘れて次の定義を行う ([20, 3.1節

*3 ｢曲面｣ の正確な定義を与えるためには,多様体の概念を導入する必要がある.本稿では,多様体の概念を導入せず
にすむので割愛する.
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定義1.1平面内の領域 D に行列値函数

g=\left(\begin{array}{ll}
E & F\\
F & G
\end{array}\right)
が与えられていて, \det g>0, E>0 をみたしているとき g を D 上のﾘｰﾏﾝ計量とよぶ. D に

ﾘｰﾏﾝ計量を指定したもの S=(D, g) を2次元ﾘｰﾏﾝ多様体とよぶ
*4.

定義1.2 ﾘｰﾏﾝ計量が

g=\left(\begin{array}{ll}
E & 0\\
0 & E
\end{array}\right)
と与えられているとき, (u, v) を等温座標系とよぶ.また

g=\left(\begin{array}{ll}
1 & F\\
F & 1
\end{array}\right)
と与えられているとき, (u, v) をﾁｪｳｲｼｪﾌ網とよぶ.

任意の (向き付け可能な) 2次元ﾘｰﾏﾝ多様体には等温座標系およびﾁｪｳｨｼｪﾌ網が存在す

ることが知られている.2次元ﾘｰﾏﾝ多様体にｶｳｽ曲率が定義される.正確な定義はここでは

省略し,次の事実だけ挙げておく.

命題1.1等温座標系 (u, v) でﾘｰﾏﾝ計量 g が与えられたとき,ｶｳｽ曲率は

K=-\displaystyle \frac{1}{2E}(\frac{\partial^{2}}{\partial u^{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial v^{2}})\log E
で求められる.

例1.2 ( \mathrm{E}^{3} 内の曲面) p:D\rightarrow \mathrm{E}^{3} を曲面片とする.このとき g=\mathrm{I} はﾘｰﾏﾝ計量であり, g のｶ

ｳｽ曲率は det(I‐1II) と一致する ([20, 3.2節

例1.3 (双曲平面) 上半平面 \{( $\xi$,  $\eta$)\in \mathbb{R}^{2}| $\eta$>0\} にﾘｰﾏﾝ計量

g=\left(\begin{array}{ll}
1/$\eta$^{2} & 0\\
0 & 1/$\eta$^{2}
\end{array}\right)
を与えたものを \mathbb{H}^{2} と表し,双曲平面とよぶ.上の命題1.1より K=-1 であることがわかる.

2次元ﾘｰﾏﾝ多様体  $\Sigma$=(D, g) に対し曲面片 p : D\rightarrow \mathrm{E}^{3} が存在し, g=\mathrm{I} となるとき, p を

 $\Sigma$ の等長はめ込みとよぶ.とくに  p が1対1のときは等長埋め込みという.したがって ｢ｶｳｽ曲

率が負で一定の曲面｣ は双曲幾何の \mathrm{E}^{3} 内の模型ということができる.

註1.1双曲平面から \mathrm{E}^{3} への等長はめ込みは存在しない (ﾋﾙﾍﾙﾄの定理). 本稿に登場する負

定曲率曲面は常に特異点をもつ.

*4 もちろん,これは2次元ﾘｰﾏﾝ多様体の特別なものにすぎないが本稿を読むにあたってはこの定義で充分である.
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2 ｶｳｽ曲率一定曲面と可積分系

ｶｳｽ曲率が K=-1 の曲面を構成してみよう.もっとも簡単な構成法は回転面の中で例を探

すことである.xz 平面内の曲線 (x, z)=(f(u), g(u)) , (ただし f>0 ) を z 軸の周りに回転させて

得られる曲面は

p(u, v)=(f(u)\cos v, f(u)\sin v, g(u))

と表せる. u を弧長径数に選んでおくと

E=1, F=0, G=f^{2}, L=f'g-fg', M=0, N=fg'

より K=-f''/f. K=-1 なので f''=f を解けばよい.たとえば f(u)=e^{-u}>0 と選ぶと

g(u)=\displaystyle \int_{0}^{u}\sqrt{1-e^{-2t}}\mathrm{d}t.
この曲線を z\leq 0 まで延長するには

(f(u), g(u))=\left\{\begin{array}{ll}
(e^{-u}, \int_{0}^{u}\sqrt{1-e^{-2s}} \mathrm{d}\mathrm{s}) , & u>0,\\
(e^{u}, \int_{0}^{u}\sqrt{1-e^{2s}} \mathrm{d}\mathrm{s}) , & u\leq 0,
\end{array}\right.
とすればよい.この曲線はﾄﾗｸﾄﾘｸｽとよばれる.ﾄﾗｸﾄﾘｸｽを回転させて得られる

ことからこの曲面はﾄﾗｸﾄﾛｲ ﾄという.ﾄﾗｸﾄﾛｲ ﾄはﾍﾙﾄﾗﾐの擬球(Beltrami�s

pseudosphere) という別名もある
*5.

註2.1後で使うため,ﾄﾗｸﾄﾘｸｽの別の表示を与えておく.

(2.1) (x, z)=(sech t , t-\tanh t) .

この曲面 (ﾄﾗｸﾄﾛｲ ﾄ) を眺めていても可積分系との関係は見えてこない.可積分系の構造

を見出すには適切な座標系への変更が必要である.

定義2.1曲面 p : D\rightarrow \mathrm{E}^{3} において,座標系 (u, v) が L=N=0 をみたすとき,漸近座標系と
よぶ.

ここで次の事実を使う.

命題2.1曲面 p : D\rightarrow \mathrm{E}^{3} において K<0 ならば漸近座標系 (u, v) に取替えができる.漸近座標

系のもとでは

 E=$\rho$^{2}a^{2}, F=$\rho$^{2}ab\cos $\phi$, G=$\rho$^{2}b^{2}, L=N=0, M= $\rho$ ab\sin $\phi$

と表せる.ただし  K=-1/$\rho$^{2}.

*5 この曲面はｶｳｽが発見していた [17].
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以下,漸近座標系で表示された負曲率曲面 (K=-1/$\rho$^{2}) を考える.また領域 D は単連結である

とする.このとき,曲面の積分可能条件は

(2.2) $\phi$_{u\bullet}=ab \sin $\phi$+2(\mathcal{P}_{v}-\mathcal{Q}_{u}) ,

(2.3) a_{v}+\displaystyle \frac{$\rho$_{v}}{2 $\rho$}a-\frac{$\rho$_{u}}{2 $\rho$}b\cos $\phi$=0, b_{u}+\frac{$\rho$_{v}}{2 $\rho$}b-\frac{$\rho$_{v}}{2 $\rho$}a\cos $\phi$=0
で与えられる.補助的に導入した函数 \mathcal{P}, \mathcal{Q} は

\displaystyle \mathcal{P}=-\frac{p_{v}a}{4 $\rho$ b}\sin $\phi$, \mathcal{Q}=-\frac{p_{u}b}{4 $\rho$ b}\sin $\phi$
で定義される.(2.2) をｶｳｽ方程式,(2.3) をｺﾀｯﾁ方程式とよぶ.ｺﾀｯﾁ方程式より

 K が定数 \Leftrightarrow \mathcal{P}=\mathcal{Q}=0\Leftrightarrow a_{v}=b_{u}=0

がわかる. K=-1/$\rho$^{2} が定数のときは,ｶｳｽｺﾀｯﾁ方程式は

$\phi$_{uv}=ab\sin $\phi$, a_{v}=b_{u}=0

と簡単になる.単に簡単な形になるというだけでなく,可積分系の構造をもつということが読み取

れる. a, b をそれぞれ a_{ $\lambda$}:= $\lambda$ a, b_{ $\lambda$}:=$\lambda$^{-1}b( $\lambda$\neq 0) で置き換えてもｶｳｽｺﾀｯﾁ方程式が保

たれる.ｶｳｽｺﾀｯﾁ方程式は曲面の積分可能条件であったから

\mathrm{I}_{ $\lambda$}:=\left(\begin{array}{ll}
$\rho$^{2}a_{ $\lambda$} & $\rho$^{2}a_{ $\lambda$}b_{ $\lambda$}\\
$\rho$^{2}a_{ $\lambda$}b_{ $\lambda$} & $\rho$^{2}b_{ $\lambda$}
\end{array}\right) \mathrm{I}\mathrm{I}_{ $\lambda$}:=\left(\begin{array}{llllll}
 & 0 &  &  $\rho$ a_{ $\lambda$} & b_{ $\lambda$} & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\phi$\\
 $\rho$ a_{ $\lambda$} & b_{ $\lambda$} & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\phi$ &  & 0 & 
\end{array}\right)
とおく と,これらを第1, 第2基本行列にもつ曲面 p_{ $\lambda$} : D\rightarrow \mathrm{E}^{3} が存在する. \mathrm{I}\mathrm{I}_{ $\lambda$}=\mathrm{I}\mathrm{I} であること

に注意しよう.つまり負定曲率曲面がひとつあると,第2基本行列とｶｳｽ曲率を保ったまま連続

変形できることがわかった.ここで変形のﾊﾗﾒｰﾀ  $\lambda$\in \mathbb{R}^{\times} が出てきたが,これは逆散乱法にお

けるｽﾍｸﾄﾙﾊﾗﾒｰﾀと一致している.一般の曲面はこのような変形を許容しない.連続変

形の存在は負定曲率曲面が可積分系であることの象徴である.

さらに,漸近座標系の取替えで a=b=1 とすることができる
*6. するとｶｳｽｺﾀｯﾁ方程

式はｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式  $\phi$_{u\bullet}=\sin $\phi$ になる.変形族 \{p_{ $\lambda$}\}_{ $\lambda$\in \mathrm{R}^{\times}} はもとの曲面の同伴族とよば

れている.

ここで規格化 a=b=1 の意味を考えよう.もともと (u, v) は漸近座標系であった.漸近座標系

は第2基本行列を標準化した座標系であった 漸近 a=b=1 と規格化すると第1基本行列が

E=G=1 となるから, (u, v) はﾁｪｳｨｼｪﾌ網でもある.一般の負曲率曲面では,このようにI
とII を同時標準化することはできないが,負定曲率曲面では漸近かつﾁｪﾋｼｪﾌという座標系を

とることができ,その座標系では積分可能条件が (可積分系の典型例である) ｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方

程式になった.

*6 正確には,曲面に弱正則性 (a 0, b 0) を仮定しておく.
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例2.1 (ﾄﾗｸﾄﾛｲﾄ) ｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式の1‐ ｿﾘﾄﾝ解

 $\phi$(u, v)=4\tan^{-1}\exp( $\lambda$ u+$\lambda$^{-1}v)

の定める曲面を求めよう.  $\lambda$=1 のときは定常ｷﾝｸ,  $\lambda$=-1 のときは定常反ｷﾝｸとよばれてい

る.この解から定まる曲面は,  $\lambda$=\tan( $\theta$/2) とおくと

p_{ $\theta$}(u, v)=\sin $\theta$\left(\begin{array}{l}
\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}( $\lambda$ u+$\lambda$^{-1}v)\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(u-v)\\
\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}( $\lambda$ u+$\lambda$^{-1}v)\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(u-v)\\
( $\lambda$ u+$\lambda$^{-1}v)-\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}( $\lambda$ u+$\lambda$^{-1}v)+\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{t} $\theta$(u-v)
\end{array}\right)
で与えられる

*7. この曲面の性質を述べるために次の定義をしよう.

定義2.2 h を定数とする.xz 平面内の曲線 (x, z)=(f(u), g(v)) , (f>0) に対し

p(u, v)=(f(u)\cos v, f(u)\sin v, g(u)+hv)

で定まる曲面を,この曲線を母線とする螺旋面(helicoidal surface) とよぶ. h をﾋｯﾁという.

h=0 のときは回転面である.

ﾄﾗｸﾄﾛｲﾄに戻ろう.ﾄﾗｸﾄﾘｸｽ (x, z)=(f(u), g(u)) に対しﾋｯﾁ h の螺旋面を作ると

ｶｳｽ曲率が負の一定値 -1/(1+h^{2}) であることが確かめられる.この曲面はﾃｨﾆの擬球とよば

れている.  h=\cot $\theta$ とおき,相似変形 (scaling) をしてｶｳｽ曲率が -1 となるようにする:

\sin $\theta$(f(u)\cos v, f(u)\sin v, g(u)+\cot $\theta$ v) .

ここでﾄﾗｸﾄﾘｸｽの径数表示を (2.1) に変更してみれば,1‐ ｿﾘﾄﾝ解の定める曲面がﾃｨﾆ

の擬球であることがわかる.とくに定常ｷﾝｸ ( $\theta$= $\pi$/2) の定める曲面はﾄﾗｸﾄﾛｲﾄである.

3 ﾗｯｸｽ形式

K=-1 の曲面の同伴族 \{p_{ $\lambda$}\} を考えよう.行列値函数 \mathcal{F}_{ $\lambda$} : D\times \mathbb{R}^{\times}\rightarrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{3}\mathbb{R} を

\mathcal{F}_{ $\lambda$}=((p_{ $\lambda$})_{u}, (p_{ $\lambda$})_{v}, n_{ $\lambda$})

と定める. \mathcal{F}_{ $\lambda$} は次をみたす.

\displaystyle \frac{\partial}{\partial u}\mathcal{F}_{ $\lambda$}=\mathcal{F}_{ $\lambda$}\mathcal{U}_{ $\lambda$}, \frac{\partial}{\partial v}\mathcal{F}_{ $\lambda$}=\mathcal{F}_{ $\lambda$}\mathcal{V}_{ $\lambda$},

\mathcal{U}_{ $\lambda$}=\left(\begin{array}{lll}
(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}|a\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\phi$|)_{u} & 0 & $\rho$^{-1}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{t} $\phi$\\
-$\lambda$^{2}a$\phi$_{u}/(b\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\phi$) & 0 & -$\lambda$^{2}a/( $\rho$ b\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\phi$)\\
0 &  $\rho$ ab\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\phi$ & 0
\end{array}\right),
\mathcal{V}_{ $\lambda$}= ( $\rho$ ab\sin $\phi$ 00 -$\lambda$^{-2}b$\phi$_{v_{0}}/(a\sin $\phi$)(\log|b\sin $\phi$|)_{v} -$\lambda$^{-2}b/( $\rho$ a\sin $\phi$)$\rho$^{-1}\cot $\phi$ 0) .

*7 詳細な計算は [19] 参照.
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この線型方程式系の積分可能条件 (\mathcal{V}_{ $\lambda$})_{u}-(\mathcal{U}_{ $\lambda$})_{v}+[\mathcal{U}_{ $\lambda$}, \mathcal{V}_{ $\lambda$}]=0 を計算すればｶｳｽｺﾀｯﾁ方

程式が得られる.

2\times 2 行列によるﾗｯｸｽ表示を求めよう.そのために3次元ﾕｰｸﾘｯﾄ空間 \mathrm{E}^{3} を特殊ﾕﾆ

ﾀﾘｰ群 SU(2) のﾘｰ環 \mathfrak{s}\mathrm{u}(2) と同一視する. \mathrm{E}^{3} の標準基底を次のように対応させる. i=\sqrt{-1}
として

e_{1}=\left(\begin{array}{l}
1\\
0\\
0
\end{array}\right)\leftrightarrow\left(\begin{array}{ll}
0 & -i\\
-i & 0
\end{array}\right) e_{2}=\left(\begin{array}{l}
0\\
1\\
0
\end{array}\right)\leftrightarrow\left(\begin{array}{ll}
0 & -1\\
1 & 0
\end{array}\right) e_{3}=\left(\begin{array}{l}
0\\
0\\
1
\end{array}\right)\leftrightarrow\left(\begin{array}{ll}
-i & 0\\
0 & i
\end{array}\right).
すなわち

(x_{1}, x_{2}, x_{3})\ovalbox{\tt\small REJECT}\left(\begin{array}{ll}
-x_{3}i & -x_{2}-x_{1}i\\
x_{2}-x_{1}i & x_{3}i
\end{array}\right)
と対応させる.この同一視で内積と外積は

X\displaystyle \cdot Y=-\frac{1}{2}\mathrm{t}\mathrm{r} (XY) , X\times Y=\frac{1}{2}[X, Y]
と対応する.ここで $\Phi$_{ $\lambda$} : D\times \mathbb{R}^{\times}\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{U}(2) を

 $\lambda \rho$ a$\Phi$_{ $\lambda$}(\displaystyle \cos\frac{ $\phi$}{2}e_{1}-\sin\frac{ $\phi$}{2}e_{2})$\Phi$_{ $\lambda$}^{-1}=(p_{ $\lambda$})_{u},
$\lambda$^{-1} $\rho$ b$\Phi$_{ $\lambda$}(\displaystyle \cos\frac{ $\phi$}{2}e_{1}+\sin\frac{ $\phi$}{2}e_{2})$\Phi$_{ $\lambda$}^{-1}=(p_{ $\lambda$})_{v},

$\Phi$_{ $\lambda$}(e_{3})$\Phi$_{ $\lambda$}^{-1}=n_{ $\lambda$}

で定めることができる *8. ｶｳｽﾜｲﾝｶﾙﾃﾝの公式は

\displaystyle \frac{\partial}{\partial u}$\Phi$_{ $\lambda$}=$\Phi$_{ $\lambda$}U_{ $\lambda$}, \frac{\partial}{\partial v}$\Phi$_{ $\lambda$}=$\Phi$_{ $\lambda$}V_{ $\lambda$},
仏 =\left(\begin{array}{lll}
 & $\phi$_{u}/2 & \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(i $\phi$/2)- $\lambda$ a\\
- $\lambda$ a & \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(-i $\phi$/2) & -$\phi$_{u}/2
\end{array}\right) V_{ $\lambda$}=\left(\begin{array}{lll}
-$\phi$_{v}/2 & $\lambda$^{-1}b & \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(-i $\phi$/2)\\
$\lambda$^{-1}b\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(i $\phi$/2) &  & $\phi$_{v}/2
\end{array}\right)
と書き換えられる.これを負定曲率曲面のﾗｯｸｽ表示とよぼう. $\Phi$_{ $\lambda$} を行列値波動函数または

extended frame とよぶ. $\Phi$_{ $\lambda$} から各曲面は次の公式で復元される.

命題3.1 (Sym の公式)

p_{ $\lambda$}=-2 $\rho \lambda$\displaystyle \frac{\partial$\Phi$_{ $\lambda$}}{\partial $\lambda$}$\Phi$_{ $\lambda$}^{-1}:D\times \mathbb{R}^{\times}\rightarrow \mathfrak{s}\mathrm{u}(2)=\mathrm{E}^{3}
はｶｳｽ曲率が負の一定値 -1/$\rho$^{2} の曲面で (u, v) は漸近座標系である.

n_{ $\lambda$}:=$\Phi$_{ $\lambda$}e_{3}$\Phi$_{ $\lambda$}^{-1}

が p_{ $\lambda$} の単位法ﾍｸﾄﾙ場を与える.

*8 SU(2) はSO(3) の二重被覆であるという事実を使っている.
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4 ﾍﾂｸﾙﾝﾄ変換

19世紀の幾何学においては,負定曲率曲面から別の負定曲率曲面を構成する方法が研究された.

定義4.1曲面 p:D\rightarrow \mathrm{E}^{3} と D 上の単位ﾍｸﾄﾙ場 v に対し

\overline{p}(u, v) :=p(u, v)+rv(u, v)

とおく (r>0 は定数). \overline{p} が曲面を定め,さらに次の条件をみたすとき, p のﾍﾂｸﾙﾝﾄ変換と

よぶ.

(1) v は両方の曲面に接する.

(2) 須の単位法ﾍｸﾄﾙ場苑 と,もとの曲面の単位法ﾍｸﾄﾙ場は定角をなす.すなわち
\cos $\theta$:=n . 苑は定数.

負定曲率曲面はﾍﾂｸﾙﾝﾄ変換をもつ曲面として特徴づけられる.

定理4.1 (Bäcklund(1875)) 曲面 P がﾍﾂｸﾙﾝﾄ変換をもてば, p のｶｳｽ曲率は負の一定

値 K=-(\sin $\theta$/r)^{2}.

ﾍﾂｸﾙﾝﾄ変換は漸近座標系を保つ.したがってｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式の与えられた解から

新しい解を導く.

簡単のため K=-1 としよう (したがって  r=\sin $\theta$ ). このときﾍﾂｸﾙﾝﾄ変換は次のように

具体的に表示される.

\displaystyle \overline{p}=p+\frac{\sin $\theta$}{2}\{\frac{\cos(\tilde{ $\phi$}/2)}{\cos $\phi$/2}(p_{u}+p_{v})+\frac{\sin(\tilde{ $\phi$}/2)}{\sin $\phi$/2}(p_{u}-p_{v})\}.
\tilde{ $\phi$} はｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式の新しい解であり

(4.1) \displaystyle \frac{\partial}{\partial u}(\frac{\tilde{ $\phi$}+ $\phi$}{2})= $\lambda$\sin(\frac{\tilde{ $\phi$}- $\phi$}{2}) , \frac{\partial}{\partial v}(\frac{\tilde{ $\phi$}- $\phi$}{2})=$\lambda$^{-1}\sin(\frac{\tilde{ $\phi$}+ $\phi$}{2})
にしたがう.ただし \mathrm{A}=\tan( $\theta$/2) . (4.1) は今日,ｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式のﾍﾂｸﾙﾝﾄ変換と

して知られているものである.(4.1) をﾄﾗｸﾄﾛｲﾄに施して得られる曲面 (2‐ ｿﾘ ﾄﾝ曲面) に

ついては [16, 展望 A.2], [19] を参照されたい.

例4.1 (ｱﾑｽﾗｰ曲面) 漸近座標系で表示された K=-1 の曲面に対し,ﾋｱﾝｷは ｢座標曲線

が直線｣ という条件を課したｸﾗｽを考察した.この条件はｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式に対し,  $\phi$ は

 r=\sqrt{-uv} のみに依存するという相似簡約を課すことに対応する.ｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式は

$\phi$_{rr}+\displaystyle \frac{1}{r}$\phi$_{r}+\sin $\phi$=0
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という常微分方程式に簡約されるが,

y(t):=\exp(i $\phi$(r)) , t=r^{2}

と変数変換すると P_{\mathrm{m}}^{D_{8}^{(1)}} 型ﾊﾝﾙｳｪ方程式

y_{tt}=\displaystyle \frac{y_{t}^{2}}{y}-\frac{y_{t}}{t}+\frac{i}{8t}(y^{2}-1)
に帰着する

*9. このｸﾗｽの曲面はｱﾑｽﾗｰ曲面とよばれる.

5 負定曲率曲面の差分化

負定曲率曲面のもつ可積分系の構造に着目して,曲面の差分化を考える 曲面の差分化につい

ては離散可積分系理論とは独立に1950年代のSauerによる研究 [36] がある.広田による差分ｻｲ

ﾝｺﾙﾄﾝ方程式が発表されたのが1977年刊行の論文である.差分ｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式と

差分曲面の関係がつくのは1990年代になってからである.

差分間隔  $\epsilon$,  $\delta$ をもつ整数格子を \mathrm{L} としよう.すなわち

\mathrm{L}=\{(n $\epsilon$, m $\delta$)|n, m\in \mathbb{Z}\}.

\mathbb{R}^{2} 内の領域を \mathrm{L} に置き換え, \mathrm{L} 上で定義されたﾍｸﾄﾙ値函数

p:\mathrm{L}\rightarrow \mathrm{E}^{3};(n $\epsilon$, m $\delta$)\mapsto p_{m}^{n}

に対し,差分曲面の概念を導入する.まず着目するのは漸近座標系である.漸近座標系の条件
L=N=0 を見直す.これは p_{uu} と p_{vv} が曲面に接するということに他ならない.そこでこの純

幾何学的説明を利用する.

定義5.1 p:\mathrm{L}\rightarrow \mathrm{E}^{3} が条件

各 (n $\epsilon$, m $\delta$)\in \mathrm{L} に対し5点 p_{m}^{n}, p_{m}^{n\pm 1}, p_{m\pm 1}^{n} は同一平面 P_{m}^{n} 上にある

をみたすとき P を差分漸近網 (discrete asymptotic net) とよぶ.

負定曲率曲面においては漸近かつﾁｪｳｨｼｪﾌ網である座標系がとれた.この性質に着目し,
Bobenko とPinkall[3] は次の定義を与えた.

*9\mathrm{J}/\mathrm{I} 型ﾊﾝﾙｳｪ方程式 (Pm) の標準形は  $\alpha$,  $\beta$,  $\gamma$,  $\delta$ をﾊﾗﾒｰﾀとして

 y_{tt}=\displaystyle \frac{y_{t}^{2}}{y}-\frac{y_{t}}{t}+\frac{1}{t}( $\alpha$ y^{2}+ $\beta$)+ $\gamma$ y^{3}+\frac{ $\delta$}{y}
で与えられる.ｱﾑｽﾗｰ曲面の構造方程式は  $\gamma$= $\delta$=0,  $\alpha \beta$  0 をみたしている.この条件をみたす \mathrm{J}/\mathrm{I} 型ﾊﾝ

ﾙｳｪ方程式は D_{8}^{(1)} 型とよばれている ([35], [32]). ｱﾑｽﾗｰ曲面の構造方程式は P_{\mathrm{m}}^{D_{8}^{(1)}} 型ﾊﾝﾙｳｪ方程式で,
さらに  $\alpha$=- $\beta$=i/8, (i=\sqrt{-1}) と特殊化したものである.
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定義5.2差分漸近網 p:\mathrm{L}\rightarrow \mathrm{E}^{3} が条件をみたすとき差分負定曲率曲面 (差分 K 曲面と略称). と

よぶ.

基本四角形 (四角形 p_{m}^{n}p_{m}^{n+1}p_{m+1}^{n+1}p_{m+1}^{n} のこと) の対辺の長さは等しい

|p_{m}^{n+1}-p_{m}^{n}|=|p_{m+1}^{n+1}-p_{m+1}^{n}|, |p_{m+1}^{n}-p_{m}^{n}|=|p_{m+1}^{n+1}-p_{m}^{n+1}|.

差分 K 曲面は漸近ﾁｪｳｨｼｪﾌ網を差分化したものに他ならない.

平面 P_{m}^{n} の単位法ﾍｸﾄﾙ n_{m}^{n} を p_{m}^{n} の単位法ﾍｸﾄﾙと定めよう.

n_{m}^{n}=\displaystyle \frac{(p_{m}^{n+1}-p_{m}^{n})\times(p_{m+1}^{n}-p_{m}^{n})}{|(p_{m}^{n+1}-p_{m}^{n})\times(p_{m+1}^{n}-p_{m}^{n})|}
と計算できる. p_{m}^{n} のまわりの角函数 $\kappa$^{1}, $\kappa$^{2}, $\kappa$^{3}, $\kappa$^{4} を

$\kappa$_{n,m}^{1}=\angle(p_{m}^{n+1}-p_{m}^{n}, p_{m+1}^{n}-p_{m}^{n}, ) ,

$\kappa$_{n,m}^{2}=\angle(p_{m+1}^{n}-p_{m}^{n}, p_{m+1}^{n-1}-p_{m}^{n}, ) ,

$\kappa$_{n,m}^{3}=\angle(p_{m}^{n-1}-p_{m}^{n}, p_{m-1}^{n}-p_{m}^{n}, ) ,

$\kappa$_{n,m}^{4}=\angle(p_{m-1}^{n}-p_{m}^{n}, p_{m}^{n+1}-p_{m}^{n}, )

で定める.基本四角形の対辺の長さが等しいので

$\kappa$_{n,m}^{1}=$\kappa$_{n+1,m+1}^{3}, $\kappa$_{n+1,m}^{2}=$\kappa$_{n,m+1}^{4}

が成立している.

n_{m}^{n+1} と n_{m}^{n} のなす角を p_{m}^{n}\in(0,  $\pi$) , n_{m+1}^{n} と n_{m}^{n} のなす角を q_{m}^{n}\in(0,  $\pi$) としよう.すると

n_{m}^{n+1}\cdot n_{m}^{n}=n_{m+1}^{n+1}\cdot n_{m+1}^{n}, n_{m+1}^{n}\cdot n_{m}^{n}=n_{m+1}^{n+1}\cdot n_{m}^{n+1}

であることがわかる
* 10. この関係式から差分ｺﾀﾂﾁ方程式 (discrete Codazzi equation)

p_{m+1}^{n}-p_{m}^{n}=0, q_{m}^{n+1}-q_{m}^{n}=0

が得られる.

ﾗｯｸｽ表示の差分化を次のように与えることができる.

$\Phi$_{m}^{n+1}( $\lambda$)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{\det U_{m}^{n}( $\lambda$)}}$\Phi$_{m}^{n}( $\lambda$)U_{m}^{n}( $\lambda$) , $\Phi$_{m+1}^{n}( $\lambda$)=\frac{1}{\sqrt{\det V_{m}^{n}( $\lambda$)}}$\Phi$_{m}^{n}( $\lambda$)V_{m}^{n}( $\lambda$) ,

U_{m}^{n}( $\lambda$)=(\displaystyle \exp\frac{i($\phi$_{m}^{n+1}-$\phi$_{m}^{n})}{ $\lambda$ i\tan\frac{p_{m}^{n}}{2}2}- \exp\frac{-i($\phi$_{m}^{n+1}$\phi$_{m}^{n}) $\lambda$ i\tan\frac{p_{m}^{n}}{-2}}{2}-)
V_{m}^{n}( $\lambda$)=(i$\lambda$^{-1}\displaystyle \tan\frac{q_{m}^{n}}{2}\exp\frac{i($\phi$_{m+1}^{n}-$\phi$_{m}^{n})}{2}\mathrm{l} i$\lambda$^{-1}\tan\frac{q_{m}^{n}}{2}\mathrm{e}\mathrm{x}_{1}\mathrm{p}\frac{-i($\phi$_{m+1}^{n}-$\phi$_{m}^{n})}{2})

*10 正確な議論は [19, 第3部] を参照.
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このﾗﾂｸｽ表示の和分条件は差分ｶｳｽ方程式(discrete Gauss equation)

\displaystyle \sin\frac{$\phi$_{m+1}^{n+1}-$\phi$_{m}^{n+1}-$\phi$_{m+1}^{n}+$\phi$_{m}^{n}}{4}-\tan\frac{p_{m}^{n}}{2}\tan\frac{q_{m}^{n}}{2}\sin\frac{$\phi$_{m+1}^{n+1}+$\phi$_{m}^{n+1}+$\phi$_{m+1}^{n}+$\phi$_{m}^{n}}{4}=0,
と差分ｺﾀｯﾁ方程式

p_{m+1}^{n}-p_{m}^{n}=0, q_{m}^{n+1}-q_{m}^{n}=0

である.差分ｶｳｽｺﾀｯﾁ方程式は広田 [10] により提出された差分ｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式

(の係数を一般化したもの) である.

差分版のﾗｯｸｽ表示から差分 K 曲面を復元する Sym の公式は次で与えられる.

命題5.1 (Bobenko‐Pinkall [3])

p_{m}^{n}( $\lambda$):=-2 $\lambda$\displaystyle \frac{\partial$\Phi$_{m}^{n}( $\lambda$)}{\partial $\lambda$}$\Phi$_{m}^{n}( $\lambda$)^{-1}
例5.1 (差分ﾄﾗｸﾄﾛｲﾄ) 簡単のため差分間隔を  $\epsilon$= $\delta$=1 とする.

p_{m}^{n}( $\lambda$)=-2 $\lambda$\left(\begin{array}{l}
-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\{2^{-\frac{2c}{m-1+c^{2}}(m+n)\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}$\omega$_{m}^{n}}(n)\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}(1+ic)\}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\omega$_{m}^{n}\\
-\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\{2(m-n)\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}(1+ic)\}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$\omega$_{m}^{n}
\end{array}\right)
ただし

$\omega$_{m}^{n}=2\displaystyle \arg(1+i(\frac{1-c}{1+c})^{m+n}) , c>0, i=\sqrt{-1}
がﾄﾗｸﾄﾛｲﾄの差分化である.

差分ﾄﾗｸﾄﾛｲﾄ
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差分ｻｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式の有限隙型解(finite gap solution,  $\theta$ 函数解) で定まる差分  K

曲面については Bobenko‐Pinkall [3] で詳しく調べられている.またｱﾑｽﾗｰ曲面の差分化を

Hoffmann[14] が提案している.

6 等積ｱﾌｨﾝ幾何

漸近座標系は次の不変性をもつ.

命題6.1漸近座標系 (u, v) で表示された曲面 p : D\rightarrow \mathrm{E}^{3} に \mathrm{E}^{3} のｱﾌｨﾝ変換  $\phi$ を施して得ら

れる曲面 \overline{p}(u, v)= $\phi$(p(u, v)) に対し (u, v) は,やはり漸近座標系である.

この不変性に着目しよう.漸近座標系がｱﾌｨﾝ変換で不変ならば,ｱﾌｨﾝ変換の下での ｢曲面

の微分幾何｣ を考え,そして差分化を考察しよう.そこで等積ｱﾌｨﾝ変換群 SA(3) の定める幾

何(等積ｱﾌｨﾝ幾何) をこの節で扱う.等積ｱﾌｨﾝ幾何における曲線曲面の微分幾何 (等積ｱ

ﾌｨﾝ幾何) については,野水佐々木による教科書 [31] を参照されたい.

等積ｱﾌｨﾝ変換とは

x\mapsto Ax+b, A\in \mathrm{S}\mathrm{L}_{3}\mathbb{R}

という変換のことである.この群を用いるのであるから, \mathbb{R}^{3} に距離構造 (ﾕｰｸﾘｯﾄ空間の構造)

を与えるのではなく,等積構造を与えた空間 \mathrm{A}^{3} を用意しておく必要がある.

定義6.1 D を \mathbb{R}^{3} の標準的な (共変) 微分作用素, \mathrm{d}v=\det を体積要素とする. \mathrm{A}^{3}=(\mathbb{R}^{3}, D, \mathrm{d}v)
を3次元標準的等積ｱﾌｨﾝ空間とよぶ.

この空間 \mathrm{A}^{3} 内の曲面 p : D\rightarrow \mathrm{A}^{3} を考える.曲面の座標系を (u_{1}, u2) とする.いま \mathrm{A}^{3} には内積

が与えられていないので (向きを除き) 一意的に法ﾍｸﾄﾙを定める方法がない.そこで何でもよ

いから接平面に横断的なﾍｸﾄﾙ場  $\xi$ をひとつ取り,

\displaystyle \frac{\partial^{2}p}{\partial u_{i}\partial u_{j}}=\sum_{k=1}^{2}$\Gamma$_{ij}^{k}\frac{\partial p}{\partial u_{k}}+h_{ij} $\xi$
と分解する.さらに

\displaystyle \frac{\partial $\xi$}{\partial u_{i}}=-\sum_{j=1}^{2}S_{ji}\frac{\partial p}{\partial u_{j}}+$\tau$_{i} $\xi$
と分解しよう.行列値函数  h= (hij) を等積ｱﾌｨﾝ計量とよぼう.また行列値函数 S= (砺) を

等積ｱﾌｨﾝ形状作用素とよぶ.

補題6.1 \det h\neq 0 という性質は  $\xi$ の選び方に依存しない.このとき  p は非退化であるという.

以下 p は非退化であると仮定しよう.このとき h を等積ｱﾌｨﾝ計量とよぶ.すると,ある意味で

標準的な横断的ﾍｸﾄﾙ場がとれることが知られている ([31, \mathrm{P} . 63
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命題6.2 p が非退化ならば,以下の条件をみたす横断的ﾍｸﾄﾙ場  $\xi$ が向きを除いて一意的に存

在する.

\bullet  $\theta$:=\det .,  $\xi$) が h の面積要素と一致する.

\bullet  $\theta$ は \{$\Gamma$_{ij}^{k}\} の定める線型接続に関し平行.

このとき $\tau$_{i}=0 である.この  $\xi$ をﾌﾗｼｭｹﾍｸﾄﾙ場とよぶ.

ﾌﾗｼｭｹﾍｸﾄﾙ場を指定した非退化な曲面をﾌﾗｼｭｹ曲面とよぶ.ﾌﾗｼｭｹ曲面の等積

ｱﾌｨﾝ計量はﾌﾗｼｭｹ計量ともよばれる.

補題6.2 ﾌﾗｼｭｹ曲面 (p,  $\xi$) において

\bullet 等積ｱﾌｨﾝ形状作用素  S= (Sij) が単位行列の ( 0 ではない) 定数倍である \Leftrightarrow すべての

ﾌﾗｼｭｹ法線 \mathbb{R} $\xi$ がある1点に集まる.

\bullet  S=0\Leftrightarrow すべてのﾌﾗｼｭｹ法線 \mathbb{R} $\xi$ が平行.

この補題に基づき次の定義を与える.

定義6.2 ﾌﾗｼｭｹ曲面が

\bullet  S=k\mathrm{E}, k\neq 0 のとき(固有) ｱﾌｨﾝ球面という.

\bullet  S=0 のとき非固有ｱﾌｨﾝ球面という.

つまり ｢ﾕｰｸﾘｯﾄ幾何における球面｣ の等積幾何学的な類似が固有ｱﾌｨﾝ球面である.以下,
固有非固有ｱﾌｨﾝ球面でｱﾌｨﾝ計量が \det(h_{ij})<0 をみたすものを扱うことにしよう.この

ようなｱﾌｨﾝ球面は不定値ｱﾌｲﾝ球面(indefinite affine sphere)とよばれている.

不定値ｱﾌｨﾝ球面では,漸近座標系 (u, v) がとれる.すなわち

p_{uu}=(\log $\omega$)_{u}p_{u}+a$\omega$^{-1}p_{v},
p_{uv}= $\omega \xi$,

p_{vv}=b$\omega$^{-1}p_{u}+(\log $\omega$)_{v}p_{v},

をみたす座標系である.ただし

 $\xi$=-Hp+(1+H)$\xi$_{0}.

ここで H は定数で, p が固有のとき -1
, 非固有のとき 0 とする. $\xi$_{0}\neq 0 は \mathrm{A}^{3} の定ﾍｸﾄﾙであ

る.ﾌﾗｼｭｹ計量は

h=\left(\begin{array}{ll}
0 &  $\omega$\\
 $\omega$ & 0
\end{array}\right)
で与えられる.ｱﾌｨﾝ球面の積分可能条件は  $\omega$=e^{ $\phi$} とおくと

$\phi$_{uv}+He^{ $\phi$}+abe^{-2 $\phi$}=0, a_{v}=b_{u}=0
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で与えられる.ﾕｰｸﾘｯﾄ幾何の負定曲率曲面のときと同様に a\neq 0, b\neq 0 という仮定を課そ

う.すると a=b=1 と規格化できるので積分可能条件は

\bullet 固有ｱﾌｨﾝ球面のときはﾂｨﾂｪｲｶ方程式 砺v =e^{ $\phi$}-e^{-2 $\phi$}.

\bullet 非固有ｱﾌｨﾝ球面のときはﾘｳｳｲﾙ方程式 $\phi$_{uv}=-e^{-2 $\phi$}.

となる.したがってｱﾌｨﾝ球面も可積分系を積分可能条件にもつ曲面であることがわかった.固

有ｱﾌｨﾝ球面はﾂｨﾂｪｲｶ変換とよばれるﾍﾂｸﾙﾝﾄ変換をもつ.ｯｨｯｪｲｶ変換につい

ては [4], [25] を参照.

7 差分ｱﾌｨﾝ球面

ｱﾌｨﾝ球面の差分化は,固有の場合をBobenkoとSchiefが提出し,松浦が修士論文で非固有

の場合を提出した.ここでは両者を統合した差分化を述べる ([19, 第3部

まず記号を準備する.函数 f=f_{m}^{n} : \mathrm{L}\rightarrow \mathbb{R} に対し前進差分 \triangle_{+n}f , 後退差分 \triangle_{-n}f を次で定

める.

\displaystyle \triangle_{+n}f_{m}^{n}:=\frac{f_{m}^{n+1}-f_{m}^{n}}{ $\epsilon$}, \triangle_{-n}f_{m}^{n}:=\frac{f_{m}^{n}-f_{m}^{n-1}}{ $\epsilon$}.
\triangle_{+m}f_{m}^{n} , \triangle_{-m}f_{m}^{n} も同様に定める.

定義7.1 ([4],[23]) p_{m}^{n} : \mathrm{L}\rightarrow \mathrm{A}^{3} が,次の2条件をみたすとき差分ｱﾌｨﾝ球面 (discrete affine

sphere) という
* 11.

\bullet  p_{m}^{n} は差分漸近網.

\bullet 各 (n $\epsilon$, m $\delta$)\in \mathrm{L} に対し p_{m+1}^{n+1}-p_{m}^{n+1}-p_{m+1}^{n}+p_{m}^{n} はﾍｸﾄﾙ

$\xi$_{m}^{n}.=-H\displaystyle \frac{p_{m}^{n+1}-p_{m+1}^{n}}{2}+(1+H)$\xi$_{0}
に平行.ただし $\xi$_{0}\neq 0 は定ﾍｸﾄﾙで, H=0 または H=-1. H=-1 のとき差分不定

値固有ｱﾌｨﾝ球面, H=0 のとき差分不定値非固有ｱﾌｨﾝ球面という.

定理7.1差分ｱﾌｨﾝ球面 p_{m}^{n} に対し,以下をみたす \mathrm{L} 上の函数  $\omega$, a, b が存在する.

\displaystyle \triangle_{+n}\triangle_{-n}p_{m}^{n}=(\frac{\triangle_{-n}$\omega$_{m}^{n}}{$\omega$_{m}^{n}}+\frac{ $\delta$ H}{2}$\omega$_{m}^{n-1})\triangle_{+n}p_{m}^{n}+\frac{a_{m}^{n}}{$\omega$_{m}^{n}}\triangle_{+m}p_{m}^{n},
\triangle_{+n}\triangle_{+m}p_{m}^{n}=$\omega$_{m}^{n}$\xi$_{m}^{n},

\displaystyle \triangle_{+m}\triangle_{-m}p_{m}^{n}=\frac{b_{m}^{n}}{$\omega$_{m}^{n}}\triangle_{+n}p_{m}^{n}+(\frac{\triangle_{-m}$\omega$_{m}^{n}}{$\omega$_{m}^{n}}+\frac{ $\epsilon$ H}{2}$\omega$_{m-1}^{n})\triangle_{+m}p_{m}^{n}.

*11 正確には差分不定値ｱﾌｨﾝ球面という.
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これらの両立条件は

\displaystyle \frac{$\omega$_{m}^{n}\triangle_{-n}\triangle_{-m}$\omega$_{m}^{n}-\triangle_{-n}$\omega$_{m}^{n}\triangle_{-m}$\omega$_{m}^{n}}{$\omega$_{m-1}^{n}$\omega$_{m}^{n-1}}+H(\frac{$\omega$_{m}^{n}+$\omega$_{m-1}^{n-1}}{2}- $\epsilon \delta$\frac{H}{4}$\omega$_{m}^{n}$\omega$_{m-1}^{n-1})
+\displaystyle \frac{2- $\epsilon \delta$ H$\omega$_{m-1}^{n-1}}{2- $\epsilon \delta$ H$\omega$_{m}^{n}}\frac{a_{m}^{n}b_{m}^{n}}{$\omega$_{m-1}^{n}$\omega$_{m}^{n-1}}=0,
a_{m}^{n}(2- $\epsilon \delta$ H$\omega$_{m-1}^{n-1})-a_{m-1}^{n}(2- $\epsilon \delta$ H$\omega$_{m}^{n})=0,
b_{m}^{n}(2- $\epsilon \delta$ H$\omega$_{m-1}^{n-1})-b_{m}^{n-1}(2- $\epsilon \delta$ H$\omega$_{m}^{n})=0

で与えられる.

H=0 の場合,両立条件は

$\omega$_{m}^{n}$\omega$_{m-1}^{n-1}-$\omega$_{m-1}^{n}$\omega$_{m}^{n-1}+ $\epsilon \delta$ a_{m}^{n}b_{m}^{n}=0,
a_{m}^{n}-a_{m-1}^{n}=0, b_{m}^{n}-b_{m}^{n-1}=0

となる とくに  $\epsilon$= $\delta$=1, a_{m}^{n}=b_{m}^{n}=1 とし, $\omega$_{m}^{n}:=\pm\exp W_{m}^{n} とおけば広田 [11] によって提

出された差分ﾘｳｳｲﾙ方程式

2 \sinh(W_{m+1}^{n+1}-W_{m}^{n+1}-W_{m+1}^{n}+W_{m}^{n})+\exp(-W_{m+1}^{n+1}-W_{m}^{n+1}-W_{m+1}^{n}-W_{m}^{n})=0
となる. H=-1 のとき,両立条件は Bobenko とSchief [4] によって提出された差分ﾂｨﾂｪｲｶ

系である.

\displaystyle \frac{2a_{m}^{n}}{2+ $\epsilon \delta \omega$_{m}^{n}}=\frac{($\tau$_{m}^{n})^{2}}{$\tau$_{m}^{n-1}$\tau$_{m}^{n+1}}, \frac{2b_{m}^{n}}{2+ $\epsilon \delta \omega$_{m}^{n}}=\frac{($\tau$_{m}^{n})^{2}}{$\tau$_{m-1}^{n}$\tau$_{m+1}^{n}}, \frac{2+ $\epsilon \delta \omega$_{m}^{n}}{2}=\frac{$\tau$_{m}^{n+1}$\tau$_{m+1}^{n}}{$\tau$_{m}^{n}$\tau$_{m+1}^{n+1}}
で函数 $\tau$_{m}^{n} を定義すれば差分ﾂｨﾂｪｲｶ系は次の3重線型形式 (trilinear form) に書き直せるこ

とが [4] で示された.

\displaystyle \frac{1}{$\epsilon$^{3}$\delta$^{3}}\det ($\tau$_{m+1}^{n}$\tau$_{m+2}^{n}$\tau$_{m}^{n} $\tau$_{m+2}^{n+1}$\tau$_{m+1}^{n+1}$\tau$_{m}^{n+1} $\tau$_{m+2}^{n+2}$\tau$_{m+1}^{n+2}$\tau$_{m}^{n+2})+\frac{1}{4}($\tau$_{m+1}^{n+1})^{3}=0.
広田と高橋の論文 [13] では差分ﾂｨﾂｪｲｶ系の双線型形式が与えられ,さらに差分ﾂｨﾂｪｲｶ

系の超離散化も与えられた.[25] では差分ﾂｨﾂｪｲｶ系の自明解が定める不定値差分固有ｱﾌｨ

ﾝ球面に対する超離散極限が計算されている.なおﾄﾗｸﾄﾛｲﾄの超離散極限が [30] で計算され

ている.[S] では差分不定値非固有ｱﾌｨﾝ球面と等積ｱﾌｨﾝ距離函数 (area distance) との関係

が議論されている.差分不定値非固有ｱﾌｨﾝ球面の例を挙げておく.

例7.1 (差分双曲放物面) p(u, v)=(u+v, u-v, 2uv) で定まる \mathrm{A}^{3} 内の曲面 (双曲放物面) は

 $\xi$=(0,0,1) をﾌﾗｼｭｹ法ﾍｸﾄﾙ場にもつ非固有ｱﾌｨﾝ球面である. p_{m}^{n}:\mathbb{Z}^{2}\rightarrow \mathrm{A}^{3} を

p_{m}^{n}=(n+m, n-m, 2nm) と定義すれば,これは差分非固有ｱﾌｨﾝ球面である.実際

(p_{m}^{n+1}-p_{m}^{n})-(p_{m}^{n}-p_{m}^{n-1})=0,
p_{m+1}^{n+1}+p_{m}^{n}-p_{m}^{n+1}-p_{m+1}^{n}=2 $\xi$=(0,0,1) ,

(p_{m+1}^{n}-p_{m}^{n})-(p_{m}^{n}-p_{m-1}^{n})=0
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をみたしている.

例7.2 (ｹｰﾘｰ曲面) p(u, v)=(u, (u^{2}-v^{2})/2, u^{3}/6-uv^{2}/2) をｹｰﾘｰ曲面 (Cayley surface)

とよぶ.この曲面の差分化として, p_{m}^{n} : \mathbb{Z}^{2}\rightarrow \mathrm{A}^{3} を

p_{m}^{n}=(n, (n^{2}-m^{2})/2, n^{3}/6-nm^{2}/2)

と定義し,差分ｹｰﾘｰ曲面とよぶ.

差分ｹｰﾘｰ曲面

8 ｱﾌｨﾝ極小曲面

差分 K 曲面,差分固有ｱﾌｨﾝ球面,差分非固有ｱﾌｨﾝ球面はそれぞれ差分ｻｲﾝｺﾙﾄﾝ

方程式,差分ﾂｨﾂｪｲｶ系,差分ﾘｳｳｨﾙ方程式の差分幾何学的ﾓﾃﾙであった.この節では,
差分曲面から離散可積分系を発見するという考察をしてみよう.差分ﾘｳｳｨﾙ方程式の一般化を

差分幾何学を用いて発見してみる.非固有ｱﾌｨﾝ球面を含むｸﾗｽにｱﾌｨﾝ極小曲面がある.

そこでｱﾌｨﾝ極小曲面を差分化してみる.

漸近座標系 (u, v) で径数表示された不定値ﾌﾗｼｭｹ曲面 p(u, v) : D\rightarrow \mathrm{A}^{3} のﾌﾗｼｭｹ法ﾍ

ｸﾄﾙ場を  $\xi$ とする. \mathrm{A}^{3} の双対空間を \mathrm{A}_{3} で表す
* 12. このとき

lJ(p_{u})= $\nu$(p_{v})=0,  $\nu$( $\xi$)=1

で: D\rightarrow \mathrm{A}_{3} が定まる.を (p,  $\xi$) の余法ﾍｸﾄﾙ場 (conormal vector field) とよぶ.等積ｱ

ﾌｨﾝ形状作用素は

\triangle_{h^{lJ}}+(\mathrm{t}\mathrm{r}S)_{lJ}=0

をみたす.ここで \triangle_{h} はﾌﾗｼｭｹ計量の定めるﾗﾌﾗｽ作用素である. \mathrm{A}^{3} の双対空間 \mathrm{A}_{3} 上の体

積要素 \mathrm{d}^{*}v=\det^{*} を

|\det^{*}(lJ_{u}, lJ_{v}, - $\nu$)|=\det(p_{u}, p_{v},  $\xi$)

*12 A3は \mathrm{A}^{3} から \mathrm{R} への線型写像の全体.
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で定義する.またﾍｸﾄﾙ積 \times:\mathrm{A}_{3}\times \mathrm{A}_{3}\rightarrow \mathrm{A}^{3} を

lJ($\mu$_{1}\times$\mu$_{2})=\det^{*}(l\prime, $\mu$_{1}, $\mu$_{2}) , $\mu$_{1}, $\mu$_{2}\in \mathrm{A}_{3}

で定義する.

定義 S.1 ﾌﾗｼｭｹ曲面 (p,  $\xi$) がtr S=0 をみたすときｱﾌｲﾝ極小曲面 (affine minimal

surface) とよぶ.

非固有ｱﾌｨﾝ球面はｱﾌｨﾝ極小曲面の例であることを注意しておく.漸近座標系 (u, v) で径数

表示されたｱﾌｨﾝ極小曲面
*13の積分可能条件を求めよう.ｱﾌｨﾝ球面のときと同様にｶｳｽ

の公式が

p_{uu}=(\log $\omega$)_{u}p_{u}+a$\omega$^{-1}p_{v},
p_{uv}= $\omega \xi$,

p_{vv}=b$\omega$^{-1}p_{u}+(\log $\omega$)_{v}p_{v},

で与えられる.ﾜｲﾝｶﾙﾃﾝの公式は

$\xi$_{u}=-sp_{v}, $\xi$_{v}=-tp_{u}

となる.積分可能条件は

(\log $\omega$)_{uv}+ab$\omega$^{-2}=0, a_{v}+$\omega$^{2}s=0, b_{u}+$\omega$^{2}t=0,

( $\omega$ t)_{u}-bs=0, ( $\omega$ s)_{v}-at=0

で与えられる.余法ﾍｸﾄﾙ場は

lJ_{uu}=\displaystyle \frac{$\omega$_{u}}{ $\omega$}$\nu$_{u}-\frac{a}{ $\omega$}$\nu$_{v}+ $\omega$ s(- $\nu$) , $\nu$_{uv}=0, $\nu$_{vv}=-\frac{b}{ $\omega$}$\nu$_{u}+\frac{$\omega$_{v}}{ $\omega$}$\nu$_{v}+ $\omega$ t(- $\nu$)
をみたす.余法ﾍｸﾄﾙ場は $\nu$_{uv}=0 をみたすので  $\nu$(u, v)=X(u)+\mathrm{Y}(v) と変数分離される.

すると,ｱﾌｨﾝ極小曲面 p(u, v) は

p(u, v)=\displaystyle \int_{(0,0)}^{(u,v)}  $\nu$\times$\nu$_{u}\mathrm{d}u-\int_{(0,0)}^{(u,v)} $\nu$\times$\nu$_{v}\mathrm{d}v+p_{0}
と積分表示で復元できる.この積分表示式をﾙﾘｳｳﾙの公式(Lelieuvre formula)とよぶ.ここで

\hat{p}(u, v) :=p(u, v)-2\mathrm{Y}(v)\times X(u)

と定めると \hat{P} もｱﾌｨﾝ極小曲面であり

(1) \hat{p}-p は p と \hat{p} の双方に接する.

(2) 両者のﾌﾗｼｭｹ法ﾍｸﾄﾙ場は平行, ( $\xi$ 〃 \hat{ $\xi$})
*13 正確には不定値ｱﾌｨﾝ極小曲面
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という性質をもっている.この \hat{p} を p のｱﾌｨﾝﾍﾂｸﾙﾝﾄ変換とよぶ.松浦は学位論文にお

いて,ｱﾌｨﾝ極小曲面の差分化を次のように定義した.

定義8.2 ([24], [26]) p_{m}^{n}:\mathrm{L}\rightarrow \mathrm{A}^{3} に対し以下をみたす $\xi$_{m}^{n}:\mathrm{L}\rightarrow \mathrm{A}^{3} と \mathrm{L} 上の函数 a, b,  $\omega$, s,

t が存在するとき, p_{m}^{n} を(不定値) 差分ｱﾌｨﾝ極小曲面とよぶ.

\displaystyle \triangle_{+n}\triangle_{+n}p_{m}^{n}=\frac{\triangle_{-n}$\omega$_{m}^{n}}{$\omega$_{m}^{n}}+\triangle_{+n}p_{m}^{n}+\frac{a_{m}^{n}}{$\omega$_{m}^{n}}\triangle_{+m}p_{m}^{n},
\triangle_{+n}\triangle_{+m}p_{m}^{n}=$\omega$_{m}^{n}$\xi$_{m}^{n},

\displaystyle \triangle_{+m}\triangle_{+m}p_{m}^{n}=\frac{b_{m}^{n}}{$\omega$_{m}^{n}}\triangle_{+n}p_{m}^{n}+\frac{\triangle_{-m}$\omega$_{m}^{n}}{$\omega$_{m}^{n}}\triangle_{+m}p_{m}^{n},
\triangle_{-n}$\xi$_{mm+m}^{n}=-s^{n}\triangle p_{m}^{n},

\triangle_{-m}$\xi$_{mm+n}^{n}=-t^{n}\triangle p_{m}^{n},
$\omega$_{m}^{n}=\det(\triangle_{+n}p_{m+m}^{n}\triangle p_{m}^{n}, $\xi$_{m}^{n}) .

 $\xi$ が定ﾍｸﾄﾙならば,非固有ｱﾌｨﾝ球面であることに注意しよう.

定理8.1差分ｱﾌｨﾝ極小曲面の両立条件は以下で与えられる.

 $\omega$_{m}^{n}$\omega$_{m-1}^{n-1}-$\omega$_{m}^{n-1}$\omega$_{m-1}^{n}+ $\epsilon \delta$ a_{m}^{n}b_{m}^{n}=0,
\triangle_{+m}a_{m}^{n}+$\omega$_{m}^{n-1}$\omega$_{m}^{n}s_{m}^{n}=0,
\triangle_{+n}b_{m}^{n}+$\omega$_{m-1}^{n}$\omega$_{m}^{n}t_{m}^{n}=0,

\triangle_{-n}($\omega$_{m}^{n}t_{m}^{n})-b_{m}^{n}s_{m-1}^{n}=0,

\triangle_{-m}($\omega$_{m}^{n}s_{m}^{n})-a_{m}^{n}s_{m-}^{n-1}= \mathrm{O} .

両立条件として導かれた,この連立差分方程式系(coupled system) が差分ﾘｳｳｨﾙ方程式の差

分幾何学的一般化のひとつである.

差分ｱﾌｨﾝ極小曲面の余法ﾍｸﾄﾙ場は

lJ_{m}^{n}:=\displaystyle \frac{1}{$\omega$_{m}^{n}}\triangle_{+n}p_{m}^{n}\times\triangle_{+m}p_{m}^{n}
で定義される.ﾙﾘｳｳﾙの公式の差分版は

\triangle_{+n}p_{m+n}^{n}= $\nu$\times\triangle $\nu$, \triangle_{+m}p^{n}=\triangle $\nu$\times$\nu$_{m}^{n}

で与えられる.ｱﾌｨﾝﾍﾂｸﾙﾝﾄ変換は余法ﾍｸﾄﾙ場を用いて,滑らかな曲面のときと同

様に定義される.Craizer, Anciaux, Lewiner [7] は松浦と独立に差分ｱﾌｨﾝ極小曲面を提案し

た.彼らの提案した差分ｱﾌｨﾝ極小曲面は松浦の定義したものと一致している.ただし松浦は定

値の場合 (\det(h_{ij})>0) も扱っていることを注意しておく.一方,[7] では次のような変分学的な解

釈が与えられている.曲面 p_{m}^{n} に対し

\det(p_{m}^{n+1}-p_{m}^{n}, p_{m+1}^{n}-p_{m}^{n}, p_{m+1}^{n+1}-p_{m}^{n})>0
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と仮定し,この量の正の平方根を F_{m}^{n} とする.差分表面積汎函数 \mathcal{A} を

\displaystyle \mathcal{A}(p_{m}^{n}):=\sum_{n,m}F_{m}^{n}
で定義する.次に V_{m}^{n} : \mathrm{L}\rightarrow \mathrm{A}^{3} を有限個の点を除き,値 0 をとる差分ﾍｸﾄﾙ場とする. V_{m}^{n} を

変分ﾍｸﾄﾙ場にもつ p_{m}^{n} の変分を

p_{m}^{n}(t):=p_{m}^{n}+tV_{m}^{n}

で定める.

命題8.1 p_{m}^{n} : \mathrm{L}\rightarrow \mathrm{A}^{3} が差分ｱﾌｨﾝ極小曲面ならば,

\displaystyle \frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}t}|_{t=0}\mathcal{A}(p_{m}^{n}(t))=0.
差分ｱﾌｨﾝ極小曲面の例を挙げて本稿を終えよう.まず中心罧函数,上昇罧函数,下降罧函数を復
習しておく ([9], [12] 参照).

定義8.3整数 k に対し x の中心 k 乗 x^{(k)} を次で定める.

\bullet  k=0 のとき, x^{(0)}=1.

\bullet  k>0 のとき

x^{(k)}:=\displaystyle \prod_{j=1}^{k}(x+(\frac{k+1}{2}-j) $\epsilon$) ,

\bullet  k<0 のとき,

x^{(k)}=\displaystyle \frac{1}{x^{(-k)}}.
定義8.4整数 k に対し x の上昇 k 乗 x^{\overline{k}} を次で定める.

\bullet  k=0 のとき, x^{\overline{0}}=1.

\bullet  k>0 のとき

x^{\overline{k}}:=\displaystyle \prod_{j=1}^{\text{ん}}(x+(j-1) $\epsilon$) ,

\bullet  k<0 のとき,

x^{k}=\displaystyle \prod_{j=1}^{-k}\frac{1}{x-j $\epsilon$}
定義8.5整数 k に対し x の下降 k 乗詐を次で定める.

\bullet  k=0 のとき, x^{\underline{0}}=1.
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\bullet  k>0 のとき

x^{\underline{k}}:=\displaystyle \prod_{j=1}^{\text{ん}}(x-(j-1) $\epsilon$) ,

\bullet  k<0 のとき,

x^{\underline{k}}=\displaystyle \prod_{j=1}^{-k}\frac{1}{x+j $\epsilon$}
x, y を不定元とする多項式 P(x, y) が中心差分作用素 \triangle_{x}, \triangle_{v} に対し

* 14
(\triangle_{x}\triangle_{x}+\triangle_{y}\triangle_{v})P(x, y)=

0 をみたすとき, P(x, y) を差分調和多項式とよぶ.

定理8.2 ([26]) $\psi$_{d}(x, y) を次数 d>0 の差分調和多項式とすると, $\psi$_{d} は次に挙げる差分調和

多項式の線型結合である.

$\varphi$_{d}(x, y)=\displaystyle \sum_{j=0}^{[d/2]}(-1)^{j}\left(\begin{array}{l}
d\\
2j
\end{array}\right)x^{(d-2j)}y^{(2j)}, $\phi$_{d}(x, y)=\displaystyle \sum_{j=0}^{[(d-1)/2]}(-1)^{j}\left(\begin{array}{ll}
 & d\\
2j & +1
\end{array}\right)x^{(d-2j-1)}y^{(2j+1)}.
例8.1 (差分ｴﾈﾊｰ曲面)  $\alpha$,  $\beta$,  $\gamma$ を定数とする. (x, y)=(n $\epsilon$, m $\delta$)\in \mathrm{L} に対し

p(x, y) :=(y^{\underline{3}}-3x^{\underline{2}}(y- $\delta$)+3(y- $\delta$), x^{\underline{3}}-3(x- $\epsilon$)y^{2}+3(x- $\epsilon$), -6(x- $\epsilon$)(y- $\delta$))

と定めると差分ｱﾌｨﾝ極小曲面である.

差分ｴﾈﾊ 一 曲面/\mathrm{R} ﾉ｣ \ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{R}

そのｱﾌｨﾝﾍﾂｸﾙﾝﾄ変換

例8.2 ([26]) $\psi$_{2}(x, y) を2次の差分調和多項式とする.このとき

$\psi$_{2}(x, y)=c_{0}$\varphi$_{2}(x, y)+\displaystyle \frac{c_{1}}{2}$\phi$_{2}(x, y) , $\varphi$_{2}(x, y)=x^{(2)}-y^{(2)}, $\phi$_{2}(x, y)=2xy
と表すことができる.(co, c_{1} は定数). : \mathrm{L}\rightarrow \mathrm{A}_{3} を

 $\nu$(x, y)=(x, y, $\psi$_{2}(x, y))+ ( a_{1}, a_{2} , a3)

で定める.ただし a_{1} , a2, a_{3} は定数 これを余法ﾍｸﾄﾙ場にもつ差分ｱﾌｨﾝ極小曲面

p:\mathrm{L}\rightarrow \mathrm{A}^{3} は

*14

\displaystyle \triangle_{x}f(x, y)=\frac{f(x+ $\epsilon$/2,y)-f(x- $\epsilon$/2,y)}{ $\epsilon$}, \triangle_{y}f(x, y)=\frac{f(x,y+ $\epsilon$/2)-f(x,y- $\epsilon$/2)}{ $\epsilon$}.
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p(x, y)=\displaystyle \frac{1}{2}\left(\begin{array}{l}
-2a_{3^{X}}\\
-2a_{3}y\\
x^{\overline{2}}+y^{\overline{2}}+2a_{1}x+2a_{2}y
\end{array}\right)
+\displaystyle \frac{c_{0}}{6}(-2x-6y-6a_{2}(x(y+ $\delta$)+(x_{0}+ $\epsilon$)y)-3 $\epsilon$(+)+\frac{3}{2(}($\epsilon$^{2}-$\delta$^{2})x2y^{(3)}+6x^{\frac{x}{2}}y+6a_{1}(x(y+ $\delta$)+(x+ $\epsilon$)y)+3 $\delta$(x^{\frac{x}{2}}+y^{\frac{y}{2}})+\frac{3}{2}$\epsilon$^{2}-$\delta$^{2})y)
+\displaystyle \frac{c_{1}}{6}\left(\begin{array}{l}
-2y^{(3)}+3a_{2}(x^{\overline{2}}-y^{\overline{2}})-3 $\delta$ y^{\overline{2}}\\
-2x^{(3)}-3a_{1}(x^{\overline{2}}-y^{\overline{2}})-3 $\epsilon$ x^{\overline{2}}\\
0
\end{array}\right)

で与えられる.
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