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概要

本稿では,残差形武と逐次反復に基づ \langle 無限次元関数方程武の解の存在検証ｱﾙｺﾘｽﾑを提案し,非

線形偏微分方程武を含むい \langle つかの微分方程武に対する精度保証付き数値計算結果を示す.不動点定武化

から導かれるｺﾝﾊｸﾄ作用素が不動点のまわりで引き込み的であることが前提になるため,手法の適用

範囲には限界がある.しかしながら,近似解の算定と近似解に関連するﾉﾙﾑ評価がÈたる計算となるた

め,無限次元 Newton 型反復に代表される他の検証手法と比べ軽ｺｽﾄであるとい \grave{\mathcal{D}} 特長を持つ.

ABSTRACT: This paper proposes numerical verification methods of solutions for infinite dimensional

functional equations based on residual form and sequential iteration. Some computer‐assisted

proofs for differential equations including nonlinear partial differential equations will be shown.

Comparing with other verification procedures as typified by infinite dimensional Newton‐type it‐

eration, the proposed algorithm can be done at low computational cost although it needs that the

formulated compact map is retractive in some neighborhood of the fixed‐point to be verified.

1 問題設定と残差方程式

本章では,抽象的な形で関数方程式を設定し,方程式の近似解を用いた2種類の残差形式を導 \langle.

1.1 非線形方程式

\hat{X}, X, Y をHilbert 空間とし,埋め込みを含めた包含関係: \hat{X}\mapsto X\mapsto Y が成り立つとする.さらに,埋

め込み \hat{X}\mapsto X のｺﾝﾊｸﾄ性を仮定する. \mathcal{A} を \hat{X} から Y への線形作用素, f を X から Y への (一般に

非線形) 作用素として,

\mathcal{A}u=f(u) (1)

を満たす u を求める問題を考える.非線形微分方程式の場合,方程式 (1) の \mathcal{A} は最高階数の微分を含む線形

作用素, f はそれ以外の非線形J頁に対｢,L\backslash \backslash する.Hilbert 空間 X, Y の内積を (u, v)_{X}, (u, v)_{Y} , 内積から導か

れるﾉﾙﾑを \Vert u\Vert_{X}=\sqrt{(u,u)_{X}}, \Vert u\Vert_{Y}=\sqrt{(u,u)_{Y}} で表記する.なお,1.2.1節の直接的引き戻しを行う

場合には,内積を用いないため,各空間をBanach空間とした定式化も可能である.

\mathcal{A} および f に以下を仮定する.

Al. 任意の  $\phi$\in Y に対し \mathcal{A} $\psi$= $\phi$ は—意の解  $\psi$\in\hat{X} を持つ.またこの対｢,L\backslash \backslash 関係は連続である.さらに \hat{X}
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から X への埋め込みまで含めた対｢,L\backslash \backslash を \mathcal{A}^{-1} : Y\rightarrow X と表記する.

A2. 上で定めた \mathcal{A}^{-1} に対し,以下の評価を満たす定数 C_{p}>0 が貝体的に算定可能である.

\Vert \mathcal{A}^{-1}u\Vert_{X}\leq C_{p}\Vert u\Vert_{Y}, \forall u\in Y, (2)

A3. f : X\rightarrow Y は連続であり,かつ X の有界集\hat{}\square 
‐

を Y の有界集\hat{}\square 
‐

に移す.

\mathcal{A}^{-1} は Y から \hat{X} への連続写像 (通常の \mathcal{A} の逆作用素) \mathscr{A}^{-1} と \hat{X} から X への埋め込み作用素 I_{\hat{X}^{\mathrm{C}}\rightarrow X} と

の合成写像と見ることができる.

\mathcal{A}^{-1}:\left\{\begin{array}{l}
Y\frac{\mathscr{A}^{-}}{\neg\underline{ $\Phi$}_{\prime \mathrm{f}\backslash }^{f}}\rightarrow $\pi$\pm 1\\
 $\phi$\mapsto
\end{array}\right.
\hat{X} \underline{I_{\hat{x}=x_{\rightarrow}}} X

ｺﾝﾊｸﾄ

 $\psi$ \mapsto  $\psi$

このとき,線形連続作用素すなわち有界作用素とｺﾝﾊｸﾄ作用素の合成作用素はｺﾝﾊｸﾄとなることか

ら, \mathcal{A}^{-1} は Y から X へのｺﾝﾊｸﾄ作用素となる.

1.2 引き戻し

問題 (1) の近似解 u_{h} を用いた残差方程式への変換を行う.以降,この手法を � 引き戻し� と呼ぶ.近似解

に \ulcorner^{\backslash }, じて2種類の引き戻しを考える.

1.2.1 直接的引き戻し

近似解 u_{h}\in X が \mathcal{A}u_{h}\in Y を満たすならば,方程式 (1) は

\mathcal{A}w=f(w+u_{h})-\mathcal{A}u_{h} (3)

を満たす残差
w=u-u_{h}

を求める問題に書き直すことができる.この式 (3) の右辺を g(w) と冒 \langle ことで,残差方程式 \mathcal{A}w=g(w) を

得る.もしuh が u に近ければ,式(3) の右辺項は小さいことが期待される.

1.2.2 x* 型引き戻し

近4以解が uh が \mathcal{A}u_{h}\not\in Y となる場\hat{}\square 
‐

には,次の (X^{*} 型� 引き戻し [5] を適用する. X の有限次元部分空間

を X_{h} で表記する. X_{h} の下添字 h� は X_{h} の X に対する近似度を表す正のﾊﾗﾒｰﾀである.次に直交射

影 P_{h}:X\rightarrow X_{h} を

( v—Phv, v_{h})_{X}=0, \forall v_{h}\in X_{h} (4)

で定義し, h に依存する貝体的な値を算定可能な C(h)>0 が存在し ( (C(h)�は,ｵｰﾀｰが h という意味

ではないことに注意),

\Vert(I-P_{h})v\Vert_{X}\leq C(h)\Vert \mathcal{A}v\Vert_{Y}, \forall v\in\hat{X} (5)

を満たすこと,および, \mathcal{A} : \hat{X}\rightarrow Y は

(u, v)_{X}=(\mathcal{A}u, v)_{Y}, \forall u\in\hat{X}, \forall v\in X (6)

を満たすことを仮定する.式(6) より,問題 (1) は弱形式 (変分形式)

(u, v)_{X}=(f(u), v)_{Y}, \forall v\in X (7)



微分方程式の精度保証付き数値計算 147

を満たす u\in X を求める問題に書き直される.また,式(5), Al よりAubin‐Nitsche の技巧 [7, 8] を用いて

\Vert(I-P_{h})v\Vert_{Y}\leq C(h)\Vert(I-P_{h})v\Vert_{X}, \forall v\in X (8)

も成立する.

次に,近似解 uh\in X_{h} が

(u_{h}, v_{h})_{X}=(f(u_{h}), v_{h})_{Y}, \forall v_{h}\in X_{h} (9)

を厳密に満たすことを仮定する.uh は有限次元問題の精度保証付き数値計算により得ることができる [10,

14] ここで, f(u_{h})\in Y に対し Al より

\mathcal{A}\overline{u}=f(u_{h}) (10)

を満たす \overline{u}\in X が存在する.よって,式(6) より

(\overline{u}, v)_{X}=(f(u_{h}), v)_{Y}, \forall v\in X (11)

であり,式(11) の v\in X を特に Xh の要素に制限し,式(9) を引 \langle ことにより

(\overline{u}-u_{h}, v_{h})_{X}=0, \forall v_{h}\in X_{h} (12)

を得る.式(12) は P_{h}\overline{u} が u_{h} に—致することを示す.ここで \overline{u} と u_{h} の差を

v_{0}:=\overline{u}-u_{h} (13)

とおけば,式(5), (8) を用いたﾉﾙﾑ評価

\Vert v_{0}\Vert_{X}\leq C(h)\Vert f(u_{h})\Vert_{Y}, \Vert v_{0}\Vert_{Y}\leq C(h)^{2}\Vert f(u_{h})\Vert_{Y} (14)

を得る.最後に, w=u-\overline{u} とおき,式(1) の引き戻し形式

\mathcal{A}w=f(w+u_{h}+v_{0})-f(u_{h}) (15)

を導 \langle ことができる.式(15) の右辺を  g(w) と冒 \langle ことで,残差方程式 \mathcal{A}w=g(w) を得る.式(15) の解

w\in X が求まれば,式(1) の解 u を

u=u_{h}+v_{0}+w

で構成することができる.

この引き戻しは, \mathcal{A}u_{h}\in Y である必要がないことが特長であり.貝体的な \mathcal{A} については,Xh の高次要素

を用いた v_{0} のaposteriori 評価による高精度化も可能である [18, 6, 17].

1.2.3 x* 型引き戻しの条件を用いた \mathcal{A}^{-1} の評価

条件 (6) を仮定すれば,式(2) を満たす C_{\mathrm{p}} は埋め込み X\mapsto Y の定数:

\Vert u\Vert_{Y}\leq C_{p}\Vert u\Vert_{X}, \forall u\in X (16)

に取ることができる.証明はSchwarzの不等式を用いた

\Vert \mathcal{A}^{-1}u\Vert_{X}^{2}=(\mathcal{A}^{-1}u, \mathcal{A}^{-1}u)_{X}=(u, \mathcal{A}^{-1}u)_{Y}
\leq\Vert u\Vert_{Y}\Vert \mathcal{A}^{-1}u\Vert_{Y}
\leq C_{p}\Vert u\Vert_{Y}\Vert \mathcal{A}^{-1}u\Vert_{X}

から導かれる.
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2 無限次元逐次反復に基づ \langle 検証: lS‐Res

この章では,無限次元逐次反復に基づ \langle 検証ｱﾙｺﾘｽﾑ IS‐Res
* 1 を提案する.

2.1 不動点定式化

前章の引き戻しを用いて得られる方程式

\mathcal{A}w=g(w) (17)

を考え, 0 の周りで解 w\in X の存在を検証する.作用素 g:X\rightarrow Y は, f と同じ性質 A3を満たすことか

ら, \mathcal{A}^{-1} と g の合成作用素 F を

F:=\mathcal{A}^{-1}\circ g : X\rightarrow X (18)

と定めると,Al より,問題 (1) は不動点方程式

u=F(u) (19)

を満たす u\in X を求める問題に書き直すことができる.A3 (g の連続有界性) と \mathcal{A}^{-1} : Y\rightarrow X のｺﾝﾊ

ｸﾄ性より, F は X から X へのｺﾝﾊｸﾄ作用素となる. F の対｢,L\backslash \backslash 関係は次の通りである.

F:\{(X \displaystyle \frac{g}{\neg\underline{ $\Phi$}_{\mathrm{f}\backslash  $\pi$}^{r\mathrm{r}}\cdot \mathrm{H}}\rightarrow 5_{J1}\mathrm{i} Y
ｺ\grave{/}\nearrow\backslash j\nearrow\triangleright\underline{A^{-1}}\rightarrow  X

(u \mapsto g(u) \mapsto \mathcal{A}^{-1}g(u)

2.2 解の検証条件

F の引き込み性を前提に,以下の検証条件を設定することができる.

定理2.1解を包含することが期待される �候補者集合� W\subset X を,半径  $\alpha$>0 に対し

W:=\{w\in X|\Vert w\Vert_{X}\leq $\alpha$\} (20)

と取る.このとき

 C_{p}\displaystyle \sup_{w\in W}\Vert g(w)\Vert_{Y}\leq $\alpha$ (21)

が成立すれば,  F は W 内に不動点を持つ.

証明: W\subset X は中心 0 の有界凸閉集合.よって,式(2), (21) より

\displaystyle \sup_{w\in W}\Vert F(w)\Vert_{X}\leq C_{p}\sup_{w\in W}\Vert g(w)\Vert_{Y}\leq $\alpha$
であり,  F(W)\subset W が成り立つ.よって Schauder の不動点定理 [19] より結論を得る. \square 

2.3 解の局所—意性

候補者集合 W 内の解の局所—意性は,以下の条件で確認することができる.

*1
��Infinite�, �Sequential �Residual� より命名.
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定理2.2式(20) で定義した W\subset X に対し, C_{g}>0 が存在して

\Vert g(w_{1})-g(w_{2})\Vert_{Y}\leq C_{g}\Vert w_{1}-w_{2}\Vert_{X}, \forall w_{1}, w_{2}\in W (22)

を満たすとする.このとき,定理2.1の条件 (21) に加え

C_{p}C_{g}<1 (23)

が成立すれば, F の不動点は W 内で唯一である.

証明: W は空でない閉集合であり,任意の w_{1}, w_{2}\in W に対し,式(2), (22) より,

\Vert F(w_{1})-F(w_{2})\Vert_{X}=\Vert \mathcal{A}^{-1}(g(w_{1})-g(w_{2}))\Vert_{X}
\leq C_{p}C_{g}\Vert w_{1}-w_{2}\Vert_{X}.

よって,条件 (23) がBanach の不動点定理 [19] の成立条件である F の縮小写像性を導 \langle. \square 

特に g が W で微分可能ならば,以下の評価が成り立つ.

系2.1式(20) で定義した W\subset X に対し, g が W でFre�chet 微分可能ならば,式(22) の C_{g}>0 は

\displaystyle \sup\Vert g'[\hat{w}]w\Vert_{Y}\leq C_{g}\Vert w\Vert_{X}, \forall w\in X (24)
\hat{w}\in W

を満たすように取ればよい.

証明: W が凸集合であることから,平均値の定理 [7, 補題4.14] より

\displaystyle \Vert g(w_{1})-g(w_{2})\Vert_{Y}\leq\sup\Vert g'[\hat{w}](w_{1}-w_{2})\Vert_{Y}, \forall w_{1}, w_{2}\in W. (25)
\hat{w}\in W

よって, w=w_{1}-w_{2}\in X とおけば,式(24) より式 (22) が導かれる. \square 

線形作用素 g'[\hat{w}] : X\rightarrow Y の \hat{w}\in W での有界性 (24) は,少し緩い条件:

\displaystyle \sup\Vert g'[\hat{w}](w_{1}-w_{2})\Vert_{Y}\leq C_{g}\Vert w_{1}-w_{2}\Vert_{X}, \forall w_{1}, w_{2}\in W (26)
\hat{w}\in W

に冒き直すこともできる.

2.4 引き戻しの意義

問題 (1) に \mathcal{A}^{-1} を作用させて得られる不動点問題 u=\mathcal{A}^{-1}f(u) に直接不動点定理を適用することを考え

る.すると,近似解 uh と式 (20) で定義される W に対し,候補者集\hat{}\square 
‐

を U=u_{h}+W で設定し

\mathcal{A}^{-1}f(U)-u_{h}\subset W

でSchauder に不動点定理の条件を確認することになる.しかし,式(2) を適用するためには,任意の u\in U

に対し,

\mathcal{A}^{-1}f(u)-u_{h}=\mathcal{A}^{-1}(f(u)-\mathcal{A}u_{h})

となる必要があり,よって, \mathcal{A}u_{h}\in Y であることが要請される.したがって, Au_{h}\not\in Y の場合には,引き戻

しが必須となる.
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2.5 検証ｱﾙｺﾘｽﾑ IS‐Res

定理2.1, 2.2に基づ \langle 検証ｱﾙｺﾘｽﾑ IS‐Res を示す.精度保証付き数値計算でよ \langle 使われる epsilon‐

inflation [12] を用いている.

7灸証ｱﾙｺﾘｽﾑ IS‐Res

\bullet k=0

初期値 $\alpha$^{(0)}>0 を設定.

\bullet k\geq 1

1. ある定数  $\epsilon$>0 に対し,

\hat{ $\alpha$}^{(k)}:=(1+ $\epsilon$)$\alpha$^{(k-1)}.

2. k 番目の候補者集合 W^{(k)} を以下で定める.

W^{(k)}:=\{w\in X|\Vert w\Vert_{X}\leq\hat{ $\alpha$}^{(k)}\}.

3. k 番目の反復として以下を計算.

$\alpha$^{(k)}:=C_{p}\displaystyle \sup_{w\in W(k)}\Vert g(w)\Vert_{Y}.
4. $\alpha$^{(k)}\leq\hat{ $\alpha$}^{(k)} ならば反復終了.このとき求める解が W^{(k)}\subset X の中に存在.さらに W^{(k)} に対

し C_{g} を算定し C_{p}C_{g}<1 ならば解は W^{(k)} 内で唯—. (更にｵﾌｼｮﾝとして系2.2の \hat{W} を

作成)

5. k:=k+1 として1. に戻る. k があらかじめ定めた最大反復回数に到達した場合や, $\alpha$^{(k)} の値

が設定した閾値を超えた場合は反復終了 , 検証失敗.

2.6 計算ｺｽﾄについて

前節の検証ｱﾙｺﾘｽﾑ IS‐Res において,定数 C_{p} は既知のため,主たる計算部分は候補者集合 W^{(k)} の

任意の元 w に対するﾉﾙﾑ \Vert g(w)\Vert_{Y} および局所—意性のための C_{g} の評価である.無限次元 Newton 型反復

に代表される他の検証手法では,これらの評価に加えて,線形化作用素のﾉﾙﾑ評価 ( C_{p} に対 \ulcorner,L\backslash \backslash ) のための行

列ﾉﾙﾑの上界の算定 [9] や区間係数連立1次方程式の精度保証付き数値計算 [4] などの線形計算が必要とな

る.それらの検証手法に比べ,IS‐Res は追加の線形計算が必要ないため,軽ｺｽﾄであるという特長を持つ.

貝体的な問題におけるﾌﾛｸﾗﾐﾝｸおよび計算ｺｽﾄの比較は文献 [8, 7.11, 7.12節] を参照されたい.

2.7 局所—意牲範囲の拡大

�存在範囲は狭 \langle , ‐意性の範囲は広 \langle � という原則から見れば,条件 (23) を満たす  C_{g} は,可能な限り大

き \langle 取る方が有利である.次に,局所—意性を持つ候補者集合の拡大方法の例を示す.
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系2.2式(20) で定義した  W\subset X 内に F の不動点 w が存在するとする.このとき  $\alpha$\hat{} \geq $\alpha$>0 で構成

される集合

\hat{W}:=\{w\in X|\Vert w\Vert_{X}\leq\hat{ $\alpha$}\} (27)

に対し, \hat{C}_{g}>0 が存在して

\Vert g(w_{1})-g(w_{2})\Vert_{Y}\leq\hat{C}_{g}\Vert w_{1}-w_{2}\Vert_{X}, \forall w_{1}, w_{2}\in\hat{W} (28)

であり,かつ C_{p}\hat{C}_{g}<1 ならば, F の不動点は \hat{W} 内で唯一である.

証明: \hat{W}\neq w である F の不動点 \hat{W}\in\hat{W} が存在するとする.このとき,式(2), (28) より

\Vert w-\hat{w}\Vert_{X}=\Vert F(w)-F(\hat{w})\Vert_{X}=\Vert \mathcal{A}^{-1}(g(w)-g(\hat{w}))\Vert_{X}

\leq C_{p}\hat{C}_{g}\Vert w-\hat{w}\Vert_{X}

であり, \Vert w-\hat{w}\Vert_{X}\neq 0 で両辺を除して C_{p}\hat{C}_{g}\geq 1 を得る.しかしこれは C_{p}\hat{C}_{g}<1 に矛盾する.よって不

動点は w のみである. \square 

系2.2により,解が W に存在して, W 以外の \hat{W} には存在しないという,解の非存在証明を得ることがで

きる.

3 検証例

この章では,3種類の微分方程式に対する検証結果を示し,IS‐Res の有効性 (およびその限界) について議

論する.計算は MATLAB \mathrm{R}2011\mathrm{a} および区間演算ﾂｰﾙﾎｯｸｽ INTLAB [13] version 6で行つた.した

がって,得られる結果は浮動小数点演算における丸め誤差を考慮した数学的に厳密なものである.

以下,有界領域  $\Omega$ に対し,  m 階以下の超関数の意味での導関数がすべて L^{2}( $\Omega$) に属する関数全体を

H^{m}( $\Omega$) , また,  $\Omega$ の境界を \partial $\Omega$ をとする時,

 H_{0}^{1}( $\Omega$):= { u\in H^{1}( $\Omega$)|u=0 \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$ } (29)

で定義する.ただし \partial $\Omega$ 上での値はﾄﾚｰｽの意味とする.このとき,

\displaystyle \nabla u=[\frac{\partial u}{\partial x_{1}} ,
. . .

, \displaystyle \frac{\partial u}{\partial x_{n}}]^{T}
に対し, (\nabla u, \nabla v)_{L^{2}} は H_{0}^{1}( $\Omega$) の内積になる.ただし (u, v)_{L^{2}} は通常の L^{2} 内積とする.

3.1 2点境界値問題

K>0 に対し,次の問題を考える.

\displaystyle \{-u''-Ku=( $\pi$-\frac{K}{ $\pi$})\sin $\pi$ x, 0<x<1 ,

(30)
u(0)=u(1)=0.

方程式 (30) は,｢\ovalbox{\tt\small REJECT} 密解

u(x)=\displaystyle \frac{1}{ $\pi$}\mathrm{s}.\mathrm{n} $\pi$ x
を持つ. \mathcal{A}u=-u'' と冒き,  $\Omega$=(0,1) に対する関数空間

\hat{X}=H^{2}( $\Omega$)\cap H_{0}^{1}( $\Omega$) , X=H_{0}^{1}( $\Omega$) , Y=L^{2}( $\Omega$)
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と内積

(u, v)_{X}=(u', v')_{L^{2}}, (u, v)_{Y}=(u, v)_{L^{2}}

を導入し,検証ｱﾙｺﾘｽﾑ IS‐Res を適用する.区間 (0,1) を N 等分し,分割幅を h=1/N とする.端点

を除 \langle 各分割点で1を取りそれ以外では  0 となる区分的1次関数を基底関数として Xh を定める.この時,

式(5) は  C(h)=h/ $\pi$ [  7 , 定理4.4], 式(2) (式 (16)) は  C_{p}=1/ $\pi$ [  15 ,
Theorem 1.2] で成立する.近似解

u_{h} \in X_{h} は \mathcal{A}u_{h}\not\in Y であるため, x* 型 \mathrm{e}| き戻しを適用する.式(9) を満たす u_{h} \in X_{h} は,対｢,L\backslash \backslash する区間

係数連立1次方程式を精度保証付きで解 \langle ことにより得られる.

この時,条件 (20) は,  K<$\pi$^{2} ならば

\displaystyle \Vert v_{0}\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}\leq\frac{ $\pi$}{K}(1-\frac{K}{$\pi$^{2}}) $\alpha$
を満たす  $\alpha$>0 で成立する.この事実は, K\geq$\pi$^{2} では IS‐Res による検証は困難であること,および,線形

な方程式であっても,Newton 法に代表される解の検証手法 [4] が必要なことを示唆している.表1は N と

K に対して得られる存在検証条件 (21) を満たす W のﾉﾙﾑ値を示す.表示最終桁を切り上げている.

表1 IS‐Res による検証結果 (2点境界値問題)

3.2 2階楕円型境界値問題

2次元正方領①或  $\Omega$=(0,1)\times(0,1) に対し,次の問題を考える.

\left\{\begin{array}{ll}
-\triangle u =  $\lambda$(1+u+u^{2}-au^{3}) & \mathrm{i}\mathrm{n}  $\Omega$,\\
u = 0 & \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$.
\end{array}\right. (31)

 $\lambda$, a>0 は与えられたﾊﾗﾒｰﾀとする.問題 (31) は,微小な a に対し  $\lambda$ を変数として図1のような解

の分岐曲線を描 \langle ことが知られている [3]. 領域  $\Omega$ を三角形一様分割し,三角形要素上での区分1次関数

図1  $\lambda$ をﾊﾗﾒｰﾀとした  u の概形

により X_{h} の基底関数を構成する. x または y 方向の分割数を N とすれば, h=1/N に対し式 (5) は

C(h)=0.493h に取ることができる [2]. また,式(2)(式 (16)) は C_{p}=1/( $\pi$\sqrt{2}) で成立する.式(9)を満
たす u_{h} \in X_{h} は,有限次元非線形方程式に Krawczyk 法を適用することで精度保証付きで求める.図2に分
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岐曲線 (図1) の� 下の解� に対｢,L\backslash \backslash する近似解の形状を,表2に検証結果を示す.検証に成功したのは,すべ

て下の解である. \Vert W\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)} は解を包み込む集\hat{}\square 
‐

(表示桁以降切り上げ) , \Vert\hat{W}\Vert_{H_{0}^{1}( $\Omega$)} は局所—意� |\not\subset が得られ

た集合 (表示桁以降切り捨て) のﾉﾙﾑ値である.なお,  $\lambda$ が6を超える下の解および上の解の検証には失敗

表2 IS‐Res による検証結果 (N=30, a=0.001)

 $\lambda$=1  $\lambda$=3  $\lambda$=6

\Vert u_{h}\Vert_{\infty}=0.078 \Vert u_{h}\Vert_{\infty}=0.275 \Vert u_{h}\Vert_{\infty}=0.995

図2 近似解の概形 (最大値1で規格化)

した.この場合には,Newton 型反復に基づ \langle 検証手法 [9] などの適用が必要となる.

3.3 4階楕円型方程式

領①或  $\Omega$=(0,  $\pi$/a)\times(0,  $\pi$) において次の問題を考える.

\left\{\begin{array}{ll}
P\triangle^{2}u =\sqrt{PR} $\xi$-u_{z}\triangle u_{x}+u_{x}\triangle u_{z}, & \mathrm{i}\mathrm{n}  $\Omega$\\
 u =\triangle u=0, & \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$.
\end{array}\right. (32)

P, R, a>0 は既知の変数.  $\xi$ は  u と同じ境界条件を満たす外力項とする.問題 (32) は2次元 Navier‐Stokes

方程式に対し流速についての流れ関数表示を行い変数変換と正規化を施すことで得られる4階楕円型方程式

である [1]. 境界条件を満たす関数空間を2重Fourier級数で

\mathrm{I}(\infty 1_{\mathrm{I}}

X^{k}:=\displaystyle \{\sum_{(_{n=1}^{m=1}}a_{mn}\sin(amx)\sin(ny)\mathrm{l}a_{mn}\in \mathbb{R},\sum_{m=1 ,n=1}^{\infty}((am)^{2k}+n^{2k})a_{mn}^{2}<\infty\}/^{\mathrm{I}}
で定義することで,

\mathcal{A}=P\triangle^{2}, \hat{X}=X^{4}, X=X^{3}, Y=X^{0}
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と定める.このとき, \Vert u\Vert x:=\Vert\nabla\triangle u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}, \Vert u\Vert_{Y}:=\Vert u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)} に対し,式(2) は C_{p}=1/(P(\sqrt{a^{2}+1})) で

成立し,IS‐Res の適用が可能となる.ここでは,  $\xi$ を式 (32) と移流拡散方程式の連立系 [16] の近4以解として

定め,Fourier \prime \mathrm{i}^{4_{\backslash }}\&数展開を  x, y とも N で打ち切つた空間から u_{h} を定め直接的な引き戻し

\left\{\begin{array}{ll}
P\triangle^{2}w =J(w+u_{h}, \triangle w)+J(w, \triangle u_{h})-P\triangle^{2}u_{h}+\sqrt{PR} $\xi$+J(u_{h}, \triangle u_{h}) & \mathrm{i}\mathrm{n}  $\Omega$\\
 w =\triangle w=0, & \mathrm{o}\mathrm{n} \partial $\Omega$,
\end{array}\right. (33)

w=u-u_{h}, J(u, v):=u_{x}v_{z}-v_{x}u_{z}

を適用した.解の検証ではPlumによる最大値ﾉﾙﾑ評価 [11]

\Vert u\Vert_{L^{\infty}( $\Omega$)}\leq K_{1}\Vert u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}+K_{2}\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}+K_{3}\Vert\triangle u\Vert_{L^{2}( $\Omega$)}, \forall u\in X,

K_{1}=\displaystyle \frac{1}{ $\pi$}\sqrt{\frac{a}{2}}, K_{2}=1.1548\sqrt{\frac{4+a^{2}}{6a}}, K_{3}=0.22361\sqrt{\frac{144+40a^{2}+9a^{4}}{10a^{3}}}\frac{ $\pi$}{3}
を用いた.図3は近似解の形状を示す.その結果, R=5, P=10, a=1/\sqrt{2}, N=5 において \Vert W\Vert_{X} の意

図3 近似解の概形

味で 3.67713\times 10^{-9} の範囲に解を包み込むことに成功した.なお,より大きな R や移流拡散方程式との系と

なる Oberbeck‐Boussinesq 方程式に適用するにはIS‐Res では限界があり,Newton 法に基づ \langle 検証手法 [16]
などが必要となる.
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