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格子路の組合せ論から見た可積分系とその周辺

(Integrable Systems from the Viewpoint of Lattice

Path Combinatorics)

By

上岡修平 (Shuhei Kamioka)�

Abstract

Combinatorial aspects of discrete and ultradiscrete integrable systems are discussed for

the discrete Toda equation and the ultradiscrete Toda equation. Solutions to the equations are

investigated from a combinatorial viewpoint, in which weighted paths are utilized as combina‐

torial tools. In particular, an initial value problem is exactly solved in terms of non‐intersecting
paths and shortest paths on a specic graph.

§1. はじめに

本研究では可積分系に対する組合せ論的なｱﾌﾛｰﾁとして,組合せ論の手法を用いて
可積分系の解構造を調べる.そこでは組合せ論的な道具立てとして重み付き径路を用いる.

特に可積分系として離散戸田方程式と超離散戸田方程式を取り上げ,それぞれの初期値問
題の解に対して,非交叉径路とｸﾗﾌ上の最短路による組合せ論的な表示を与える.

本研究の契機となつたのは組合せ論におけるViennot [19] の研究である.彼はPadé近

似の計算法である qd ｱﾙｺﾘｽﾑに着目し,その構造を径路 (Dyck 路) を用いて組合せ

論的に調べた.特に qd ｱﾙｺﾘｽﾑに現れる行列式に対して,非交叉径路の重み付き数え
上げによる組合せ論的な解釈を与えた (いわゆるGessel‐Viennot [6] 流の解釈). さらに数

え上げ組合せ論への応用として,非交叉径路の数え上げ問題 (または等価な Young 盤の問

題[4]) を厳密に解いた.よく知られている通り qd ｱﾙｺﾘｽﾑと離散戸田方程式は,離
散力学系として全く同じものである [12]. そして qd ｱﾙｺﾘｽﾑに現れる行列式は,離散
戸田方程式では行列式解 (分子解) におけるﾀｳ関数に相当する.この見方から,Viennot
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の研究 (の一部) は｢離散戸田方程式の初期値問題を,非交叉径路を用いて組合せ論的に解
いた｣ ものと見なせる.

離散戸田方程式に対するViennotの解 (後述の定理3.1) は次の特徴的な構造を持つてい

る: 解は組合せ論的に (3\mathrm{F} 交叉径路の重み和の形で) 書かれており,減算を全く含まない.
行列式として与えられているﾀｳ関数に対して,減算を含まない組合せ論的な表示を与え
ている.組合せ論において,この構造は数え上げ問題への応用の際に重要である.一方,可
積分系の観点からは,これは超離散化が可能であることを意味する.一般に行列式の超離
散化は負の問題をはらむため自明ではない.しかしこの解にはそれが無い.超離散化の結

果として,対応する超離散系,今の場合は超離散戸田方程式の解が得られると期待される.
以上を \ovalbox{\tt\small REJECT} んで,本稿では次の二点について議論する:

(i) 離散戸田方程式の初期値問題の解の組合せ論的な導出 (3節). これは Viennot [19]
の結果に対する可積分系の観点からのﾚﾋｭｰである.

(ii) 超離散戸田方程式の初期値問題の解の組合せ論的な導出 (4節). 離散戸田方程式の

解の超離散化を出発点として,解の表示を簡潔にしていく.

§2. 離散戸田方程式と超離散戸田方程式

離散戸田方程式および超離散戸田方程式の解を組合せ論的に構成するにあたつて,全て
の下敷きになるのは離散戸田方程式の行列式解 (分子解) である.ここでは離散戸田方程

式と超離散戸田方程式とその解について基礎的な事柄を復習する.

離散戸田方程式 (discrete Toda eq.) は次の差分方程式により記述される:

(2.1a) q_{n}^{(t+1)}+e_{n}^{(t+1)}=q_{n}^{(t)}+e_{n+1}^{(t)},
(2.1b) q_{n}^{(t+1)}e_{n+1}^{(t+1)}=q_{n+1}^{(t)}e_{n+1}^{(t)}.
独立変数 t および n はそれぞれ整数の上を動く.本稿では離散戸田方程式 (2.1) を半無限

格子 n\geq 0 上で考え,境界条件として次を課す:

(2.2) e_{0}^{(t)}=0.
離散戸田方程式は戸田格子の時間離散類似として解釈できる [7] (境界条件 (2.2) は片側自

由端の条件に対応する). 境界条件 (2.2) の下での離散戸田方程式は,Pade近似のための
qd ｱﾙｺﾘｽﾑ (例えば [3] を参照) と等価である (時間発展式 (2.1) は,関数の Stieltjes

連分数展開のための漸化式として用いられる). また境界条件 e_{N}^{(t)}=0(N\geq 1) を加えて

有限格子上で考えるとき,離散戸田方程式は行列の固有値計算のための qd ｱﾙｺﾘｽﾑ

[15] と等価である.

離散戸田方程式の解は双線形化により導出することができる.離散戸田方程式のﾀｳ関

数 $\tau$_{n}^{(t)} を従属変数変換

(2.3) q_{n}^{(t)}=\displaystyle \frac{$\tau$_{n+1}^{(t+1)}$\tau$_{n}^{(t)}}{$\tau$_{n}^{(t+1)}$\tau$_{n+1}^{(t)}}, e_{n}^{(t)}=\displaystyle \frac{$\tau$_{n-1}^{(t+1)}$\tau$_{n+1}^{(t)}}{$\tau$_{n}^{(t+1)}$\tau$_{n}^{(t)}} .
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により導入する.このとき (2.1) は次の双線形方程式に帰着する:

(2.4) $\tau$_{n-1}^{(t+1)}$\tau$_{n+1}^{(t-1)}-$\tau$_{n}^{(t+1)}$\tau$_{n}^{(t-1)}+$\tau$_{n}^{(t)}$\tau$_{n}^{(t)}=0 (n\geq 1) .

ただし境界条件として $\tau$_{0}^{(t)}=1 を要請する.双線形方程式 (2.4) の解は Hankel 行列式の

形で見つけることができる: 任意関数 f_{n}^{(t)} で分散関係式

(2.5) f_{n}^{(t+1)}=f_{n+1}^{(t)}

を満たすものを用いて

(2.6) $\tau$_{n}^{(t)}=\det(f_{i+j}^{(t)})_{i,j=0}^{n-1}=\left|\begin{array}{llll}
f_{0}^{(t)} & f_{1}^{(t)} & \cdots & f_{n-1}^{(t)}\\
f_{1}^{(t)} & f_{2}^{(t)} & \cdots & f_{n}^{(t)}\\
\vdots & \vdots &  & \\
f_{n-1}^{(t)} & f_{n}^{(t)} & \cdots & f_{2n-2}^{(t)}
\end{array}\right|
(証明には Sylvester の行列式恒等式を用いる). 行列式 $\tau$_{n}^{(t)} が任意の t および n に対して

非零ならば,それを (2.3) に代入したものは離散戸田方程式 (2.1) の解である.

超離散戸田方程式 (ultradiscrete Toda eq.) は次の差分方程式により記述される:

(2.7a) Q_{n}^{(t+1)}=\displaystyle \min\{\sum_{k=0}^{n}Q_{k}^{(t)}-\sum_{k=0}^{n-1}Q_{k}^{(t+1)}, E_{n+1}^{(t)}\},
(2.7b) E_{n+1}^{(t+1)}=Q_{n+1}^{(t)}-Q_{n}^{(t+1)}+E_{n+1}^{(t)}.

ただし n\geq 0 (境界条件無し). 超離散戸田方程式は箱玉系の時間発展を記述する [10]. 超

離散戸田方程式は,離散戸田方程式 (2.1) (に境界条件 (2.2) を加えたもの) の超離散極限

をとることにより導出することができる [10]. その意味で (2.7) は(2.1) の超離散類似とし

て解釈できる.対応する双線形方程式も同様に得られる: ﾀｳ関数 T_{n}^{(t)} を従属変数変換

(2.8a) Q_{n}^{(t)}=T_{n+1}^{(t+1)}+T_{n}^{(t)}-T_{n}^{(t+1)}-T_{n+1}^{(t)},
(2.8b) E_{n}^{(t)}=T_{n-1}^{(t+1)}+T_{n+1}^{(t)}-T_{n}^{(t+1)}-T_{n}^{(t)}

により導入するとき

(2.9) T_{n}^{(t+1)}+T_{n}^{(t+1)}=\displaystyle \min\{T_{n-1}^{(t+1)}+T_{n+1}^{(t+1)}, 2T_{n}^{(t)}\} (n\geq 1) .

ただし T_{0}^{(t)}=0.
超離散戸田方程式の解も,対応する双線形方程式 (2.9) を解くことにより求めることが

できる.特に離散戸田方程式の方で双線形方程式 (2.4) の解を知っていれば,それを超離
散化することにより (2.9) の解が得られる (例えば [11] にある解はそのようにして作られ
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ている). ただし超離散化可能であるならば.離散戸田方程式の行列式解 (2.6) は,いわゆ
る負の問題のためそのままの姿では超離散化できない.例えば一般に行列式の置換展開は

減算を含む.また関数 f_{n}^{(t)} の選び方によってはﾀｳ関数 $\tau$_{n}^{(t)} は負の値をとり得る.離散系

の行列式解 (2.6) から超離散系のﾀｳ関数 T_{n}^{(t)} を導くためには,こういつた負の問題を上
手く回避する必要がある.

§3. 離散戸田方程式の初期値問題

\mathrm{K} を任意の体とする.離散戸田方程式 (2.1) の初期値問題として次の問題を考える:

\mathrm{K}\backslash \{0\} 上の列 \{a_{n}\}_{n=0}^{\infty} を任意にとり,時刻 t=0 における従属変数の値を次で定める:

(3.1) q_{n}^{(0)}=a_{2n}, e_{n}^{(0)}=a_{2n+1}, n\geq 0.

このとき任意の t\geq 0 および n\geq 0 に対して,ﾀｳ関数 $\tau$_{n}^{(t)} の値を初期値 a_{n} の関数とし

て書き下せ.離散戸田方程式は時間 t に関して正方向に一意的に発展する.従つてﾀｳ関

数の定義 (2.3) (および規格化 $\tau$_{0}^{(t)}=1 ) から, $\tau$_{n}^{(t)} の値は初期値 a_{n} の有理関数として一意

に定まる.これを求めよという問題である.

この初期値問題は Viennot [19] により厳密に解かれている.Viennot は非交叉径路に関

する数え上げ問題を解くために (具体的にはCatalan数を成分とする行列式の値を計算す
るために), Pade� 近似のための qd ｱﾙｺﾘｽﾑを利用した.その過程で qd ｱﾙｺﾘｽﾑ

とその漸化式に対して組合せ論的な解釈を与えた.特に qd ｱﾙｺﾘｽﾑに現れる行列式

に対して,その値が非交叉径路の重み和として解釈可能であることを示した.Viennotに
よるこの組合せ論的な結果は,可積分系の観点からは次のように解釈することができる:
qd ｱﾙｺﾘｽﾑの漸化式は離散戸田方程式の発展式 (2.1) と全く同じものであるそしてそ

こに現れる行列式は離散戸田方程式のﾀｳ関数 $\tau$_{n}^{(t)} そのものである.従つてViennotの

導いた非交叉径路による組合せ論的解釈は,ﾀｳ関数 $\tau$^{(t)} に対しても適用可能である.つ

まりﾀｳ関数 $\tau$^{(t)} の値は非交叉径路の言葉で書き下すことができ,これが初期値問題の解
を与える.3節の内容は \mathrm{q}\mathrm{d} ｱﾙｺﾘｽﾑに関する Viennot の研究 [19] に対する,可積分
系の視点からのﾚﾋｭｰである.

離散戸田方程式の初期値問題の解を組合せ論的に書き下すために,ここでは (重み付き)
径路 (Path) を用いる.まずはその定義を与える.二次元平面 \mathbb{R}^{2} 上の径路 P で上ｽﾃｯ

ﾌ(1, 1) と下ｽﾃｯﾌ (1, -1) により構成されるものを考える.径路 P は x 軸(水平直線
y=0) より下に進まないとき正であるという (x 軸に触れてもよい). また P の始点と終点

がともに x 軸上にあるとき接地されているという.接地された正径路の例を図1に示す.

離散戸田方程式の初期値問題の解は接地された正径路を用いて記述される.そこで鍵を

握るのは径路の重みであり,それは初期値 a_{n} の単項式として次のように定義される.径路

P の各ｽﾃｯﾌ s に次の規則で重み (ﾗﾍﾙ) を付ける: s が水平直線 y=n からの上ｽﾃｯ

ﾌならば重み a_{n} , 下ｽﾃｯﾌならば重み1. このとき径路 P の重み w(P) を P を構成す

る全てのｽﾃｯﾌの重みの積として定義する.例えば図1の径路の重みは w(P)=a_{0}^{2}a_{1}^{3}a_{2}
である.



INTEGRABLE SYSTEMS FR0M THE Viewpoint of Lattice Path Combinatorics 77

図1. 接地された正径路 ( a_{n} または1はそれぞれ真上にあるｽﾃｯﾌの重み).

図2. 非交叉径路 P=\{Po, P_{1}, P2\}\in P(4,3) (x 軸上の小四角は原点 (0,0) を指す).

最後にﾀｳ関数 $\tau$_{n}^{(t)} の値を具体的に記述するために非交叉径路の集合を用意する.任

意の t\geq 0 および n\geq 0 に対して集合 P(t, n) を次のように定義する: P(t, n) の元

P=\{Po, . . :, P_{n-1}\} は径路の n‐集合 (位数 n の集合) で次の二条件を満たすものである:

(i) 各Pj は接地された正径路であり,始点と終点をそれぞれ x 軸上の二点 (-2j, 0) と

(2t+2j, 0) に持つ (t=0 のときPo は始点と終点をともに原点 (0,0) に持ち,ｽﾃｯ

ﾌをひとつも含まない).

(ii) Po, . .

:; P_{n-1} は非交叉的である.つまりどの相異なる二本 Pj と P_{k}(j\neq k) も同じ

点を通らない:  P_{j}\cap P_{k}=\emptyset (空集合).

例えば  t=4 かつ n=3 のとき,集合 P(4,3) の元 P=\{Po, P_{1}, P2\} は図2のような三本

の非交叉的径路として図示できる.

定理3.1 (Viennot [19]). 離散戸田方程式の初期値問題の解は次のﾀｳ関数により与

えられる:

(3.2) $\tau$_{n}^{(t)}= \displaystyle \sum w(P) .

P \in P(ち  n )

ただし P=\{P_{0}, . ::, P_{n-1}\} に対して w(P)=w(P_{0})\cdots w(P_{n-1})(n=0 のとき P は空

集合であり w(\emptyset)=1
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定理3.1の導出にあたつて,念頭にあるのは次の意味での離散戸田方程式の線形化であ
る.離散戸田方程式の時間発展則は非線形な差分方程式 (2.1) により記述される.これは

行列式 (2.6) により定義されるﾀｳ関数 $\tau$_{n}^{(t)} を通して,行列式の成分 f_{n}^{(t)} に対する線形な

分散関係式 (2.5) に置き換わる.つまり離散戸田方程式は,ﾀｳ関数 $\tau$_{n}^{(t)} とその成分 f_{n}^{(t)}
を通して線形化される.線形方程式による時間発展を追うのは簡単で,今の場合 f_{n}^{(t)} に関

する初期値問題は厳密に解くことができる:

(3.3) f_{n}^{(t)}=f_{t+n}^{(0)} (t\geq 0, n\geq 0) .

時間発展に関する問題は解決されたから,残る問題は次の二点に絞られる:

(a) f_{n}^{(t)} の初期値 f^{(0)} をいかに求めるか.

(b) f_{n}^{(t)} の具体値を知つた上で,ﾀｳ関数 $\tau$_{n}^{(t)}=\det(f_{i+j}^{(t)})_{i,j=0}^{n-1} の値をいかに求めるか.

この二つの問題を解決するために組合せ論における二つの結果を利用する.つまりFlaJiet
による連分数の組合せ論的解釈 [5] と,行列式の組合せ論的解釈であるGessel‐Viennot の

補題 [6] である.

問題 (a) の解決には連分数に関する Flajolet の結果 [5] を用いる.まず Padé 近似にお

ける qd ｱﾙｺﾘｽﾑの議論 (例えば [3, 4.3節] に詳しい) から,離散戸田方程式の初期値
a_{n} と変数 f_{n}^{(t)} の初期値 f^{(0)} の間に,Stieltjes 型の連分数 ( \mathrm{S}‐連分数) による次の等式が成

り立つことが分かる:規格化 f_{0}^{(0)}=1 の下で

(3.4) \displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}f_{n}^{(0)}z^{n}=\frac{1}{a_{0^{Z}}}
1--

a_{1^{Z}}
1--

a_{2^{Z}}
1--

 1-\cdots

(不定元  z の形式的冪級数としての等式). Flajolet の結果は右辺の \mathrm{S}‐連分数に対して (重
み付き) 径路による組合せ論的な解釈を与える.その帰結として f_{n}^{(0)} に対する次の表示を

得る:

(3.5) f_{n}^{(0)}=\displaystyle \sum_{P}w(P) (n\geq 0) .

ただし右辺の和において P は接地された正径路で,始点と終点がそれぞれ x 軸上の二点

(0,0) と (2n, 0) にあるものである.例えば

f_{0}^{(0)}=1,
f_{1}^{(0)}=a_{0},

(3.6)
f_{2}^{(0)}=a_{0}^{2}+a_{0}a_{1},
f_{3}^{(0)}=a_{0}^{3}+2a_{0}^{2}a_{1}+a_{0}a_{1}^{2}+a_{0}a_{1}a_{2}.
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径路の重み w(P) の定義から (3.5) の右辺は初期値 a_{n} に関する斉 n 次多項式である.実

際,次のようにも書ける [5]:

(3.7) f_{n}^{(0)}=\displaystyle \sum_{k_{1}=0}\sum_{k_{2}=0}^{k_{1}+1}\cdots\sum_{k_{n}=0}^{k_{n-1}+1}a_{k_{1}}a_{k_{2}}\cdots a_{k_{n}}
(このような形の和は genetic sum と呼ばれ,直交関数や Padé 近似の研究においてしばし

ば現れる [2]). こうして f_{n}^{(t)} の初期値 f_{n}^{(0)} は,離散戸田方程式の初期値 a_{n} の斉次多項式

として具体的に求まる.

問題 (b) の解決には行列式と非交叉径路に関する Gessel‐Viennot の補題 [6] を用いる

(これに関してはAigner による解説 [1, 5.4節] が読み易い). 任意時刻 t\geq 0 において変数

f_{n}^{(t)} の具体値は (3.3) と(3.5) から定まる.特にそれは径路の重み和の形をとる.今,ﾀｳ
関数 $\tau$_{n}^{(t)} は f_{n}^{(t)} を成分とする行列式であり,特にその (i, j) 成分 f_{i+j}^{(t)} は次のように読むこ

とができる: f_{i+j}^{(t)}=f_{t+i+j}^{(0)} の値は,始点と終点がそれぞれ (-2i, 0) と (2t+2j, 0) にある接

地された正径路の重みの総和に等しい.このような行列式に対して組合せ論的な解釈を与

えるのが Gessel−Viennot の補題である.その直接的な帰結として定理3.1の主張を得る.

以上,離散戸田方程式の初期値問題に対するViennot [19] による組合せ論的な解法の解

説であつた.なお初期値問題の解に関する定理3.1は,以上の議論に依ることなく非交叉
径路のみを用いて直接的に証明できる [17]. 続く話題として [19] では非交叉径路の数え上

げ,つまり集合 P(t, n) の位数の計算を行なっている (これは初期値 a_{n}=1 に対応する特

殊解の導出に相当する). 本稿における次の話題は超離散可積分系である.端的に言えば,
定理3.1で得られた離散戸田方程式の解を超離散化する.

§4. 超離散戸田方程式の初期値問題

超離散化を議論するので \mathrm{K}=\mathbb{R} とする.超離散戸田方程式の初期値問題として,離散戸
田方程式の場合と類似の問題を考える: 実数列 \{A_{n}\}_{n=0}^{\infty} を任意にとり,時刻 t=0 におけ

る従属変数の値を次で定める:

(4.1) Q_{n}^{(0)}=A_{2n}, E_{n+1}^{(0)}=A_{2n+1} (n\geq 0) .

このとき任意の t\geq 0 および n\geq 0 に対して,ﾀｳ関数 T_{n}^{(t)} の値を初期値 A_{n} の関数とし

て書き下せ.

超離散戸田方程式の初期値問題の解は,離散戸田方程式に対する解,つまり定理3.1の
ﾀｳ関数 $\tau$^{(t)} を超離散化することにより自動的に得られる.実際ﾀｳ関数 $\tau$_{n}^{(t)} は減算を含

まず,超離散化における負の問題とは無縁である.非交叉径路の言葉で組合せ論的に記述
されたﾀｳ関数 (3.2) は,元々離散戸田方程式の行列式解 (2.6) を基にしてつくられたもの

である.離散戸田方程式の初期値問題に関する3節の議論は,行列式解に含まれる負の問
題を克服するための組合せ論的な工夫とも捉えることができる.
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図3. 台形路.

定理3.1のﾀｳ関数 $\tau$_{n}^{(t)} を超離散化するために,まず準備として径路の重み w(P) を超

離散化する.径路 P の各ｽﾃｯﾌ s に対して,次の規則で重み (ﾗﾍﾙ) を付ける: ｽﾃｯ

ﾌ s が水平直線 y=n からの上ｽﾃｯﾌならば A_{n} , 下ｽﾃｯﾌならば 0 . このとき径路 P

の重み W(P) を P を構成する全てのｽﾃｯﾌの重みの和として定義する (重み w(P) は

ｽﾃｯﾌの重みの積として定義されていた). 例えば図1の径路は重み w(P)=a_{0}^{2}a_{1}^{3}a_{2} を

持つが,これを超離散化して W(P)=2A_{0}+3A_{1}+A_{2} である.超離散戸田方程式の初期

値問題の解は,次のﾀｳ関数により与えられる:

(4.2) T_{n}^{(t)}= \displaystyle \min W(P) (t\geq 0, n\geq 0) .

P\in P(t,n)

ただし P=\{Po, . . . , P_{n-1}\} に対して W(P)=W(P_{0})+\cdots+W(P_{n-1}) .

非交叉な台形路による解 ﾀｳ関数 T_{n}^{(t)} を(4.2) により非交叉径路の言葉で定めるとき,
これは超離散戸田方程式の初期値問題の解を与える.ただし,この解の表示は次の意味で
冗長である: 部分集合 \overline{P}(t, n)\subseteq P(t, n) が存在して

(4.3) \displaystyle \min W(\overline{P})= \min W(P) .

\overline{P}\in\overline{P}(t,n) P\in P(t,n)

つまり T_{n}^{(t)} の値を最小値として決定するとき,(4.2) のように集合 P(t, n) 全体を探し回

る必要はなく,より小さな部分集合 \overline{P}(t, n) の中を探せば十分である.

そのような部分集合 \overline{P}(t, n) とは具体的には次のようなものである.接地された正径路

P を次の条件を満たすとき台形路と呼ぶ:非負整数 n が存在して, P の峰 (Peak, 連続す

る上下の二ｽﾃｯﾌ) と谷(valley, 連続する下上の二ｽﾃｯﾌ) は(存在するならば) 二つ

の水平直線 y=n と y=n+1 を境界とする幅1の領域に全て含まれる.例えば図3の

径路は台形路であるが,図1の径路や図2の三本の径路はそれぞれ台形路でない.今,部
分集合 \overline{P}(t, n)\subseteq P(t, n) を次のように定義する: 径路の n‐集合 \{\overline{P}_{0}, . . . ;\overline{P}_{n-1}\}\in P(t, n)
(っまり非交叉径路) で,各 \overline{P}_{j} が台形路であるものの全体.例えば t=4 かつ n=3 のと

き \overline{P}(4,3) の元は図4のような非交叉な台形路として図示される.このように定義された

部分集合 \overline{P}(t, n) は(4.3) を満たす.実際,次の補題を示すことができる.

補題4.1. 任意の P\in P(t, n) に対して \overline{P}\in\overline{P}(t, n) が存在して,不等式  W(\overline{P})\leq
 W(P) が成り立つ.



Integrable Systems from the Viewpoint of Lattice Path Combinatorics 81

図4. 非交叉な台形路 \overline{P}= \{\overline{P}_{0}, \overline{P}_{1}, \overline{P}_{2}\}\in\overline{P}(4,3) .

結局ﾀｳ関数 (4.2) による解は次の通りに書き換えられる:

定理4.2. 超離散戸田方程式の初期値問題の解は,次のﾀｳ関数により与えられる:

(4.4) T_{n}^{(t)}= \displaystyle \min W(\overline{P}) (t\geq 0, n\geq 0) .

\overline{P}\in\overline{P}(t,n)

定理4.2のﾀｳ関数 T_{n}^{(t)} の表示 (4.4) は,元々の表示 (4.2) に比べてずつと簡潔である.

実際 (4.4) の最小値において,集合 \overline{P}(t, n) の位数は二項係数 \displaystyle \left(\begin{array}{l}
t+n-1\\
n
\end{array}\right)=\prod_{1\leq j<t^{\frac{n+j}{j}}} に

等しいが,(4.2) の P(t, n) の位数は Catalan 数 C_{n}=\displaystyle \frac{1}{n+1}\left(\begin{array}{l}
2n\\
n
\end{array}\right) [ 14
, A000108] を成分とす

るHankel 行列式 \det(C_{t+i+j})_{i,j=0}^{n-1} に等しい.その値は厳密に \displaystyle \prod_{1\leq i\leq j<t}\frac{2n+i+j}{i+j} に等しく

[19], \overline{P}(t, n) の位数よりはるかに大きい.

最短路による解 任意の t\geq 0 および n\geq 0 に対して次のような(有向) ｸﾗﾌ G=G(t, n)
を考える: (t+1)\times(n+1) 個の節点 (j, k)\in \mathbb{R}^{2} ( 0\leq i\leq n かつ 0\leq k\leq t ) からなり,隣
接する二節点は東枝 ( 1, 0) と北枝 (0,1) の二種類の有向枝により結ばれる.例えば t=4

かつ n=3 の場合ｸﾗﾌ G=G(4,3) は図5のように図示される.ｸﾗﾌ G の各枝 e に対

して枝の長さ W(e) を次の規則で定める: 枝 e が節点 (j, k) を始点とする東枝 Ej, k ならば

(4.5) W(E_{j,k})=\displaystyle \sum_{ $\nu$=0}^{2j+k-1}A_{ $\nu$}+(t-k)A_{2j+k},
北枝 Nj, k ならば W(N_{j,k})=0 . ここで A_{n} は超離散戸田方程式の初期値である (A_{n} は

任意の実数として選ぶので,枝の長さ W(e) は負の値をとってもよい). 二本の水平直線

y=t-1 および y=t 上の東枝について

(4.6) W(E_{j,t-1})=W(E_{j,t}) (0\leq j<n)
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(3; 4)

(0;0)

図5. ｸﾗﾌ G=G(4,3) と G‐径路 Q.

が成り立つことに注意する.任意の G‐径路 Q に対して,径路の長さ W(Q) を Q の通る枝

の長さの総和として定義する.例えば図5の G 径路 Q の場合

W(Q)=W(E_{0,1})+W(E_{1,1})+W(E_{2,3})
(4.7)

=3A_{0}+5A_{1}+2A_{2}+4A_{3}+A_{4}+A_{5}+A_{6}+A_{7}.

今 t\geq 1 を仮定する.このとき G‐径路 Q で二節点 (0,0) と (t-1, n) を結ぶものを考

えると, Q は非交叉な台形路 \overline{P}=\{\overline{P}_{0}, . . . ; \overline{P}_{n-1}\}\in\overline{P}(t, n) と一対一に対応する.ここで

は Q と \overline{P}=\{\overline{P}_{0}, . . . ; \overline{P}_{n-1}\} を次のように対応付ける: Q が東枝 Ej, k を通るならば,また
そのときに限り \overline{P}_{j} は峰と谷を全て二本の水平直線 y=2j+k と y=2j+k+1 の間に

持つ.例えば図5の Q (から終点 (3, 4) に至る最後の北ｽﾃｯﾌを除いたもの) は図4の

\overline{P}= \{\overline{P}_{0}, \overline{P}_{1}, \overline{P}_{2}\} に対応するように描いている.実は G の枝の長さは,この一対一の対応
の下で等式

(4.8) W(Q)=W(P)

が成り立つように定めている.ゆえに

(4.9) \displaystyle \min W(Q)= \min W(\overline{P}) .

Q \overline{P}\in\overline{P}(t,n)

等式 (4.9) の左辺が表すのは,ｸﾗﾌ G 上で二節点 (0,0) と (t-1, n) を結ぶ最短路の長さ

に相当する.実は (4.6) より,等式 (4.9) は G‐径路 Q の終点を (t-1, n) から (t, n) に取り

替えてもそのまま成り立つ (この場合は t=0 でもよい).
以上の考察から,超離散戸田方程式に対する定理4.2の解は次のように書き換えられる:

定理4.3. 超離散戸田方程式の初期値問題の解は,次のﾀｳ関数により与えられる:
ｸﾗﾌ G=G(t, n) 上において,二節点 (0,0) と (t, n) を結ぶ最短路 (の一つ) を Q^{*}(t, n)
と書くとき,

(4.10) T_{n}^{(t)}=W(Q^{*}(t, n)) (t\geq 0, n\geq 0) .
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ただし G の各枝の長さは(4.5) (お
\grave{}

よび W(N_{j,k})=0) により与えられているものとする.

以上,離散戸田方程式の解の超離散化から始まつて,超離散戸田方程式の初期値問題の
解まで辿り着いた.最終的に定理4.3において,超離散戸田方程式の解はｸﾗﾌ上の最短
路の言葉で組合せ論的に表示できることが分かつた.超離散戸田方程式の組合せ論的な解

については,他にも Nakata [13] による最短路の表示があることを注意しておく.

§5. おわりに

本研究では離散戸田方程式と超離散戸田方程式の初期値問題を扱い,その解に対して (特
にﾀｳ関数) に対して径路による組合せ論的な表示を与えた.離散系である離散戸田方程

式の場合,ﾀｳ関数 $\tau$^{(t)} は非交叉径路の重み和として記述された.また超離散系である超

離散戸田方程式の場合,ﾀｳ関数 T_{n}^{(t)} は非交叉な台形路の重み和,もしくはそれと (ほぼ)
等価なものとして,あるｸﾗﾌ上の最短路の長さとして表示された.

組合せ論的な議論の基礎をなすのはFlajolet [5] による連分数の組合せ論的解釈と,非
交叉径路と行列式の間を繋ぐGessel‐Viennot の補題 [6] である.これらを利用することに

より,離散戸田方程式の行列式解に対して減算を含まない表示を書き下すことができた.
さらにはそれを超離散化することにより,対応する超離散系である超離散戸田方程式の解
を導いた.

この離散戸田方程式と超離散戸田方程式に対する組合せ論的なｱﾌﾛｰﾁは,他の可
積分系に対しても有効であると期待する.例えばPade補間のための一般化 qd ｱﾙｺ

ﾘｽﾑ [3, 7.1節] は行列式解を持つ離散可積分系として理解できるが,それに付随する
\mathrm{I}^{7}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{u}\mathrm{s}−Stickelberger‐Thiele連分数 (FST 連分数,単に Thiele 連分数とも呼ばれる) は

径路による組合せ論的な解釈が可能である [8]. 他にも離散Lotka‐Volterra 方程式,離散
相対論戸田方程式 (discrete relativistic Toda eq.) [9], R_{\mathrm{I}} 格子 [20], RII 格子 [16] 等,行列
式解を持ち,かつ連分数やPade近似,Pade補間問題に関連付けられる離散可積分系は数
多い.こういつた離散可積分系やその超離散類似に対しても,本研究の組合せ論的な手法
は有効であろう.
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