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Dressing 作用による可積分系の差分化について
Discretization of integrable systems via dressing

actions

By
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Shimpei Kobayashi, Graduate School of Science and

Technology, Hirosaki University *

Abstract

We give a method of constructing discrete integrable systems via dressing actions of the

extended frames of vacuum solutions. In particular, a new discrete Lax pair for the lattice

mKdv equation will be propsed.

§1. はじめに

可積分系の差分化は, 理論, 応用双方にとって重要である. 一方, 可積分系は, 幾何

学においても自然な研究対象として19世紀から研究されて来た (例えば [1] を参照) こ

こでは, 幾何学への応用を念頭においた差分化を考える.

構造方程式が可積分系で表される曲面 (曲線) には,定曲率曲面や平均曲率一定曲面

等様々存在する.これらの曲面の性質を調べるには, 構造方程式を見るだけでは不十分で

あり , 曲面の接ﾍｸﾄﾙと法ﾍｸﾄﾙが定める動標構を調べる必要がある :

1. 動標構は可積分系の方程式を実現する際に現れる Lax 対と深い関係がある (しばしば
一致する).

2. 曲面 (曲線) を表現する微分公式 (いわゆる Sym の公式) や射影は, 動標構に対して

定義される.
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3. 動標構 (またはLax 対) の差分化をおこなう事によって幾何学的な性質が保たれる.

これらの動標構をしかるべく差分化すると , その両立条件が差分化された構造方程

式となる.この差分構造方程式が既存の 良い 差分方程式 (広田の差分方程式等) と一

致していれば, 良い差分化と言えるであろう. 本論文では, 次の手法を用いて動標構及び

その構造方程式を差分化する :

可積分系の自明な解は真空解と呼ばれ, 対応する動標構も簡単に求められる. 真空解

に対応する動標構を自然に差分化し,dressing作用を用いて一般の動標構と構造方
程式の差分化を導出する.

ここでdressing 作用とは, 動標構の集合上の群作用 (ﾙｰﾌ群作用) である.上で述べ

た手法は Pedit‐Wu[8] や \mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}[12] で考えられたものである.

節2では, ｶｳｽ曲率負一定曲面から動標構を求め , その差分化を Pedit‐Wu の手続

きによって与える.節3では, Pinkall による中心ｱﾌｨﾝ曲線の時間発展と \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程

式の対応を考え, Schiff の方法による potential \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の Lax 対の構成とその差分化

を与える.節4では, potential mKdV 方程式の差分化を dressing 作用を用いて行う.

§2. Sine‐Gordon 方程式とｶｳｽ曲率負一定曲面

ｶｳｽ曲率負一定 (K=-1) 曲面を

f:\mathbb{R}^{2}\rightarrow \mathbb{R}^{3}

で表す事にする.この時ｶｳｽ曲率が負である事から漸近座標系 (x, y) が存在して,第一
基本形式と第二基本形式は次の様に表現される :

I=A^{2}dx^{2}+2AB\cos $\theta$ dxdy+B^{2}dy^{2},

II=2AB\sin $\theta$ dxdy.

ここで A=|\partial_{x}f|, B=|\partial_{y}f| であり  $\theta$ は漸近線の間の角度である.さらにｶｳｽ曲率負

一定曲面の場合,  A=B=1 となる Chebyshev 座標系が存在する.この座標系の下,正規
直交枠 \{e_{1}, e_{2}, e_{3}\} は次のように与えられる :

e_{1}=\displaystyle \frac{1}{2\cos $\theta$}(f_{x}+f_{y}), e_{2}=\frac{\mathrm{l}}{2\sin $\theta$}(f_{x}-f_{y}), e_{3}:=e_{1}\times e_{2},
ここで添字 x, y は x, y 方向の偏微分を表す. F= ( e_{1}, e2, e_{3} ) とおくと, F は3次特殊直交

群 SO(3) の元であり次の偏微分方程式系をみたす.

F_{x}=F\left(\begin{array}{lll}
0 & $\theta$_{x} & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$\\
-$\theta$_{x} & 0 & -\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & 0
\end{array}\right)
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F_{y}=F\left(\begin{array}{ll}
-0$\theta$_{y} & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$\\
 $\theta$_{y}0 & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & 0
\end{array}\right)
F の事を動標構 (moving fr ame) と呼ぶ.2次の特殊ﾕﾆﾀﾘｰ群 SU_{2} と3次特殊直交群

SO_{3} の間の2
\perp

対1の対応とｹｰｼを用いると  F は次の様に2次の特殊ﾕﾆﾀﾘｰ群 SU_{2}

に値を持つ写像として表現される (例えば [5] 参照) :

F_{x}=F\displaystyle \frac{i}{2}\left(\begin{array}{ll}
-$\theta$_{x} & 1\\
1 & $\theta$_{x}
\end{array}\right) F_{y}=F\displaystyle \frac{i}{2}\left(\begin{array}{ll}
0 & -e^{i $\theta$}\\
-e^{-i $\theta$} & 0
\end{array}\right).
両立条件 Fxy=Fyx を調べると

$\theta$_{xy}=\sin $\theta$,

つまりsine‐Gordon 方程式を得る.ここで動標構にｽﾍｸﾄﾙﾊﾗﾒｰﾀ  $\lambda$\in \mathbb{R}^{\times} を以

下の様に挿入すると両立条件は不変であるので, ｶｳｽ曲率負一定の曲面の族 (随伴族)

が得られる :

F_{x}=F\displaystyle \frac{i}{2}\left(\begin{array}{ll}
-$\theta$_{x} &  $\lambda$\\
 $\lambda$ & $\theta$_{x}
\end{array}\right) F_{y}=F\displaystyle \frac{i}{2}\left(\begin{array}{ll}
0 & -$\lambda$^{-1}e^{i $\theta$}\\
-$\lambda$^{-1}e^{-i $\theta$} & 0
\end{array}\right).
ここで F は  $\lambda$ に依存している事に注意する.  F|_{ $\lambda$=1} は動標構になる. F を拡張動標構と

呼ぶ. F を用いると曲面 f が次のように復元される :

f=(\displaystyle \frac{\partial}{\partial $\lambda$}F)\cdot F^{-1}|_{ $\lambda$=1}:\mathbb{R}^{2}\rightarrow su_{2}\cong \mathbb{R}^{3}.
§2.1. Dressing 作用

ここでﾙｰﾌ群について復習しておく. 実ﾘｰ群 G に対して

 $\Lambda$ G:=\{g:\mathbb{R}^{\times}\rightarrow G|g(- $\lambda$)=\mathrm{A}\mathrm{d}\left(\begin{array}{ll}
1 & 0\\
0 & -1
\end{array}\right)g( $\lambda$)\}

をﾙｰﾌ群と呼ぶ (位相についてはここでは述べない事とするが,適当な位相を導入する

事でﾊﾅｯﾊﾘｰ群になる. 詳しくは[10] を参照) 部分群として次の二つのﾙｰﾌ群を

考える :

$\Lambda$^{+}G:=\displaystyle \{g+\in $\Lambda$ G|g+( $\lambda$)=\sum_{k\geqq 0}g_{k}$\lambda$^{k}\}, $\Lambda$^{-}G:=\displaystyle \{g_{-}\in $\Lambda$ G|g_{-}( $\lambda$)=\sum_{k\leqq 0}g_{k}$\lambda$^{k}\}.
この時, ほとんど全ての g\in $\Lambda$ G に対して次の分解が成り立つ.

g=\tilde{g}+\tilde{g}_{-}=\hat{g}_{-}\hat{g}+,
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ここで \tilde{g}\pm, \hat{g}\pm\in$\Lambda$^{\pm}G . つまり積写像

$\Lambda$^{\pm}G\times$\Lambda$^{\mp}G\rightarrow $\Lambda$ G

は  $\Lambda$ G の \ovalbox{\tt\small REJECT} 密な部分ﾘｰ群への微分同相写像である (証明は例えば [10] を参照)
このBirkhoff 分解を用いて拡張動標構の集合の上に (局所的な) 作用を定める.曲

面に対しては定数であるようなﾙｰﾌ群の元 g\pm\in$\Lambda$^{\pm}SU_{2} に対して , g+F, g-F の組を考
え , (g+F)^{-1}(g-F) のBirkhoff 分解を考える :

(g+F)^{-1}(g-F)=(\tilde{g}_{+})^{-1}\tilde{g}-,

ここで \tilde{g}+\in$\Lambda$^{+}SU_{2}, \tilde{g}-\in$\Lambda$_{*}^{-}SU_{2} である (添字 * の意味は  $\lambda$=\infty において Id の正規化

をすると言う事である). この時,次の定理が成立する事はよ \langle 知られている (例えば [8]
参照)

Theorem 2.1. \tilde{F}=g-F(\tilde{g}_{-})^{-1}=g+F(\tilde{g}+)^{-1} とおくと , \tilde{F} は別のｶｳｽ曲率

負一定曲面の拡張動標構を与える.

Sketch of proof. \tilde{F} のﾓｰﾚｰ･ｶﾙﾀﾝ形式 (MC 形式) \tilde{F}^{-1}d\tilde{F} を調べると

\tilde{F}^{-1}d\tilde{F}=\mathrm{A}\mathrm{d}(\tilde{g}-)(F^{-1}dF)-d\tilde{g}-\tilde{g}_{-}^{-1}

=\mathrm{A}\mathrm{d}(\tilde{g}_{+})(F^{-1}dF)-d\tilde{g}+\tilde{g}_{+}^{-1}

となる.これから \tilde{F} のMC 形式の  $\lambda$ の分布がわかり,さらに対称性からｶｳｽ曲率負一

定曲面の拡張動標構の MC 形式である事もわかる. \square 

従って g\pm\in$\Lambda$^{\pm}SU_{2} を用いて一つの拡張動標構 F から別の拡張動標構 \tilde{F} が構成さ

れる.これを dressing 作用と呼ぶ.
 $\theta$=0 は明らかに sine‐Gordon 方程式の解である (真空解と呼ばれる) さらに拡張

動標構は次の様に求める事ができる :

F_{v}=\exp((x $\lambda$-y$\lambda$^{-1})B) ,

ここで

(2.1) B=\left(\begin{array}{l}
0\frac{i}{2}\\
\frac{i}{2}0
\end{array}\right).
拡張動標構 F_{v} 対応する曲面は直線である (厳密には曲面とは言えないが,動標構は定義

されている) F_{v} に対する dressing 作用を考えれば,さまざまな曲面を得る. ｿﾘﾄﾝ

解, ﾃｰﾀ関数解は全てこの方法で作る事ができる. しかしながら , dressing 作用で構成

できない解が存在する事にも注意する.
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Remark.

1. 特に simple factor dressing と呼ばれる特別な dressing 作用を考えるとそれは Bäcklund

変換に対応している.

2. この方法は, 本質的にいわゆる伊達や Its の直接法と同じである (例えば [2] 参照)

§2.2. Sine‐Gordon 方程式の差分化

真空解の拡張動標構 F_{v} の自然な差分化は次で与えられる :

F_{n+1,m}=F_{n,m}\displaystyle \frac{1}{\triangle_{+}}(Id+ $\delta \lambda$ B) ,

F_{n,m+1}=F_{n,m}\displaystyle \frac{1}{\triangle_{-}}(Id- $\delta \lambda$^{-1}B) ,

ここで  $\delta$ は差分間隔, \triangle_{\pm}=\sqrt{\det(Id\pm $\delta \lambda$^{\pm 1}B)}, B は(2.1) で定義される行列である.つ

まり F_{n,m} は明示的に次の行列で与えられる :

F_{n,m}=\displaystyle \frac{1}{\triangle_{+}^{n}\triangle^{\underline{m}}}(Id+ $\delta \lambda$ B)^{n}(Id- $\delta \lambda$ B)^{m}.
簡単な考察から

F_{n,m}:\mathbb{Z}^{2}\rightarrow $\Lambda$ SU_{2}

である事がわかる.

F_{n,m} に対して,組 (g+, g_{-}) を用いた dressing 作用を考える :

F_{n,m}\rightarrow\tilde{F}_{n,m}=g-F_{n,m}(G_{n,m}^{-})^{-1}=g+F_{n,m}(G_{n,m}^{+})^{-1},

ここで (g+F_{n,m})^{-1}(g-F_{n,m})=(G_{n,m}^{+})^{-1}G_{n,m}^{-} はBirkhoff 分解であり G_{n,m}^{+}\in$\Lambda$^{+}SU_{2},  G_{n,m}^{-}\in
$\Lambda$_{*}^{-}SU_{2} である.この時, 次の定理が成立する.

Theorem 2.2 (Pedit‐Wu, [8]). \tilde{F}_{n,m} は次の差分方程式系を満たす ;

\tilde{F}_{n+1,m}=\tilde{F}_{n,m}$\Omega$_{n,m},
\tilde{F}_{n,m+1}=\tilde{F}_{n,m}$\Theta$_{n,m},

ここで

$\Omega$_{n,m}=\displaystyle \frac{1}{\triangle_{+}}(\left(\begin{array}{ll}
e^{-\frac{i}{2}(u_{n+1,m}-u_{n,m})} & 0\\
0 & e^{\frac{i}{2}(u_{n}+1,m^{-u_{n,m})}}
\end{array}\right)+ $\delta \lambda$ B) ,

$\Theta$_{n,m}=\displaystyle \frac{1}{\triangle_{-}}(Id-\frac{i $\delta \lambda$^{-1}}{2}\left(\begin{array}{ll}
0 & e^{-\frac{i}{2}(u_{n+1,m}}+u_{n,m})\\
e^{\frac{i}{2}(u_{n+1,m}}+u_{n,m}) & 0
\end{array}\right))
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であり u_{n,m} は G_{n,m}^{+}|_{ $\lambda$=0=}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(e^{\frac{i}{2}u_{n,m}}, e^{-\frac{i}{2}u_{n,m}}) で定まる.さらに u_{n,m} は差分 sine‐

Gordon 方程式を満たす :

\displaystyle \frac{4}{$\delta$^{2}}\sin\frac{u_{n+1,m+1}-u_{n+1,m}-u_{n,m+1}+u_{n,m}}{4}=
\displaystyle \sin\frac{u_{n+1,m+1}+u_{n+1,m}+u_{n,m+1}+u_{n,m}}{4}.

Remark.

1. Birkhoff 分解は, 局所的に定義されるが実は大域的に定義できる (SU_{2} がｺﾝﾊｸﾄ

群であるため)

2. 差分 sine‐Gordon 方程式は広田の差分化 [4] と同じである.

\tilde{F}_{n,m} の対数微分を取る事により離散ｶｳｽ曲率負一定曲面が得られる ;

f_{n,m}=(\displaystyle \frac{\partial}{\partial_{ $\lambda$}}\tilde{F}_{n,m})\tilde{F}_{n,m}^{-1}|_{ $\lambda$\in \mathrm{R}^{\times}}.
Remark. この様に定義された f_{n,m} は離散ｶｳｽ曲率負一定曲面としてふさわし

い性質を持つ. 同様にして \sinh‐Gordonの差分化も実行できるが, 得られた式は複雑で

既存の差分方程式との対応はついていない (複素座標を必要とする為).

§3. \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式

§3.1. 中心ｱﾌｨﾝ曲線と \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式

はじめに Pinkall による中心ｱﾌｨﾝ曲線の時間発展による \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の導出を与

える,[9]. 周期的な曲線  $\gamma$ を

 $\gamma$:\mathbb{R}\rightarrow \mathbb{R}^{2}

で表し , その周期を L>0 としておく.

 $\gamma$ が中心ｱﾌｨﾝ平面曲線 \Leftrightarrow\det( $\gamma,\ \gamma$')\neq 0.

一般性を失わずに座標変換により \det( $\gamma,\ \gamma$')=1 とできる.この式をさらにもう一回微分

すると

\det( $\gamma$,  $\gamma$ =0

を得る. 従って  $\gamma$''=-p $\gamma$ となる周期が  L の関数 p:\mathbb{R}\rightarrow \mathbb{R} が存在する. P を中心ｱﾌｨ

ﾝ曲率と呼ぶ. F=( $\gamma,\ \gamma$') を動標構とすれば, ( $\gamma,\ \gamma$')\in SLR であって

F'=F\left(\begin{array}{ll}
0 & 1\\
-p0 & 
\end{array}\right)
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を満たす. 曲線の時間発展として次のような特別なものを考える :

\dot{F}=F\left(\begin{array}{ll}
p' & 2p\\
-2p^{2}-p'' & -p'
\end{array}\right)
ここでは時間発展のﾊﾗﾒｰﾀに関する微分を表す.この時両立条件が \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式

000 
\dot{p}=p +6pp'

と同値である事が知られている.
Schiff は論文 [11] において \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式を別の方法により導出している. 次のような

偏微分方程式系を考える :

F_{x}=F\left(\begin{array}{ll}
-b &  $\lambda$-v\\
1 & b
\end{array}\right) F_{t}=F\left(\begin{array}{lll}
-b $\lambda$-B & $\lambda$^{2} & -v $\lambda$-V\\
 $\lambda$+v-b^{2} &  & b $\lambda$+B
\end{array}\right)
ここで V, b, B, V は x と t の関数であって, 両立条件 F_{xt}=F_{tx} を調べる事により次の方

程式系を満たす事がわかる :

v=b_{x}+b^{2},

B=\displaystyle \frac{1}{2}b_{xx}+bb_{x},
V=\displaystyle \frac{1}{4}b_{xxx}+bb_{xx}+\frac{1}{2}b_{x}^{2}+b^{2}b_{x}- $\delta$(t) ,

b_{t}=\displaystyle \frac{1}{2}b_{xxx}+2b_{x}^{2}+bb_{xx}+b^{2}b_{x}-V,
ここで  $\delta$ は  t のみに依存する任意関数とした. 3番目の式を4番目の式に代入すると,

potential \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式

b_{t}=\displaystyle \frac{1}{4}b_{xxx}+\frac{3}{2}b_{x}^{2}+ $\delta$(t)
が得られる. F の事を potential \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の拡張動標構と呼ぶ事とする.

Remark.

1. F はﾙｰﾌ群  $\Lambda$ GLR に値を取る写像であるが, 捻り条件 \mathrm{A}\mathrm{d}(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1, -1))g( $\lambda$)=
g(- $\lambda$) を満たしていない. 混乱がない限り同じ記号を用いる.

2. b をpotential \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の解とすると , u=b_{x} は \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式 u_{t}=\displaystyle \frac{1}{4}u_{xxx}+3uu_{x}
の解である.

3. F は初期条件を考慮すれば  $\Lambda$ SL_{2}R の元であるがその幾何学的意味は不明である.
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以下  $\delta$=0 としておく. Potential \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式が b=0 を解として持つことは明らか

である (真空解) :特に動標構 F_{v} は

(3.1) F_{v}=\exp(x\left(\begin{array}{l}
0 $\lambda$\\
 10
\end{array}\right)+t $\lambda$\left(\begin{array}{l}
0 $\lambda$\\
 10
\end{array}\right))
と表現する事ができる.

F_{v} に左から  $\Lambda$ GL_{2}R の元 g を掛け, Birkhoff 分解を行う (ここで g は x, t に対して

は定数とする. :

gF_{v}=\tilde{F}(S^{-})^{-1},

ここで \tilde{F}\in$\Lambda$^{+}GL_{2}R, S^{-}\in$\Lambda$_{*}^{-}GLR である.この時, 次の定理が成立する.

Theorem 3.1 (Schiff, [11]). \tilde{F} はpotential KdV 方程式の拡張動標構である.ま

たpotential KdV 方程式の新しい解は S^{-} の(2, 1) 部分の $\lambda$^{-1} の係数にﾏｲﾅｽを掛けた

ものである.

Sketch of proof. Sine‐Gordon 方程式で見た様に , \tilde{F} のMaurer‐Cartan 形式 \tilde{F}^{-1}d\tilde{F}

を調べる事により結論が得られる. \square 

Birkhoff 分解によって potential \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の拡張動標構の集合に作用を定める事

ができる.この事を用いて potential \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の差分化を次節で行う.

§3.2. Potential \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の差分化

前節で見たようにpotential \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の真空解に対応する拡張動標構 F_{v} は(3.1)
で与えらえる. 従って自然な差分を考えるにはsine‐Gordo の時見た同様に

F_{v}=\exp(x\left(\begin{array}{l}
0 $\lambda$\\
 10
\end{array}\right)+t $\lambda$\left(\begin{array}{l}
0 $\lambda$\\
 10
\end{array}\right))
に対して行われるべきである. しかしながら , 実は t の項 (つまり行列  $\lambda$(_{10}^{0 $\lambda$}) ) は x の項

(つまり行列 (_{10}^{0 $\lambda$}) ) と同じにして差分化するのが良い事がわかる. 従って差分化としては

次のものを考える :

F_{n+1,m}=F_{n,m}(Id+h\left(\begin{array}{l}
0 $\lambda$\\
 10
\end{array}\right)) , F_{n,m+1}=F_{n,m}(Id+k\left(\begin{array}{l}
0 $\lambda$\\
 10
\end{array}\right)) .

ここでは行列式を正規化していない事に注意する. h, k は差分間隔である.この差分式は

具体的に解くことができ , 次のような明示的な表示を持つ :

F_{n,m}=(Id+h\left(\begin{array}{l}
 $\lambda$ 0\\
10
\end{array}\right))^{n}(Id+k\left(\begin{array}{l}
 $\lambda$ 0\\
10
\end{array}\right))^{m}
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F_{n,m} に左から  $\Lambda$ GL_{2}R の g を掛けて (g は n, m に依らない) Birkhoff 分解をする :

gF_{n,m}=\tilde{F}_{n,m}(S_{n,m}^{-})^{-1}.
ここで \tilde{F}_{n,m}\in$\Lambda$^{+}GL_{2}R, S_{n,m}^{-}\in$\Lambda$_{*}^{-}GLR である.この時, 次の定理が成立する.

Theorem 3.2 (Schiff, [12]). \tilde{F}_{n,m} は次の差分方程式系を満たす :

F_{n+1,m}=F_{n,m}\left(\begin{array}{lll}
1- & hb_{n+1,m} & h $\lambda$+b_{n,m}-b_{n+1,m}-hb_{n,m}b_{n+1,m}\\
 & h & h1+b_{n,m}
\end{array}\right)
F_{n,m+1}=F_{n,m}\left(\begin{array}{lll}
1- & kb_{n,m+1} & k $\lambda$+b_{n,m}-b_{n,m+1}-kb_{n,m}b_{n,m+1}\\
 & k & k1+b_{n,m}
\end{array}\right).

ここで b_{n,m} は S_{n,m}^{-} の $\lambda$^{-1} の係数行列の (2, 1) 成分にﾏｲﾅｽを掛けたものである.さ

らに b_{n,m} はlattice KdV 方程式を満たす :

-\displaystyle \frac{b_{n+1,m+1}-b_{n,m+1}+b_{n+1,m}-b_{n,m}}{h}+\frac{b_{n+1,m+1}-b_{n+1,m}+b_{n,m+1}-b_{n,m}}{k}
+(b_{n,m}-b_{n+1,m+1})(b_{n,m+1}-b_{n+1,m})=0.

1. Lattice \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式は [7] で与えられた.

Remark.

2. Schiff はこの考え方を推し進めて potential \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の別の自然な差分化を実行し
ている. そこでは, 真空解に対応する拡張動標構を自然に差分化し , その dressing 作

用を用いて差分potential Kdv 方程式を与えている.

3. Lattice \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V} 方程式の拡張動標構 (Schiff による) の幾何学的意味は良 \langle わかってお

らず, 松浦の差分曲線論 [6] との関係は不明である.

§4. Potential mKdV 方程式

この節では potential mKdV 方程式の差分化 lattice mKdV をdressing 作用を用いて

与える.  2\times 2 行列 B を

B=\left(\begin{array}{l}
01\\
10
\end{array}\right)
と定義する.この時, potential mKdV 方程式の真空解に対応する拡張動標構 F_{v} は

F_{v}=\exp(x $\lambda$ B+t$\lambda$^{3}B)

で与えられる (例えば [3] 参照, そこでは捻り条件 \mathrm{A}\mathrm{d}(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1, -1))g( $\lambda$)=g(- $\lambda$) は満

たされていないが, 同型写像を用いると捻り条件が満たされる) F_{v} の自然な差分化と
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dressing 作用を用いて potential mKdV 方程式の差分化が行われるべきである. しかし

ながら,節3.2で見たように t の項を x の項と同じにして差分化する事を考える. つまり

真空解に対応する拡張動標構の差分化としては次のものを考える事にする :

F_{n+1,m}=F_{n,m}\displaystyle \frac{1}{\triangle q}(Id+q $\lambda$ B) , F_{n,m+1}=F_{n,m}\frac{1}{\triangle p}(Id+p $\lambda$ B) ,

ここで \triangle^{q}=\sqrt{\det(Id+q $\lambda$ B)}, \triangle^{p}=\sqrt{\det(Id+p $\lambda$ B)} であり q, P は差分間隔である.こ

の差分式は具体的に解くことができ (初期条件は Id としている) 次のような明示的な

表示を持つ :

F_{n,m}=\displaystyle \frac{1}{(\triangle^{q})^{n}(\triangle^{p})^{m}}(Id+q $\lambda$ B)^{n}(Id+p $\lambda$ B)^{m}
F_{n,m} に左から $\Lambda$^{\pm}SLR の  g\pm を掛けて (  g\pm は  n, m に依らないとする) 次の様に Birkhoff

分解をする :

(g-F_{n,m})^{-1}g+F_{n,m}=S_{n,m}^{+}(S_{n,m}^{-})^{-1},
ここで S_{n,m}^{+}\in$\Lambda$^{+}SL_{2}R, S_{n,m}^{-}\in$\Lambda$_{*}^{-}SLR である. そこで \tilde{F}_{n,m} を

\tilde{F}_{n,m}=g-F_{n},{}_{m}S_{n,m}^{+}=g+F_{n},{}_{m}S_{n,m}^{-}

で定める.この時, 次の定理が成立する.

Theorem 4.1. \tilde{F}_{n,m} は次の差分方程式系を満たす ;

\tilde{F}_{n+1,m}=\tilde{F}_{n},{}_{m}L_{n,m},
\tilde{F}_{n,m+1}=\tilde{F}_{n,m}M_{n,m},

ここで

(4.1) L_{n,m}=\displaystyle \frac{1}{\triangle q}(\left(\begin{array}{ll}
\frac{v_{n+1,m}}{v_{n,m}} & 0\\
0 & \frac{v_{n,m}}{v_{n+1,m}}
\end{array}\right)+q $\lambda$ B) ,

(4.2) M_{n,m}=\displaystyle \frac{1}{\triangle p}(\left(\begin{array}{ll}
\frac{v_{n,m+1}}{v_{n,m}} & 0\\
0 & \frac{v_{n,m}}{v_{n,m+1}}
\end{array}\right)+p $\lambda$ B) ,

であり v_{n,m} は S_{n,m}^{+}|_{ $\lambda$=0}= diag ( v_{n,m}, v_{n,m}^{-1}) で定義される.さらに v_{n,m} はlattice mKdV

方程式を満たす :

(4.3) p\displaystyle \frac{v_{n,m+1}}{v_{n+1,m+1}}-q\frac{v_{n+1,m}}{v_{n+1,m+1}}=p\frac{v_{n+1,m}}{v_{n,m}}-q\frac{v_{n,m+1}}{v_{n,m}}.
Proof. \tilde{F}_{n,m} のﾓｰﾚｰ･ｶﾙﾀﾝ形式 \tilde{F}_{n,m}^{-1}\tilde{F}_{n+1,m} を調べる. \tilde{F}_{n,m} の定義から

L_{n,m}=\tilde{F}_{n,m}^{-1}\tilde{F}_{n+1,m}=(g-F_{n},{}_{m}S_{n,m}^{+})^{-1}(g-F_{n+1},{}_{m}S_{n+1,m}^{+})
=(g+F_{n},{}_{m}S_{n,m}^{-})^{-1}(g+F_{n+1},{}_{m}S_{n+1,m}^{-})
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がわかる. F_{n,m}^{-1}F_{n+1,m} は \displaystyle \frac{1}{\triangle p}(Id+p $\lambda$ B) で与えられており , 上の式の1行目の右辺に \triangle^{p}

を掛けたものが $\Lambda$^{+}GLR に値を取り , 2 行目の右辺に \triangle^{p} を掛けたものが $\Lambda$_{*}^{-}GLR に値

を取る事から L_{n,m} が(4.1) で与えられる事がわかる. 同様の議論で M_{n,m} が(4.2) で与

えられる事がわかる. 両立条件

M_{n},{}_{m}L_{n,m+1}=L_{n,m}M_{n+1,m}

を計算すると (4.3) が得られる. \square 

Remark.

1. Lattice mKdV 方程式は [7] で与えられている.

2. Birkhoff 分解は, sine‐Gordon の場合と違い,局所的に定義されるだけである (SLR
が非ｺﾝﾊｸﾄ群であるため)

3. Theorem 4.1の差分化された拡張動標構 \tilde{F}_{n,m} は[7] で考えられているものとは一致

せず, 新しい定式化であると思われる.
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