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有限体上の異なる次数の
Fermat 多様体の積に対する Tate 予想

By

杉山倫(Rin Sugiyama)�

Abstract

This is a research announcement about a result on the Tate conjecture for products of

Fermat varieties of different degrees over finite fields. In [24], we prove under some assumptions
that the Tate conjecture holds for such varieties, using a combinatorial property of eigenvalues
of geometric Frobenius acting on P‐adic étale cohomology. In this paper, we outline the above

result and its proof.

今回の研究集会において,発表の場およびこの原稿を書く機会を与えてくださいまし
た諏訪紀幸先生,志甫淳先生,佐藤周友先生に心より感謝申し上げます.

本稿は異なる次数の Fermat 多様体の積に対する Tate 予想についての結果 [24] の概

要である.§1では,有限体上の非特異射影多様体に対する Tate 予想の主張および関連す

る予想について述べる.§2では,主結果とその系を紹介し,§3で証明の概略を与える.

§1. Tate 予想

p を素数とする.Fp を p 個の元からなる有限体とし, \mathrm{F} をFp の代数閉包とする.有限

部分体 Fq \subset \mathrm{F} に対して, G_{\mathrm{F}_{q}} で \mathrm{F}/\mathrm{F}_{q} のGalois 群を表す. P を p と異なる素数とする.Fq
上の非特異射影多様体 X に対する次の予想がTate予想である ([25]):

予想1 (T(X/\mathrm{F}_{q}, i)) ｻｲｸﾙ写像

(1.1) $\rho$_{X}^{i} : \mathrm{C}\mathrm{H}^{i}(X)\otimes \mathbb{Q}_{l}\rightarrow H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{\mathrm{F}_{q}}}

は全射である.
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ここで, \mathrm{C}\mathrm{H}^{i}(X) は X 上の余次元 i の代数的ｻｲｸﾙの有理同値類のなす Chow 群で

ある ([9]). H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{\mathrm{F}_{q}}} は \overline{X}:=X\times {}_{\mathrm{F}_{q}}\mathrm{F} の P 進ｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰ H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))
の G_{\mathrm{F}_{q}} 固定部分を表す (cf. 記号 (3)).

Tate 予想について, T(X/\mathrm{F}_{q}, 0) と T(X/\mathrm{F}_{q}, \dim X) は自明である.Tate [26] は

T(X/\mathrm{F}_{q}, 1) の成立を X がｱｰﾍﾙ多様体および曲線の積の場合に示した. X が曲線

の積の場合には,Soulé [22] によって T(X/\mathrm{F}_{q}, i) が i=1, \dim X-1 に対して成り立つこ

とが示されている.また,楕円曲線の積に対しては,Spiess [23] によりTate予想成立が証

明されている.他の知られている結果については [27] を参照せよ.

Beilinson [2] はさらにｻｲｸﾙ写像 (1.1) は全単射であると予想した.そこで,次の
予想を Tate‐Beilinson 予想と呼ぶ:

予想2 (TB(X/\mathrm{F}_{q}, i)) ｻｲｸﾙ写像 $\rho$_{X}^{i} は全単射である.

Tate 予想は X のｾｰﾀ関数  $\zeta$(X, s) (cf. 記号 (4)) の研究に動機付けをもつ.実際,
 $\zeta$(X, s) の整数点での極の位数,より正確には,次の等式 (これも予想) と関係がある:

(1.2) ord(X; s ) =\dim_{\mathbb{Q}}\mathrm{C}\mathrm{H}_{\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}}^{i}(X)\otimes \mathbb{Q} (i\in \mathbb{Z}) .

ここで, \mathrm{C}\mathrm{H}_{\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}}^{i}(X) は X 上の余次元 i の代数的ｻｲｸﾙの数値的同値類のなす群である

(cf. [9]). 上記の予想との関係を見るために,いくつかの予想を紹介する:

予想3( S(X/\mathrm{F}_{q}, i Frobenius 元  $\varphi$\in G_{\mathrm{F}_{q}} が H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i)) の固有値1の一般固

有空間に半単純に作用する.

Weil [28] の結果により,ｱｰﾍﾙ多様体 X に対して S(X/\mathrm{F}_{q}, i) が成り立つ.

予想4 ( E(X/\mathrm{F}_{q}, i X 上の余次元 i の代数的ｻｲｸﾙに対して, P 進ﾎﾓﾛｼｰ

的同値と数値的同値が有理数係数で一致する.

P 進ﾎﾓﾛｼｰ同値の定義については [17] 参照.すべての X に対して, E(X/\mathrm{F}_{q}, 1)
が成り立つ ([27, §5 X が \mathrm{F} 上のｱｰﾍﾙ多様体であるとき, P 進ﾎﾓﾛｼｰ同値と数

値的同値が一致するような素数 P の集合で正の密度を持つようなものが存在する(Clozel
[4]). さらに,この結果は Deligne [8] により精密化されている.

予想5 ( B(X/\mathrm{F}_{q}, i X 上の余次元 i の代数的ｻｲｸﾙに対して,有理同値と P 進

ﾎﾓﾛｼｰ的同値が有理数係数で一致する.

B(X/\mathrm{F}_{q}, i) は $\rho$_{X}^{i} の単射性を導く.従って, T(X/\mathrm{F}_{q}, i) と B(X/\mathrm{F}_{q}, i) から TB(X/\mathrm{F}_{q}, i)
が従う.

今,Tate 予想と等式 (1.2) との関係について述べることができる.上記の予想たちに

ついて,次は同値である ([27, Theorem 2.9]):
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(1) T(X/\mathrm{F}_{q}, i)+E(X/\mathrm{F}_{q}, i) .

(2) T(X/\mathrm{F}_{q}, i)+S(X/\mathrm{F}_{q}, i)+E(X/\mathrm{F}_{q}, i)+B(X/\mathrm{F}_{q}, i) .

(3) 等式 (1.2).

K_{i}(X) を X 上のﾍｸﾄﾙ束の圏に付随する Quillen の高次 K‐群とする. K_{i}(X)_{\mathbb{Q}}=
K_{i}(X)\otimes \mathbb{Q} とおく.このときTate 予想 (Tate‐Beilinson 予想) は,次の同型により, K‐群

を用いて定式化できる:

K_{0}(X)_{\mathbb{Q}}^{(i)}\simeq \mathrm{C}\mathrm{H}^{i}(X)\otimes \mathbb{Q}.
ここで, K_{0}(X)_{\mathbb{Q}}^{(i)} は K_{0}(X)_{\mathbb{Q}} の部分空間であつて,Adams 作用素 $\psi$^{m} がすべての m\in \mathbb{N}

に対して m^{\mathrm{i}} で作用するものである.有限体上の非特異射影多様体の高次 K‐群について,
Parshin によって提起された予想がある:

予想6 有限体上の非特異射影多様体 X とすべての整数 i>0 に対して, K_{i}(X)_{\mathbb{Q}}=
0.

K‐群の有限生成性についての Bass 予想 [1] により, K_{i}(X)(i>0) は有限群であると

予想されている.Geisser [11] はTate 予想の成立および有理同値と数値的同値が一致す

るとき,Parshin 予想が成り立つことを示した.Kahn [14] はTate 予想が成り立つｱｰﾍ

ﾙﾀｲﾌの非特異射影多様体のなすｸﾗｽ B_{tate} (Fq) を導入し,Geisser[11] と木村 [16] の

結果を用いて, B_{tate} (Fq) に属する多様体 X に対して,有理同値と数値的同値の一致およ
びParshin 予想の成立を証明した.ここで,非特異射影多様体 X がｱｰﾍﾙﾀｲﾌであ

るとは, X のChow ﾓﾁｰﾌがArtin ﾓﾁｰﾌとｱｰﾍﾙ多様体のﾓﾁｰﾌで生成された

Chow ﾓﾁｰﾌの圏の部分圏に含まれるときをいう.

次に,Bloch の高次 Chow 群 \mathrm{C}\mathrm{H}^{n}(X, i) を導入し ([3]), \mathrm{C}\mathrm{H}^{n}(X, i)_{\mathbb{Q}}:=\mathrm{C}\mathrm{H}^{n}(X, i)\otimes \mathbb{Q}
とおく.このとき,同型 K_{i}(X)_{\mathbb{Q}}\simeq\oplus \mathrm{C}\mathrm{H}^{n}(X, i)_{\mathbb{Q}} が存在する ([3]). よって,Parshin 予

n\geq 0

想はすべての n\geq 0 と i>0 に対して,CH (\mathrm{X}, i)_{\mathbb{Q}}=0 を導く.Weil 予想の Deligne
による証明 [6] より, H^{2i-j}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{\mathrm{F}_{q}}}=0 が i\neq 0 に対して成り立つ.それゆえ,
Tate‐Beilinson 予想と Parshin 予想を次の一つの予想にまとめることができる.

予想7 すべての整数 i, j\geq 0 に対して,ｻｲｸﾙ写像

\mathrm{C}\mathrm{H}^{i}(X, j)\otimes \mathbb{Q}_{l}\rightarrow H^{2i-j}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{\mathrm{F}_{q}}}

は全単射である.

上で述べた Geisser とKahn の結果は, B_{tate}(\mathrm{F}_{q}) に含まれる任意の多様体 X に対し

て予想7が成り立つことを導く.

記号

(1) 整数 m>1 に対して, \mathbb{Z}/m は m 倍写像 \mathbb{Z}^{\times m}\rightarrow \mathbb{Z} の余核を表し, (\mathbb{Z}/m)^{\times} は \mathbb{Z}/m の可

逆元のなす群を表す.
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(2) k を体とし, X を k- ｽｷｰﾑとする.体の拡大 F/k に対して, X\times {}_{k}F は X\times \mathrm{s}_{\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(k)}
\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(F) を表す.特に,分離閉包 k^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}}/k に対して, \overline{X} で X\times \mathrm{S}_{\mathrm{P}}\mathrm{e}\mathrm{c}(k)^{\mathrm{S}}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(k^{\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{p}}) を表す.

(3) 特に明言しない限り,ｽｷｰﾑのｺﾎﾓﾛｼｰはすべてｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰとする.
X をｽｷｰﾑとする. X 上で可逆な素数 P と整数 i, j\geq 0 に対して,

H^{i}(X, \mathbb{Z}_{l}(j)):=H_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}}^{i}(X, \mathbb{Z}_{l}(j)) ,

H^{i}(X, \mathbb{Q}_{l}(j)):=H^{i}(X, \mathbb{Z}_{P}(j))\otimes_{\mathrm{Z}_{l}}\mathbb{Q}_{l}

と定義する.ここで H_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}}^{i}(X, \mathbb{Z}_{l}(j)) はJannsen [13] の定義した連続 P 進ｴﾀｰﾙｺ

ﾎﾓﾛｼｰである. H^{i}(X, \mathbb{Q}_{l}(0)) を H^{i}(X, \mathbb{Q}_{l}) とかく.

(4) 有限体 k=\mathrm{F}_{q} 上の非特異射影多様体 X に対して, X のｾｰﾀ関数を次のように定義

する:

 $\zeta$(X, s) :=Z(X/k, q^{-s}) ただし Z(X/k, t):=\displaystyle \exp(\sum_{n\geq 1}\frac{\# X(\mathrm{F}_{q^{n}})}{n}t^{n}) .

ここで,♯ は有限集合の濃度を表す.

(5) m と r を自然数とし,集合 \mathfrak{D}_{m,r} を次で定義する:

\mathfrak{D}_{m,r}=\{($\gamma$_{0}, \ldots, $\gamma$_{r+1})|$\gamma$_{i}\in \mathbb{Z}/m, $\gamma$_{i}\not\equiv 0, $\gamma$_{0}+$\gamma$_{1}+\cdots+$\gamma$_{r+1}\equiv 0\}.

\mathrm{F}_{q} を有限体とし, q\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} m をみたすとする.  $\chi$ を \mathrm{F}_{q}^{\times} の位数 m の指標とする.

このとき,  $\gamma$\in \mathfrak{D}_{m,r} に対して,Jacobi 和 j( $\gamma$) は次で定義される:

j( $\gamma$)=(-1)^{r_{1+v_{1+}}}
. . .  $\chi$(v_{r+1})^{$\gamma$_{r+1}}.

v_{i}\in \mathrm{F}_{q}^{\times}

§2. 主結果

p と素な整数 m>0 と整数 r\geq 0 に対して,次数 m の r 次元多様体  X_{m}^{r}=X_{m}^{r}(a_{0}, . . . , a_{r+1})\subset

\mathbb{P}_{\mathrm{F}_{q}}^{r+1} を次の方程式によって定義する:

a_{0}x_{0}^{m}+a_{1}x_{1}^{m}+\cdots+a_{r+1}x_{r+1}^{m}=0.

ここで, a_{i} は \mathrm{F}_{q} の零でない元である. a_{0}=\cdots=a_{r+1}\neq 0 のとき, X_{m}^{r} をFermat 多様体

と呼び, V_{m}^{r} で表す.塩田と桂 [19, 20] は同じ次数の Fermat 多様体の積 V_{m^{1}}^{r}\times\cdots\times V_{m^{\mathrm{s}}}^{r} に対

する Tate 予想をある数論的な仮定のもとで証明した (例えば, m が素数で p\equiv 1 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} m ).
本稿では,異なる次数の X_{m}^{r} の積について考え,次の定理を紹介する:
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定理2.1 ([24, Theorem 1.1]). k を標数 p の有限体とする. m_{1} ,
. . .

, m_{d} を p と

素な正の整数とする. r_{1} ,
.

::, r_{d} を正の整数とする.このとき, X_{m_{j}}^{r_{j}}=X_{m_{j}}^{r_{j}}(\mathrm{a}_{j}) とし

(aj\in(k^{\times})^{r_{j}+2}) ,
X を積 X_{m_{1}^{1}}^{r}\times\cdots\times X_{m_{d}^{d}}^{r} とする.このとき以下の (1) -(4) の各々の場合

に,すべての i に対して T(X/k, i) が成り立つ:

(1) r_{j} がすべて1に等しい場合,次の (a),(b) のいずれかを仮定する:

(a) 各 1\leq j\leq d に対して,高々一つ j'\neq j が存在して, \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(m_{j}, m_{j})>2 が成り

立つ.

(b) すべての 4\leq j\leq d なる偶数 j とすべての 1\leq n_{1}<n_{2}<\cdots<nj \leq d に対し

て,次をみたす整数 a(1\leq a\leq j) が存在する:

(i) すべての r\neq a 対して \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(m_{n_{a}}, m_{n_{r}})\leq 2 が成り立つ,

(ii) p の (\mathbb{Z}/m_{n_{a}})^{\times} における位数が奇数である.

(2) rj がすべて奇数の場合,次の条件を仮定する:

(i) j\neq j' に対して, \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(m_{j}, m_{j})\leq 2,

(ii) すべての j に対して, p の (\mathbb{Z}/m_{j})^{\times} における位数が奇数である.

(3) rj がすべて偶数の場合,次の条件を仮定する:

(i) j\neq j' に対して, \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(m_{j}, m_{j})\leq 2,

(ii) T(X_{m_{j}}^{r_{j}}/L, rj/2) がすべての j と十分大きな有限次拡大 L/k に対して成り立つ.

(4) 一般の場合,次の条件を仮定する:

(i) j\neq j' に対して, \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(m_{j}, m_{j})\leq 2,

(ii) rj が奇数となる j に対して, p の (\mathbb{Z}/m_{j})^{\times} における位数が奇数である,

(iii) rj が偶数となる j に対して, T(X_{m_{j}}^{r_{j}}/L, rj/2) がすべての j と十分大きな有限次

拡大 L/k に対して成り立つ.

定理2.1の証明では,Spiess [23] の議論と Soulé の結果 [22, Théorèm 3] を用いる.そ

の鍵は X の P 進ｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰに作用する Frobenius の固有値の組み合わせ論的

な性質である.

註記.定理2.1の条件 (1) -(4) のいずれかをみたす多様体 X に対して,ﾍｸﾄﾙ
空間 H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{\mathrm{F}_{q}}} は消えていない.さらに, X が条件 (2) -(4) のいずれかをみた

す多様体の時には, H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{\mathrm{F}_{q}}} の \mathbb{Q}_{l} 上の次元を記述することができる.例えば,

X=X_{m_{1}^{1}}^{r}\times\cdots\times X_{m_{d}^{d}}^{r} を条件 (2) をみたすものとする.このとき,

\dim_{\mathbb{Q}_{l}}H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{\mathrm{F}_{q}}}
=\# {(  i_{1}, \ldots

;  i_{d} ) |i_{1}+\cdots+i_{d}=i and 0\displaystyle \leq i_{j}\leq\min\{r_{j}, i\} for all j }

が成り立つ.ここで,♯ は有限集合の濃度を表す.
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定理2.1 (3) と X_{m}^{2} に対する Tate 予想が正しいという事実から,次を得る :

系2.2. 記号は定理2.1のものとする.すべての j\neq j' に対して, \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(m, m)\leq 2
を仮定する.このとき, X_{m_{1}}^{2}\times X_{m_{2}}^{2}\times\cdots\times X_{m_{d}}^{2}/k に対して Tate 予想が成り立つ.

この系は定理2.1 (1) と塩田と桂 [19] によって与えられたFermat多様体の �(帰納構

造� からも証明できる ([24, §3.2]).

系2.3. 多様体 X を定理2.1の条件 (1) -(4) のいずれかをみたすものとする.この

とき,予想7が X に対して成り立つ.

さらに, X が条件 (1) (b) をみたすものであるとき,次が成り立つ:
(1) \mathrm{C}\mathrm{H}^{i}(X) は有限階数の自由ｱｰﾍﾙ群と有限指数の群との直和である.特に,

CH (X) は有限生成である.

(2) Ko(X) は有限階数の自由ｱｰﾍﾙ群と有限指数の群との直和である.

系2.3の最初の主張は定理2.1とGeisser [11] およびKahn[14] の結果より直ちに従

う(系3.8). 系2.3 (1) はSoulé の結果 [22, Théorèm 3] と次の定理から従う:

定理2.4 ( \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{t}-\mathrm{T}\mathrm{h}\acute{\mathrm{e}}\mathrm{l}\grave{\mathrm{e}}\mathrm{n}\mathrm{e}-\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c} ‐Soule�[5]). 有限体上幾何的に連結な非特異射

影多様体 X に対して, \mathrm{C}\mathrm{H}^{2}(X) のねじれ元のなす部分群 \mathrm{C}\mathrm{H}^{2}(X)_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}} は有限である.

系2.3 (2) は(1) および次の高次 Chow 群から代数的 K‐理論へのｽﾍｸﾄﾙ系列 [10]
から従う:

E_{2}^{p,q}=\mathrm{C}\mathrm{H}^{-q}(X, -p-q)\Rightarrow K_{-p-q}(X) .

§3. 主結果の証明

定理2.1の証明の概略を与える.§3.1で証明の鍵となる補題について述べ,§3.2で補
題を用いた証明の概略を述べる.§3.3ではｻｲｸﾙ写像の行き先である P 進ｴﾀｰﾙｺﾎ

ﾓﾛｼｰの次元を計算する.

§3.1. 補題

ここでは, P 進ｴﾀｰﾙｺﾎﾓﾛｼｰに作用する Frobenius の固有値に関する補題に

ついて述べる.

k を有限体 Fq とする. k 上の多様体 X_{m}^{r} について考える. F\in G_{k} を幾何的 Frobenius

とする.本稿において, H^{i}(\overline{X_{m}^{r}}, \mathbb{Q}_{l}) に作用する F の固有値  $\alpha$ を,  X_{m}^{r}/k に対する重さ i

のWeil number と呼ぶ.Deligne の定理 (Weil 予想) [6] により,  $\alpha$ は代数的整数であり,
すべての埋め込み  $\sigma$ : \mathbb{Q}( $\alpha$)\mapsto \mathbb{C} に対して,複素絶対値 jj は q^{i/2} である.任意の i\neq r,
0\leq i\leq 2r に対して,

(3.1) H^{i}(\overline{X_{m}^{r}}, \mathbb{Q}_{l})=\left\{\begin{array}{ll}
0 & i:\text{奇数}\\
\mathbb{Q}_{l}(-i) & i:\text{偶数}
\end{array}\right.
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が成り立つ.この事実については,[12, Expose VII, Corollaire 7.5.]を参照せよ. i が偶

数 (\neq r) のとき, H^{i}(\overline{X_{m}^{r}}, \mathbb{Q}_{l}) は代数的ｻｲｸﾙのｸﾗｽによって生成される,すなわち,
Tate 予想が成り立つ.(3.1) より, X_{m}^{r}/k に対する重さ i\neq r のWeil number は q^{i/2} であ

り,重さが奇数 i\neq r のものはないことがわかる.

一方, X_{m}^{r}/k に対する重さ r のWeil number については,Weil [29] による Jacobi 和

(cf. 記号 (5)) を用いた記述がある: q=p^{f} は q\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} m となる最小の p の冪とする.

 $\chi$ を  k^{\times} の位数 m の指標とする.このとき, X_{m}^{r}/k に対する重さ r のWeil number  $\alpha$ に対

して,ある  $\gamma$\in \mathfrak{D}_{m,r} (cf. 記号 (5)) が存在して,

 $\alpha$=\overline{ $\chi$}(a_{0})^{ $\gamma$ 0}\cdots\overline{ $\chi$}(a_{r+1})^{$\gamma$_{r+1}}j( $\gamma$)

が成り立つ.

逆に,任意の  $\gamma$\in \mathfrak{D}_{m,r} に対して, \overline{ $\chi$}(a_{0})^{$\gamma$_{0}}\cdots\overline{ $\chi$}(a_{r+1})^{$\gamma$_{r+1}}j( $\gamma$) は X_{m}^{r}/k に対する重さ

r のWeil number である.

上記の Weil の結果を用いることで,次の補題3.1が証明できる.さらに,Jacobi 和の

性質を用いることで補題3.2が従う.これらの補題の証明は省略する.

補題3.1 ([24, Lemma 2.1]).  $\alpha$ を  X_{m}^{r}/k に対する重さ r のWeil number とする.

このとき,整数 e>0 が存在して, $\alpha$^{e} は \mathbb{Q}($\zeta$_{m}) に含まれる.ここで, $\zeta$_{m} は1の原始 m 乗

根である.

補題3.2 (Shioda‐Katsura [19, Lemma 3.1. f を P の \mathbb{Q}($\zeta$_{m}) における剰余次数

とする.  $\alpha$ を  X_{m}^{r}/\mathrm{F}_{p^{f}} に対する重さ r のWeil number とする.このとき,以下は同値で
ある:

(i)  $\alpha$ のある冪は  P の冪である;

(ii)  $\alpha$ の付値 Vp ( $\alpha$) は, \mathbb{Q}($\zeta$_{m}) の P を割る素点 \mathfrak{p} によらず, \displaystyle \frac{fr}{2} に等しい.

次の補題が定理2.1(1)(a) の証明の鍵となる:

補題3.3. m_{1} , m2, . :.

; m2 i を p と素な正の整数とする.  $\alpha$ j を X_{m_{j}}^{1}/k に対する

重さ1のWeil number とする.各 1\leq j\leq 2i に対して,高々一つ j'\neq j が存在し,
\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(m_{j}, m_{j})>2 が成り立つと仮定する.このとき, $\alpha$_{1}$\alpha$_{2} $\alpha$_{2i}=q^{i} であれば,必要が
あれば $\alpha$_{j} の番号を付け替えて,整数 N が存在し,

($\alpha$_{1}$\alpha$_{2})^{N}=\cdots=($\alpha$_{2i-1}$\alpha$_{2i})^{N}=q^{N}

が成り立つ.

Proof. 仮定より,必要があれば mj の番号を付け替えることで,次をみたすような
組 (m_{1}, m_{2})_{;}:. :;(m_{2i-1}, m_{2i}) を得る :

() \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(1\mathrm{c}\mathrm{m}(m_{2j-1}, m_{2j}), 1\mathrm{c}\mathrm{m}(m_{2j'-1}, m_{2j} \leq 2 for all j\neq j'.
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1\leq j\leq i に対して,Lj :=1\mathrm{c}\mathrm{m}(m_{2j-1}, m_{2j}) とおく.等式 $\alpha$_{1}$\alpha$_{2} $\alpha$_{2i}=q^{i} と補題3.1よ

り,正の整数 M が存在し,

($\alpha$_{1}$\alpha$_{2})^{M}=q^{Mi}($\alpha$_{3}\cdots$\alpha$_{2i})^{-M}\in \mathbb{Q}($\zeta$_{L_{1}})\cap \mathbb{Q}(\{$\zeta$_{L_{\text{フ}}}, j\neq 1\})

が成り立つ.さらに次が成り立つ:

\mathbb{Q}($\zeta$_{L_{1}})\cap \mathbb{Q}(\{$\zeta$_{L_{\text{フ}}}, j\neq 1\})\subset \mathbb{Q}($\zeta$_{L_{1}})\cap \mathbb{Q}($\zeta$_{L})=\mathbb{Q}

ここで, L=1\mathrm{c}\mathrm{m}(Lj, i\neq 1) . 従って, ($\alpha$_{1}$\alpha$_{2})^{M} は \mathbb{Q} に含まれ,  $\alpha$ が重さ1のWeil number で

あることから, ($\alpha$_{1}$\alpha$_{2})^{2M}=|($\alpha$_{1}$\alpha$_{2})^{M}|^{2}=q^{2M} を得る.同様の議論により, ($\alpha$_{2i-1}$\alpha$_{2i})^{2M}=
q^{2M} を 2\leq i\leq d に対して得る. \square 

次の補題は定理2.1の(1)(b) および (2) の証明の鍵となる.

補題3.4. m_{1} ,
. . .

, m_{d} を p と素な正の整数とする. r_{1} ,
. . .

, r_{d} を正の奇数とする.

i=1 ,
. . . ;d に対して, $\alpha$_{j} を X_{m_{j}}^{r_{j}}/k に対する重さ i_{j} のWeil number とする.整数 io が

存在し,次をみたすと仮定する:
(1) \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(m_{j_{0}}, m_{j})\leq 2(j\neq j_{0}) ,

(2) i_{j_{0}}=r_{j_{0}},
(3) 群 (\mathbb{Z}/m_{j_{0}})^{\times} において, p の位数は奇数である.

このとき,積 $\alpha$_{1}$\alpha$_{2}\cdots$\alpha$_{d} は \mathbb{Q} に含まれない.

Proof. jo=1 と仮定してよい.積 $\alpha$_{1}$\alpha$_{2}\cdots$\alpha$_{d} が \mathbb{Q} に含まれると仮定する.補題3.3

の証明と同様の議論により, $\alpha$_{1} のある冪が p の冪となることがわかる.

一方,初等的な線形代数により, $\alpha$_{1} のある冪は X_{m_{1}^{1}}^{r}/\mathrm{F}_{p^{f}} に対する重さ r_{1} のWeil

number  $\alpha$ の冪であることがわかる.ここで,  f は P の (\mathbb{Z}/m_{1})^{\times} における位数であり,仮
定(3) より奇数である. \displaystyle \frac{fr_{1}}{2} は整数でないから, \mathbb{Q}($\zeta$_{m_{1}}) の p を割る素点 \mathfrak{p} に対して,付値

Vp ( $\alpha$) は \displaystyle \frac{fr_{1}}{2} と一致しない.補題3.2より,  $\alpha$ のどんな冪も  P 冪とならない.それゆえ $\alpha$_{1}

も p 冪とならない.これは矛盾である. \square 

上と同様の議論により,定理2.1(3) の証明の鍵である次の補題を得る.

補題3.5. m_{1} ,
. . .

, m_{d} を p と素な正の整数とする. r_{1} ,
. . .

, r_{d} を正の整数とする.

i\neq i' に対して, \mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(m_{j}, mj')\leq 2 と仮定する. i=1 ,
:.

:;
d に対して, $\alpha$_{j} を X_{m_{j}}^{2r_{j}}/k に対

する重さ 2r_{j} のWeil number とする. r:=r_{1}+\cdots+r_{d} とおく. $\alpha$_{1}$\alpha$_{2} $\alpha$_{d}=q^{r} のとき,
整数 N が存在して,

$\alpha$_{1}^{N}=q^{Nr_{1}}, \cdots $\alpha$_{d}^{N}=q^{Nr_{d}}

が成り立つ.
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§3.2. 証明の概略

ここでは,§3.1の X_{m}^{r}/k に対する Weil number に関する補題を用いて,定理2.1(1) -(3)
の証明の概略を与える.(4) の証明は省略する.証明の詳細は [24] 参照.

Tate 予想の主張は Chow ﾓﾁｰﾌに対して定式化でき,それにより議論を簡潔にす
ることができる.Chow ﾓﾁｰﾌの定義や基本的な性質は [22] 参照.Soulé [22] やSpiess

[23] は曲線の積に対する Tate 予想について Chow ﾓﾁｰﾌを用いて議論している.以下

で述べる定理2.1の証明では,Spiessの議論と同様の議論を用いる.

補題3.6. X を k 上の非特異射影多様体とし, L/k を有限次拡大とする.このとき,
T(X\times {}_{k}L/L, i) は T(X/k, i) を導く.

この補題の証明は [23, Lemma 1] 参照.この補題により,Tate 予想を証明する際,基
礎体を必要に応じて大きな有限次拡大で置き換えてよいことになる.

定理2.1 (1) の証明.(a) Chow ﾓﾁｰﾌの分解 \overline{X_{m}^{1}}=1\oplus X_{m}^{+}\oplus \mathrm{L} ([22] 参照) を用

いることで,示すべきは T(X_{m_{1}}^{+}\otimes X_{m_{2}}^{+}\otimes\cdots\otimes X_{m_{\mathrm{s}}}^{+}/k, i) がすべての s と i に対して成り立

つことに帰着される.Soulé は s\neq 2i に対して, H^{2i}(X_{m_{1}}^{+}\otimes X_{m_{2}}^{+}\otimes\cdots\otimes X_{m_{\mathrm{s}}}^{+}, \mathbb{Q}_{l}(i))=0
を示している.従って, s=2i としてよい.このとき,次が成り立つ:

H^{2i}(\overline{X_{m_{1}}^{+}\otimes X_{m_{2}}^{+}\otimes\cdots\otimes X_{m_{\mathrm{s}}}^{+}}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{k}}\simeq(H_{1}\otimes H_{2}\otimes\cdots\otimes H_{2i})^{F=q^{i}}.

ここで, H_{s}=H^{1} (\overline{X_{m_{\mathrm{s}}}^{1}}, \mathbb{Q}_{l}) であり, F\in G_{k} は幾何的 Frobenius である.

\mathbb{Q}_{l} ﾍｸﾄﾙ空間 (H_{1}\otimes H_{2}\otimes\cdots\otimes H_{2i})^{F=q^{i}} の基底は,組 ($\alpha$_{1}, $\alpha$_{2,.::}, $\alpha$_{2i}) であっ

て, $\alpha$_{1}$\alpha$_{2}\cdots$\alpha$_{2i}=q^{i} を満たすものと対応する.ここで, $\alpha$_{s} は X_{m_{\mathrm{s}}}^{1}/k に対する重さ1の

Weil number である.

定理の仮定と補題3.3により,正の整数 N が存在して,上記のようなすべての組
($\alpha$_{1}, $\alpha$_{2\cdots;}$\alpha$_{2i}) に対して,必要ならば番号を付け替えることによって,次を得る :

($\alpha$_{1}$\alpha$_{2})^{N}=\cdots=($\alpha$_{2i-1}$\alpha$_{2i})^{N}=q^{N}.

この等式から,全射

\displaystyle \bigoplus_{ $\sigma$}\bigotimes_{j=1}^{i}H^{2}(\overline{X_{m_{ $\sigma$(2j-1)}}^{+}\otimes X_{m_{ $\sigma$(2j)}}^{+}}, \mathbb{Q}_{l}(1))^{G_{L}}
\rightarrow H^{2i}(\overline{X_{m_{1}}^{+}\otimes X_{m_{2}}^{+}\otimes\cdots\otimes X_{m_{2i}}^{+}}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{L}}

を得る.ここで,  $\sigma$ は \{ 1, 2, ::;2i\} の置換すべてをわたり, L は k の N 次の拡大体である.

補題3 \cdot 6, Tate 予想  T(X_{m}^{1}\times X_{m}^{1}\prime\times {}_{k}L/L, 1) (これは正しい) および次の可換図式よ
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り,定理の主張が従う:

CH (X ; (1))(2\mathrm{j}1)(2\mathrm{j}1)

\mathrm{C}\mathrm{H}(\mathrm{X} ; (\mathrm{i})) :

(b) の証明の証明は省略する. \square 

定理2.1(2) の証明の概略. i を 0\leq i\leq r なる整数とする (r=r_{1}+\cdots+r_{d})
Künneth 公式から,

H^{2i}(\displaystyle \overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{k}}\simeq\bigoplus_{i_{1}+\cdots+i_{d}=2i}W(i_{1}, \ldots, i_{d})
を得る.ここで,

W(i_{1}, \ldots, i_{d}):=(H^{i_{1}}(\overline{X_{m_{1}}^{r_{1}}}, \mathbb{Q}_{l})\otimes\cdots\otimes H^{i_{d}}(\overline{X_{m_{d}}^{r_{d}}}, \mathbb{Q}_{l}))^{F=q^{i}}.
(3.1) および定理の仮定と補題3.4から,ある j に対して ij が奇数であるとき, W(i_{1}, \ldots, i_{d})=
0.

すべての ij が偶数である場合は,(3.1) より,次の同型を得る :

\displaystyle \bigotimes_{j=1}^{d}H^{i_{j}}(\overline{X_{m_{j}}^{r_{j}}}, \mathbb{Q}_{l}(i_{j}/2))^{G_{k}}\simeq W(i_{1}, ::. , i_{d}) .

r が奇数のとき, X_{m}^{r} に対する Tate 予想は正しいことが知られている.それゆえ,主張は
定理2.1 (1) の証明と同様の可換図式から従う. \square 

定理2.1(3) の証明の概略. i を 0\leq i\leq r なる整数とする (r=r_{1}+\cdots+r_{d}) .

Künneth 公式と (3.1) より,

H^{2i}(\displaystyle \overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{k}}\simeq\bigoplus_{i_{1}+\cdots+i_{d}=i}V(i_{1}, \ldots, i_{d})^{G_{k}},
ここで,

V ( i\mathrm{l} ,
. . .

, i_{d} ) :=(H^{2i_{1}}(\overline{X_{m_{1}}^{r_{1}}}, \mathbb{Q}_{l}(i_{1}))\otimes\cdots\otimes H^{2i_{d}}(\overline{X_{m_{d}}^{r_{d}}}, \mathbb{Q}_{l}(id))) .

V(il, .

::; i_{d})^{G_{k}} の基底は,組 ($\alpha$_{1}, $\alpha$_{2\cdot::}, $\alpha$_{d}) であって, $\alpha$_{1}$\alpha$_{2}\cdots$\alpha$_{d}=q^{i} となるものと対

応する (ここで, $\alpha$_{j} は X_{m_{j}}^{r_{j}}/k に対する重さ 2i_{j} のWeil number である). よって,(1) (a)
の証明と同様の議論により,定理の仮定と補題3.5および (3.1) から証明することができ

る. \square 

最後に,Soulé [22] の議論を用いて,定理2.1の多様体からある多様体のｸﾗｽ \mathcal{A}(k)
を定義し,予想7が \mathcal{A}(k) に含まれる多様体に対して成り立つことを紹介する.
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定義3.7. 有限体 k に対して, \mathcal{A}(k) を k 上の非特異射影多様体のｸﾗｽで以下の

性質をみたす最小のものと定義する:

(1) 定理2.1の条件をみたす多様体は \mathcal{A}(k) に属する.

(2) X および Y が \mathcal{A}(k) に属する多様体のとき, X と Y の非交和 X II Y は \mathcal{A}(k) に属

する.

(3) X が \mathcal{A}(k) に属する多様体, Y は \dim Y=\dim X なる非特異射影多様体とする.ある

n\geq 1 に対して, Y が \displaystyle \mathbb{Z}[\frac{1}{n}] 係数の Chow ﾓﾁｰﾌとして X の直和因子であるとき, Y

は \mathcal{A}(k) に属する.

(4) X を k 上の非特異射影多様体, k' を k の有限次拡大とする. X\otimes k' が \mathcal{A}(k') に属す

るとき, X は \mathcal{A}(k) に属する.

(5) X が \mathcal{A}(k) に属する多様体とし, E を X 上のﾍｸﾄﾙ束とする.このとき, E に付随

いた X 上の射影束 P(E) は \mathcal{A}(k) に属する.

(6) X を k 上の非特異射影多様体とし, Y を X の非特異閉部分多様体とする. W を X の

Y にそつたﾌﾛｰｱｯﾌとする.このとき, W が \mathcal{A}(k) に属する必要十分条件は X お

よび Y が \mathcal{A}(k) に属することである.

系3.8. \mathcal{A}(k) に属する多様体 X に対して,予想7が成り立つ.

証明の概略.Kahn [14] およびGeisser [11] の結果より, TB(X/k, i) がすべての i に

対して成り立つことを示せばよい (cf. §1).
\mathcal{A}'(k) をTate‐Beilinson 予想をみたす k 上の非特異射影多様体のなすｸﾗｽとする.

このとき, \mathcal{A}(k) の最小性から, \mathcal{A}'(k) が上記の性質 (1) -(6) をみたすことを示せばよい.(1)
は定理2.1より従う.性質 (2) -(6) についてはChow ﾓﾁｰﾌの分解等により示せる.例

えば,(6) については,分解 \displaystyle \overline{W}\simeq\overline{X}\oplus(\bigoplus_{j=1}^{c-1}\overline{Y}\otimes \mathrm{L}^{j}) を用いることで証明される (cf. [22,

Théorème 4 \square 

§3.3. p 進ｺﾎﾓﾛｼｰの次元

定理2.1の条件 (2)-(4) のいずれかをみたす多様体 X に対して, \mathbb{Q}_{l} ﾍｸﾄﾙ空間

H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{\mathrm{F}_{q}}} の次元を計算することができる.ここでは,(2) と(3) の場合を紹介す

る.(4) の場合については [24, §3.1] 参照.

X=X_{m_{1}^{1}}^{r}\times\cdots\times X_{m_{d}^{d}}^{r} を定理2.1 (2) の多様体とする.定理の証明より,次が成り
立つ:

H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{\mathrm{F}_{q}}}

=\displaystyle \bigoplus_{(i_{1},\ldots,i_{d})\in I(i)}H^{2i_{1}}(\overline{X_{m_{1}}^{r_{1}}}, \mathbb{Q}_{l}(i_{1}))^{G_{\mathrm{F}_{q}}}\otimes\cdots\otimes H^{2i_{d}}(\overline{X_{m_{d}}^{r_{d}}}, \mathbb{Q}_{l}(i_{d}))^{G_{\mathrm{F}_{q}}}.
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ただし,

I(i)= { (i_{1}, . .

:; i_{d})|i_{1}+\cdots+i_{d}=i and 0\displaystyle \leq i_{j}\leq\min\{r_{j}, i\} for all j }.

右辺の各直和因子は Lefschetz ﾓﾁｰﾌからくるものであり, \mathbb{Q}_{l} と同型である (cf. (3. 1)).
従って,

\dim_{\mathbb{Q}_{l}}H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{\mathrm{F}_{q}}}=\# I(i) .

次に, X=X_{m_{1}^{1}}^{r}\times\cdots\times X_{m_{d}^{d}}^{r} を定理2.1(3) の多様体とする.このとき,次が成り立つ:

H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{k}}

=\displaystyle \bigoplus_{(i_{1},\ldots,i_{d})\in I'(i)}H^{2i_{1}}(\overline{X_{m_{1}}^{r_{1}}}, \mathbb{Q}_{l}(i_{1}))^{G_{k}}\otimes\cdots\otimes H^{2i_{d}}(\overline{X_{m_{d}}^{r_{d}}}, \mathbb{Q}_{l}(i_{d}))^{G_{k}}
\oplus \oplus H^{2i_{1}}(\overline{X_{m_{1}}^{r_{1}}}, \mathbb{Q}_{l}(i_{1}))^{G_{k}}\otimes\cdots\otimes H^{2i_{d}}(\overline{X_{m_{d}}^{r_{d}}}, \mathbb{Q}_{l}(i_{d}))^{G_{k}}

(i_{1},\ldots,i_{d})\in I''(i)

ここで,

I'(i)=\displaystyle \{(i_{1}, \ldots, i_{d})|\sum_{j=1}^{d}i_{j}=i, 0\displaystyle \leq i_{j}\leq\min\{r_{j}, i\} and 2i_{j}\neq r_{j} for all j\},

I''(i)=\displaystyle \{(i_{1}, \ldots, i_{d})|_{2i_{j}=r_{j}}^{\sum_{j=1}^{d}i_{j}=}i0\leq i_{j}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\leq j\min\{r_{j}, i\}
for all j, \}.

右辺の最初の各直和因子は \mathbb{Q}_{l} と同型であり,次の式を得る :

\displaystyle \dim_{\mathbb{Q}_{l}}H^{2i}(\overline{X}, \mathbb{Q}_{l}(i))^{G_{k}}=\# I'(i)+\sum_{(i_{1},\ldots,i_{d'})\in I''(i)}\prod_{2i_{j}=r_{j}}\dim_{\mathbb{Q}_{l}}H^{r_{j}}(\overline{X_{m_{j}}^{r_{j}}}, \mathbb{Q}_{l}(i_{j}))^{G_{k}}.
さらに, \dim_{\mathbb{Q}_{l}}H^{r_{j}}(\overline{X_{m_{j}}^{r_{j}}}, \mathbb{Q}_{l}(r_{j}/2))^{G_{k}} については以下のような記述が知られている ([21,
p. 125] 参照). m を p と素な正の整数とし r を正の整数とする. k の位数を q で表す.集

合 \mathfrak{D}_{m,r} (cf. 記号 (5)) の部分集合 \mathfrak{B}_{m,r,q} を次で定義する:

\mathfrak{B}_{m,r,q}=\{ $\gamma$\in \mathfrak{D}_{m,r}|j( $\gamma$)=q^{r/2}\}.

ここで, j( $\gamma$) はJacobi 和である (cf. 記号 (5)). このとき,

\dim_{\mathbb{Q}_{l}}H^{r}(\overline{X_{m}^{r}}, \mathbb{Q}_{l}(r/2))^{G_{k}}=1+\#\mathfrak{B}_{m,r,q}.
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最後に,集合 \mathfrak{B}_{m,r,q} の別の記述を与える.まず,いくつか記号を導入する.  $\gamma$=

($\gamma$_{0,.::;}$\gamma$_{r+1})\in \mathfrak{D}_{m,r} に対して,

\displaystyle \Vert $\gamma$ \sum_{i=1}^{r+1}\langle\frac{$\gamma$_{i}}{m}\rangle-1
と定義する.ただし, \langle x\rangle は  x\in \mathbb{Q}/\mathbb{Z} の分数部分を表す. H を p で生成される (\mathbb{Z}/m)^{\times} の

部分群とし,その位数を f で表す.このとき,十分大きな q に対して,集合 \mathfrak{B}_{m,r,q} は次の

集合と等しい:

\displaystyle \{ $\gamma$\in \mathfrak{D}_{m,r}|\sum_{h\in H}\Vert ht $\gamma$ rf/2, \forall_{t\in(\mathbb{Z}/m)^{\times}\}}.
謝辞.多くの有益なｺﾒﾝﾄを下さつた査読者に感謝致します.
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