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Abstract

In this paper, we consider the discrete deformation of the discrete space curves with constant torsion

described by the discrete mKdV or the discrete sine‐Gordon equations, and show that it is formulated as

the torsion‐preserving equidistant deformation on the osculating plane which satisfies the isoperimetric
condition. The curve is reconstructed from the deformation data by using the Sym‐Tafel formula. The

isoperimetric equidistant deformation of the space curves does not preserve the torsion in general. How‐

ever, it is possible to construct the torsion‐preserving deformation by tuning the deformation parameters.

Further, it is also possible make an arbitrary choice of the deformation described by the discrete mKdV

equation or by the discrete sine‐Gordon equation at each step.

Received November 16, 2013. Revised March 27, 2014.

2010 Mathematics Subject Classification(s): 53\mathrm{A}04,37\mathrm{K}25,37\mathrm{K}10,35\mathrm{Q}10,65\mathrm{D}17
Key Words: discrete curve, discrete motion, discrete mKdV equation, discrete sine‐Gordon equation, discrete inte‐

grable systems, discrete differential geometry

Supported by JSPS KAKENHI No. 22656026, 23340037, 24340029, 24540063, 24540103

*990-8560 山形市小白川町1‐4‐12山形大学理学部数理科学科

Department of Mathematical Sciences, Yamagata University, Yamagata 990‐8560, Japan
\mathrm{e}‐mail: inoguchi@sci. \mathrm{k}\mathrm{j} .yamagata‐u.ac.jp

**819-0395 福岡市西区元岡744九州大学ﾏｽ･ﾌｫｱ･ｲﾝﾀｽﾄﾘ研究所
Institute of Mathematics for Industry, Kyushu University, 744 Motooka, Fukuoka 819‐0395 , Japan
\mathrm{e}‐mail: kaji@imi.kyushu‐u.ac.jp

***814-0180 福岡市城南区七隈8‐19‐1福岡大学理学部応用数学科

Department of Applied Mathematics, Fukuoka University, Nanakuma 8‐19‐1 , Fukuoka 814‐0180 , Japan
\mathrm{e}‐mail: nozomu@fukuoka‐u.ac.jp

$\dagger$_{657-8501} 神戸市灘区六甲台町1‐1神戸大学大学院理学研究科

Department of Mathematics, Kobe University, Rokko, Kobe 657‐8501 , Japan
\mathrm{e}‐mail: ohta@math.sci.kobe‐u.ac.jp

© 2014 Research Institute for Mathematical Sciences, Kyoto University. All rights reserved.



2 Junichi Inoguchi, Kenji Kajiwara, Nozomu Matsuura and Yasuhiro Ohta

§1. はじめに

微分幾何と可積分系の理論の間には深いつながりがあることはよく知られており,多

くの可積分な微分方程式や差分方程式が幾何学的ｵﾌｼｪｸﾄの両立条件として現れる.

典型的な例として, ﾁｪﾋｼｪﾌ網による径数付けの下でﾕｰｸﾘｯﾄ空間内の負の定曲

率曲面 (K‐曲面) が \dashv \mathcal{F} ｲﾝｺﾙﾄﾝ方程式で記述されることが挙げられる.このような

つながりについての詳細は [26] を参照していただきたい.

連続系の可積分系理論がいろいろの場面で微分幾何学と結びついていることを受け

て, その離散的類似を展開すべく 1990年代の半ばころから離散微分幾何と呼ばれる研究

が活発に行われるようになった.この分野の研究課題の一つとして, 離散可積分系理論に

適合するような幾何学的枠組みを構築することがある. 離散微分幾何を研究することの動

機は, 例えば, 可積分系の理論で明らかになったように, 離散系のほうが連続系よりも根

源的で豊富な数学的構造を持つであろうことへの期待,また, 幾何学的ｵﾌｼｪｸﾄの可

視化や大変形のｼﾐｭﾚｰｼｮﾝを支える理論的基盤の整備が挙げられるだろう. 離散微

分幾何の文献としては, 萌芽的なものはｻｳｴﾙ [27] があり, 現代的な問題意識ではﾎ

ﾍﾝｺとｽﾘｽによる教科書 [2] がある.

さて, 空間または平面曲線の変形理論においては, 曲線のﾌﾙﾈ枠とその変形は線

形偏微分方程式系で記述され, その両立条件として, 例えばﾗﾑや橋本を始めとする多く

の研究者によって提示されたように,modified \mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}(mKdV) 方程式や非線形ｼｭﾚﾃｨﾝ

ｶｰ (NLS) 方程式, およびその階層が自然に現れることが知られている [4, 8, 9, 19, 2 23].

その後, 離散微分幾何の研究の流れを受けて, 離散化された曲線の連続変形が多く考察

されてきた.例えば平面離散曲線の連続変形は [_{-}5 ,
11

, 14, 1_{-}5
, 17], 空間離散曲線の連続変

形は [_{-}5 , 12, 22, 24 ] などが挙げられ, そこでは mKdV 方程式や NLS 方程式の微分差分類

似によって記述される離散曲線の変形が定式化されている.ところが, 離散曲線の離散

的な変形についてはあまり研究がなされておらず, 平面離散曲線については [16 ,
21 ] で離

散 mKdV 方程式で記述される等周変形が,また, 空間離散曲線については [6] で離散ｻ

ｲﾝ･ｺﾙﾄﾝ方程式による変形が,さらに [13, 25] では離散 NLS 方程式による変形が

議論されている程度である.

本論文の目的は,もっとも基本的な空間曲線の変形である mKdV 方程式による等周

変形の離散類似の定式化を提示することである. 上で言及した離散曲線の離散的変形に

関する研究のほとんどは, 曲線の変形をﾌﾙﾈ枠, すなわち曲線に付随した接ﾍｸﾄﾙ,

法線ﾍｸﾄﾙ (および陪法線ﾍｸﾄﾙ) からなる正規直交枠によって記述している.それ

はﾌﾙﾈ枠に対するﾌﾙﾈ･ｾﾚの公式と変形方程式が可積分系の理論における補助線形

問題に他ならないからである. しかし本来, 曲線の変形は曲線の位置ﾍｸﾄﾙそのものの

変形を記述するべきである. それにはﾌﾙﾈ枠に対する変形方程式を一度 ｢積分｣ する必

要があるが, その手続きは, 特に離散曲線の離散的変形については非自明であって, ほと

んど実行されていない. [16 ,
21 ] lにおいては平面離散曲線の離散 mKdV 方程式で記述され

る離散的変形が, 曲線の等周変形として定式化された. 本論文では捩率一定の空間離散曲

線に対する, 捩率保存かつ等周変形が離散 mKdV 方程式および離散ｻｲﾝ･ｺﾙﾄﾝ方
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程式で記述されることを示す.さらに , 各ｽﾃｯﾌ毎にどちらによる変形かを任意に選択

することも可能である.

本論文の構成は以下の通りである.第2章では本論文で頻繁に用いられる \mathrm{S}\mathrm{O}(3)\mathrm{S}\mathrm{U}(2)

対応とそれらのﾘｰ環 so(3) とsu(2) の対応について , 記号の導入と読者の便宜を兼ねて

まとめておく.第3章では, 空間離散曲線とそのﾌﾙﾈ枠を導入し , ﾌﾙﾈ枠の満たす離

散ﾌﾙﾈ･ｾﾚの公式と, ｼﾑ･ﾀﾌｪﾙの公式によるﾌﾙﾈ枠からの曲線の再構成につ

いて述べる.第4章では本論文の主結果である捩率一定の空間離散曲線に対する捩率保

存等周変形を提示し,第5章では主結果の証明を与える.

§2. \mathrm{S}\mathrm{O}(3)-\mathrm{S}\mathrm{U}(2) 対応

\mathbb{R}^{3} 内の曲線の正規直交枠は SO(3) の行列となるが,これをしばしばSU(2) の行列に

変換したり , その逆の変換を行った上で議論することがある. 本章ではその変換の方法

についてまとめておく [26]. まずsu(2) の基底を

(2.1) e_{1}=\displaystyle \frac{\sqrt{-1}}{2}\left\{\begin{array}{ll}
1 & 0\\
0-1 & 
\end{array}\right\}, e_{2}=\displaystyle \frac{\sqrt{-1}}{2}\left\{\begin{array}{ll}
0 & 1\\
1 & 0
\end{array}\right\}, e_{3}=\displaystyle \frac{1}{2}\left\{\begin{array}{l}
0-1\\
10
\end{array}\right\}
と選ぶ. e_{i}(i=1,2,3) は交換関係

(2.2) [e_{1}, e_{2}]=e_{3}, [e_{2}, e_{3}]=e_{1}, [e_{3}, e_{1}]=e_{2}

を満たしている.

Proposition 2.1 ( \mathfrak{s}\mathrm{u}(2)-\mathbb{R}^{3} 対応). 線型写像 f:\mathbb{R}^{3}\rightarrow \mathfrak{s}\mathrm{u}(2) を x=t[x_{1}, x_{2}, x_{3}]\in \mathbb{R}^{3}
に対して

(2.3) f(x)=x_{1}e_{1}+x_{2}e_{2}+xe_{3}

と定める.このとき , f はsu(2) と \mathbb{R}^{3} のﾍｸﾄﾙ空間としての同型写像を与える.また,

su(2) における内積と外積を,勝手な X, \mathrm{Y}\in \mathrm{s}\mathrm{u}(2) に対して

(2.4) \langle X, \mathrm{Y}\rangle=-2\mathrm{t}\mathrm{r}(X\mathrm{Y}) , X\times \mathrm{Y}=[X, \mathrm{Y}]

と定めれば, \mathfrak{s}\mathrm{u}(2) は計量ﾍｸﾄﾙ空間として \mathbb{R}^{3} と同型である.

Proo. 前半は定義より明らかである. 後半について , すべての x, y\in \mathbb{R}^{3} に対して

(2.5) f(x)f(y)+f(y)f(x)=-\displaystyle \frac{\langle x,y\rangle}{2}I,
(2.6) f(x)f(y)-f(y)f(x)=f(x\times y)

が成り立つことが直接計算によってわかる. ただし I は単位行列, \rangle は標準的なﾕｰｸ

ﾘｯﾄ内積, \times は外積である. したがって \mathrm{s}\mathrm{u}(2) の内積と外積を (2.4) で定めれば, 向き

の指定された計量ﾍｸﾄﾙ空間として \mathbb{R}^{3} と同型となる. \square 

次に , \mathrm{S}\mathrm{O}(3) とSU(2) の間に以下のような対応が成り立つ.
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Proposition 2.2 ( \mathrm{S}\mathrm{U}(2)-\mathrm{S}\mathrm{O}(3) 対応).

(1) 各  $\beta$\in \mathrm{S}\mathrm{U}(2) に対して

(2.7) ( $\beta$ f(x)($\beta$^{-1}=f( $\Phi$ x) , x\in \mathbb{R}^{3}

により行列  $\Phi$ を定めると ,  $\Phi$\in \mathrm{S}\mathrm{O}(3) である.

(2) 行列 ( $\rho$\in \mathrm{S}\mathrm{U}(2) を

(2.8) ( $\beta$=\left\{\begin{array}{ll}
 $\alpha$ &  $\beta$\\
-$\beta$^{*} & $\alpha$^{*}
\end{array}\right\} | $\alpha$|^{2}+| $\beta$|^{2}=1

と表示すると (ただし * は複素共役) , (1) で定義された  $\Phi$\in \mathrm{S}\mathrm{O}(3) は次のように表

される.

\mathrm{j}\mathrm{j} \mathrm{j}\mathrm{j}
(2.9)  $\Phi$=[-2\mathbb{R}( $\alpha \beta$)-2\Im( $\alpha \beta$) \mathbb{R}($\alpha$^{2}-$\beta$^{2})\Im($\alpha$^{2}-$\beta$^{2})2\mathbb{R}( $\alpha \beta$^{*}) -\Im($\alpha$^{2}+$\beta$^{2})\mathbb{R}($\alpha$^{2}+$\beta$^{2})-2\Im( $\alpha \beta$^{*})].

(3) 逆に ,  $\Phi$=[$\Phi$_{ij}]\in \mathrm{S}\mathrm{O}(3) を与えると , 対応する ( $\beta$\in \mathrm{S}\mathrm{U}(2) は符号を除いて次のように

定まる.

(2.10) ( $\beta$=\left\{\begin{array}{ll}
 $\alpha$ &  $\beta$\\
-$\beta$^{*} & $\alpha$^{*}
\end{array}\right\}, \displaystyle \left\{\begin{array}{l}
 $\alpha$\\
 $\beta$
\end{array}\right\}=\pm\frac{1}{2\sqrt{1+\mathrm{t}\mathrm{r} $\Phi$}}\left\{\begin{array}{ll}
1+\mathrm{t}\mathrm{r} $\Phi$+ & \sqrt{-1}($\Phi$_{32}-$\Phi$_{23})\\
$\Phi$_{12}-$\Phi$_{21}+ & \sqrt{-1}($\Phi$_{13}-$\Phi$_{31})
\end{array}\right\}.
Proo. (1): (2.7) により行列  $\Phi$ を定めると(2.5) より

| $\Phi$ x|^{2}I=-4(f( $\Phi$ x))^{2}=-4_{( $\rho$}(f(x))^{2}($\beta$^{-1}=|x|^{2}I

が成り立つから  $\Phi$ は直交行列である.さらに , 次のような考察で  $\Phi$\in \mathrm{S}\mathrm{O}(3) となること

もわかる. すなわち, (2.4) より e_{1}\times e_{2}=e_{3} および (( $\beta$ e_{1}($\beta$^{-1})\times(( $\beta$ e_{2}($\beta$^{-1})=( $\beta$ e_{3}($\beta$^{-1}, ( $\beta$\in \mathrm{S}\mathrm{U}(2)
が成り立つ.  $\Phi$=[$\Phi$_{1}, $\Phi$_{2}, $\Phi$_{3}] とおくと, (2.7) より f($\Phi$_{1})\times f($\Phi$_{2})=f($\Phi$_{3}) , (2.4) より左辺

は [f($\Phi$_{1}), f($\Phi$_{2})]=f() と書き直され,さらに(2.6) より f($\Phi$_{1}\times$\Phi$_{2})=f() となる. f
が全単射であることに注意すると , \det $\Phi$=\langle$\Phi$_{1}\times$\Phi$_{2}, $\Phi$_{3}\rangle=\langle$\Phi$_{3}, $\Phi$_{3}\rangle=1 が従う.

(2): (2.8) を(2.7) の左辺に代入して両辺を比較することで直接検証することができる.

(3):  $\Phi$=[$\Phi$_{ij}] と書けば, (2.9) より

\displaystyle \frac{$\Phi$_{22}+\sqrt{-1}$\Phi$_{32}}{1-$\Phi$_{12}}=\frac{ $\alpha$+ $\beta$}{$\alpha$^{*}-$\beta$^{*}}, \frac{$\Phi$_{23}+\sqrt{-1}$\Phi$_{33}}{1-$\Phi$_{13}}=\sqrt{-1}\frac{ $\alpha$-\sqrt{-1} $\beta$}{$\alpha$^{*}-\sqrt{-1}$\beta$^{*}}
が成り立つことがわかり,これを解いて (2.1()) が得られる. \square 

ﾘｰ環 \mathfrak{s}\mathrm{u}(2) とS0(3) の間には, Proposition 2.2で与えられたﾘｰ群 SU(2) とSO(3) の

対応関係と整合的な同型対応が存在する.
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Proposition 2.3 ( \mathfrak{s}\mathrm{u}(2)-\mathfrak{s}\mathfrak{o}(3) 対応). \mathfrak{s}\mathfrak{o}(3) の基底 E_{i}(i=1, 2, 3) を

(2.11) E_{1}=\left\{\begin{array}{lll}
0 & 0 & 0\\
0 & 0-1 & \\
0 & 1 & 0
\end{array}\right\}, E_{2}=\left\{\begin{array}{lll}
0 & 0 & 1\\
0 & 0 & 0\\
-1 & 0 & 0
\end{array}\right\}, E_{3}=\left\{\begin{array}{ll}
0-1 & 0\\
10 & 0\\
00 & 0
\end{array}\right\}
とする.このとき , 対応 e_{i}\leftrightarrow E_{i}(i=1,2,3) によって su(2) とso(3) は同型となる.

Proo.  $\beta$\in \mathrm{S}\mathrm{U}(2) に対して  $\Phi$=[$\Phi$_{1}, $\Phi$_{2}, $\Phi$_{3}]\in \mathrm{S}\mathrm{O}(3) をProposition 2.2の対応関係で

得られる行列とする.  $\rho$ の微分を  $\beta$'= $\beta$\displaystyle \sum_{i=1}^{3} Xiei と書いたとき, $\Phi$'= $\Phi$\displaystyle \sum_{i=1}^{3}X_{i}E_{i} となる

ことを示せばよい. (2.7) で x={}^{t}[1, 0, 0], f(x)=e_{1} と選ぶと, $\Phi$_{1}=f^{-1}( $\beta$ e_{1}$\beta$^{-1}) . 両辺微分

して交換関係 (2.2) を用い,さらに(2.7) に注意すると

$\Phi$_{1}'=f^{-1}( $\beta$(X_{2}[e_{2}, e_{1}]+X_{3}[e_{3}, e_{1}])$\beta$^{-1})= $\Phi$(-X_{2}f^{-1}(e_{3})+X_{3}f^{-1}(\mathrm{e}_{2}))

を得る.これより

$\Phi$^{-1}$\Phi$_{1}'=-X_{2}\left\{\begin{array}{l}
0\\
0\\
1
\end{array}\right\}+X_{3}\left\{\begin{array}{l}
0\\
1\\
0
\end{array}\right\}.
これで $\Phi$' の第1列がわかったことになるが, 他の列も x={}^{t}[0 , 1, 0], f(x)= e2, さらに

x={}^{t}[0, 0 , 1 ], f(x)=e_{3} と選ぶことで計算でき , それぞれ

$\Phi$^{-1}$\Phi$_{2}'=X_{1}\left\{\begin{array}{l}
0\\
0\\
1
\end{array}\right\}-X_{3}\left\{\begin{array}{l}
1\\
0\\
0
\end{array}\right\}, $\Phi$^{-1}$\Phi$_{3}'=-X_{1}\left\{\begin{array}{l}
0\\
1\\
0
\end{array}\right\}+X_{2}\left\{\begin{array}{l}
1\\
0\\
0
\end{array}\right\}
となる.これからただちに

$\Phi$'= $\Phi$\displaystyle \sum_{i=1}^{3}X_{i}E_{i}
が得られる. \square 

§3. 空間離散曲線

本章では空間離散曲線とそのﾌﾙﾈ枠を導入し , ﾌﾙﾈ･ｾﾚの公式とｼﾑ･ﾀﾌｪ

ﾙの公式について議論する.

Definition 3.1 ([7, 27

(1) 写像  $\gamma$:\mathrm{Z}\rightarrow \mathbb{R}^{3}, n\mapsto$\gamma$_{n} に対し , すべての整数 n についてどの連続する3点 $\gamma$_{n-1}, $\gamma$_{n},

$\gamma$_{n+1} も同一直線上にないとき ,  $\gamma$ を空間離散曲線という.
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(2) 空間離散曲線  $\gamma$ に対して

(3.1)  $\epsilon$_{n}=|$\gamma$_{n+1}-$\gamma$_{n}|

とおき

(3.2) T_{n}=\displaystyle \frac{$\gamma$_{n+1}-$\gamma$_{n}}{$\epsilon$_{n}}, N_{n}=B_{n}\times T_{n}, B_{n}=\displaystyle \frac{T_{n-1}\times T_{n}}{|T_{n-1}\times T_{n}|}
と定め , それぞれ接ﾍｸﾄﾙ, 主法線ﾍｸﾄﾙ, および陪法線ﾍｸﾄﾙと呼ぶ.また,
行列値函数  $\Phi$=[T, N, B]:\mathrm{Z}\rightarrow \mathrm{S}\mathrm{O}(3) を  $\gamma$ のﾌﾙﾈ枠と呼ぶ.

定義より,ﾌﾙﾈ枠  $\Phi$_{n}=[T_{n}, N_{n}, B_{n}] は次の差分方程式をみたすことがただちにわ

かる.

(3.3) $\Phi$_{n+1}=$\Phi$_{n}R_{1}(-v_{n+1})R_{3}($\kappa$_{n+1}) .

ただし R_{1}, R_{3} は回転行列

(3.4) R_{1} () =\left\{\begin{array}{lll}
1 & 0 & 0\\
0 & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$\\
 0 & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$
\end{array}\right\}, R_{3} () =\left\{\begin{array}{lll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & 0\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} $\theta$ & 0\\
0 & 0 & 1
\end{array}\right\}
であり,  $\kappa$:\mathrm{Z}\rightarrow(0,  $\pi$) と v:\mathrm{Z}\rightarrow[- $\pi$,  $\pi$) はつぎの式で定義される角度である.

(3.5) \langle T_{n}, T_{n-1}\rangle=\cos$\kappa$_{n}, \langle B_{n}, B_{n-1}\rangle=\cos v_{n}, \langle B_{n}, N_{n-1}\rangle=\sin v_{n}.

(3.3)(3.5) を連続曲線と同様にﾌﾙﾈ･ｾﾚの公式と呼ぶ.

ﾌﾙﾈ枠  $\Phi$ をProposition 2.2にしたがって SU(2) 値の函数  $\rho$ に変換すると,  $\rho$ は

(3.6)  $\beta$_{n+1}=$\beta$_{n}L_{n},

(3.7) L_{n}=\displaystyle \pm[e^{-\frac{\sqrt{-1}}{2}v_{n+1}}\cos\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}e^{\frac{\sqrt{-1}}{2}v_{n+1}}\sin\frac{$\kappa$_{n+1}}{2} -e^{-\frac{\sqrt{-1}}{2}v_{n+1}}\sin\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}e^{\frac{\sqrt{-1}}{2}v_{n+1}}\cos\frac{$\kappa$_{n+1}}{2}]
をみたす.

Definition 3.2. 函数

\sin v_{n+1}
(3.8) il_{n}=-

$\epsilon$_{n}

を空間離散曲線の捩率と呼ぶ.

以後, 捩率が一定値

(3.9) il_{n}=it

の曲線を考えることにする.このとき , 次の命題が成り立つ.
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Proposition 3.3 (ｼﾑ･ﾀﾌｪﾙの公式 [28]). 実数 it と函数  v_{n}\in[- $\pi$,  $\pi$),  $\kappa$_{n}\in(0,  $\pi$)
に対して, 差分方程式 (3.6)(3.9) の解を ($\rho$_{n}\in \mathrm{S}\mathrm{U}(2) とする.このとき f を(2.3) で定義さ

れている同型写像とし,

(3.10) $\gamma$_{n}=f^{-1}(S_{n}) , S_{n}=-(\displaystyle \frac{\partial}{\partial il}($\rho$_{n})($\rho$_{n}^{-1}
とおくと ,  $\gamma$ はﾌﾙﾈ･ｾﾚの公式 (_{-}3_{-}3 )-(3_{-}5) をみたす. すなわち ,  $\gamma$ は隣接する  $\gamma$_{n}, $\gamma$_{n+1}

間の距離が $\epsilon$_{n} であるような定捩率 it の空間離散曲線であり , その隣接する接ﾍｸﾄﾙ T_{n-1},

T_{n} のなす角は K_{n} , 隣接する陪法線ﾍｸﾄﾙ B_{n-1}, B_{n} のなす角は V_{n} となる.

Proo. S の差分は (3.7)(3.10) より S_{n+1}-S_{n}=-($\rho$_{n}(L_{n})_{ $\lambda$}L_{n}^{-1_{($\rho$_{n}^{-}}1}=$\epsilon$_{n}($\beta$_{n}e_{1}($\beta$_{n}^{-1} となる

から

(3.11) T_{n}=\displaystyle \frac{s_{n+1}-s_{n}}{$\epsilon$_{n}}=($\beta$_{n}e_{1}($\beta$_{n}^{-1}
とおく. このとき

$\tau$_{n+1}==

=\cos$\kappa$_{n+1}T_{n}+\cos v_{n+1}\sin$\kappa$_{n+1}($\beta$_{n}e_{2}($\beta$_{n}^{-1}-\sin v_{n+1}\sin$\kappa$_{n+1}($\beta$_{n}e_{3}($\beta$_{n}^{-1}

となるから

(3.12) N_{n}=($\beta$_{n}e_{2}($\beta$_{n}^{-1}, B_{n}=($\beta$_{n}e_{3}($\beta$_{n}^{-1}

とおく. さらに N_{n+1}, B_{n+1} も同様の計算で

N_{n+1}=-\sin$\kappa$_{n+1}T_{n}+\cos v_{n+1}\cos$\kappa$_{n+1}N_{n}-\sin v_{n+1}\cos$\kappa$_{n+1}B_{n} ,

B_{n+1}=\sin v_{n+1}N_{n}+\cos v_{n+1}B_{n} ,

となるので,組 [T_{n}, N_{n}, B_{n}] はﾌﾙﾈ･ｾﾚの公式を満たす. \square 

なお, 後の記号の便利のために

(3.13) a_{n}=(1+\displaystyle \tan^{2}\frac{v_{n+1}}{2})$\epsilon$_{n}
とおく. すると,

(3.14) $\epsilon$_{n}=\displaystyle \frac{a_{n}}{1+\frac{a_{n}^{2}$\lambda$^{2}}{4}},
(3.15) v_{n+1}=2\displaystyle \arctan\frac{a_{n}il}{2}
が成り立つ.
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§4. 空間離散曲線の離散的等周変形

本章では空間離散曲線  $\gamma$ の離散的な等周変形を議論する. 変形された曲線を \overline{ $\gamma$} とし,

\overline{ $\gamma$} に付随するﾌﾙﾈ枠や捩率などのﾃｰﾀには
-

をつけて表すこととする. 例えば  $\gamma$ に付

随する  $\epsilon$_{n}, V_{n}, K_{n}, il_{n}, a_{n} に対して, \overline{ $\gamma$} の対応するﾃｰﾀをそれぞれ \overline{ $\epsilon$}_{n}, \overline{V}_{n}, \overline{K}_{n}, \overline{il}_{n}, \overline{a}_{n} と記す.

いま, 空間離散曲線  $\gamma$ の捩率は一定, すなわち

(4 \cdot 1) \displaystyle \frac{2}{a_{n}}\tan\frac{v_{n+1}}{2}=it (定数)

とする.このとき, 次の命題が成り立つ.

Proposition 4.1. 定捩率の空間離散曲線  $\gamma$ に対して,新しい空間離散曲線 \overline{ $\gamma$} を

(4.2) \overline{ $\gamma$}_{n}=$\gamma$_{n}+ $\delta$(\cos w_{n}T_{n}+\sin w_{n}N_{n}) ,

(4.3)  $\delta$=\displaystyle \frac{b}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}},
(4.4) w_{n+1}=-$\kappa$_{n+1}+2\displaystyle \arctan\frac{b+a_{n}}{b-a_{n}}\tan\frac{w_{n}}{2}
によって定める. ただし , 定数 b とwo は \sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1}) が全ての n について定符

号であるように取るものとする.このとき,次のことが成り立つ.

(1) (等周性) \overline{ $\gamma$} は

(4.5) \overline{ $\epsilon$}_{n}=|\overline{ $\gamma$}_{n+1}-\overline{ $\gamma$}_{n}|=|$\gamma$_{n+1}-$\gamma$_{n}|=$\epsilon$_{n}

をみたし, したがって (4.2) で定義される変形  $\gamma$\mapsto\overline{ $\gamma$} は等周変形である.

(2) (振率保存性) 次のことが成り立つ.

(4.6) \overline{v}_{n}=v_{n}.

したがって (1) と合わせて \overline{a}_{n}=a_{n} が成り立ち , かつ \overline{ $\gamma$} の捩率 \displaystyle \overline{il}_{n}=\frac{\sin\overline{v}_{n+1}}{\overline{ $\epsilon$}_{n}} は n につい

て定数で , その値は it に等しい. すなわち変形  $\gamma$\mapsto\overline{ $\gamma$} は捩率を保つ.

(3) (ﾌﾙﾈ枠の変形) 空間離散曲線 \overline{ $\gamma$} のﾌﾙﾈ枠 \overline{ $\Phi$}=[\mathrm{T}, \mathrm{N}, \overline{B}] は次のいずれかをみた

す. \sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1})>0 のとき

(4.7) \overline{ $\Phi$}_{n}=$\Phi$_{n}R_{3}(w_{n})R_{1} () R_{3}(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}) ,  $\mu$=-2\displaystyle \arctan\frac{bil}{2},
または \sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1})<0 のとき

(4.8) \overline{ $\Phi$}_{n}=$\Phi$_{n}R_{3}(w_{n})R_{1} () R_{3}(-w_{n+1}-$\kappa$_{n+1}) ,  $\mu$=2\displaystyle \arctan\frac{2}{bil}.
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Proposition 4.1の証明は次節で行う. なお ,  $\gamma$ から \overline{ $\gamma$} を得る手続きは次のように述べ

ることもできる (Figure 1) . (1)  $\gamma$ の任意の一点, 例えば  $\gamma$0をT0とN0 (もしくは  T_{-1} と

T0) の張る平面 (接触平面) 上の勝手な点 \overline{ $\gamma$}_{0} に移動し , 移動した距離を  $\delta$ とする. ただ

し ,  $\delta$ は  $\gamma$ の捩率  it に対して 0< $\delta$<1\prime it となるようにする. (2)  $\delta$ を半径とする円周を

各点の接触平面に描く. (3) 他の点は次の3条件をみたす位置に動かす. (a) 円周上にある

(等距離条件) (b) 弧長を保つ (等周条件) (c) 接触平面の下半平面 (T に関して N と反対

側 ) にある.さらに, \sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1}) が全ての n について定符号であるという条件

Figure 1. 曲線の変形. 左:離散曲線とﾌﾙﾈ枠, 中 : ｽﾃｯﾌ (1) ,(2) , 右:ｽﾃｯﾌ(3)

は , 全ての n について \overline{B}_{n} が \overline{ $\gamma$}_{n}-$\gamma$_{n} と B_{n} の張る平面に関して同じ向きであることと等価

であり (Figure 2) , これが変形が振率保存であるための必要+分条件となっている. \leftarrow

れについては \wedge 5.1.2 節で議論する.

Figure 2. 捩率保存の必要十分条件. \mathrm{B} が \overline{ $\gamma$}- $\gamma$ と  B の張る平面 (灰色の平面) に対して同

じ向きになければならない.

Proposition 4. 1の構成を繰り返すと , 定捩率な空間離散曲線の列 $\gamma$^{0}= $\gamma$, $\gamma$^{1}=\overline{ $\gamma$}, $\gamma$^{2}=
\overline{$\gamma$^{1}} , :. : , $\gamma$^{m}=\overline{$\gamma$^{m-1}} , . ::ができる. それに対応して離散曲線に付随するﾃｰﾀ K, T, N, B を

それぞれ K^{m}, T^{m}, N^{m}, B^{m} とし,また変形のﾃｰﾀ  $\delta$, b,  $\mu$ もそれぞれ  $\delta$_{m}, b_{m}, $\mu$_{m} とする.次

の定理は Proposition 4. 1を繰り返し適用することでただちに得られる.



10 Junichi Inoguchi, Kenji Kajiwara, Nozomu Matsuura and Yasuhiro Ohta

Theorem 4.2. $\gamma$^{0} を定捩率 it の空間離散曲線とし , 空間離散曲線の列 $\gamma$^{m} を

m+1
(4.9) $\gamma$_{n} =$\gamma$_{n}^{m}+$\delta$_{m}(\cos w_{n}^{m}T_{n}^{m}+\sin w_{n}^{m}N_{n}^{m}) ,

(4.10) $\delta$_{m}=\displaystyle \frac{b_{m}}{1+\frac{b_{m}^{2}$\lambda$^{2}}{4}},
(4.11) w_{n+1}^{m}=-$\kappa$_{n+1}^{m}+2\displaystyle \arctan\frac{b_{m}+a_{n}}{b_{m}-a_{n}}\tan\frac{w_{n}^{m}}{2}
によって定める. ただし, a_{n} は初期曲線 $\gamma$^{0} のﾃｰﾀ  $\epsilon$, v から (3.13) で定められる数列で

ある.また, 数列 b_{m} と初期値の列 w_{0}^{m} は \sin(w_{n+1}^{m}+$\kappa$_{n+1}^{m}-w_{n-1}^{m}) が全ての n について定符

号であるように取るものとする.このとき,以下のことが成り立つ.

(1) (等周性振率保存性) すべての m について $\gamma$^{m} は

(4.12) |$\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m}|=$\epsilon$_{n}

をみたし, $\gamma$^{m} の捩率は it である. すなわち (4.9) は捩率を保存する等周変形である.

(2) ( ﾌﾙﾈ枠の変形 ) ﾌﾙﾈ枠 $\Phi$_{n}^{m}=[T_{n}^{m}, N_{n}^{m}, B_{n}^{m}] は

(4.13) $\Phi$_{n+1}^{m}=$\Phi$_{n}^{m}L_{n}^{m}, $\Phi$_{n}^{m+1}=$\Phi$_{n}^{m}M_{n}^{m}

をみたす. ただし

(4.14) L_{n}^{m}=R_{1}(-v_{n+1})R_{3}($\kappa$_{n+1}^{m}) , v_{n+1}= 2arctan \displaystyle \frac{a_{n}il}{2}
であり,各 m について M_{n}^{m} は次のいずれかで与えられる. \sin(w_{n+1}^{m}+$\kappa$_{n+1}^{m}-w_{n-1}^{m})>0
のとき

(4.15) M_{n}^{m}=R_{3}(w_{n}^{m})R_{1}($\mu$_{m})R_{3}(w_{n+1}^{m}+$\kappa$_{n+1}^{m}) , $\mu$_{m}=-2\displaystyle \arctan\frac{b_{m}il}{2}
または \sin(w_{n+1}^{m}+$\kappa$_{n+1}^{m}-w_{n-1}^{m})<0 のとき

(4.16) M_{n}^{m}=R_{3}(w_{n}^{m})R_{1}($\mu$_{m})R_{3}(-w_{n+1}^{m}-$\kappa$_{n+1}^{m}) , $\mu$_{m}=2\displaystyle \arctan\frac{2}{b_{m}il}.
行列 M を(4.15) と選ぶと, L, M は離散 mKdV 方程式のﾗｯｸｽ行列である. すなわ

ち ,$\Phi$_{n}^{m} についての差分方程式系 (4.13) の両立条件 L_{n}^{m}M_{n+1}^{m}=M_{n}^{m}L_{n}^{m+1} より

(4.17) w_{n+1}^{m}-w_{n-1}^{m}=$\kappa$_{n}^{m+1}-$\kappa$_{n+1}^{m}

が得られ,これと (4.11) から離散 mKdV 方程式

(4.18) \displaystyle \frac{w_{n+1}^{m+1}}{2}-\frac{w_{n}^{m}}{2}=\arctan(\frac{b_{m+1}+a_{n}}{b_{m+1}-a_{n}}\tan\frac{w_{n}^{m+1}}{2})-\arctan(\frac{b_{m}+a_{n+1}}{b_{m}-a_{n+1}}\tan\frac{w_{n+1}^{m}}{2})
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が従う. また, 行列 M を(4.16) と選ぶと, L, M は離散ｻｲﾝ･ｺﾙﾄﾝ方程式のﾗｯ

ｸｽ行列となる. すなわち, (4.13) の両立条件より

(4.19) w_{n+1}^{m}-w_{n-1}^{m}=-$\kappa$_{n}^{m+1}-$\kappa$_{n+1}^{m}

が得られ,これと (4.11) から離散ｻｲﾝ･ｺﾙﾄﾝ方程式

(4.20) \displaystyle \frac{w_{n+1}^{m+1}}{2}+\frac{w_{n}^{m}}{2}=\arctan(\frac{b_{m+1}+a_{n}}{b_{m+1}-a_{n}}\tan\frac{w_{n}^{m+1}}{2})+\arctan(\frac{b_{m}+a_{n+1}}{b_{m}-a_{n+1}}\tan\frac{w_{n+1}^{m}}{2})
が従う.

Remark 4.3.

(1) (4.9), (4.10) の形の変形は, [3] において定捩率の空間曲線のﾍｯｸﾙﾝﾄ変換として

得られている.

(2) 離散ｻｲﾝ･ｺﾙﾄﾝ方程式 (4.20) は変数変換

(4.21) w_{n}^{m}=-\displaystyle \frac{$\theta$_{n}^{m+1}+$\theta$_{n+1}^{m}}{2}
によってよく知られた形

(4.22) \displaystyle \sin\frac{$\theta$_{n+1}^{m+1}-$\theta$_{n}^{m+1}-$\theta$_{n+1}^{m}+$\theta$_{n}^{m}}{4}=\frac{a_{n}}{b_{m}}\sin\frac{$\theta$_{n+1}^{m+1}+$\theta$_{n}^{m+1}+$\theta$_{n+1}^{m}+$\theta$_{n}^{m}}{4}
に帰着する.

この場合もｼﾑ･ﾀﾌｪﾙの公式によってﾌﾙﾈ枠から離散曲線を再構成することが

できる. Proposition 2.2を用いてﾌﾙﾈ枠  $\Phi$=[T, N, B]\in \mathrm{S}\mathrm{O}(3) をSU(2) 値の函数  $\rho$ に変

換すると ,  $\rho$ は

(4.23) ($\beta$_{n+1}^{m}=($\beta$_{n}^{m}L_{n}^{m}, L_{n}^{m}=\pm[e_{0}^{-\frac{\sqrt{-1}}{2}v_{n+1}}
および

e^{\frac{\sqrt{-1}0}{2}v_{n+1}}]R(\displaystyle \frac{K_{n+1}^{m}}{2}) , v_{n+1}=2\displaystyle \arctan\frac{a_{n}il}{2}

(4.24) ($\beta$_{n}^{m+1}=($\beta$_{n}^{m}M_{n}^{m}, M_{n}^{m}=\displaystyle \pm R(\frac{w_{n}^{m}}{2})[e_{0}^{\frac{\sqrt{-1}}{2}$\mu$_{m}} e^{-\frac{\sqrt{-1}0}{2}$\mu$_{m}}]R(\frac{w_{n+1}^{m}+$\kappa$_{n+1}^{m}}{2}) ,

$\mu$_{m}=-2\displaystyle \arctan\frac{b_{m}il}{2}
または

($\beta$_{n}^{m+1}=($\beta$_{n}^{m}M_{n}^{m}, M_{n}^{m}=\displaystyle \pm R(\frac{w_{n}^{m}}{2})[e_{0}^{\frac{\sqrt{-1}}{2}$\mu$_{m}} e^{-\frac{\sqrt{-1}0}{2}$\mu$_{m}}]R(-\frac{w_{n+1}^{m}+$\kappa$_{n+1}^{m}}{2}) ,

(4.25)

$\mu$_{m}=2\displaystyle \arctan\frac{2}{b_{m}il}
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をみたす. ただし,

(4.26) R( $\theta$)=\left\{\begin{array}{ll}
 $\theta$ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} $\theta$ &  $\theta$ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\end{array}\right\}
である.

Theorem 4 \cdot4. 定数  it と数列 a_{n}, b_{m}, w_{n}^{0}, w_{0}^{m} に対して, 函数 W, K をそれぞれ (4.18),

(4.11) で定め, 差分方程式系 (4.23), (4.24) の解を ( $\beta$ とする. このとき,  f を(2.3) で定義

されている同型写像とし

(4.27) $\gamma$_{n}^{m}=f^{-1}(s_{n}^{m}) , S_{n}^{m}=-(\displaystyle \frac{\partial}{\partial il}($\rho$_{n}^{m})(($\rho$_{n}^{m})^{-1}
とおくと,各 m に対して,  $\gamma$ は隣接する頂点間の距離がそれぞれ

(4.28) |$\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m}|=$\epsilon$_{n}=\displaystyle \frac{a_{n}}{1+\frac{a_{n}^{2}$\lambda$^{2}}{4}}, |$\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m}|=$\delta$_{m}=\frac{b_{m}}{1+\frac{b_{m}^{2}$\lambda$^{2}}{4}}
であるような空間離散曲線であり,その隣接する接ﾍｸﾄﾙのなす角は K_{n}^{m} , 隣接する陪法

線ﾍｸﾄﾙのなす角は V_{m} , さらに $\gamma$_{n}^{m+1}-$\gamma$_{n}^{m} と $\gamma$_{n+1}^{m}-$\gamma$_{n}^{m} のなす角は w_{n}^{m} となる. すなわ

ち  $\gamma$ は離散 mKdV 方程式によって記述される定捩率の空間離散曲線に対する捩率保存等

周変形である. 同様に, 函数  w, K をそれぞれ (4.20), (4.11) で定め, 差分方程式系 (4.23),

(4.25) の解を ( $\beta$ とするとき, (4.27) は離散ｻｲﾝ･ｺﾙﾄﾝ方程式によって記述される定

捩率の空間離散曲線に対する捩率保存等周変形である.

Theorem 4.2 (2) において,各  m について \sin(w_{n+1}^{m}+$\kappa$_{n+1}^{m}-w_{n-1}^{m}) が n の函数として定

符号であることは , 次章で示されるように , 離散曲線の変形 $\gamma$^{m}\mapsto$\gamma$^{m+1} が捩率保存であ

るための必要十分条件である. 一方, 初期曲線 $\gamma$_{n}^{0} (それに伴って a_{n}, $\kappa$_{n}^{0} , it) を与えたとき,

曲線の変形は w_{0}^{m} と b_{m} を指定すれば一意的に定まる. したがって , 曲線の変形が捩率保

存であるための必要十分条件は , 与えられた a_{n}, $\kappa$_{n}^{0} , it に対する w_{0}^{m} と b_{m} の条件として記

述されるはずであるが, 実際にその条件を書き下すことは困難である. しかし , 一つの十

分条件として , 例えば以下の命題を示すことができる.

Proposition 4.5.

(1) Theorem 4.4の離散曲線の離散的変形において,各 m について b_{m}>0 を以下の条件

を満たすように選べば, 変形は捩率保存である.

(i) b_{m}>\displaystyle \max\{\frac{a_{\max}}{\tan\frac{K_{\min}^{m}}{4}} , \displaystyle \frac{ $\Delta$ a}{2\cos\frac{K_{\max}^{m}}{2}}(1+\sqrt{1+\frac{4a_{\min}a_{\max}}{( $\Delta$ a)^{2}}\cos^{2}\frac{$\kappa$_{\max}^{m}}{2}})\}
(4.29) または

(ii) b_{m}<\displaystyle \min\{a_{\min}\tan\frac{$\kappa$_{\min}^{m}}{4}, \displaystyle \frac{ $\Delta$ a}{2\cos\frac{K_{\max}^{m}}{2}}(-1+\sqrt{1+\frac{4a_{\min}a_{\max}}{( $\Delta$ a)^{2}}\cos^{2}\frac{$\kappa$_{\max}^{m}}{2}})\}.
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ただし,

(4.30) $\kappa$_{\min}^{m}=\displaystyle \min_{n}$\kappa$_{n}^{m}, $\kappa$_{\max}^{m}=\displaystyle \max_{n}$\kappa$_{n}^{m}, a_{\max}=\displaystyle \max_{n}a_{n}, a_{\min}=\displaystyle \min_{n}a_{n},  $\Delta$ a=a_{\max}-a_{\min}

である.

(2) (1) において, (i) の場合,ﾌﾙﾈ枠  $\Phi$ は(4.13), (4.14), (4.16) にしたがって,また (ii)

の場合は (4.13), (4.14), (4.15) にしたがってそれぞれ変形される. すなわち, (i) は離

散ｻｲ ﾝ･ｺﾙﾄﾝ方程式 (4.20) に, (ii) は離散 mKdV 方程式 (4.18) に対応する変形

を与える.

Remark 4.6.

(1)ﾄﾘｰｳｧ･ｻﾝﾃｨﾆ [4, -5
,

6 ] は \mathbb{R}^{N} 内の半径 r の球面 S^{N-1}(r) 上に拘束された曲

線の変形を議論し , 特に N=3 の場合に離散曲線の等周変形として半離散 mKdV 方

程式や離散ｻｲﾝ･ｺﾙﾄﾝ方程式で記述される変形を導出している. S^{2}(\displaystyle \frac{1}{| $\lambda$|}) 上の連

続曲線は \mathbb{R}^{3} 内の定捩率 it の曲線と等価であることが知られており , それらの明示的

な対応関係は次のように与えられる. x を弧長径数,  $\Gamma$(x) を S^{2}(\displaystyle \frac{1}{| $\lambda$|}) 上の曲線とする

とき ,  $\gamma$(x)=it \displaystyle \int $\Gamma$(x)\times$\Gamma$'(x)dx は \mathbb{R}^{3} 内の捩率 it の曲線となる. 逆に ,  $\gamma$(x) を \mathbb{R}^{3} 内

の捩率 it の曲線, B(x) を  $\gamma$(x) の陪法線ﾍｸﾄﾙとするとき ,  $\Gamma$(x)=\displaystyle \pm\frac{1}{ $\lambda$}B(x) は S^{2}(\displaystyle \frac{1}{| $\lambda$|})
上の曲線となる [1 , 18]. 離散曲線の場合も同様の対応関係が存在する. 実際, $\Gamma$_{n} を

S^{2}(\displaystyle \frac{1}{| $\lambda$|}) 上のある条件をみたす離散曲線とするとき1

(4.31) $\gamma$_{n}=it\displaystyle \sum_{k}^{n}$\Gamma$_{k-1}\times$\Gamma$_{k}
は \mathbb{R}^{3} 内の定捩率 it の離散曲線となり , 逆に $\gamma$_{n} を \mathbb{R}^{3} 内の定捩率 it の離散曲線, B_{n} を

$\gamma$_{n} の陪法線ﾍｸﾄﾙとするとき,

(4.32) $\Gamma$_{n}=\displaystyle \pm\frac{1}{il}B_{n}
は S^{2}(\displaystyle \frac{1}{| $\lambda$|}) 上の離散曲線となる. なお, $\Gamma$_{n} の等周変形から $\gamma$_{n} に対する等周変形を得る

ためには, (4.31) からわかるように和分を実行する必要がある.

§5. 主結果の証明

§51 Proposition 41の証明

5.1.1. 等周性曲線の変形を (4.2) で与え, |$\gamma$_{n+1}-$\gamma$_{n}|=$\epsilon$_{n} のとき, |\overline{ $\gamma$}_{n+1}-\overline{ $\gamma$}_{n}|=$\epsilon$_{n} が成り立

つことを示す. 直接計算により

|\overline{ $\gamma$}_{n+1}-\overline{ $\gamma$}_{n}|^{2}=$\epsilon$_{n}^{2}+2$\delta$^{2}[1-\cos(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1})\cos w_{n}-\cos v_{n+1}\sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1})\sin w_{n}]
+2$\epsilon$_{n} $\delta$[\cos(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1})-\cos w_{n}]

1_{\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\langle$\Gamma$_{n-1}}\times$\Gamma$_{n}, $\Gamma$_{n+1}\rangle) が全ての n について一定でなければならない.
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であるから,

 $\delta$[1-\cos(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1})\cos w_{n}-\cos v_{n+1}\sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1})\sin w_{n}]

+$\epsilon$_{n}[\cos(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1})-\cos w_{n}]=0

を示せばよい.

$\epsilon$_{n}=\displaystyle \frac{a_{n}}{1+\frac{a_{n}^{2}$\lambda$^{2}}{4}},  $\delta$=\frac{b}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}}, it=\frac{2}{a_{n}}\tan\frac{v_{n+1}}{2}
に注意すると,上の式は

(\displaystyle \frac{il^{2}a_{n}b}{4}\sin\frac{w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}+w_{n}}{2}-\sin\frac{w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n}}{2})(5.1)

\displaystyle \times(a_{n}\sin\frac{w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}+w_{n}}{2}-b\sin\frac{w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n}}{2})=0

と書き換えられ, (4.4) によって第2因子が 0 となるので成り立つ.

Remark 5.1. (-5.1) の第1因子を 0 とするような曲線の変形も (4.2),(4.3) と整合的

である.これに関しては本章末尾の Remark -5_{-}3 を参照すること.

5.1.2. 捩率保存性次に v が変形によって不変であることを示す. v_{n+1} \in[- $\pi$,  $\pi$) だか

らh \cos\overline{v}_{n+1}=\cos v_{n+1}, \sin\overline{v}_{n+1}=\sin v_{n+1} を示せばよい. \cos v_{n+1}=\langle B_{n}, B_{n+1}\rangle, \sin v_{n+1}=

\langle N_{n},  B_{n+1}\rangle であるから,まず \overline{T}_{n} の計算から始める. いま , (4.2) に注意して変位ﾍｸﾄﾙ

D_{n} を

(5.2) D_{n}=\displaystyle \frac{\overline{ $\gamma$}_{n}-$\gamma$_{n}}{ $\delta$}=$\Phi$_{n}\left\{\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} & w_{n}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}w_{n} & \\
0 & 
\end{array}\right\}
で定めると, 定義より

(5.3)  $\delta$ D_{n}+$\epsilon$_{n}\mathrm{T}_{n}=$\epsilon$_{n}T_{n}+ $\delta$ D_{n+1}
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が成り立つ.これより, it=\displaystyle \frac{2}{a_{n}}\tan\frac{v_{n+1}}{2} に注意すると

\displaystyle \mathrm{T}_{n}=\frac{ $\delta$}{$\epsilon$_{n}}D_{n+1}-\frac{ $\delta$}{$\epsilon$_{n}}D_{n}+T_{n}=\frac{ $\delta$}{$\epsilon$_{n}}$\Phi$_{n+1}\left\{\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} & w_{n+1}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}w_{n+1} & \\
0 & 
\end{array}\right\}-\displaystyle \frac{ $\delta$}{$\epsilon$_{n}}$\Phi$_{n}\left\{\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} & w_{n}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}w_{n} & \\
0 & 
\end{array}\right\}+$\Phi$_{n}\displaystyle \left\{\begin{array}{l}
1\\
0\\
0
\end{array}\right\}
=$\Phi$_{n}^{m} $\dagger$\displaystyle \frac{ $\delta$}{$\epsilon$_{n}}(L_{n}\left\{\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} & w_{n+1}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}w_{n+1} & \\
0 & 
\end{array}\right\}-\displaystyle \left\{\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} & w_{n}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}w_{n} & \\
0 & 
\end{array}\right\})+\left\{\begin{array}{l}
1\\
0\\
0
\end{array}\right\}\}

(5.4) =\displaystyle \frac{1}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}}$\Phi$_{n}[\cos 2U_{n}+\frac{b^{2}il^{2}}{4}\cos 2V_{n}\sin 2U_{n}-\frac{b^{2}il^{2}}{4}\sin 2V_{n}-bil\sin(U_{n}+V_{n})]
である. ただし,

(5.5) U_{n}=\displaystyle \frac{w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}+w_{n}}{2}, V_{n}=\frac{w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n}}{2}
とおき, (4.4) よりしたがう

(5.6) a_{n}\sin U_{n}=b\sin V_{n}

を用いた.また,

\displaystyle \mathrm{T}_{n-1}=\frac{1}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}}$\Phi$_{n-1}[\cos 2U_{n-\mathrm{l}}+\frac{b^{2}il^{2}}{4}\cos 2V_{n-1}\sin 2U_{n-1-\frac{b^{2}il^{2}}{4}\sin 2V_{n-1}}-bil\sin(U_{n-1}+V_{n-1})]
=\displaystyle \frac{1}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}}$\Phi$_{n}(L_{n-1})^{-1}[\cos 2U_{n-\mathrm{l}}+\frac{b^{2}il^{2}}{4}\cos 2V_{n-1}\sin 2U_{n-1-\frac{b^{2}il^{2}}{4}\sin 2V_{n-1}}-bil\sin(U_{n-1}+V_{n-1})]

より, (4.4) を用いると, 長い計算の後

(5.7) \displaystyle \mathrm{T}_{n-1}\times \mathrm{T}_{n}=\frac{\sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1})}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}}$\Phi$_{n}\left\{\begin{array}{ll}
-bil\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}w_{n} & \\
bil\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} & w_{n}\\
\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}1- & 
\end{array}\right\}
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したがって

(5.8) \displaystyle \overline{B}_{n}=\frac{\overline{T}_{n-1}\times\overline{T}_{n}}{|\overline{T}_{n-1}\times\overline{T}_{n}|}=\frac{\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1}))}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}}$\Phi$_{n}\left\{\begin{array}{ll}
-bil\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}w_{n} & \\
bil\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} & w_{n}\\
\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}1- & 
\end{array}\right\}

\displaystyle \overline{B}_{n+1}=\frac{\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sin(w_{n+2}+$\kappa$_{n+2}-w_{n}))}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}}$\Phi$_{n}L_{n}\left\{\begin{array}{ll}
-bil\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}w_{n+1} & \\
bil\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} & w_{n+1}\\
\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}1- & 
\end{array}\right\}
(5.9) =\displaystyle \frac{\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sin(w_{n+2}+$\kappa$_{n+2}-w_{n}))}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}}$\Phi$_{n}[-\frac{a_{n}b$\lambda$^{2}\cos(K_{n+1}+w_{n+1})-(1-\frac{a_{n}^{2}$\lambda$^{2}}{4})(1-\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4})}{1+\frac{a_{n}^{2}$\lambda$^{2}}{4}}\frac{ $\lambda$\{b(1^{-bil\sin $\kappa$+w}-\frac{a_{n}^{2}$\lambda$^{2}}{4})\cos(K_{n}+1+w_{n+1})+a_{n}(1-\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4})\}}{1+\frac{a_{n}^{2}$\lambda$^{2}}{4}}(n+1n+1)]
を得る.また, \mathrm{N}_{n}=\overline{B}_{n}\times\overline{T}_{n} より

(5.10) \displaystyle \mathrm{N}_{n}=\frac{\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1}))}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}}$\Phi$_{n}[-\sin 2U_{n}-\frac{b^{2}il^{2}}{4}\sin 2V_{n}\cos 2U_{n}-\frac{b^{2}il^{2}}{4}\cos 2V_{n}-bil\cos(U_{n}+V_{n})]
が成り立つ. そこで,もし \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sin(w_{n+2}+$\kappa$_{n+2} - wn)) =\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1})) である

ならば, (4.4) を用いると

(5.11) \displaystyle \cos\overline{v}_{n+1}=\langle\overline{B}_{n}, \overline{B}_{n+1}\rangle=\frac{1-\frac{a_{n}^{2}$\lambda$^{2}}{4}}{1+\frac{a_{n}^{2}$\lambda$^{2}}{4}}=\frac{1-\tan^{2}\frac{v_{n+1}}{2}}{1+\tan^{2}\frac{v_{n+1}}{2}}=\cos v_{n+1},
(5.12) \displaystyle \sin\overline{v}_{n+1}=\langle\overline{B}_{n+1}, \overline{N}_{n}\rangle=\frac{a_{n}jl}{1+\frac{a_{n}^{2}$\lambda$^{2}}{4}}=\frac{2\tan\frac{v_{n+1}}{2}}{1+\tan^{2}\frac{v_{n+1}}{2}}=\sin v_{n+1}
となり , \overline{v}_{n+1}=v_{n+1} , すなわち v が変形で変化しないことが示される. \square 

Remark 5.2. 以上の議論で, \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1})) が, n について一定である

ことは, 変形が捩率保存であるための必要十分条件であることがわかる. (5.2), (5.8) より

\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1}))=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\langle D_{n}\times B_{n}, \overline{B}_{n}\rangle) であるから,この条件の幾何学的な意味

は, 全ての n で \overline{B}_{n} が D_{n} と B_{n} の張る平面に対して同じ向きであることである.

5.1.3. ﾌﾙﾈ枠の変形 $\Phi$_{n}=[T_{n}, N_{n}, B_{n}]\in \mathrm{S}\mathrm{O}(3) に対して

(5.13) $\Phi$_{n+1}=$\Phi$_{n}L_{n}, \overline{ $\Phi$}_{n}=$\Phi$_{n}M_{n}
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を満たす M_{n}\in \mathrm{S}\mathrm{O}(3) を構成する. 前節の計算で M_{n} の第1列,第2列,第3列はそれぞ

れ(5.4), (5.10), (5.8) の右辺で与えられることから, \sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1})>0 のとき

(5.14) M_{n}=\displaystyle \frac{1}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}}[\cos 2U_{n}+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{b^{2}$\lambda$^{2},U_{n}44}\cos 2V_{n}\sin 2U_{n}-\frac{}{}\sin 2V_{n}-b $\lambda$\sin(+V_{n}) -\sin 2U_{n}-\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{U_{n}+2 $\lambda$ 244}\sin 2V_{n}\cos 2U_{n}-\frac{b}{(}\cos 2V_{n}-b $\lambda$\cos V_{n}) -b $\lambda$\sin w_{n}b $\lambda$ \mathrm{c}\mathrm{o}_{n}1-\frac{b^{2}$\lambda$^{2}\mathrm{s}w}{4}]
(5.15) =R_{3}(w_{n})R_{1}( $\mu$)R_{3}(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}) ,  $\mu$=-2\displaystyle \arctan\frac{bil}{2}
また, \sin(w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n-1})<0 のとき

(5.16) M_{n}=\displaystyle \frac{1}{1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{4}}[\cos 2U_{n}+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}}{b^{2}$\lambda$^{2},U_{n}44}\cos 2V_{n}\sin 2U_{n}-\frac{}{}\sin 2V_{n}-b $\lambda$\sin(+V_{n}) -\cos 2U_{n}+\frac{b$\lambda$^{2}2 $\lambda$ 24}{U_{n}+4}\cos 2V_{n}\sin 2U_{n}+\frac{b}{}\sin 2V_{n}b $\lambda$\cos(V_{n}) -b $\lambda$ \mathrm{c}\mathrm{o}_{n}-1+\frac{b^{2}$\lambda$^{2}\mathrm{s}w}{4}b $\lambda$\sin w_{n}]
(5.17) =R_{3}(w_{n})R_{1}( $\mu$)R_{3}(-w_{n+1}-$\kappa$_{n+1}) ,  $\mu$=2\displaystyle \arctan\frac{2}{bil}
を得る. \square 

§52 Theorem 44 の証明

ﾌﾙﾈ枠  $\Phi$=[T, N, B]\in \mathrm{S}\mathrm{O}(3) が (4.1_{-}3) , (4.14) , (4.1_{-}5) をみたすとき, SU(2) 値に変換

された ( $\beta$ は (4.2_{-}3), (4.24) をみたす. 特に, (4.24) は

(5.18)

($\beta$_{n}^{m+1}=($\beta$_{n}^{m}M_{n}^{m}, M_{n}^{m}=\displaystyle \frac{\pm 1}{\sqrt{1+\frac{b_{m}^{2}$\lambda$^{2}}{4}}}\left\{\begin{array}{llllll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}U_{n}^{m}- & \sqrt{-1}\frac{b_{m} $\lambda$}{2} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}V_{n}^{m} & -\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}U_{n}^{m}+ & \sqrt{-1}\frac{b_{m} $\lambda$}{2} & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}V_{n}^{m}\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}U_{n}^{m}+ & \sqrt{-1}\frac{b_{m} $\lambda$}{2} & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}V_{n}^{m} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}U_{n}^{m}+ & \sqrt{-1}\frac{b_{m} $\lambda$}{2} & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}V_{n}^{m}
\end{array}\right\}
と書き直すことができる. ただし, U_{n}^{m}, V_{n}^{m} は (_{-}5_{-}5 ) で与えられる.このとき,

(5.19) T_{n}^{m}=($\beta$_{n}^{m}e_{1}(($\rho$_{n}^{m})^{-1}, N_{n}^{m}=($\beta$_{n}^{m}e_{2}(($\rho$_{n}^{m})^{-1}, B_{n}^{m}=($\beta$_{n}^{m}e_{3}(($\rho$_{n}^{m})^{-1}

とおくと, S_{n}^{m}=-(($\beta$_{n}^{m})_{ $\lambda$}(($\beta$_{n}^{m})^{-1} は

S_{n}^{m+1}-S_{n}^{m}=-($\beta$_{n}^{m}(M_{n}^{m})_{ $\lambda$}(M_{n}^{m})^{-1}(($\beta$_{n}^{m})^{-1}=-($\beta$_{n}^{m}\displaystyle \{\frac{-b_{m}}{1+\frac{b_{m}^{2}$\lambda$^{2}}{4}}(\cos w_{n}^{m}e_{1}+\sin w_{n}^{m}e_{2})\}(($\beta$_{n}^{m})^{-1}
(5.20) =$\delta$_{m}(\cos w_{n}^{m}T_{n}^{m}+\sin w_{n}^{m}N_{n}^{m})

をみたし,これは変形の定義 (4.9) に一致する.また,  $\Phi$ が (4.1_{-}3) , (4.14), (4.16) をみたす

とき, ( $\beta$ は(4.23), (4.25) をみたす.これから上と同様の計算で (5.2()) が導かれる. \square 

Remark 5 \cdot3. 等周条件を満たす曲線の変形として, (5 \cdot 1) の第1因子を  0 にするよ

うな変形, すなわち

(5.21) \displaystyle \frac{il^{2}a_{n}b}{4}\sin\frac{w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}+w_{n}}{2}-\sin\frac{w_{n+1}+$\kappa$_{n+1}-w_{n}}{2}=0
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または

(5.22) w_{n+1}=-$\kappa$_{n+1}+2\displaystyle \arctan\frac{\hat{b}+a_{n}}{\hat{b}-a_{n}}\tan\frac{w_{n}}{2} , \hat{b}=\frac{4}{bil^{2}}
も(4.2), (4.3) と整合的である.これは変換 b\mapsto\hat{b} に対する  $\delta$ の不変性から得られる変形

であり, 以上で議論した全ての結果は径数の再定義  b\mapsto\hat{b} によって上の変形に対する結

果に書き換えられるので, 特段の議論は行わない.

§53 Proposition 45の証明

m を一つ固定する. (4.11) に注意すると, \sin(w_{n+1}^{m}+$\kappa$_{n+1}^{m}-w_{n-1}^{m}) は次のように書き換

えられる.

))\sin(w_{n+1}^{m}+$\kappa$_{n+1}^{m}-w_{n-1}^{m})
(523)

=\displaystyle \sin(2\arctan(\frac{b_{m}+a_{n}}{b_{m}-a_{n}}\tan\frac{w_{n}^{m}}{2})-2\arctan(\frac{b_{m}-a_{n-1}}{b_{m}+a_{n-1}}\tan\frac{w_{n}^{m}+$\kappa$_{n}^{m}}{2}))
簡単のために

(5.24) \displaystyle \tan\frac{w_{n}^{m}}{2}=W, \tan\frac{K_{n}^{m}}{2}=K, c=\displaystyle \frac{b_{m}-a_{n}}{b_{m}+a_{n}}, \displaystyle \underline{c}=\frac{b_{m}-a_{n-1}}{b_{m}+a_{n-1}}
とおく.ここで, 0\leq K_{n}^{m}< $\pi$, - $\pi$\leq W_{n}^{m}< $\pi$ であること,また  $\epsilon$_{n}, $\delta$_{m}>0 と (-3.14),(4.10) よ

り a_{n}, b_{m}>0 であることから

(5.25) -1<c<1, -1<\underline{c}<1, K>0, -\infty<W<\mathrm{o}\mathrm{o}

が成り立つ.

\displaystyle \sin(2\arctan x-2\arctan y)=\frac{2(1+xy)(x-y)}{(1+x^{2})(1+y^{2})}
に注意すると (_{-}5.2_{-}3 ) は

(5.26) \displaystyle \sin(w_{n+1}^{m}+$\kappa$_{n+1}^{m}-w_{n-1}^{m})=\frac{-\{\underline{c}W^{2}+K(\underline{c}-c)W+c\}\{KW^{2}+(c\underline{c}-1)W+Kc\underline{c}\}}{(1+\frac{W^{2}}{c^{2}})[1+(\overline{c}\frac{W+K}{1-WK})^{2}](1-KW)^{2}c^{2}}
となる.さて, 全ての n に対して (5.26) が任意の W について定符号であることを要請し

よう. それには, 右辺の分母は符号に影響しないので, 分子の W に関する2つの2次式

の判別式が負であればよい. したがって

K^{2}(c-\underline{c})^{2}-4c\underline{c}<0,
(5.27)

(cc—1)2—4K2cc <0
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が同時に成り立つように b_{m} を定めればよい. 不等式 (5.27) を解くと

(5.28) (\sqrt{K^{2}+1}-K)^{2}<c\underline{c}<(\sqrt{K^{2}+1}+K)^{2},
(5.29) (\displaystyle \frac{\sqrt{K^{2}+1}-1}{K})^{2}<\underline{\frac{c}{c}}<(\frac{\sqrt{K^{2}+1}+1}{K})^{2}
となる. (5.28), (5.29) は n に関して隣接する c_{n} は同符号であること, すなわち,各 m ご

とに C_{n} は n に関して全て同符号であることを意味する. そこで

a_{\max}=\displaystyle \max_{n}a_{n}, a_{\min}=\min_{n}a_{n},
(5.30)

c_{\max}=\displaystyle \max_{n}c_{n}=\frac{b_{m}-a_{\min}}{b_{m}+a_{\min}}, c_{\min}=\min_{n}c_{n}=\frac{b_{m}-a_{\max}}{b_{m}+a_{\max}}
とおき, (i) c_{\min}, c_{\max}>0(b_{m}>a_{\max}) (ii) c_{\min}, c_{\max}<0(b_{m}<a_{\min}) の2つの場合に分けて議

論する.

(i) c_{\min}, c_{\max}>0(b_{m}>a_{\max}) の場合, (_{-}5.28 ), (5.29) より

(5.31) (\sqrt{K^{2}+1}-K)^{2}<c_{\min}^{2}\leq c_{\max}^{2}<(\sqrt{K^{2}+1}+K)^{2},
(5.32) (\displaystyle \frac{\sqrt{K^{2}+1}-1}{K})^{2}<\frac{c_{\min}}{c_{\max}}\leq\frac{c_{\max}}{c_{\min}}<(\frac{\sqrt{K^{2}+1}+1}{K})^{2}
が同時に成り立てばよい. (_{-}5.2_{-}5 ), (_{-}5_{-}3() ) および

(5.33) \displaystyle \frac{\sqrt{K^{2}+1}-1}{K}=\tan\frac{K_{n}^{m}}{4}, \frac{\sqrt{K^{2}+1}+1}{K}=\frac{1}{\tan\frac{K_{n}^{m}}{4}}
に注意して (_{-}5_{-}31 ), (_{-}5_{-}32 ) を b_{m} に関して解くとそれぞれ

(5.34) b_{m}>\displaystyle \frac{a_{\max}}{\tan\frac{K_{n}^{m}}{4}}, b_{m}>\frac{ $\Delta$ a}{2\cos^{2}\frac{K_{n}^{m}}{2}}(1+\sqrt{1+\frac{4a_{\min}a_{\max}}{( $\Delta$ a)^{2}}\cos^{2}\frac{K_{n}^{m}}{2}})
が得られる. K_{n}^{m} に関して第1の不等式の右辺は単調減少,第2の不等式の右辺は単調増

加であるから,これらの不等式が全ての n に関して成り立つようにするためには

(5.35) b_{m}>\displaystyle \max\{\frac{a_{\max}}{\tan\frac{K_{\dot{\mathrm{r}}\mathrm{n}}^{m}}{4}}, \frac{ $\Delta$ a}{2\cos\frac{K_{\max}^{m}}{2}}(1+\sqrt{1+\frac{4a_{\min}a_{\max}}{( $\Delta$ a)^{2}}\cos^{2}\frac{$\kappa$_{\max}^{m}}{2}})\}
となるように b_{m} を選べばよい.

(ii) c_{\min}, c_{\max}<0(b_{m}<a_{\max}) の場合, (_{-}5.28), (5.29) より

(5.36) (\sqrt{K^{2}+1}-K)^{2}<c_{\max}^{2}\leq c_{\min}^{2}<(\sqrt{K^{2}+1}+K)^{2},
(5.37) (\displaystyle \frac{\sqrt{K^{2}+1}-1}{K})^{2}<\frac{c_{\max}}{c_{\min}}\leq\frac{c_{\min}}{c_{\max}}<(\frac{\sqrt{K^{2}+1}+1}{K})^{2}
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が成り立てばよい.これを (i) と同様に解いて

(5.38) b_{m}<\displaystyle \min\{a_{\min}\tan\frac{$\kappa$_{\min}^{m}}{4}, \frac{ $\Delta$ a}{2\cos^{2}\frac{K_{\max}^{m}}{2}}(-1+\sqrt{1+\frac{4a_{\min}a_{\max}}{( $\Delta$ a)^{2}}\cos^{2}\frac{$\kappa$_{\max}^{m}}{2}})\}
となるように b_{m} を選べばよいことがわかる. 以上で (1) が示された. (2) について, (5.26)

の右辺において K>0 であることに注意すると, c_{n}>0 すなわち (i) の場合に \sin(w_{n+1}^{m}+
$\kappa$_{n+1}^{m}-w_{n+1}^{m})<0 となり, c_{n}<0 すなわち (ii) の場合は \sin(w_{n+1}^{m}+$\kappa$_{n+1}^{m}-w_{n+1}^{m})>0 となる.

さらに, 5. 1.3節の議論によって, 前者は離散ｻｲﾝ･ｺﾙﾄﾝ方程式で記述される変形

に, 後者は離散 mKdV 方程式で記述される変形に対応することがわかる. \square 
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