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\check{7} ﾝﾀﾑ行列と周期箱玉系に於ける Poisson‐Wigner遷移

By
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Abstract

We investigate some of the Elementary Cellular Automaton (ECA) and the periodic Box

Ball System (pBBS) . The first part concerns the ECA. We review Wolfram's classication of

ECA [2] and quantization method of that classication introduced in our previous paper [3] and

give new method based on singular value decomposition. We first characterize class 3 which

has chaotic behaviour by comparing ones outputted patterns with random patterns (random
matrix). We then must decide criteria to compare them. So we chose spacing distribution of

singular values. In random matrix theory it is known that this distribution is approximated
by the Wigner distribution and it has universality which does not depend on details of random

matrix. We can use this property, distinguish between class 3 and class 4 which has complex
behaviour with localized structures like a soliton. This complexity is interested in computation

theory. In the second part we apply the method in the first part to the pBBS which is a soliton

cellular automaton. We expect that the \mathrm{p}\mathrm{B}\mathrm{B}\mathrm{S} �s spacing distribution has characters of class

4. On numerical simulation this expectation was conrmed and we found the Poisson‐Wigner
transition.

§1. はじめに

ｾﾙｵｰﾄﾏﾄﾝ (CA) とは, 独立変数 (時間変数 空間変数) と従属変数 (状態

変数) の全てが離散値でかつ従属変数の値域が有限集合となっている系であり,ﾌｫﾝ

ﾉｲﾏﾝが生物の自己複製を数学的に定式化する際に用いたことで有名である. 現代では

交通流のﾓﾃﾘﾝｸ [1] などにも利用されている.
CA の特徴は局所的に定義された単純なﾙｰﾙから , 極めて多様な時間発展ﾊﾀｰﾝ

が得られる点にある. そういった場合に , 多様な時間発展の様相の分類を試みたくなる事

は自然である. CA の分類に於いて最も有名なものは, ｳﾙﾌﾗﾑによる ECA の分類で

あろう.まず, ECA の定義を述べ, 次にｳﾙﾌﾗﾑの分類を示す.
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ｴﾚﾒﾝﾀﾘｰｾﾙｵｰﾄﾏﾄﾝ (ECA) [2] とは, 1次元2値3近傍決定系であり,

次の時刻のｾﾙの値が前の時刻の自分自身とその両隣の値で決まる系である.

具体的には, 時刻 |｣ t\in \mathbb{Z}_{\geq 0} における n\in \mathbb{N} 番目のｾﾙの値を u_{n}^{t}\in\{0 ,
1 \} とすると,

時間発展規則は適当な関数 (ﾙｰﾙ) F:\{0, 1\}^{3}\rightarrow\{0 ,
1 \} を用いて次のように書ける.

u_{n}^{t+1}=F(u_{n-1}^{t}, u_{n}^{t}, u_{n+1}^{t})

よって , 時刻 t の3つのｾﾙの取り得る状態8通りに対して時刻 t+1 のｾﾙの値はそれ

ぞれ2通り考えられるので, ECA におけるﾙｰﾙ F は 2^{8}=256 種類存在する. 下の表

に示すのはﾙｰﾙ 90の時間発展則である. 90というﾙｰﾙの番号は, 表の時刻 t+1 の

値01011010を2進数とみなして , それを10進数表示したものである (ﾙｰﾙの番号は
ﾙｰﾙ \mathrm{o}\simﾙｰﾙ 255だが, 256種類のうち左右および  0 と1の反転によって一致する

ﾙｰﾙを同一視し , 88 種類まで減らすことができる [2]). 境界条件として本稿は周期的

境界条件 u_{n}^{t}=u_{N+n}^{t} を用いる事とする. 以下, ECA のｼｽﾃﾑｻｲｽとは, 空間周期
N をさすものとする.また , \mathrm{u}^{t}=(u_{1}^{t}, \cdots, u_{N}^{t}) を状態と呼ぶ.

ﾙｰﾙ 90

111 110 101 100 011 010 001 000

ｳﾙﾌﾗﾑはこれらのﾙｰﾙを以下の4つのｸﾗｽに分類した [2].
Class1 Evolves to homogeneous state.

Class2 Evolves to simple separated periodic structure.

Class3 Yields chaotic aperiodic patterns.

Class4 Yields complex pattern of localized structure.

本分類が後の研究に与えた影響は非常に大きいが問題点も存在する. 根本的な問題の

1つはその恣意性であり,ｸﾗｽ 2のsimlpe, ｸﾗｽ 3のchaotic及びｸﾗｽ 4のlocalized

structure は厳密に定義されたものでなはない. 本研究では,まず, chaotic と形容された

ﾊﾀｰﾝの複雑さをﾗﾝﾀﾑﾊﾀｰﾝとの比較によって定量化する.

その際に注意すべきは時間発展をどこで打ち切るかという問題である. 例えば上述
のﾙｰﾙ 90はｸﾗｽ 3に属すが, その時間発展は u_{n}^{t+1}=u_{n-1}^{t}+u_{n+1}^{t} (mod2)と書き
表すことができ , N=2^{m}(m\geq 2) のとき t=N/2 で全てのｾﾙの値が 0 になる.これは

ｸﾗｽ 1に他ならない. 勿論,この様なｼｽﾃﾑｻｲｽ依存性が解析的に証明できる場合

は特殊なｼｽﾃﾑｻｲｽを予め例外として扱うことも可能であろう.しかし , 数値計算を

行う背景には, そもそも解析的な扱いが非常に難しいから取敢えず出力ﾊﾀｰﾝを観察
し , それが解析的に扱うに足るﾙｰﾙであるか判断したい,という動機もある. そのよう

な状況で打ち切り時刻を予め指定すると興味深い挙動を見逃す恐れがある.

我々が行うべきことは, (数値計算で扱える) +分な時間を明確に定義し,その上で,

ﾙｰﾙの挙動を (ｳﾙﾌﾗﾑの基準に沿って) 分類できる定量的な指標を与える事である.
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尚, 本研究は ECA の出力ﾊﾀｰﾝを多変量時系列ﾃｰﾀとみなし , 経済物理の手法

を用いて解析した研究 [3] をもとにしている. [3] では可逆な ECA を解析対象にしていた

が今回は手法の一部を変更して,より多くのECA を分類を試みた.これに関しては本稿

の前半に述べる.

後半は前半の分類手法を ECA 以外の CA である周期箱玉系(periodic Box Ball System

pBBS) に適用する. その結果, ﾗﾝﾀﾑ行列理論や量子ｶｵｽ論のﾄﾋｯｸである Poisson‐

Wigner 遷移に類似した現象が観察されたことを報告する.

§2. 分類手法

§2.1. 特異値分解

u_{n}^{t} を行列要素とする行列 U を出力ﾊﾀｰﾝと呼ぶ. 我々はｳﾙﾌﾗﾑと同じく, ECA

の分類とは U の分類であるという立場に立つ. 本研究では特異値分解を用いてﾊﾀｰﾝ

を解析する. 尚, 特異値分解は任意の実行列 X に対して使用可能である. 以下に特異値

分解の定義を記す.

t_{XX\mathrm{v}_{j}}=$\lambda$_{j}\mathrm{v}_{j} , X^{t}X\mathrm{u}_{j}=$\lambda$_{j}\mathrm{u}_{j} , $\mu$_{j}=\sqrt{$\lambda$_{j}}
(2.1) X=$\mu$_{1}\mathrm{u}_{1}^{t}\mathrm{v}_{1}+$\mu$_{2}\mathrm{u}_{2}^{t}\mathrm{v}_{2}+\cdots+$\mu$_{r}\mathrm{u}_{r}^{t}\mathrm{v}_{r}

上式右辺を X の特異値分解,  $\mu$ j ( 1\leq i\leq r, r は X の階数) を特異値という. 特異

値分解は基底となる長方行列の線形結合 (特異値が重み) で X を表現する方法と考える

こともできる.ここで, 特異値は降順にｿｰﾄされている ($\mu$_{j}\geq$\mu$_{j+1}) とし,固有ﾍｸ

ﾄﾙ \mathrm{v}_{j}, \mathrm{u}_{j} は規格化されているとする.

§2.2. 特異値分解と周期ﾊﾀｰﾝ

1章で述べた時間発展の打ち切り時刻を  $\tau$ とする.まず,  $\tau$ について考察する. 予め

定めた有限の時刻で時間発展を打ち切る事に対する恣意性を問題にするのであれば, 時間

発展を打ち切らないことはその解決法の1つである.しかし, 計算機上で無限の時間発展

を行うことは不可能であるし, ﾊﾀｰﾝを格納するﾒﾓﾘも有限である.

ここで, 数値計算で使用するｾﾙ数が有限であることに注意すると時間発展は必ず

有限の長さの周期状態 (周期ﾊﾀｰﾝ  U_{c} ) に落ち込む.この周期の長さを T とする.

(2.2) X=U/\sqrt{ $\tau$}

とすれば,  $\tau$\rightarrow \mathrm{o}\mathrm{o} の極限で , その特異値は U_{c}/\sqrt{T} の特異値に一致する.これが我々が

周期ﾊﾀｰﾝに着目する理由である.この性質により , ｳﾙﾌﾗﾑが言及したｸﾗｽ 4の

特徴 Class 4 celluler automata effectively have very long transients [2] は本研究の解析

の対象とならない.もし , 本研究によって緩和状態を無視しても尚ｸﾗｽ 3とｸﾗｽ 4の

特異値の性質に明確な差異が見出されれば, それは,ｸﾗｽの特徴をより厳密に特定した

と言えるだろう.
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§2.3. ﾗﾝﾀﾑ行列

先述した通り, 我々は,ｸﾗｽ 3の出力ﾊﾀｰﾝの複雑さがﾗﾝﾀﾑﾊﾀｰﾝに似

た性質を持つことを期待する. ﾗﾝﾀﾑﾊﾀｰﾝを行列とみなせばﾗﾝﾀﾑ行列である.

ﾗﾝﾀﾑ行列には複数の種類があるが, 本解析の比較対象としては各行列要素が独立に同

一のｶｳｽ分布に従う L\times N 長方行列を A(L\leq N) としたとき, 下式で定義される行列
M の集合 (ｶｲﾗﾙｶｳｽ型直交ｱﾝｻﾝﾌﾙ ;ｶｲﾗﾙ GOE という)が適切である.

(2.3) M=(+_{A0}^{0{}^{t}A})
{}^{t}AA (Wishart 行列と呼ばれる) の固有値 $\lambda$' と M の非零固有値  $\lambda$ には次の関係がある.

(2.4)  $\lambda$=\pm\sqrt{$\lambda$'}

前節の内容を振り返ると , 以降で,ｶｲﾗﾙ GOE の正の固有値と ECA の周期ﾊﾀｰﾝ

から求めた特異値の性質を比較する事は明らかであろう. では, 性質としては, 何に着目

すべきだろうか.

§2.4. 固有値分布

結論から述べると, 特異値の性質としては特異値の間隔を用いるのであるが,まず,

間隔に着目するに至った経緯を簡単にまとめる. ﾗﾝﾀﾑﾊﾀｰﾝとの比較という目的を

一旦忘れて t_{U_{c}U_{c}}/T と {}^{t}AA/T の固有値の比較を考えてみる. A の行列要素を出力する

ｶｳｽ分布の平均を 0 分散を1とし, Q=L/N を固定したまま N\rightarrow 1, L\rightarrow \mathrm{o}\mathrm{o} とする

とき, その固有値分布  $\rho$( $\lambda$) は下式で表される.

(2.5)  $\rho$( $\lambda$)=\displaystyle \frac{Q}{2 $\pi$}\frac{\sqrt{($\lambda$_{+}- $\lambda$)( $\lambda-\lambda$_{-})}}{ $\lambda$}
ここで,

(2.6) $\lambda$_{\pm}=1+\displaystyle \frac{1}{Q}\pm 2\sqrt{\frac{1}{Q}}
である. 本研究では有限ｻｲｽのﾊﾀｰﾝを用いるが, ｼｽﾃﾑｻｲｽをある程度大きく

取れば, 近似的には近い分布が観測されるだろう.

参考までに, 次のﾍｰｼにｸﾗｽ 3に属すﾙｰﾙ 90と122の有値間隔分布を示す

(それらのﾊﾀｰﾝに関しては4章を参照されたい) ただし, A の要素が平均 0 分散1

であるのに対し U_{c} はﾊｲﾅﾘ値であるから, そのままでは平均と分散がずれる. そこで,

U_{c} を列ごとに平均 0 , 分散1に規格化した行列 V_{c} から t_{V_{c}V_{c}}/T を作成し, その固有値を

用いた. 尚,この方法は [3] で参考にした経済物理学に於ける株価の相関解析の手法 [4] と

基本的に同じものである.
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\mathrm{e} $\pi$:\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{A},\mathrm{e} $\rho$_{| $\epsilon \pi$-\mathrm{v}\cdot\ni 1p_{\vee}}

ｼｽﾃﾑｻｲｽはともに N=200 , ｻﾝﾌﾙ数を500として計100000個の固有値を

使用した. 図中の点は ECA から計算した結果である. 同じｸﾗｽ 3のﾙｰﾙ 90と122

で明らかに分布形が異なる.しかし,この事から直ちに固有値分布が分類指標として適切

ではないと結論することはできない. なぜなら , 2 つのﾙｰﾙで周期が異なっていて (2.5)
式のﾊﾗﾒﾀ Q の値を変えれば, どちらの分布にもﾌｨｯﾃｨﾝｸできる可能性がある

からである.

因みに , ﾙｰﾙ 90では得られた500 ｻﾝﾌﾙすべてに関して T=8184 であった.

左図の実線は, (2.5) 式に於いて Q=8184/200 としたものである. ﾙｰﾙ 90に関しては

点が実線に比較的よく乗っていることが分かる.
しかし , ﾙｰﾙ 122では複数の周期が観測された.これは大変本質的な問題である.

なぜなら , 比較対象である (2.5) 式の Q の値を固定する事ができないからである. ﾙｰﾙ

122に限らず, ECA の周期ﾊﾀｰﾝの周期は一般に複数存在する.

上の例の様に複数の初期状態をﾗﾝﾀﾑに生成し , それぞれを時間発展させて複数

の周期軌道のｻﾝﾌﾘﾝｸを行い, そこらから求めた特異値の統計的な性質を議論したい

のであれば, 比較対象となるｶｲﾗﾙ GOE の固有値の性質のほうに , L (T に対応) や

N に鋭敏な差異を示さない統計量を選ぶべきである.

§2.5. 固有値間隔分布

その候補の1つが以下に述べる固有値間隔分布である. 以降, CA のﾊﾀｰﾝを議論

する文脈では特異値間隔分布,ｶｲﾗﾙ GOE の固有値について述べる場合は固有値間隔

分布という表現を用いるが, 混乱は生じないだろう.

固有値間隔分布は, 行列の固有値を小さい順にｿｰﾄしたときの隣り合った固有値の

間隔の分布である｡ これは系の対称性に依存した強い普遍性を持っていることが知られて
いる [5]. 実対称ﾗﾝﾀﾑ行列の場合, 固有値間隔分布は以下のｳｨｸﾅｰ分布 P(s) で極

めてよく近似される. s は固有値の間隔である.

(2.7) P(s)=\displaystyle \frac{ $\pi$}{2}se^{-\frac{ $\pi$}{4}s^{2}}
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ただし , 単純に隣の固有値との差を計算するではなく , ｱﾝﾌｫｰﾙﾃｨﾝｸという

操作で変換された固有値の差を用いる.この操作について簡単に説明を行う. 例えば,素

数の並び方を議論する際に素数の間隔に着目したとする. 間隔2の素数のﾍｱは双子素

数と呼ばれ, 小さいものは 4\pm 1 等があり , 大きいものは 3756801695685\times 2^{666669}\pm 1 等

が知られている [6]. 前者と後者では同じ間隔であっても受ける印象は異なる. その原因

は, 素数の値が大きくなるほど, 注目する素数近傍の間隔の平均値も大きくなるので,後

者の間隔は平均値に対して非常に狭いからである.したがって , 前者と後者の配置の近さ

を比較したいのであれば, 直接差を比較するのではなく , それらの近傍の間隔の平均値で

割る等して , 領域に対する依存性を消去する必要がある.

固有値間隔分布に関しても , 上の例と同じように固有値密度の高い部分と低い部分

(ｳｨｸﾅｰの半円則を思い出すと良い) の平均間隔の違いを考慮して,平均間隔を1に

規格化する.これをｱﾝﾌｫｰﾙﾃｨﾝｸと呼ぶ. ｱﾝﾌｫｰﾙﾃｨﾝｸには複数の手法

が提案されており [7] にそれらの簡潔な紹介がある. 移動平均を用いた次の方法は直感的

にも分かりやすい. 固有値はｿｰﾄされているとする.

(2.8) s_{i}=\displaystyle \sim_{i+1}-\sim_{i}\sim\sim=\frac{(2k-1)($\lambda$_{i+1}-$\lambda$_{i})}{$\lambda$_{i+k}-$\lambda$_{i-k+1}}
ここで, $\lambda$_{i} は i 番目の固有値, \sim_{i}\sim はｱﾝﾌｫｰﾙﾄされた  i 番目の固有値である. i 番目と

i+1 番目の固有値を中心に 2k 個の固有値を取り , 間隔の平均値 ($\lambda$_{i+k}-$\lambda$_{i-k+1})/(2k-1)
で $\lambda$_{i+1}-$\lambda$_{i} を割る. あとは i をｽﾗｲﾄさせていけば良い. 固有値列の端付近の固有値

に対しては,この方法を使用できないが端付近の固有値の性質は他とは異なる事が知られ

ており , 初めからその部分は解析の対象としないので問題は生じない.
また , U_{c}/\sqrt{T} の特異値は U_{c} のそれとは定数倍ずれるが, ｱﾝﾌｫｰﾙﾃｨﾝｸに

よってこの違いは消えることが分かる.これによって , 特異値間隔分布は U_{c} を直接用い

て計算できる. ただし , 比較対象となるﾊｲﾅﾘﾗﾝﾀﾑ行列は通常のﾗﾝﾀﾑ行列とは

異なり , 平均は 0 ではない.この点に関しては, 計算機でﾊｲﾅﾘﾗﾝﾀﾑﾊﾀｰﾝを作

成し , その特異値間隔分布を求め , それがｳｨｸﾅｰ分布に極めてよく一致する事を確認

した.この普遍性もｱﾝﾌｫｰﾙﾃｨﾝｸによるものと思われる.

§2.6. 相対周期ﾊﾀｰﾝ

これまでに述べた通り , 本研究では [3] で用いた手法にいくつかの変更を加えている.

最後に , 解析の対象を周期ﾊﾀｰﾝ U_{c} から相対周期ﾊﾀｰﾝ U_{r} に変更する点について

説明する. 周期 T は同じ状態が再び現れるまでの時間なのに対して , 相対周期 T' は空間

方向にｼﾌﾄさせて一致する状態が現れるまでの時間である.このとき , 何ｾﾙ分ｼﾌﾄ

するかをｼﾌﾄ数と呼ぶことにする. U_{c} は U_{r} をｼﾌﾄ数分だけずらしながら貼り合わせ

たものになっている. 初めに , 周期ﾊﾀｰﾝを用いた場合に生じる不都合を見ておこう.
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左図はｸﾗｽ 2に属すﾙｰﾙ 170 (ｼﾌﾄ写像) から求めた特異値間隔分布である.

ｳｨｸﾅｰ分布ではない実線はﾎｱｿﾝ分布 P(s)=e^{-s} であり , ﾙｰﾙ 170に限らず,

U_{c} に斜めずれが生じるｸﾗｽ 2のﾙｰﾙはﾎｱｿﾝ分布によく一致する. U_{c} の特異値は

{}^{t}U_{c}U_{c} の固有値の平方根であり , 周期境界条件のﾙｰﾙ 170の場合, 並進対称性により

{}^{t}U_{c}U_{c} は対称ﾃｰﾌﾘｯﾂ行列となる. 対称ﾗﾝﾀﾑﾃｰﾌﾘｯﾂ行列に関する先行研究

[8] に , その固有値間隔分布を数値計算するとﾎｱｿﾝ分布が見られたという記述がある

(ただし,[8] の対称ﾗﾝﾀﾑ行列は本研究のように行列の積から作ったものではない)

証明は得られていないようだが, {}^{t}U_{c}U_{c} の規則性が間隔分布に強く影響すると予想できる.

一方, その複雑さ故にｳｨｸﾅｰ分布の出現が予想されたｸﾗｽ 3では, ﾙｰﾙ 105

と150に関しては予想通りであったが, それ以外のﾙｰﾙでは右図 (ﾙｰﾙ 90) に示す

ような中間的な分布となっていた.ｸﾗｽ 3に属すﾙｰﾙは次章にまとめておく.

この原因について調べたところ, ﾙｰﾙ 90では500 ｻﾝﾌﾙ全てで T'=T/2 となって

いることが分かった. すなわち , 一見複雑でも T/2\leq t<T のﾊﾀｰﾝは 0\leq t<T/2-1
のﾊﾀｰﾝを空間方向に半分ｼﾌﾄさせたものになっており,これが {}^{t}U_{c}U_{c} に(完全な

対称ﾃｰﾌﾘｯﾂ行列となるには足りない) 規則性を生じさせた結果,特異値間隔分布の

形が中間的なものになると考えられる (ﾙｰﾙ 105と150では T'=T であった) この

推測が正しければ, 間隔分布はﾊﾀｰﾝの複雑さに関係なく T' と N の関係で決まること

になるが, 我々が知りたいのはﾊﾀｰﾝの複雑さの方であるから , 解析対象を U_{r} とする.

§3. 数値計算

§3.1. 特異値間隔分布の数値計算方法

2章を踏まえ, 特異値間隔分布の数値計算方法を以下に記す. ｱﾝﾌｫｰﾙﾃｨﾝｸ

の操作は次の16の35に対応する. 2.6節のものとは一見異なるが, [7] に(2.8) 式の

方法と並んで紹介されており, 歴史的な背景を踏まえた詳細は [9] を参照されたい.
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1ﾗﾝﾀﾑに生成した初期値から時間発展させ, 相対周期ﾊﾀｰﾝ U_{r} の特異値を求める.

21で得た特異値を小さい順にｿｰﾄした特異値列 \{$\mu$_{1}, . . . $\mu$_{N}\} に対してそれぞれの端

から1/4(計半分) の特異値を捨てる.

32の特異値  $\mu$ j の位置で1だけ上がる階段関数を作る.

43の各階段の中点をとり適当な次数の多項式 (今回は次数を6とした) f() で最小2

乗ﾌｨｯﾃｨﾝｸする.

54で得られた f() から yj=f() を求めその間隔 Sj=yj-yj-1 を求める.

615を色々な初期値について繰り返す. N=200 , ｻﾝﾌﾙ数 M (ﾗﾝﾀﾑｻﾝﾌ
ﾘﾝｸで M=500), i 番目の行列の i 番目の間隔を s_{j}^{(i)} として集合 S=\{s_{j}^{(i)}|j=

1
, 2, . . .

, L'(i);i=1 , 2, . . .

, M\} を作成し,これをﾋﾝの間隔0.1で度数分布にして

(横軸 s が特異値の間隔の広さ , 縦軸は度数) それを規格化して間隔分布 P(s) を得る.

6のｻﾝﾌﾘﾝｸに関して , 場合によっては使用できる特異値間隔が減少することが

あり , 使用可能な特異値の間隔を L'(i)\leq[N/2]-1 としている.ここで [\cdots] はｶｳｽ記

号である. 例えば, T'<N ではﾗﾝｸ落ちにより,自明な特異値の減少が生じる. 極端

に特異値が減少すると4の平滑化が不安定になるため , 今回は予め T'\geq N の U_{r} を M

個ｻﾝﾌﾘﾝｸする. 勿論, T'\geq N でも特異値が極端に減ることはあり得る. その例が

ﾙｰﾙ 73である.

§3.2. 数値計算の対象となるﾙｰﾙ

ECA のｸﾗｽ 1は分類基準が明確であるため分類から除外する.また,ｸﾗｽ 2に

関しては T' が短く間隔分布自体が得られない. よって, 本研究の分類対象はｸﾗｽ 3と

ｸﾗｽ 4に属すﾙｰﾙ (下表参照) となる.

ｸﾗｽ ﾙｰﾙ番号
ｸﾗｽ 3(12 個) 18,(22),(30),(45),60,90,105,(106),122,129,146,150
ｸﾗｽ 4(2 個) (54),110

ﾙｰﾙ 54が太字になっているのは,ｸﾗｽ 4か否かを巡り現在も議論が続いている

為である [10]. 又, 括弧が付きの5つのﾙｰﾙは相対周期または緩和の長さが非常に長く

手持ちの計算機では U_{r} が得られなかったﾙｰﾙである.これらは今回は扱わない.

§4. 結果

左図は各ﾙｰﾙのｻﾝﾌﾙﾊﾀｰﾝの一部である.目のちらつきを防ぐために 1= 口,

0 =\blacksquare で表示した. 右図の点が3.1節の数値計算結果, 実線はｳｨｸﾅｰ分布である.
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Rule 18

\mathrm{R}\mathrm{u}|^{\sim}\mathrm{e}9\mathrm{O}\mathrm{o}0{\$} 0
\mathfrak{d}0 80 |00

|?0|0|60|\mathring{\mathrm{o}}0?00

|_{\sim}^{ $\eta$}0|\not\in 0|\overline{\mathrm{b}}\mathrm{Q}|80 $\tau$ 00



150

?0 \downarrow 0 \dot{\mathfrak{d}}0 80 \mathrm{I}00

Rule 105

\mathrm{R}\mathrm{u}|^{ $\eta$}\mathrm{e}1290\{0\dot{\mathrm{b}}0
80 |00

Yuji Kaneko

|_{\sim}^{0}0|0|60|80\sim:\prime 00

|_{:}^{ $\gamma$}\mathrm{Q}|l0|\mathrm{b}^{-}0|80\sim\backslash 00

|_{\sim}^{ $\eta$}0|\{0|6|\mathrm{J}|80 ?
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Rule 146

\sim?0 $0 \dot{\mathrm{b}}0 80 \mathrm{I}00

Rule 15\mathrm{O}

\mathrm{R}\mathrm{u}|\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{O}?|\mathrm{J}\prime 0\hat{\mathrm{b}}0
80 |00

|_{:}^{\mathrm{Q}}0|0|60|80?00

|_{\sim}^{ $\eta$}0|l0| $\delta$|!|80200
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§5. 統計的検定

4章の数値計算結果はｳｨｸﾅｰ分布によく一致している6つ(ﾙｰﾙ 60,90,105,122,

129,150) と, そうではない3つ(ﾙｰﾙ 18,146,110) に大別できそうである. (ｸﾗｽ 3

の全ﾙｰﾙがｳｨｸﾅｰ分布になっている訳ではない点に関しては後で議論するとして)

現時点では目視によって一致･不一致を判断している点に於いて , 恣意性を除去できてい

ない. 本章では統計的検定を行うことでこの問題点を解消する.

まず判断したいのは, U_{r} の特異値間隔がｳｨｸﾅｰ分布に従っているか否かである.

これを確かめる為に1標本ｺﾙﾓｺﾙﾌｰｽﾐﾙﾉﾌ検定を用いる. 帰無仮説は 『得られ

た標本がｳｨｸﾅｰ分布に従っている』 であり, 対立仮説は 『得られた標本がｳｨｸﾅｰ

分布に従っていない』 である. 有意水準5%で検定を行ったところ, 上記の6つのﾙｰﾙ

に関しては帰無仮説を棄却できず, ｳｨｸﾅｰ分布に従っている可能性を否定できない事

が分かった.また, 残り3つに関しては帰無仮説が棄却された.

次に判断したいのは, ｳｨｸﾅｰ分布に従っていない事が判明した3つのﾙｰﾙの

ﾃｰﾀが同じ確率分布に従うか否かである. 1標本の場合と異なり, 分布が仮定できない

状況では, 標本同士を比較する2標本ｺﾙﾓｺﾙﾌｰｽﾐﾙﾉﾌ検定を用いる. 帰無仮説

は『得られた標本は同一の分布に従っている』 であり , 対立仮説は 『得られた標本は同一

の分布に従っていない』 である. 有意水準5%で検定を行うと, ﾙｰﾙ 18と146のﾍｱ

では帰無仮説が棄却できず, それ以外のﾍｱでは帰無仮説が棄却された. 以上を表にまと

めておく. 3種類の分布があるのでｳｨｸﾅｰ分布以外を分布 \mathrm{A} , 分布 \mathrm{B} とした.

ﾙｰﾙ番号
(ｸﾗｽ 3) 60,90,105,122,129,150 ｳｨｸﾅｰ分布
(ｸﾗｽ 3) 18,146

(ｸﾗｽ 4) 110

分布 A(ｳｨｸﾅｰ分布ではない)
分布 B(ｳｨｸﾅｰ分布でも分布 \mathrm{A} でもない)

§6. ﾙｰﾙ 18,146の隠れた規則性

前章の結果は,ｸﾗｽ 3とｸﾗｽ 4の特異値間隔分布が異なるという点では我々の

目的を満たすものである.しかし,ｸﾗｽ 3に関して2種類の分布が観察された事実は,

ｳﾙﾌﾗﾑの分類に沿った基準の作成という観点からは不満が残る.

分布 \mathrm{A} は U_{r} のどのような性質によって生じるのだろうか.また , ﾙｰﾙ 18と146

の分布は今回調べた N=200 以外のｼｽﾃﾑｻｲｽでもｳｨｸﾅｰ分布にはならないの

だろうか.もしｳｨｸﾅｰ分布になるｼｽﾃﾑｻｲｽ存在するなら , 少なくともそのよう

なｼｽﾃﾑｻｲｽではｳﾙﾌﾗﾑの分類が厳密に定量化されたと言えるだろう. ただし,

その場合にﾙｰﾙ 110がｳｨｸﾅｰ分布になっていないことも別途確認する必要がある.

ｳｨｸﾅｰ分布では P(0)=0 より特異値は縮退しない.これに対してﾙｰﾙ 18と

146では特異値の縮退が起こっている (ﾙｰﾙ 110では起こっていない) ように見える.

この現象は2.6節で見た通りﾊﾀｰﾝが何らかの規則性を持つときに生じることが経験的

に分かっている.
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ﾙｰﾙ 18について考える. ﾙｰﾙ 18の U_{r} は三角波が観察される典型的なｸﾗｽ 3

のﾊﾀｰﾝであり , 一見, 乱雑であるが {}^{t}U_{r}U_{r} は規則性を持つ可能性がある.

上図は N=200, M=500 で観測されたﾙｰﾙ 18の最大相対周期 (4092) ﾊﾀｰﾝ

から求めた {}^{t}U_{r}U_{r} の一部である. i+j= 奇数のとき ({}^{t}U_{r}U_{r})_{ij}=0 となっていることが

分かる.これは U_{r} の空間座標が偶数と奇数のｾﾙのﾍｱに於いて同時刻に1が出力され

ていないことを意味している.

ただし , どのような相対周期でこのような規則的なﾊﾀｰﾝが出現するのかは不明で,
N=200 では観測された最大相対周期ﾊﾀｰﾝで上述の規則性が生じていたが, N=102

では最大ではない相対周期ﾊﾀｰﾝでこの規則性が生じていた. しかし , いずれの場合も
N= 偶数では,この規則性を持つ相対周期が相対周期の最頻値であった.

本研究で用いた境界条件が周期境界条件であることに注意すると , N が奇数の場合,

ｾﾙ番号の偶奇性は意味を持たなくなるので,この規則性は生じない事が予想される.

M=500, N=99 , 100, 101, 102, 103, 104, 199, 200で予想を確認したところ, N= 偶数で

分布 \mathrm{A} と同様の分布に , ｼｽﾃﾑｻｲｽが奇数のときｳｨｸﾅｰ分布となっていた.

尚, ﾙｰﾙ 18と146は次のように書くことができる.

(6.1) Rule18 u_{n}^{t+1}=(u_{n-1}^{t}+u_{n+1}^{t})(u_{n}^{t}+1) (mod2)

(6.2) Rule146 u_{n}^{t+1}=(u_{n-1}^{t}+u_{n+1}^{t})(u_{n}^{t}+1)+u_{n}^{t-1}u_{n}^{t}u_{n+1}^{t} (mod2)

上式より , ﾙｰﾙ 18と146の違いは 111\rightarrow 0 or 1のみであり , ﾙｰﾙ 18は任意の

空間座標に於いて時間方向に1が連続して現れず, U_{r} の任意の時刻に於いて , 空間方向

に1が3つ以上連続して現れない事が分かる. よって , 時間と空間の双方で1が連続して

現れにくく , 1 がｽﾊｰｽになる. 勿論, ｽﾊｰｽ性のみから上の規則性は説明できない

が, ﾙｰﾙ 18の 0 と1を反転したﾊﾀｰﾝを出力するﾙｰﾙ 183は1がﾃﾝｽなので,
ﾙｰﾙ 18に見られた {}^{t}U_{r}U_{r} に規則的に 0 が並ぶ現象は生じないはずである.これにより

特異値間隔分布が分布 \mathrm{A} にならないなら , 0-1 反転対称の関係にあるﾙｰﾙを同一視する
ことができなくなってしまう.しかし , N=200 でﾙｰﾙ 183の特異値間隔分布を求め

2標本ｺﾙﾓｺﾙﾌｰｽﾐﾙﾉﾌ検定を行うと分布 \mathrm{A} である可能性を否定できなかった.

また , ﾙｰﾙ 18で N=199 のときは上述した通りｳｨｸﾅｰ分布となっていたが,
ｸﾗｽ 4のﾙｰﾙ 110では同じｼｽﾃﾑｻｲｽでｳｨｸﾅｰ分布ではないことを1標本

ｺﾙﾓｺﾙﾌｰｽﾐﾙﾉﾌ検定で確認した. 本稿では, 分布 \mathrm{B} に限らず, ｳｨｸﾅｰ分布

でなく , かつ , P(0)\simeq 0 なる分布をｸﾗｽ 4の特異値間隔分布とする.
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§7. ｸﾗｽ 4のCA の探索

§7.1. ｸﾗｽ 4と5近傍 CA

これまでの結果から特異値間隔分布は ECA の分類指標として有効と思われる. 実は,

ｳﾙﾌﾗﾑの分類は単にﾊﾀｰﾝ (ﾙｰﾙ) の分類だけを目的としたものではな \langle , 興味

深い CA を発見するための前段階という側面を持っている. その場合に特に重要視される
のがｸﾗｽ 4に属すﾙｰﾙであり , ｳﾙﾌﾗﾑは, その特徴とされるlocalized structure

(ｻﾝﾌﾙﾊﾀｰﾝに於ける局在した波と左斜め方向に移動する波がその例) から,ﾙｰﾙ

110がある種の計算能力を有すると予想し,この予想は [11] により肯定的に証明された.
ECA 以外の CA に対して,ｸﾗｽ 4に該当するﾙｰﾙを探索する研究も行なわれて

いる.  u_{n}^{t} の5近傍のｾﾙの総和 u_{n-2}^{t}+u_{n-1}^{t}+u_{n}^{t}+u_{n+1}^{t}+u_{n+2}^{t} の取り得る値5 \sim 0に

対して各々  0 , 1を対応着け次の時刻の値とする5近傍総和型 CA を対象にした数値的な研

究では, ｺｰﾄ20と52がｸﾗｽ 4と推測されている [2]. 尚,ｺｰﾄ20の対応着けは

(5, 4, 3, 2, 1, 0)\rightarrow(0,1,0,1,0,0) である.ｺｰﾄ番号の20は010100を2進数とみなし,

それを10進数表示したものである.

ただし,この推測は ECA の場合と同様に恣意的であり , ﾙｰﾙ 110のように特別な

性質が証明されている訳でもない.ｺｰﾄ20, 52に対して本稿の分類手法を適用しよう
としたところ , 相対周期が非常に短く U_{r} がｻﾝﾌﾘﾝｸできなかった.この原因の1つ

は, ｺｰﾄ20や52で生じるlocalized structure 同士が衝突すると , 消滅したり時間変化

しない構造に変化したりして , 最終的に得られる U_{r} が単純なものになることにある.

補足として , ﾙｰﾙ 110にも衝突によって他の localized structure を消滅させるもの

は存在し , rejector と呼ばれる [11]. しかし , 消滅を伴わない衝突も存在する. ｻﾝﾌﾙ

ﾊﾀｰﾝからは衝突後のlocalized structure の様子が分かる.

§7.2. ｸﾗｽ 4と箱玉系

ｳｨｸﾅｰ分布でもなく分布 \mathrm{A} (原点付近の値が 0 ではない) でもない,ｸﾗｽ 4の

特異値間隔分布を観察できる CA を探す試みは, 5近傍総和型 CA の場合にはうまくいか

なかった.ここで, 研究者によってはｳﾙﾌﾗﾑの言う localized structure を(擬) ｿﾘ

ﾄﾝ[10] と呼ぶことがあることに注意する. ｿﾘﾄﾝとは元々は古典可積分系に見られ

る粒子性を持つ孤立波のことである.

ｿﾘﾄﾝ的な挙動を示す CA は, ｿﾘﾄﾝｾﾙｵｰﾄﾏﾄﾝと呼ばれ, [12] を初めと

して様々なものが考案されている. ただし , それらの多くは特定の初期値でｿﾘﾄﾝ的な

ﾊﾀｰﾝが見られるに過ぎない.これに対して箱玉系と呼ばれる CA では, 任意の初期値

でｿﾘﾄﾝ的な時間発展ﾊﾀｰﾝが観測でき [13], かつ , 時間発展は可逆である為 , 数値

計算に適している ([3] で可逆な ECA をまず対象としたのも同じ理由である) さらに,

衝突によるｿﾘﾄﾝの消滅は起こらない. 以上が, 箱玉系に着目して,ｸﾗｽ 4の特徴が

見られるかを調べる動機である. 境界条件はこれまで同様, 周期境界条件を用いる. 周期

境界条件を課した箱玉系を周期箱玉系 (PBBS)という. 時間発展則は次章に記す.
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§8. pBBS に対する数値計算方法

BBS の時間発展則は次の通りである \mathrm{F}_{t} に於ける状態に対して , 1 と 0 のﾍｱを線で

結ぶ. 結ばれた10 ﾍｱを無視して現れる10 ﾍｱを線で結ぶ.この操作を全ての1と 0 が

結ばれるまで続け, 最後に , 結ばれた1と 0 を入れ替えて,これを t+1 の状態とする』

pBBS の場合も同様である. 次に , 以降でも重要になる箱玉系の保存量について述べる.

時間発展則の説明で10対を導入した.これに関して, 初めにできた10対の個数を P1と
する. 次に , それらを無視して作られた10対を P2, そして , 最後の10対を Pf とする.

P1\sim p_{f} をまとめて (p_{1},p_{2}, \cdots

, Pf ) と書く.これが保存量となる. 箱玉系は可逆で,

任意の初期状態は時間発展するといずれ初期状態に回帰する. 即ち , ｼｽﾃﾑｻｲｽが

N のとき , 2^{N} 個の状態からなる全状態空間は周期軌道 (U_{c}) によって分割される. \displaystyle \sum_{i}^{f} Pi

は状態に含まれる1の総数で,これは周期軌道を通して保存される為 , 1 の個数が異なる

周期軌道を選ぶと , それらの保存量は異なる.また , 一般に同じ保存量を持つ周期軌道で

あっても, その周期が等しいとは限らない.しかし, Pf=1 の場合は同じ保存量を持つ

軌道の (相対) 周期の長さは1種類となる.この性質は数値計算を効率良く行うのに非常

に都合が良い為 , 本稿では p_{f}=1 の保存量のみを用いる.

尚 , 性質の違う軌道の特異値間隔を混ぜ合わせて間隔分布を描けば, それが無意味

なものになる危険性は十分予測できる.これに対し , 与えられた保存量を持つ状態を作る
10‐insertion という方法 [14] を用いて保存量を固定し N=140 で玉の個数を64個に統一

してｻﾝﾌﾘﾝｸを行った.

保存量は以下の A, B, C の3種類とし , Y_{A} ; Y_{B} , Yc は[15] の公式を用いて , 与えら

れた保存量を持つ状態の総数を求め , 数値計算から得た周期でその総数を割ることで算出
した A, B, C に属す軌道の個数の常用対数を取ったものである.

A . (40,11,3,3,3,1,1,1,1) T'=190, Y_{A}=33.5160

B . (35,13,3,2,2,2,2,1,1,1,1,1) T'=14630, Y_{B}=32.0411

C . (34,11,6,5,4,2,1,1) T'=159600, Y_{C}=33.2694

A, C はこれまで同様 M=500 として特異値列の端1/4を捨てている. B に関して

は A, C と同様の数値計算を行なったところ , 次頁の中央のｸﾗﾌに似た中間的な分布が

観測された.しかし , 異なる統計的挙動をする準位間隔たちについて平均を行ったことに

より,この様な分布が観測された可能性があるため , M=4000 で固有値密度が最も高い

領域 52\leq $\mu$\leq 57 に入つた特異値の77405個の規格化された間隔を使用して分布を描い

た. その場合も次頁に示す中間的な分布となった.
また , 特異値間隔分布のｼｽﾃﾑｻｲｽ依存性を確認するために , N=53 , 61, 71, 83

の4つの場合に対して , 各々の玉の密度を固定し相対周期を変化させて特異値間隔分布を

調べた.

§9. 結果

A= 上段, B= 中段, C= 下段. 右図は左図の縦軸を対数ﾌﾛｯﾄしたものである.
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数値計算した範囲で相対周期によってはｳｨｸﾅｰ分布でもなく分布 \mathrm{A} (原点付近

の値が 0 ではない) でもない,ｸﾗｽ 4の特異値間隔分布が観察された.

また , 当初は想定していなかった事として , 相対周期が短い場合にはｳｨｸﾅｰ分布
に , 相対周期が長い場合はﾎｱｿﾝ分布によく似た分布が観察された.これに関しては,

1標本ｺﾙﾓｺﾛﾌｰｽﾐﾙﾉﾌ検定を行い, T' が短いときの分布はｳｨｸﾅｰ分布であ

る可能性が否定できないという結果を得た. 一方, T' が長いときの分布はﾎｱｿﾝ分布

であるという仮説が棄却された. より長い軌道を用いた実験を行えば, ﾎｱｿﾝ分布であ

る事が否定できない標本を得られると予想するが,これは今後の課題である. 重要な事柄
として , ﾎｱｿﾝ的な分布でも間隔 0 の頻度は急激に 0 に近づいおり , ﾙｰﾙ 18や146

で観察された {}^{t}U_{r}U_{r} が規則性を持つ場合に生じると予想される分布 \mathrm{A} とも異なっている.

尚, 今回の実験では, 手持ちの計算機の性能的な限界の為 , 相対周期が20万以下となる

保存量を使用している.これは相対周期としては比較的短い. よって , 保存量をﾗﾝﾀﾑ

に選ぶと, 殆どの場合, その特異値間隔分布はﾎｱｿﾝ的になると予想している. 但し,

現段階では,このﾎｱｿﾝ的な分布はﾎｱｿﾝ分布であることが否定されているので,擬

ﾎｱｿﾝ分布と名付けることにする.

さらに , 相対周期の変化にともなう特異値間隔分布の変化の様子に着目することで,

pBBS は相対周期という内部ﾊﾗﾒﾀに関して , ｳｨｸﾅｰ分布から擬ﾎｱｿﾝ分布へ

の遷移を起こすことが分かった. 遷移ﾊﾗﾒﾀは (Pf=1 の) 保存量であるとも言える.

§10. 考察

§10.1. ｸﾗｽ 4の別の側面

7.2節で pBBS に着目する動機の1つとして , localized structure が衝突で壊れない

点を挙げたが, 実は別の理由も存在する. ｳﾙﾌﾗﾑが分類を行った後に発表された [11]
のｲﾝﾊｸﾄは非常に大きく , CA の分類は, CA の計算能力という側面に傾斜して議論

されていた感がある. 実際, [2] のあとで出版されたｳﾙﾌﾗﾑの大著 [16] は,この点に

かなりのﾍｰｼ数を割いている.しかし , 1 章に記したｸﾗｽ 4の定義は (基本的には)
CA の計算能力とは独立で, 計算能力に偏った議論は,ｸﾗｽ 4の持つ別の側面を見逃す

恐れをはらんでいる. そこで, U_{r} がｸﾗｽ 4の特徴を持ち , かつ , 計算能力以外の点で

数学的な価値が明らかな CA として, BBS に着目したのである. 以下に, BBS の価値を

補足しておく. BBS で連続系に見られるｿﾘﾄﾝの衝突が再現されるのは偶然ではなく,
BBS は連続なｿﾘﾄﾝ系と超離散化という変換によって結びついていることが知られて
いる.さらに , pBBS はﾘｰﾏﾝ予想との関連が指摘される等, (物理的な背景を考慮せず

とも) それ自体が数学的に興味深い CA である [17].
これまで, 研究者ごとに異なる基準のもとで,ｸﾗｽ 4に属すと主張されたﾙｰﾙ

は複数あるが, その数学的な価値が明らかなものはﾙｰﾙ 110以外には無かったと思う.

pBBS の特異値間隔分布は (保存量によるが) ｸﾗｽ 4の特徴を示す.これはｸﾗｽ 4が

確かに数学的に重要な CA を含むことの証左と言える.
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§10.2. ﾗﾝﾀﾑ行列と周期箱玉系に於ける Poisson‐Wigner 遷移

\displaystyle \mathrm{T}'=190 \mathrm{T}'=15^{0}9600^{10} 60 \int\} |[0 |.:0 10

pBBS の特異値間隔分布は10.1節に述べたｸﾗｽ 4の特徴を示すのもだけではなく,

ｳｨｸﾅｰ分布や擬ﾎｱｿﾝ分布が観察されることもある. 2.6節と6章で議論した通り,

特異値間隔分布の概形には {}^{t}U_{r}U_{r} の持つ規則性が大きく寄与する. そこでまず, {}^{t}U_{r}U_{r} の

様子を具体的に観察してみる.

上図の上段は pBBS のｻﾝﾌﾙﾊﾀｰﾝの一部で左側がｳｨｸﾅｰ分布になるもの

(T'=190) , 右側が擬ﾎｱｿﾝ分布になるもの (T'=159600) である. 下段は, 各々に

対応する {}^{t}U_{r}U_{r} をｸﾚｰｽｹｰﾙ表示したものである.ここで , 単純にｸﾚｰｽｹｰﾙ

表示すると対角要素の値 (自己相関) が他の成分より大きいので,それ以外の要素の差異

が見えづらくなってしまう. 上図ではこの点を考慮し , 対角要素の値を行列要素の平均値

で置き換えたものをｸﾚｰｽｹｰﾙ表示している.

複数のｿﾘﾄﾝが周期境界条件のもとで衝突を繰り返す為 , ｻﾝﾌﾙﾊﾀｰﾝ自体

はともに複雑な様相を呈している. 一方, {}^{t}U_{r}U_{r} は相対周期が長い場合, 斜め方向に走る

ﾃｰﾌﾘｯﾂ行列に見られるような規則性が見られる.
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ただし , ﾃｰﾌﾘｯﾂ行列では斜め方向の要素が全て同じ値になるのに対して , 先に

述べた規則性では要素の値が一致するには至っていない. ﾎｱｿﾝ分布と擬ﾎｱｿﾝ分布

の違いである特異値の縮退の有無はこの差が原因なのではないだろうか.

次に , ｳｨｸﾅｰ分布から擬ﾎｱｿﾝ分布への遷移について , 関連すると思われる事

柄をまとめておく. 本稿の2章で,ｸﾗｽ 3との比較対象としてﾗﾝﾀﾑ行列が登場し,

行列ｻｲｽ等に対して鋭敏な差異を示さない普遍的な統計量として固有値間隔分布に着

目した.この普遍性は非常に強力で, 例えば GOE[5] とｶｲﾗﾙ GOE では固有値分布は

異なるが, 固有値間隔分布は一致することが知られている.また , 2.5 節の最後に記した

通り行列要素が非ｶｳｽ的な場合でもｳｨｸﾅｰ分布が観察される. 逆に , ﾗﾝﾀﾑ行列

ならば, 固有値間隔分布は全てｳｨｸﾅｰ分布かというと , そうではない. 各行列要素の

従う確率分布をｶｳｽ分布から1ﾊﾗﾒﾀ拡張することで , それを遷移ﾊﾗﾒﾀとして,

ｳｨｸﾅｰ分布からﾎｱｿﾝ分布への遷移が観察できる ([18]の  $\beta$=1 を参照されたい)
ここで , [18] の原点付近では pBBS と同様に P(0)=0 を保って分布形が変化している.

この遷移を Poisson‐Wigner 遷移という [19].
ﾗﾝﾀﾑ行列と pBBS のPoisson‐Wigner 遷移について , 以下の2点は特に興味深い.

(I) ﾗﾝﾀﾑ行列の遷移と比較すると , pBBS では外部からﾊﾗﾒﾀを導入する事
なく , pBBS に内在した性質から Poisson‐Wigner 遷移が生じる.

尚, 擬ﾎｱｿﾝ分布が観察された pBBS の U_{r} と同じｻｲｽのﾊｲﾅﾘﾗﾝﾀﾑ長方

行列を使用して数値計算を行ったところ , その特異値間隔分布はｳｨｸﾅｰ分布になって

いた.しかし , 間隔分布以外の統計量の類似性については, 現時点ではほぼ不明である.

T'=190, M=500 で作成した pBBS の {}^{t}U_{r}U_{r} の固有値分布を (2.5) 式で Q= 190/140
とした  $\rho$( $\lambda$) と比較したところ , 一致は見られなかった.

(II) pBBS の時間発展は決定論的であり , 初期状態の生成を除くと確率的な要素の

入る余地が無い.

与えられた保存量  $\alpha$ に対し pBBS の取り得る状態の集合を  $\Omega$_{ $\alpha$} とすると , $\Omega$_{ $\alpha$} は周期

軌道によって一意に分解される. 今回の数値実験では1つの保存量に属す軌道の周期は1

種類なので, 初期状態に対する等しい重みでのｻﾝﾌﾘﾝｸは, 周期軌道を等しい重みで

ｻﾝﾌﾘﾝｸする事と等価である. 同一の保存量を持つ 10^{30} 個を超える全軌道をｻﾝﾌ

ﾘﾝｸする事は不可能なため , ﾗﾝﾀﾑｻﾝﾌﾘﾝｸを行っているが, 数値計算の制約を

忘れると , 原理的にはこのﾗﾝﾀﾑﾈｽを排除できる. その場合, 決定論的な系の統計性

を研究の対象としていることになる.

そのような研究で , ﾗﾝﾀﾑ行列とかかわりが深く , かつ , Poisson‐Wigner 遷移が

登場する分野に量子ｶｵｽ論がある [20]. そこでは確率的要素を含まないﾊﾐﾙﾄﾆｱﾝ

のｴﾈﾙｷｰ固有値の間隔分布としてｳｨｸﾅｰ分布やPoisson‐Wigner 遷移が観察され

ることが知られている [21]. ただし , 本稿の研究対象はあくまでﾊﾀｰﾝの特異値であり,

今のところ {}^{t}U_{r}U_{r} にﾊﾐﾙﾄﾆｱﾝといった物理的な意味は見出されていない.
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§10.3. まとめ

本研究では, CA の相対周期ﾊﾀｰﾝの特異値間隔分布を用いて, ｳﾙﾌﾗﾑによる

ECA の分類の定量化を試み, 数値計算を行った範囲で以下の結果を得た.

ｸﾗｽ 2相対周期がｼｽﾃﾑｻｲｽ以上の U_{r} がｻﾝﾌﾘﾝｸできず, 特異値間隔分布

を求めることができない. ﾙｰﾙ 73は例外で,domain wall[22] と呼ばれる時間変化

しないｾﾙに挟まれた領域に於いて比較的複雑な時間発展が生じる.この性質により

U_{r} はｻﾝﾌﾘﾝｸできた.しかし , {}^{t}U_{r}U_{r} が零固有値を多く持つので特異値の個数

はかなり少なく , 他のｸﾗｽ 2のﾙｰﾙと同様に間隔分布が得られていない.

ｸﾗｽ 3特異値間隔分布はｳｨｸﾅｰ分布になる.しかし , ﾙｰﾙ 18,146ではｼｽﾃﾑ
ｻｲｽが偶数のときｳｨｸﾅｰ分布とは異なる分布が観察された.この分布の特徴は,

ｳｨｸﾅｰ分布が P(0)=0 であるのに対して , 特異値の縮退により P(0)\simeq 0.5 と

なっている点である.

ｸﾗｽ4 ｳｨｸﾅｰ分布と異なり, かつ, ﾙｰﾙ 18,146でｼｽﾃﾑｻｲｽが偶数のとき
に見られた分布とも異なる間隔分布が観察された. 原点付近の値は P(0)\simeq 0 である.

以上より , 相対周期ﾊﾀｰﾝの特異値間隔分布は分類の指標として有効と思われる.

重要とされるｸﾗｽ 4の探索に於いては,まず, 原点付近で P(0)\simeq 0 である事を確認し

(特異値の縮退には {}^{t}U_{r}U_{r} に見られる規則性が強く影響することが分かっている) 次に,

統計的検定でｳｨｸﾅｰ分布ではないものを求めれば良い. 尚, 本研究によりｳﾙﾌﾗﾑ

がｸﾗｽ 4の特徴として挙げた,effectively have very long transientsの情報を除いても,
ｸﾗｽ 3とｸﾗｽ 4の違いを定量化できる事が分かった.

また , ECA 以外の CA として本手法を pBBS に適用した結果, 保存量をﾊﾗﾒﾀと
して Poisson‐Wigner 遷移が観察される事が分かった. 保存量によってはｸﾗｽ 4の特徴

を満たす特異値間隔分布も現れる.

§10.4. 今後の課題

本研究では, N=200 付近の小数のｼｽﾃﾑｻｲｽのもとで数値実験を行っており,

今後はより多くのｼｽﾃﾑｻｲｽで同様の実験を行う予定である. ただし, ｳﾙﾌﾗﾑの

分類は非常に大まかなもので, 1章のﾙｰﾙ 90の例外から明らかな通り, 当初から全て

のｼｽﾃﾑｻｲｽに対してｸﾗｽごとに同じ挙動が見られると主張している訳ではない.

どのような例外が存在し, そのときの特異値間隔分布がどのような分布になるのかを詳細

に調べることは, ｳﾙﾌﾗﾑの分類自体の妥当性の検証に繋がるだろう.

また,ｸﾗｽ 3のﾙｰﾙ 22,30,45,106に関しては相対周期が非常に長い等の理由で
U_{r} がｻﾝﾌﾘﾝｸできず, 解析を断念した.これらのﾙｰﾙに於いてｳｨｸﾅｰ分布が

見られるか否かは, より高性能の計算機を用いて確認する必要がある.

最後に, pBBS がｸﾗｽ 4の特徴を示すことから, その計算能力も今後の解析対象と

して興味深い. pBBS のｱﾙｺﾘｽﾑとしての側面を議論した先行研究に [23] がある.
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