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点つき球面の写像類群の安定交換子長について

(On stable commutator length in the mapping class

groups of pointed spheres)

By

佐藤正寿 (Masatoshi Sato)�

Abstract

The intention of this article is to provide a summary of recent joint work with Danny
Calegari and Naoyuki Monden on stable commutator length in the mapping class groups of

pointed two‐spheres and symmetric mapping class groups. We calculate quasimorphisms on

symmetric mapping class groups derived from  $\omega$‐signatures in Gambaudo and Ghys�paper,
and give upper and lower bounds on the stable commutator length of some elements in the

mapping class groups of pointed spheres.

§1. はじめに

本稿は,Calegari, 門田,筆者による論文 [8] の解説を目的としたものである｡ これに

加えて,写像類群の安定交換子長の計算について現在知られている方法や,筆者の考える
いくつかの問題を提示したい.論文 [8] においては,点つき球面の安定交換子長の下から
の評価を  $\omega$‐符号数より得られる擬準同型に Bavard の双対定理を適用することによって得

た｡ また,上からの評価も擬準同型の性質を用いることで求めている.特に,これらの評
価の方法について述べたい.以下では,まずいくつかの用語の定義を述べる.

§1.1. 交換子長,安定交換子長

 G を群とし,その交換子部分群 [G, G] を考える. a, b\in G について, [a, b]=aba^{-1}b^{-1}
と定める.
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Denition 1.1. x\in[G, G] について,

\displaystyle \mathrm{c}1(x)=\min\{n\in \mathbb{Z}|x=[a_{1}, b_{1}][a_{2}, b_{2}]\cdot\cdot \cdot[a_{n}, b_{n}]\}

と定め,これを x\in[G, G] の交換子長と呼ぶ.

この指数に関する安定化を考え,安定交換子長と呼ぶ.これは以下のように定義さ
れる.

Denition 1.2. x\in G , かつ, x^{k}\in[G, G] を満たす正の整数 k が存在するとする.

このとき,

\displaystyle \mathrm{s}\mathrm{c}1(x)=\lim_{n\rightarrow\infty}\frac{\mathrm{c}1(x^{nk})}{nk}
と定める.また, x^{k}\in[G, G] となる k が存在しない x\in G については, \mathrm{s}\mathrm{c}1(x)=1 と定

める.

上の定義はもちろん正の整数 k の取り方によらない.また,交換子長は [G, G] 上の実

数値関数であるのに対して,安定交換子長は \mathbb{R}\cup\{1\} に値をとる G 上の関数である.

§1.2. 写像類群

次に,これから安定交換子長を考える2つの曲面の写像類群について復習する.種
数 g\geq 1 の有向閉曲面を $\Sigma$_{g} と表す. $\Sigma$_{g} の向きを保つ微分同相全体のなす群 \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}$\Sigma$_{g} に

C^{\infty} 位相を入れる.閉曲面 $\Sigma$_{g} の写像類群とは,この微分同相群の弧状連結成分のなす群

\mathcal{M}_{g}=$\pi$_{0}\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}$\Sigma$_{g} のことであつた.また,正の整数 m\geq 4 について,球面 S^{2} 内に相異な

る m 個の点 q_{1} , q2,
\cdot \cdot\cdot

;q_{m} をとる. S^{2} の微分同相の中で, \{q_{i}\}_{i=1}^{m} を集合として保つもの

全体のなす群 \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}(S^{2}, \{q_{i}\}_{i=1}^{m}) に C^{\infty} 位相を入れたとき,その弧状連結成分のなす群を
\mathcal{M}_{0}^{m}=$\pi$_{0}\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}(S^{2}, \{q_{i}\}_{i=1}^{m}) と表し, m 点つき球面の写像類群と呼ぶ. m 点つき球面の

写像類群の生成系として,次の \{$\sigma$_{i}\}_{i=1}^{m-1}\subset \mathcal{M}_{0}^{m} がよく知られている. i=1
, 2, \cdots

,
 m-1

について,点 q_{i}, q_{i+1} を含む S^{2} 内の円板 D_{i} を図のようにとる. D_{i} を反時計回りに半回

転させることで, q_{i} と q_{i+1} を交換する微分同相 s_{i} を考える.ただし, s_{i} は S^{2} から D_{i},

および, \partial D_{i} の近傍を除いたところでは恒等写像であり, \partial D_{i} の近傍では滑らかに半回転

ねじれているとする.このとき,特に s_{i}^{2} は \partial D_{i} に沿うDehnﾂｲｽﾄになる.微分同相

s_{i} の代表する写像類を $\sigma$_{i}\in \mathcal{M}_{0}^{m} と表すとき,写像類群 \mathcal{M}_{0}^{m} は \{$\sigma$_{i}\}_{i=1}^{m-1} で生成されるこ

とが知られている.以上で述べた2つの群 \mathcal{M}_{g}, \mathcal{M}_{0}^{m} の交換子長はそれぞれ,次のような
意味で,境界を1つもつｺﾝﾊｸﾄ有向曲面上の有向 $\Sigma$_{g} ‐束,および,点つき球面束を考
えることに対応する.  $\varphi$\in[\mathcal{M}_{g}, \mathcal{M}_{g}] とする.また,文字 x_{1} , x2,

\cdots

;  x_{2n} で生成される階

数 2n の自由群を F_{2n} と表す.いま,正の整数 n と, $\varphi$_{1}, $\varphi$_{2} ,
. . .

, $\varphi$_{2n}\in \mathcal{M}_{g} が存在して,

 $\varphi$=[$\varphi$_{1}, $\varphi$_{2}]\cdots[$\varphi$_{2n-1}, $\varphi$_{2n}] と表されたとする.準同型  $\eta$ :  F_{2n}\rightarrow \mathcal{M}_{g} を  $\eta$(x_{i})=$\varphi$_{i} で

定めるとき,それぞれの Eilenberg‐MacLane 空間の間に連続写像 $\Sigma$_{n,1}\rightarrow \mathrm{B}\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}$\Sigma$_{g} がﾎ

ﾓﾄﾋｰを除いて一意的に誘導される.この連続写像による普遍 $\Sigma$_{g} ‐束の引き戻しとし
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Figure 1. 半ﾂｲｽﾄ $\sigma$_{i}

て, $\Sigma$_{n,1} 上の有向 $\Sigma$_{g} ‐束が得られる.特にこの $\Sigma$_{g} ‐束は境界 \partial$\Sigma$_{h,1} のﾓﾉﾄﾛﾐｰとして

 $\varphi$\in \mathcal{M}_{g} をもつ.逆に境界のﾓﾉﾄﾛﾐｰとして  $\varphi$\in \mathcal{M}_{g} をもつ,曲面 $\Sigma$_{h,1} 上の有向 $\Sigma$_{g^{-}}
束が存在すれば,このﾓﾉﾄﾛﾐｰを見ることで  $\varphi$ を交換子の積で表すことができる.し

たがって,交換子長 cl(のは,ｺﾝﾊｸﾄ有向曲面上の  $\Sigma$_{g}‐束として境界のﾓﾉﾄﾛﾐｰに

 $\varphi$ をもつもの全体の中に現われる,底空間の最小種数に一致する.点つき球面束の場合も
同様である.

§2. Bavard の双対定理と擬準同型

一般に,群の安定交換子長の下からの評価を求める方法として,Bavardの双対定理が
知られている.群  G 上の均質な擬準同型と呼ばれる関数を考え,その値によって安定交換
子長の下からの評価が得られる.これについて復習する.

Denition 2.1. 関数  $\phi$ :  G\rightarrow \mathbb{R} が

\displaystyle \sup_{x,y\in G}| $\phi$(x)+ $\phi$(y)- $\phi$(xy)|<1
を満たすとき,擬準同型とよぶ.特に上の上限を  $\phi$ のdefectとよび,  D( $\phi$) と表す.

Denition 2.2. 擬準同型  $\phi$ :  G\rightarrow \mathbb{R} が任意の x\in G, n\in \mathbb{Z} について

 $\phi$(x^{n})=n $\phi$(x)

を満たすとき,均質とよぶ.

群 G 上の均質な擬準同型全体を Q(G) と表す.これは (一般には無限次元) 実ﾍｸ

ﾄﾙ空間をなす.また,一般に擬準同型  $\phi$ :  G\rightarrow \mathbb{R} が与えられたとき,関数 \overline{ $\phi$}:G\rightarrow \mathbb{R} を

\displaystyle \overline{ $\phi$}(x)=\lim_{n\rightarrow\infty} $\phi$(x^{n})/n と定めると 均質な擬準同型となることが知られている.これを

 $\varphi$ の均質化とよぶ.特に均質な擬準同型は次のような性質をもつことが知られている.証

明は例えば [19] Lemma 2.5を見てほしい.
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Lemma 2.3.  $\phi$ :  G\rightarrow \mathbb{R} を均質な擬準同型, x, y\in G とする.

(i) xy=yx ならば,  $\phi$(xy)= $\phi$(x)+ $\phi$(y) ,

(ii)  $\phi$(yxy^{-1})= $\phi$(x) .

また次が成り立つ.

Lemma 2.4. K を有限群とし,群の完全列

1\rightarrow K\rightarrow G\rightarrow^{q}H\rightarrow 1

が存在するとする.このとき,任意の  $\phi$\in Q(G) , a\in G, k\in K について,  $\phi$(a)= $\phi$(ak) .

特に均質な擬順同型  $\phi$ :  G\rightarrow \mathbb{R} は H を経由する.よって, Q(G)=Q(H) .

Proof. 任意の整数 n について,

\mathrm{j}):| $\phi$(a^{n}(ak)^{-n})- $\phi$(a^{n})- $\phi$((ak)^{-n})|\leq D( $\phi$) .

q(a^{n}(ak)^{-n})=1\in H より, a^{n}(ak)^{-n}\in K . いま K が有限群であることより,これはﾄｰ
ｼｮﾝ元であるので,  $\phi$(a^{n}(ak)^{-n})=0.

したがって,

\mathrm{j} \mathrm{j} \mathrm{j}):| $\phi$(a^{n}(ak)^{-n})- $\phi$(a^{n})- $\phi$((ak)^{-n})|=| $\phi$(a^{n})+ $\phi$((ak)^{-n})|=n| $\phi$(a)- $\phi$(ak)|\leq D( $\phi$) .

両辺を n で割り, n\rightarrow \mathrm{o}\mathrm{o} とすれば求める等式が得られる. \square 

以下の定理は Bavard の双対定理と呼ばれ,これにより均質な擬準同型を用いて安定
交換子長の評価ができる.

Theorem 2.5 (Bavard [1]). x\in G について,

\displaystyle \mathrm{s}\mathrm{c}1(x)= $\phi$\in Q(G)\backslash \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(G,\mathrm{R})\sup\frac{| $\phi$(x)|}{2D( $\phi$)}.
§3. 写像類群の安定交換子長の下からの評価

写像類群の擬準同型における最も重要な結果の1つとして,Bestvina‐藤原 [3] による

ものがある.特に Theorem 12において, \mathcal{M}_{g} , および, \mathcal{M}_{0}^{m} 上の均質な擬準同型全体のな

す空間は, g\geq 2, m\geq 5 のとき,無限次元であることを示している.しかし,彼らの構成し
た擬準同型の値と defect を計算することは容易ではなく,そのままBavard の双対定理を

適用して安定交換子長の評価を得ることは困難である.このため,論文 [8] の動機の1つ

として,写像類群上の擬準同型として計算できるものを調べることがあつた.なお,Braid



On stable commutator length in the mapping class groups of pointed spheres 47

群においてはすでに  $\omega$‐符号数から誘導される擬準同型が Gambaudo‐Ghys [12] により計

算されている.さらに,Cochran‐Harvey‐Horn [9] は,無限被覆においても higher‐order

signature cocycle と呼ばれる Meyer ｺｻｲｸﾙの類似物を構成し,写像類群の部分群であ
るJohnson 核において均質な擬準同型の空間が無限次元であることを示した.

またそれ以外に,一般に左不変な全順序が定まる群においては擬準同型が得られるこ
とが知られている ([13]). しかし,ﾄｰｼｮﾝ元のある群には左不変な全順序が存在しな
いことが容易にわかり,特に閉曲面の写像類群 \mathcal{M}_{g} や,点つき球面の写像類群 \mathcal{M}_{0}^{m} には

ﾄｰｼｮﾝ元があるので,この群上ではこの構成を行うことができない.その代わりに,境
界をもつｺﾝﾊｸﾄ有向曲面の写像類群(Braid群などの点つき曲面の写像類群も含む)

であれば,左不変な全順序が存在することが知られており,擬準同型を構成できる.
擬準同型を用いる以外にも下からの評価が知られている.遠藤‐Kotschick [11] や

Korkmaz [15] は,Dehn twist のべき乗が交換子の積で表されるとき,それにより得られる
Lefschetz ﾌｧｲﾊｰ空間に対して,Seiberg‐Witten 理論から得られている不等式を用い

て,安定交換子長の下からの評価を得ている.なお,境界を1つもつ有向ｺﾝﾊｸﾄ曲面
の写像類群については,Baykur‐Korkmaz‐ 門田 [2] により境界に沿う Dehn ﾂｲｽﾄの安

定交換子長が決定されている.

§3.1. 結果

論文 [8] においては,対称的写像類群 $\pi$_{0}C_{g}(t) 上の擬準同型を計算した.実は,第4節
で述べるように全射準同型 \mathcal{P} : $\pi$_{0}C_{g}(t)\rightarrow \mathcal{M}_{0}^{m} が存在し, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathcal{P}\cong \mathbb{Z}=m\mathbb{Z} である.した

がって,補題2.4を適用することができ, $\pi$_{0}C_{g}(t) 上の均質な擬準同型は, \mathcal{M}_{0}^{m} 上の均質な

擬準同型を誘導することがわかる.第1.1節で述べた,点 q_{\mathrm{i}} と点 q_{i+1} を交換する半ﾂｲｽ

ﾄ $\sigma$_{i}\in \mathcal{M}_{0}^{m} について, \tilde{ $\sigma$}_{i}\in \mathcal{P}^{-1}() となるある元あ \in$\pi$_{0}C_{g}(t) が存在し次が成り立つ

(9_{i} は第4節にて定義する)

Theorem 3.1. r を 2\leq r\leq m を満たす整数とする.このとき,次を満たす擬準
同型 $\phi$_{m},j: $\pi$ 0C_{g}(t)\rightarrow \mathbb{Q} が存在する.

(i)

$\phi$_{m,j}(9_{1}\displaystyle \cdots 9_{r-1})=\frac{2(r-1)j(m-j)}{m(m-1)},
(ii)

\displaystyle \overline{ $\phi$}_{m,j}($\sigma$_{1} . . .$\sigma$_{r-1})=-\frac{2}{r}\{\frac{jr(m-j)(m-r)}{m^{2}(m-1)}+(\frac{rj}{m}-[\frac{rj}{m}]-\frac{1}{2})^{2}-\frac{1}{4}\}.
ここで \overline{ $\phi$}_{m},j は $\phi$_{m},j の均質化であり, [x] は x を超えない最大の整数を表す.

Theorem 3.2. 擬準同型 $\phi$_{m},j:$\pi$_{0}C_{g}(t)\rightarrow \mathbb{Q} とその均質化 \overline{ $\phi$}_{m},j:\mathcal{M}_{0}^{m}\rightarrow \mathbb{Q} の

defect をそれぞれ D($\phi$_{m,j}) , D(\overline{ $\phi$}_{m,j}) と表す.このとき次が成り立つ.
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(i) j=1 , 2, :.

:; [m/2] について,

D(\overline{ $\phi$}_{m,j})\leq D($\phi$_{m,j})\leq m-2.

(ii) m が偶数,かつ, j=m/2 のとき,

D(\overline{ $\phi$}_{m,m/2})=m-2.

特に 4\leq m\leq 8, 2\leq r\leq 6 の範囲で,定理3.1と定理3.2にBavard の双対定理を用

いて得られる \mathrm{s}\mathrm{c}1_{\mathcal{M}_{0}^{m}} ($\sigma$_{1} $\sigma$_{r-1}) の下からの評価をまとめると次のようになる.

\mathrm{m} = 4\mathrm{m} = 5\mathrm{m} = 6\mathrm{m} = 7\mathrm{m} = 8

12 3530

45 105

28
11

504

\mathrm{r} = 2

\mathrm{r} = 3

\mathrm{r} = 4

\mathrm{r} = 5

\mathrm{r} = 6

20

30

40 70

175

42
11

840

84

なお, r=m-1, m のとき, $\sigma$_{1}\cdots$\sigma$_{r-1}\in \mathcal{M}_{0}^{m} はﾄｰｼｮﾝ元であるので,安定交換子長
は 0 である.

また,特に完全列

1\rightarrow \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}\rightarrow \mathcal{M}_{2}\rightarrow^{\prime P'}\mathcal{M}_{0}^{6}\rightarrow 1

が知られており, \mathcal{P}^{\prime-1}(($\sigma$_{1}$\sigma$_{2})^{6})\subset \mathcal{M}_{2} は $\Sigma$_{2} 内の種数1のｺﾝﾊｸﾄ曲面をﾊｳﾝﾄす

る単純閉曲線 s に沿う Dehn ﾂｲｽﾄ t_{s} を含んでいる.これは対称的写像類群の1種であ

り,詳しくは[4, Theorem 1, Theorem 8] を見てほしい.また,[8, p.11] においても説明し

ている.定理3.1より \overline{ $\phi$}_{6,2}(($\sigma$_{1}$\sigma$_{2})^{6})=8/5 , 定理3.2より D(\overline{ $\phi$}_{6,2})\leq 8 であるので,系と
して次を得る.

Corollary 3 \cdot 3.  s\subset$\Sigma$_{2} を種数1の曲面をﾊｳﾝﾄする単純閉曲線とする.この

とき,

\displaystyle \frac{1}{5}\leq \mathrm{s}\mathrm{c}1_{\mathcal{M}_{2}}(t_{s}) .

§4. 対称的写像類群

ここでは対称的写像類群 $\pi$_{0}C_{g}(t) を定義する.詳しくは[4][5] を参照していただきた

い. p : $\Sigma$_{g}\rightarrow$\Sigma$_{h} を閉曲面 $\Sigma$_{h} 上の分岐被覆もしくは不分岐被覆とする. f\in \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}$\Sigma$_{g} と
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して次の図式を可換にする \overline{f}\in \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}$\Sigma$_{h} が存在するものを考える.

$\Sigma$_{g}\rightarrow^{f}$\Sigma$_{g}

\downarrow \downarrow
$\Sigma$_{h}\rightarrow^{f^{\overline{}}}$\Sigma$_{h}.

このような f 全体のなす \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}$\Sigma$_{g} の部分群を Ng (p) と表す.特に,被覆 p として正規被

覆を考えると,これは被覆変換群Deck (p) の正規化群

N_{g}(p)= { f\in \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}$\Sigma$_{g}| 任意の t\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{k}(p) について ft f^{-1}\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{k}(p) }

に一致する.さらに以下では,正規化群よりも小さく,被覆変換群Deck (p) の中心化群

C_{g}(p)= { f\in \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}$\Sigma$_{g}| 任,
=
H

\cup\grave{}\grave{} の t\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{k}(p) について ft=tf }

を考え,その弧状連結成分 $\pi$_{0}C_{g}(p) を対称的写像類群と呼ぶことにする (ここでは,正規

被覆以外でも同種のものを考えられることを強調するため,Ng (p) から説明した)

簡単のため,以下で定義する m 次巡回分岐被覆 p:$\Sigma$_{g}\rightarrow S^{2} のみを考える. m を4

以上の整数とする. S^{2} 上の m 個の点 \{q_{i}\}_{i=1}^{m} について,各qi を時計回りに回る loop の表

す1次ﾎﾓﾛｼｰ類を $\alpha$_{i}\in H_{1}(S^{2}-\{q_{i}\}_{i=1}^{m};\mathbb{Z}) とおく.被覆空間の一般論から,全射準
同型 H_{1}(S^{2}-\{q_{i}\}_{i=1}^{m};\mathbb{Z})\rightarrow \mathbb{Z}/m\mathbb{Z} を1つ定めると, \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}‐被覆 $\Sigma$_{g}\rightarrow S^{2} が1つ得られ

る.いま特にこの準同型として,各 $\alpha$_{i} をすべて 1\in \mathbb{Z}/m\mathbb{Z} に運ぶものをとり,これによ
り得られる被覆 p:$\Sigma$_{g}\rightarrow S^{2} を考える.この被覆の被覆変換群の生成元を t\in \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}$\Sigma$_{g}
とおき, \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}$\Sigma$_{g} における被覆変換 t の中心化群を C_{g}(t)(=C_{g}(p)) とおく.以下では,
この被覆の対称的写像類群 $\pi$_{0}C_{g}(t) を考える.なお,特にRiemann‐Hurwitz の定理より,
g=(m-2)(m-1)/2 となる.

まず,この被覆 p:$\Sigma$_{g}\rightarrow S^{2} の被覆空間と底空間の微分同相群の間の関係を考える.

準同型 C_{g}(t)\rightarrow \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}S^{2} を,次の可換図式を満たす \overline{f}\in \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}S^{2} を用いて, f\mapsto\overline{f} によ

り定める.

$\Sigma$_{g}\rightarrow^{f}$\Sigma$_{g}

\downarrow \downarrow
 S^{2}\rightarrow^{f^{\overline{}}}S^{2}.

ここで,特に任意の x\in S^{2} について, f(p^{-1}(x))=p^{-1}(f(x)) となることに注意すると, \overline{f}
は被覆 p の分岐点を再び分岐点にうつす.つまり,定めた準同型 C_{g}(t)\rightarrow \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}S^{2} の像

は \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}(S^{2}, \{q_{i}\}_{i=1}^{m}) に含まれる.この準同型がこれらの群の弧状連結成分に誘導する準

同型を, \mathcal{P} : $\pi$_{0}C_{g}(t)\rightarrow \mathcal{M}_{0}^{m} と表す.ここで, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathcal{P} の元は明らかに被覆変換の代表する

C_{g}(t) の弧状連結成分であり,また t^{i}(i=1,2, \cdots;m) は曲面の1次ﾎﾓﾛｼｰ群への作

用を調べれば,非自明な $\pi$_{0}C_{g}(t) の元であることもわかるので, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathcal{P}\cong \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{k}(p) となる.

なお,定理3.1で述べた \tilde{ $\sigma$}_{i} は次のように定義される.微分同相 s_{i}\in \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}S^{2} につい

て,準同型 C_{g}(t)\rightarrow \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}_{+}(S^{2}, \{q_{i}\}_{i=1}^{m}) のﾘﾌﾄとして, p^{-1}(supp s )= supp \mathfrak{s}_{i} を満たす
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ものが唯1つ存在し,これを \mathfrak{s}_{i}\in C_{g}(t) と表す.この微分同相の代表する弧状連結成分を

\tilde{ $\sigma$}_{i}\in$\pi$_{0}C_{g}(t) とおく.

§4.1. Meyer の符号数ｺｻｲｸﾙ

 $\omega$‐符号数について説明するために,まずMeyer の符号数ｺｻｲｸﾙについて説明す

る.  n を正の整数として, X を 2n 次元ｺﾝﾊｸﾄ有向多様体とする.  $\Gamma$ を  X 上の局所系

として,  $\Gamma$(x) は有限次元実ﾍｸﾄﾙ空間であるとする.さらに, n が奇数の場合は対称双

一次形式, n が偶数の場合は歪対称双一次形式  $\Gamma$\otimes $\Gamma$\rightarrow \mathbb{R} が与えられているとする.この

とき, X にも交叉形式があるので,これらを合わせて,ﾎﾓﾛｼｰ類 H_{n}(X; $\Gamma$) に次のよう

に対称双一次形式が定まる.

H_{n}(X; $\Gamma$)^{\otimes 2}\cong H^{n}(X, \partial X ;殴 \otimes 2

\rightarrow\cup H^{2n}(X, @X; $\Gamma$^{\otimes 2})
\rightarrow H^{2n}(X_{;} @X; \mathbb{R})

\rightarrow \mathbb{R}[X,\partial X].

ここで,1行目はﾎｱﾝｶﾚ双対,2行目はｶｯﾌ積,3行目は局所系  $\Gamma$ における双一次形

式,4行目は基本類による評価である.構成から容易にこれは  H_{n}(X; $\Gamma$) 上の対称双一次

形式であることがわかる.ここで,上の  $\Gamma$ として実ﾍｸﾄﾙ空間ではなく,有限次元複素
ﾍｸﾄﾙ空間の局所系を考え,  $\Gamma$ 上に  n の偶奇に応じて歪ｴﾙﾐｰﾄ形式,もしくは,ｴﾙ
ﾐｰﾄ形式が定まっているときにも,同様にして H_{n}(X; $\Gamma$) 上にｴﾙﾐｰﾄ形式が定まる.

以上の設定で, H_{n}(X; $\Gamma$) 上には対称双一次 (もし \langle はｴﾙﾐｰﾄ) 形式が定まるので,そ
の符号数を考えることができる.なお,このとき特に符号数の加法性定理が成り立つ (本

当はより強く非加法性定理も成り立つ) ことが知られている.

Theorem 4.1 ([18, Satz I.3.2]).  X,  $\Gamma$ を上で述べたものとする.  X が2つのｺﾝ

ﾊｸﾄ有向 2n 次元多様体 x_{-}, x_{+} を,それぞれの境界のいくつかの連結成分に沿って貼
り付けたものであるとき,次が成り立つ.

Sign (H_{n}(X; $\Gamma$))=\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(H_{n}(X_{-}; $\Gamma$|x_{-}))+\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(H_{n}(X_{+}; $\Gamma$|_{X_{+}})) .

以下では特に n=1 のときを考えたい. S^{2} 内に,どの2つも互いに共通部分のない
円板 D_{1} , D2, D_{3} をとり,上で述べた X として, X=S^{2}-\mathrm{I}\mathrm{I}_{i=1}^{3} Int D_{i} を考える.写像類

 $\varphi$,  $\psi$\in \mathcal{M}_{g} に対して,  $\alpha$,  $\beta$ に沿うﾓﾉﾄﾛﾐｰとして,  $\varphi$,  $\psi$ をもつ  X 上の有向 $\Sigma$_{g} ‐束が同型

を除いて唯1つ定まる.これにより,局所系  $\Gamma$=H_{1}($\Sigma$_{g};\mathbb{R}) が得られ,しかも  $\Gamma$ 上には交叉

積として歪対称双一次形式が存在する.したがって,上で述べた  H_{1}(X;H_{1}($\Sigma$_{g};\mathbb{R})) 上の対称

双一次形式が得られ,符号数を考えることができる.これを用いて,写像 $\tau$_{g} : \mathcal{M}_{g}\times \mathcal{M}_{g}\rightarrow \mathbb{Z}
を $\tau$_{g}( $\varphi$,  $\psi$)=\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(H_{1}(X;H_{1}($\Sigma$_{g};\mathbb{R} で定義する.また,特に符号数に加法性が成立する
とき,次が満たされることが知られている.

$\tau$_{g}($\varphi$_{2}, $\varphi$_{3})-$\tau$_{g}($\varphi$_{1}$\varphi$_{2}, $\varphi$_{3})+$\tau$_{g}($\varphi$_{1}, $\varphi$_{2}$\varphi$_{3})-$\tau$_{g}($\varphi$_{1}$\varphi$_{2})=0.
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Figure 2. S^{2}-\mathrm{I}\mathrm{I}_{i=1}^{3} Int D_{i}

この議論は [17, §2] を参照していただきたい.したがって, $\tau$_{g} は写像類群 \mathcal{M}_{g} の2‐ ｺｻｲ

ｸﾙであることがわかる. g=1 , 2のときにはこれをｺﾊｳﾝﾄする関数 $\phi$_{g}:\mathcal{M}_{g}\rightarrow \mathbb{Q}
が存在し,Meyer 関数と呼ばれる. g\geq 3 のときには存在しないが,超楕円的写像類群

\mathcal{H}_{g} と呼ばれる写像類群の部分群に Meyer ｺｻｲｸﾙを制限すると,ｺﾊｳﾝﾄする関数

$\phi$_{g} : \mathcal{H}_{g}\rightarrow \mathbb{Q} が存在することが知られている.

§4.2.  $\omega$‐符号数

上で述べた Meyer ｺｻｲｸﾙの  G 同変版を考える.  $\varphi$,  $\psi$\in$\pi$_{0}C_{g}(t) とする.この

とき, X=S^{2}-\mathrm{I}\mathrm{I}_{i=1}^{3} Int D_{i} 上の $\Sigma$_{g} ‐束で,構造群が C_{g}(t) であるものが同型を除いて

一意的に存在する.次に, H_{1}($\Sigma$_{g};\mathbb{C}) を被覆変換の作用によって固有空間分解する. \leftarrow

れは  $\omega$=\exp(2 $\pi$\sqrt{-1}/m) として, H_{1}($\Sigma$_{g};\mathbb{C})=\oplus_{j=1}^{m-1}V^{$\omega$^{j}} と分解できる.いまこの X

上の $\Sigma$_{g}‐束のﾓﾉﾄﾛﾐｰは被覆変換と可換であるので,ﾓﾉﾄﾛﾐｰは各 V^{$\omega$^{j}} に作用

する.したがって, H_{1}($\Sigma$_{g};\mathbb{C}) の代わりに各 V^{$\omega$^{j}} を局所系として考えることができ,さ
らに V^{$\omega$^{j}} には H_{1}($\Sigma$_{g};\mathbb{C}) の交叉形式の制限として歪ｴﾙﾐｰﾄ形式が存在する.これよ

り, H_{1}(X;V^{$\omega$^{j}}) の符号数を考えることができる.写像 $\tau$_{m,j} : $\pi$_{0}C_{g}(t)\times$\pi$_{0}C_{g}(t)\rightarrow \mathbb{Z} を

$\tau$_{m,j}( $\varphi$,  $\psi$)=\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(H_{1}(X;H_{1}($\Sigma$_{g};V^{$\omega$^{j}} で定めると,Meyer ｺｻｲｸﾙと同様にして,こ
れは $\pi$_{0}C_{g}(t) の2‐ ｺｻｲｸﾙであることがわかる.ここで,完全列

0\rightarrow \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}\rightarrow$\pi$_{0}C_{g}(t)\rightarrow \mathcal{M}_{0}^{m}\rightarrow 1

より,正の整数 n について, H^{n}($\pi$_{0}C_{g}(t);\mathbb{Q})\cong H^{n}(\mathcal{M}_{0}^{m};\mathbb{Q})=0 である.したがって, \mathcal{T}_{m},j

をｺﾊｳﾝﾄする関数が存在し,これを $\phi$_{m},j:$\pi$_{0}C_{g}(t)\rightarrow \mathbb{Q} と表す.

§5. 安定交換子長の上からの評価

安定交換子長の上からの評価を著者はほとんど知らないため,ここでは1つだけ方法
を紹介する. G を任意の群とし, a\in G の安定交換子長の上からの評価を得ることを考え

る. x, y\in G として,ある整数 n_{1} , n2, n_{3}\in \mathbb{Z} が存在して,任意の擬準同型  $\phi$ :  G\rightarrow \mathbb{R} に
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対して

 $\phi$(x)=n_{1} $\phi$(a) ,  $\phi$(y)=n_{2} $\phi$(a) ,  $\phi$(xy)=n_{3} $\phi$(a) ,

を満たすものが存在したとする.このとき,

\mathrm{j} \mathrm{j} \mathrm{j} \mathrm{j}\mathrm{j} \mathrm{j}D( $\phi$)\geq| $\phi$(x)+ $\phi$(y)- $\phi$(xy)|=|n_{1}+n_{2}-n_{3}|| $\phi$(a)|

より,次を得る.

\displaystyle \mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{l}(a)= $\phi$\in Q(G),D( $\phi$)\neq 0\sup\frac{ $\phi$(a)}{2D( $\phi$)}\leq\frac{1}{2|n_{1}+n_{2}-n_{3}|}.
論文 [8] においてはこの方法により上からの評価を求めた.

Example 5.1. 例として \mathcal{M}_{1}=\mathrm{S}\mathrm{L}(2;\mathbb{Z}) における安定交換子長を考える.この群

の安定交換子長は既によく調べられており,例えば [16] を参照していただきたい.まず,

t_{1}=\left(\begin{array}{ll}
1 & 0\\
-11 & 
\end{array}\right), t_{2}=\left(\begin{array}{l}
11\\
01
\end{array}\right),  $\iota$=\left(\begin{array}{ll}
-1 & 0\\
0 & -1
\end{array}\right)\in \mathrm{S}\mathrm{L}(2;\mathbb{Z})
とする. x=t_{1}^{2}, y=t_{2}^{2} ととると,計算より簡単に xy= $\iota$(t_{1}t_{2}t_{1}^{-1})^{-2} であることが確かめ

られる.また,  $\phi$( $\iota$)= $\phi$($\iota$^{2})/2=0 と, t_{1} とt2は共役であることに注意すると,補題2.3を
用いて,

| $\phi$(xy)-2 $\phi$(t_{1})-2 $\phi$(t_{2})|=| $\phi$( $\iota$)+ $\phi$(t_{2}^{-2})-4 $\phi$(t_{1})|=6| $\phi$(t_{1})|\leq D( $\phi$) .

これより特に

\displaystyle \mathrm{s}\mathrm{c}1(t_{1})= \lim \underline{ $\phi$(t_{1})}<\underline{1}
 $\phi$\in Q(\mathcal{M}_{1})2D( $\phi$)-12^{\cdot}

が得られる.

特に下からの評価も,rotation number, もしくは,Meyer 関数などの擬準同型を用い

て得られ,安定交換子長の値は1/12であることがわかる.

この方法において大事なことは,適切な x, y\in G を選ぶということである.例えば,
上の例において x=t_{1}^{2}, y=t2 とおいて計算することもできるが,  $\phi$(xy)=0 であるの

で,同様の計算を行うと上からの評価として得られるのは1/6であり,弱い評価となって
しまう.

これを G=\mathcal{M}_{0}^{m} に対して行い,特に, m が偶数のとき, x=$\sigma$_{1}^{2}$\sigma$_{3}\cdots$\sigma$_{m-1}^{2}, y=

$\sigma$_{2}$\sigma$_{4}\cdots$\sigma$_{m-2}, m が奇数のとき, x=$\sigma$_{1}^{2}$\sigma$_{3}\cdots$\sigma$_{m-2}, y=$\sigma$_{2}$\sigma$_{4}\cdots$\sigma$_{m-1}^{2} とおくことで次が

得られる.

Theorem 5.2. m\geq 4 について,

\displaystyle \mathrm{s}\mathrm{c}1_{\mathcal{M}_{0}^{m}}($\sigma$_{1})\leq\frac{1}{2(m+1)+4/(m-2)}.
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また,論文 [8] Corollary 1.6において,超楕円的写像類群のいくつかの元について安
定交換子長を決定しているが,記述が複雑であるため,ここでは種数が2のときに限って
記載する.

Proposition 5.3. s\subset$\Sigma$_{2} を種数1の曲面をﾊｳﾝﾄする単純閉曲線, c\subset$\Sigma$_{2} を,
s と共有点をもたず曲面を分割しない単純閉曲線とする.このとき,

\displaystyle \mathrm{s}\mathrm{c}1_{\mathcal{M}_{2}}(t_{c}^{12}t_{s}^{-1})=\frac{1}{2}.
なお,有理数ではない安定交換子長の値をもつ群も知られており,この方法において

得られる上からの評価は必ず有理数値であるので, x, y\in G をどのように選んでも安定交

換子長の値そのものよりは大きくなってしまう例が存在することがわかる.

§6. 対称的写像類群に関係するいくつかの問題

最後に,対称的写像類群に関係して著者が考えているいくつかの問題を記す.最近特
に対称的写像類群の1つである超楕円的写像類群について,超楕円的Torelli群の無限生
成系が Brendle‐Margalit‐Putman [6] により得られた.また,湯淺 [21] によって,対称的
Goldman Lie 代数と呼ばれる,対称的写像類群が作用する Lie 代数のｱｰﾍﾙ化に関する

研究など,対称的写像類群に関連した研究が進展している.

§6.1. 底空間が球面以外の被覆の対称的写像類群の場合

本稿で p:$\Sigma$_{g}\rightarrow S^{2} を1つ固定して議論したが,一般には,底空間 $\Sigma$_{h} に分岐点を

m 点もつ正規分岐被覆 p:$\Sigma$_{g}\rightarrow$\Sigma$_{h}^{m} に対して,対称的写像類群 $\pi$_{0}C_{g}(p) , および,準同型
\mathcal{P} : $\pi$_{0}C_{g}(p)\rightarrow \mathcal{M}_{h}^{m} が定義できる.さらにこれは $\pi$_{0}N_{g}(p) に取り替えれば,正規被覆であ
る必要すらない.今まで述べてきた議論を同様に追えば, p が正規被覆である場合は  $\omega$‐符

号数をｺﾊｳﾝﾄする擬準同型,正規でない場合も被覆空間の写像類群のMeyerｺｻｲｸ
ﾙが考えられる.

Problem 6.1. 一般の被覆の場合の,  $\omega$ ‐符号数の表すｺｻｲｸﾙ,および,Meyer
ｺｻｲｸﾙの代表するｺﾎﾓﾛｼｰ類は非自明か ? また,自明である場合,それらをｺﾊ
ｳﾝﾄする擬準同型の均質化は一次独立か ?

なお,これに関連して特に次の結果が知られている.

Theorem 6.2 ([14, Theorem \mathrm{A} p:$\Sigma$_{g}\rightarrow$\Sigma$_{h} を不分岐被覆とするとき,

[$\tau$_{g}]-(\deg p)\mathcal{P}^{*}[$\tau$_{h}]=0\in H^{2}($\pi$_{0}N_{g}(p);\mathbb{Q}) .

河澄‐植村はすべての森田‐Mumford 類の間の関係を分岐被覆の場合も込めて記述し

ているが,ここでは不分岐被覆に限りさらに第1森田‐Mumford 類の場合についてのみと

いう,極一部の結果を記載した.
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§6.2. 対称的 Torelli 群の1次ｺﾎﾓﾛｼｰ群

本稿で述べてきた m 点で分岐する m 次巡回被覆 p:$\Sigma$_{g}\rightarrow S^{2} の対称的写像類群

$\pi$_{0}C_{g}(t) について,通常の写像類群と同様に H_{1}($\Sigma$_{g};\mathbb{Z}) への作用の核を考えることができ

る.これを \mathcal{I}_{g}(t) と表すとき,構成した擬準同型 $\phi$_{m,j} : $\pi$_{0}C_{g}(t)\rightarrow \mathbb{Q} の \mathcal{I}_{g}(t) への制限は

準同型となる.1つの問題として,この1次元有理ﾎﾓﾛｼｰ群が有限生成であるか (もっ

と言えばｱｰﾍﾙ化が有限生成であるか) という問題がある.

2g+2 点で分岐する2重被覆 $\Sigma$_{g}\rightarrow S^{2} の場合には,対称的写像類群は超楕円的写像類
群に一致し,  $\omega$‐符号数の定めるｺｻｲｸﾙは通常の Meyer ｺｻｲｸﾙになる.また,ｺﾊ
ｳﾝﾄする関数を超楕円的Torelli群に制限すると,森田準同型に一致することが森藤 [20,
Theorem 5 \cdot 1] において示されている.超楕円的写像類群以外の対称的写像類群において,
 $\omega$‐符号数,もしくは,Meyer ｺｻｲｸﾙをｺﾊｳﾝﾄする関数について調べることが今後

の課題である.

Problem 6.3.

(i)  $\omega$ ‐符号数をｺﾊｳﾝﾄする関数  $\phi$_{m,j} を対称的 Torelli 群 \mathcal{I}_{g}(t) へ制限すると,これら
は1次独立な準同型であるか ?

(ii) H^{1}(\mathcal{I}_{g}(t);\mathbb{Q})^{$\pi$_{0}C_{g}(t)} は \{$\phi$_{m,j}\}_{j=1}^{[m/2]} で生成されるか ?
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