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Abstract

The notion of visible actions on complex manifolds is th‐−. geometric condition that

every generic orbit of a Lie group in a connected complex manifold meets a totally real

submanifold with some properties. It plays an important role in a propagation theorem

of multiplicity‐free property from fibers to the space of hololzorphic sections for a holo‐

morphic vector bundle, meanwhile we can treat some classical Lie group decomposition
theorems using this idea. So it is important to study the structures of such a totally real

submanifolds. In this paper we prove that the action on any irreducible multiplicity‐free

spaces is strongly visible, and we find a totally real submanifcld explicitly in some cases.

1 導入

1次元ﾄｰﾗｽ \mathbb{T}=\{\tilde{k}\in \mathbb{C}:|z|=1\} の \mathbb{C} への標準的な作用における各軌道は,よく知られてい

るように複素平面上では原点を中心とする円となる｡このとき, \mathbb{R}_{\geq 0} は各 \mathbb{T}‐軌道と1回だけ交差し

ている (図1.1参照). この幾何的性哲は, \mathbb{R}_{\geq 0}\times S^{1}\rightarrow \mathbb{R}^{2} が全射であることを示し, \mathbb{R}^{2} の極分解を

与えていることに対応する.また, G=SL(2_{ $\tau$}\mathbb{R}) は上半平面 \mathcal{H}_{+}=\{z=x+\sqrt{-1}y\in \mathbb{C}: y>0\}
に1次分数変換として作用する (この作用は非線型であることに注意する) :

 g\displaystyle \cdot z=\frac{az+b}{cz+d} g=\left(\begin{array}{ll}
(X & b\\
c & d
\end{array}\right)\displaystyle \in G, \in \mathcal{H}+\cdot
 G の部分群を

K=SO(2) , A=\{\left(\begin{array}{ll}
( $\lambda$ & 0\\
0 & a^{-1}
\end{array}\right) : a>0\}, N= \left(\begin{array}{ll}
1 & x\\
0 & 1
\end{array}\right) : x\in \mathbb{R}\}
とする.このとき, \mathcal{H}+ における G の作用をその部分群 K, A, N に制限して得られる軌道は

それぞれ \{\sqrt{-1}r:0<r\leq 1\}, \mathcal{H}_{+}^{0}=\{z\in \mathcal{H}_{+}:|z|=1\}, \backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}-1\mathbb{R}+ と1回ずつ交差してい
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ることが分かる (図 1.2‐1.4)｡このことは,複素上半平面 \mathcal{H}+ がｴﾙﾐｰﾄ対称空間 G/K と

G/K\simeq \mathcal{H}+, gK\leftrightarrow g . であることを用いることで, K の作用から Cartaxl 分解 G=KAK

が, A の作用から G=ABK が(2つの対称対 (G, K), (G, \mathrm{A}) に対する G の分解,[FJ] 参照),

N の作用から岩澤分解 G=NAK が得られ,軌道分解の観点から Lie 群の分解を解釈したことに

なる｡なお, G=ABK における B は

B=\{\left(\begin{array}{ll}
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{h}t & \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}t\\
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}t & \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{h}t
\end{array}\right):t\in \mathbb{R}\} \mathbb{R}
で与えられる｡

図1.1 \mathbb{C} 内の \mathbb{T}‐軌道

図1.3 \mathcal{H}+ 内の A‐軌道

図1.2 \mathcal{H}+ 内の K‐軌道

図1.4 \mathcal{H}+ 内の N‐軌道

これまで知られている Lie 群の分解には,対応する軌道に何らかの対称性が存在している｡上記

の例は軌道が目に見える形であったためにその対称性を容易に見つけられたが,余次元が大きい場

合,あるいは軌道の個数が無限個の場合に応用するためには,この概念を定式化する必要がある｡

そこで,次の強可視的作用を用いる｡

Definition 1.1 ([\mathrm{K}\mathrm{O}04], [\mathrm{K}\mathrm{o}05\mathrm{a}]) ｡Lie 群 H が連結な複素多様体 D に正則に作用しているとす

る.この作用が強可視的である(strongly visible) とは,次の2条件を満たすことである.

(a) D の部分多様体 S が存在して,次の (V.1) を満たす.

(V.1) D':=H\cdot S は D の開集合である.

(b) さらに,D�上の反正則微分同相  $\sigma$ が存在して,次の (S.1) と(S.2) を満たす.

(S. 1)  $\sigma$|_{S}=\mathrm{i}\mathrm{d}_{S}.
(S.2)  $\sigma$(H\cdot x)=H\cdot $\alpha$:(\forall x\in D
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Remark 1.2｡ J を D の複素構造とするとき,Definition 1. 1を満たす S は自然に totally real に

なる｡つまり,任意の \prime x\in S に対して鴎 S\cap J_{x}(T_{x}S)=\{0\} を満たす｡また,任意の x\in S に対

して J_{ $\lambda$}(T_{x}S)\subset T_{x}(H\cdot x) を満たすため,強可視的作用ならば可視的作用である ( [\mathrm{K}\mathrm{o}05\mathrm{a}] 参照).

Example 1.3｡先程の例はこの観点から説明できる. \mathbb{C} における \mathbb{T} の作用 (図1.1) は S=

\mathbb{R}\backslash \{0\},  $\sigma$ を複素共役をとる写像とすると,この  S と  $\sigma$ によって強可視的であることがわかる｡

同様に, \mathcal{H}_{+} における K の作用 (図1.2) は S=\{\sqrt{}\overline{-1}r:0<r\leq 1\},  $\sigma$(z)=-\overline{z}(z\in \mathcal{H}_{+}) に

よって, A の作用 (図1.3) は S=\mathcal{H}_{+}^{0},  $\sigma$(z)=1/\overline{z}(z\in \mathcal{H}_{+}) によって,そして N の作用 (図1.4)
は S=\sqrt{-1}\mathbb{R}+,  $\sigma$(z)=-\overline{z}(z\in \mathcal{H}_{+}) によっていずれも強可視的であることがわかる.

このようにして,強可視的作用は作用の線型性非線型性を問わずに定義され,かつ古典的な群

の分解などを統一的に説明できるという点で有用である.逆に,この強可視的作用からまだ知られ

ていない Lie 群の分解の発見が期待される｡よって,( \mathrm{V} ｡ 1 ) -(\mathrm{S}.2) を満たす S の構造を研究するこ

とは重要である.

この強可視的作用という概念は [Ko04] において初めて導入され,正則なｴﾙﾐｰﾄﾍｸﾄﾙ束

に対して,ﾌｧｲﾊｰ上のﾕﾆﾀﾘ表現のmultiplicity‐free という性質がいつ正則な切断全体の空

間内に実現されるﾕﾆﾀﾘ表現に伝播するかを述べた定理において重要な役割を果たす(íKoO 5\mathrm{a}],

[\mathrm{K}\mathrm{o}06\mathrm{b}] など ) . 連結な複素多様体 D 上の正則ｴﾙﾐｰﾄﾍｸﾄﾙ束 \mathcal{V}\rightarrow D にLie 群 H が同変

に作用するとき,自然に正則な切断全体の空間 \mathcal{O}(D, \mathcal{V}) に H の連続表現が定義されるが,次の条

件を満たすとき, \mathcal{O}(D, \mathcal{V}) 内に実現されたﾕﾆﾀﾘ表現は mllltiplicity‐free である.

Fact 1.4 ([\mathrm{K}\mathrm{o}05\mathrm{a}] , [Ko06b] ) . 上の設定において次の条件を満たすとする.

(1.4.a) H の D における作用は強可視的である ( (\mathrm{V}.1)-(\mathrm{S}.2) を満たす S と  $\sigma$ が存在する). さら

に,  $\sigma$\hat{} (ゐ).  $\sigma$(x)= $\sigma$(h\cdot x)(h\in H, \prime x:\in D) を満たす H の群同型 \hat{ $\sigma$} が存在する.

(1.4.\mathrm{b}) x\in S を任意にとる.このとき, x におけるﾌｧｲﾊｰ \mathcal{V}_{ $\lambda$}. は x における H の固定部分

群 H_{x} の表現として \mathcal{V}_{ $\lambda$}. \simeq\oplus_{i=1}^{n(x\cdot)}\mathcal{V}_{x}^{(.i)} とmultiplicity‐free に既約分解される｡

(1.4｡c)  $\sigma$ は \mathcal{V} の反正則束同型 \overline{ $\sigma$} まで持ち上げることができ,任意の \prime $\lambda$:\in S に対して \overline{ $\sigma$}_{x}(\mathcal{V}_{$\lambda$^{\backslash }}^{(i)})=
\mathcal{V}_{x}^{(i)}(i=1,2, \ldots, n(=L)) が成り立つ.

このとき, \mathcal{O}(D, \mathcal{V}) 内に実現可能な H のﾕﾆﾀﾘ表現は lnnltiplicity‐free である.

特に \mathcal{V} が自明直線束 D\times \mathbb{C} の場合は \mathcal{O}(D, \mathcal{V}) は D 上の正則関数全体 \mathcal{O}(D) と同一視され,さ

らに (1.4｡b) と(1.4.c) は自動的に満たされるため, \mathcal{O}(D) のtnultiplicity‐free 性は強可視性から導

かれることが分かる (なおこの場合は,  $\sigma$ を対合的であるという仮定の下で,FarautとThomasが

[FJ] で \mathcal{O}(D) のmnltiplicity‐free 性を示している).
この主張では,表現の lnnltiplicity‐free 性は S によってｺﾝﾄﾛｰﾙされていると言ってもよ

い. S がよい性質を持ち,次元を小さくとることは表現論の観点からも重要になることがわかる｡

本講究録では既約な multiplicity‐free 空間が強可視的であること,そして, S の次元が十分小さく

なるようにとれることを報告したい.
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2 Multiplicity‐free 空間

まず,mnltiplicity‐free 空間について簡単に述べよう. V を複素ﾍｸﾄﾙ空間とし, G_{\mathrm{C}} を V 上

の一般線型群 GLc(V) の複素簡約部分群とする.このとき, V 上の多項式環 \mathbb{C}[V] 上に Gc の表

現が

(g\cdot f)(v) :=f(g^{-1}\cdot v) (g\in G_{\mathbb{C}}, f\in \mathbb{C}[V], v\in V)

によって自然に定まる.この \mathbb{C}[V] をGc の表現空間として既約分解したときに各既約成分が重複

なく (mnltiplicity‐free) 現れるとき, (G_{\mathrm{C}}, V) をmultiplicity‐free 空間という.

このmnltiplicity‐free 空間についてはすでに研究されている.Kac は[Ka] において,Hc を複

素半単純 Lie 群として Gc=H_{\mathrm{C}}\times \mathbb{C}^{*} でありかつ Gc の V における作用が既約な場合に分類を与

えた.このときを既約な mmlltiplicity‐free 空間という.

Fact 2.1 ([Ka]). 既約な multiplicity‐free 空間は表2.1のように分類される.

表2｡1 既約 multiplicity‐free 空問 (Hc \times \mathbb{C}^{*}, V)

表2.1について説明しておこう.

(1) Sp(n, \mathbb{C})=\{g\in GL(2n, \mathbb{C}):{}^{t}gJg=J\} における J は,

J_{1}:=\left(\begin{array}{ll}
0 & 1\\
-1 & 0
\end{array}\right)
で定義する.

J := diag (Jl, . . .

, J_{1} )

(2) \mathbb{C}^{*} は複素ﾍｸﾄﾙ空間 V  $\iota$ こｽｶﾗｰ倍に作用する.
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(3)  S^{2}(\mathbb{C}^{n}) は2次の対称ﾃﾝｿﾙ空間を表し, SL(n, \mathbb{C}) は S^{2}(\mathrm{C}^{n}) に  g\cdot(v\otimes w)=gv\otimes g $\tau \iota$ ) (g\in

 SL(n, \mathbb{C}) , v, w\in \mathbb{C}^{n}) によって作用する.

(4) \wedge^{2}(\mathbb{C}^{n}) は2次の交代ﾃﾝｿﾙ空間を表し, SL(n, \mathbb{C}) は \wedge^{2}(\mathbb{C}^{n}) に  g\cdot(v\wedge w)=gv\wedge gw(g\in

 SL(n, \mathbb{C}) , v
,
w \in (びりによって作用する.

(5)  SL(m, \mathbb{C})\times SL(n, \mathbb{C}) は \mathbb{C}^{m}\otimes \mathbb{C}^{n} に (g, h)\cdot(v\otimes w)=gv\otimes hw(g\in SL(m, \mathbb{C}),  h\in

 SL(n, \mathbb{C}) , v\in \mathbb{C}^{m}, w\in \mathbb{C}^{n}) によって作用する.

一方で,可約な場合は \mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathbb{R}atcliff が[BR96] で,Leahy が[Le] で分類をそれぞれ独立に

与えた.また, G_{\mathrm{C}} の表現空間としての \mathbb{C}[V] の既約分解は [Ho] *[\mathrm{H}\mathrm{U}] などに詳しい.

3 主結果

以下では (G_{\mathbb{C}}, V) を表2.1にある既約な rrhultiplicity‐free 空間としよう｡Gc は複素半単純 Lie

群 H_{\mathbb{C}} によって c_{\mathrm{c}=}H_{\mathrm{C}}\times \mathbb{C}^{*} と表すことにする. G_{\mathbb{C}} は複素簡約 Lie 群であるため,そのｺﾝ

ﾊｸﾄな実型 G_{U} が存在し,それは H_{\mathrm{C}} のｺﾝﾊｸﾄな実型 H_{U} を用いて G_{U}=H_{U}\times \mathbb{T} で表さ

れる｡このとき, C_{\mathrm{Y}}\mathrm{c} のｺﾝﾊｸﾄな実型 Gu の V における作用が強可視的であるかどうかを判定

したのが,今回の主結果である｡

Theorem 3.1 ([Sa])｡ (G_{\mathbb{C}}, V) を表2.1にある既約 mrlultiplicity‐free 空間とする｡このとき, G_{\mathrm{C}}

のｺﾝﾊｸﾄな実型 Gu の V における作用は強可視的である｡特に,( \mathrm{V} ｡ 1 ) -(\mathrm{S}.2) を満たす S の

実次元は表3.1にあるようにとれる｡

Theorem 3. 1は1mlltiplicity‐free 性から強可視性が成り立つことを主張している.逆について

は,Fact 1.4を \mathcal{V}=V\times \mathbb{C}\rightarrow V の場合に適用することにより成り立っことが分かる.

Corollary 3_{\circ}2 ｡ GL_{\mathbb{C}}(V) の複素簡約部分群 G_{\mathrm{C}}=H_{\mathbb{C}}\times \mathbb{C}^{*} はlr に既約に作用すると仮定する｡

このとき, (G_{\mathrm{t}\mathrm{C}}, V) が既約な lnnltiplicity‐free 空間であるための必要十分条件は G_{\mathbb{C}} のｺﾝﾊｸﾄ

な実型 Gu の V における作用が強可視的であることである.

さらにTheorem 3. 1において,(V. 1 ) -(\mathrm{S}.2) を満たす S はGc の表現空間としての \mathbb{C}[V] の既約

分解と次のような関係をもつ.

Corollary 3 \cdot 3｡Theorem 3. 1の設定において,  S の実次元 \dim_{\mathrm{N}}S (表2.1参照) は,Gc の表現

空間として \mathbb{C}[V] を既約分解したときに現れる既約成分の本質的に独立なﾊﾗﾒｰﾀｰの個数に一

致する.なお,ここでいう本質的に独立なﾊﾗﾒｰﾀｰの個数とに,既約成分に対応する最高ｳｪ

ｲﾄたちの作る自由Abel半群の生成元の個数のことを示す.

Corollary 3.3は [\mathrm{K}\mathrm{o}06\mathrm{a}] で提起された問題 ( [\mathrm{K}\mathrm{o}06\mathrm{a}] , Conjecture 3.2) に肯定的な例を与えて

いる.

1つ例を挙げよう.自然数 m,  7 $\lambda$ は  7n< として, (G_{U}, V)=(U(m)\times U(n), \mathbb{C}^{m}\otimes \mathbb{C}^{n}) の場
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表3.1 ｺﾝﾊｸ ﾄな実型 Gu と S の実次元

合を考えよう. SU(m)\times SU(n.)\times \mathbb{T} の 1\ovalbox{\tt\small REJECT}^{i}I(m, n;\mathbb{C}) における作用は,

S=\{ (r_{1} \cdots  r_{m}|0) : r_{1}\geq\cdots\geq r_{m}\geq 0\} (3.1)

 $\sigma$(X)=\overline{X}(X\in l\downarrow\cdot\prime I(?7t_{J}, n;\mathbb{C})) (3.2)

によって強可視的である (表2.1の6)｡この S の実次元は m(=\displaystyle \min(m, n)) である.また, \mathrm{T} が

scalaT 倍に作用することから, U(m)\times U(n)\simeq SU(m)\times SU(n)\times \mathbb{T}^{2} の作用も (3.1) と(3.2) に

よって強可視的である.

次に,最高ｳｪｲﾄ  $\lambda$=($\lambda$_{1}, \ldots, $\lambda$_{n})\in \mathbb{Z}^{n} をもつｺﾝﾊｸﾄ群 G の既約ﾕﾆﾀﾘ表現を $\pi$_{ $\lambda$}^{G} で

表すとき, \mathbb{C}^{m}\otimes \mathbb{C}^{n}\simeq M(m, n;\mathbb{C}) 上の多項式環は U(m)\times U(n) の表現として

\displaystyle \mathbb{C}[M(m,71\cdot;\mathbb{C})]\simeq\bigoplus_{$\lambda$_{1}\geq\cdots\geq$\lambda$_{r\mathrm{n}}\geq 0}$\pi$_{\langle- $\lambda$,-$\lambda$_{1})}^{U(m)}\otimes 7\mathrm{r}_{($\lambda$_{1},\ldots, $\lambda$,,.0,\ldots.0)}^{U(n)} (3.3)

と既約分解されることが知られている ( GL_{m}-GL_{n} duality). 特に,各既約成分は分割 ($\lambda$_{1}, \ldots, $\lambda$_{m})
によって決まる.分割全体の集合は ($\lambda$_{1}, \ldots, $\lambda$_{m})\mapsto($\lambda$_{1}-$\lambda$_{2}, . . . , $\lambda$_{m-1}-$\lambda$_{ $\tau$ n}, $\lambda$_{7n}) によって \mathbb{N}^{n\mathrm{t}}

と同一視される.これより,最高ｳｪｲﾄたちの作る自由 Abel 半群の生成元の個数は m であり,

確かに dirnR S と一致している.

Remark 3_{-}4 . (Gc, V ) が表2.1の1(ただし n\geq 2 ), 2, 5 (ただし n は奇数), 6(ただいn\neq n),

9 (ただし77 \cdot \geq 5), 12の場合は, \mathbb{C}^{*} の作用を除いても (つまり (H_{\mathbb{C}}, V) は) 1nultiplicity‐free 空間
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であることが知られている.一方で,上記の場合は Hu の V における作用は強可視的である.こ

のことは, H_{U}\times \mathbb{T} の作用による軌道と Hu の作用による軌道が一致することに起因するためであ

り,本質的に差異はない｡よって,この講究録ではすべて Hu \times \mathrm{T} の作用を考えることにする.

4 主結果の証明

4.1 証明の方針

では,Theorem 3. 1の証明に入ろう｡証明は表3.1をいくつかに場合分けして行う.詳細に入

る前にその分け方および証明方法を簡単に説明しよう｡

Case 1 (1, 3, 4, 5, 6, 12, 14の揚合)｡この場合は,ｴﾙﾐｰﾄ対称空間における強可視性の結果
から導かれる｡

Case 2 (2, 10,13の場合)｡この場合は軌道空間が Case 1と同じになることを示すことによって

証明される.

Case 3 (7, 8, 9の場合)｡ Gu=U(n_{1})\times Sp(n_{2}) , V=\mathbb{C}^{n_{1}}\otimes \mathbb{C}^{2n_{2}} とおこう. (n_{1} , n2) は表2.1

の7, 8, 9のいずれかを満たす整数である.この証明は線型代数を用いて具体的に S を求める.

Case 4 (11の場合)｡ Gu=Spin(9)\times \mathbb{T}, V=\mathbb{C}^{16} の場合である｡ここでは Spi (9) をｺﾝﾊｸ

ﾄな例外型単純 Lie 群恥の部分群として実現し, V を複素例外 Jordall 代数の部分ﾍｸﾄﾙ空間

謎3として実現することで証明を行う.

4.2 Case 1の証明

先に一般的な記号を用意しておこう.簡約 Lie 群 G に対して, G のCartan 対合を  $\theta$ として

 K=C_{ $\tau$}^{ $\theta$} を極大ｺﾝﾊｸﾄ部分群とする. G のLie 環 \mathrm{B} の  $\theta$ に関する Cartan 分解を佳 =t+\mathfrak{p} で

表す｡また a を \mathfrak{p} の極大可換部分空間とする.

いま, G を中心が有限で非ｺﾝﾊｸﾄかつ単連結なｴﾙﾐｰﾄ型単純 Lie 群としよう｡このと

き,次の Fact 4.1が成り立つ｡

Fact 4.1 ( [\mathrm{K}\mathrm{o}05\mathrm{a}] Theorem 18, [\mathrm{K}\mathrm{o}06\mathrm{d}] Theorem 1.5)｡Section 4.2の設定の下で次が成り立つ.

(1) K のｴﾙﾐｰﾄ対称空間 G/K における作用は強可視的である｡

(2) K は \mathrm{P} に随伴表現として作用するが,この作用も強可視的である｡特に, (\mathrm{V}.1)-(\mathrm{S}.2) を満

たす S として \mathfrak{p} の極大可換部分空間  $\alpha$ をとることができ ,  $\sigma$ は対合的なものがとれる.

中心が有限で非ｺﾝﾊｸﾄかつ単連結なｴﾙﾐｰﾄ型単純 Lie 群  G は表4.1のようになる

Case 1の(Gu, V ) は,表4.1のある中心が有限で非ｺﾝﾊｸﾄかつ単連結なｴﾙﾐｰﾄ型単純

Lie 群 G に対して, G_{U}=K かつ V\simeq \mathfrak{p} を満たすことがわかる｡この意味で (G_{U}, V) をｴﾙﾐｰ
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表4.1 ｴﾙﾐｰﾄ型の対称対

ﾄ型という.よって,Fact 4.1の (K, \mathfrak{p}) の強可視性から Case 1の場合は示された.

Remark 4.2. (G_{U}, V)=(U(n), \mathbb{C}^{n}) の場合は,Gu が原点を中心とする球面に推移的に作用する

ことを利用することにより容易に証明できる.実際に,任意の v\in V に対して適当な g\in G_{U} を選

べば r\geq 0 を用いて gv=r\vec{e}_{1} と表されるため,各軌道は S =\mathbb{R}ぎl と交差する (特に \{r\vec{e}_{1} :r\geq 0\}

とは1回だけ交差する)｡これより,  $\sigma$ として複素共役写像をとることで強可視的であることが分

かる.また,次の Case 2に分類される (Gu ,  V ) =(Sp(n), \mathbb{C}^{2n}) も, (U(n), \mathbb{C}^{n}) と同様に証明さ

れる｡

4.3 Case 2の証明

ここでは, C_{ $\tau$}U=G_{2}\times \mathrm{T}, V=\mathbb{C}^{7} の場合を考えよう.Cayley 代数を \mathfrak{C} とし, e_{0} ,
. . .

, e_{7} を \underline{(r}

の標準基底とするとき,

\underline{(\mathrm{J}}^{\sim 0}\mathrm{R}:=\{x= $\alpha$:_{1}e_{1}+ \cdots+x_{7}e_{7}\in \mathfrak{C}:x_{1}, . . . , \prime x_{7}\in \mathbb{R}\}=\{x\in \mathfrak{C}:{\rm Re} x=0\}

で定義し, \mathfrak{C}_{\mathbb{C}}^{0} をその複素化嬢 \otimes_{\mathrm{R}}\mathbb{C} で定義する.この喋を V とする｡G2は

G_{2}=\{g\in \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{t}]\mathrm{R}(\mathfrak{C}):(gx)(gy)=g(xy)(\forall x, y\in \mathfrak{C})\}

で定義されるｺﾝﾊｸﾄかつ単連結な単純 Lie 群である. g\in G2 はgeo =e_{0} を満たすため, \mathfrak{C}_{\mathbb{C}}^{0}
に作用する. z\in \mathfrak{C}_{\mathrm{c}}^{0} を z=:x:+\sqrt{}y(x, y\in \mathfrak{C}_{\mathrm{N}}^{0}) と表そう.このとき, \mathrm{T} の作用によって x と y

は \mathfrak{C} 上の標準内積

\{x, y\}_{\mathfrak{C}}=x_{0}y_{0}+\cdots+x_{7}y_{7} (:x:, y\in \mathfrak{C}) (4.1)

によって直交すると最初から仮定してよい.

まず, G_{2} の嬢における作用から,適当な g_{1}\in G_{2} を選ぶと r_{1}\geq 0 を用いて gx=r_{1}\mathrm{e}_{4} と表さ

れる. e_{4} を固定する G2の部分群は SU(3) であるため,適当な g_{2}\in SU(3) を選ぶと r_{2}\geq 0 を用

いて g_{2}(g_{1}y)=r_{\mathrm{A}}\mathrm{Q}e_{1}+y_{4}'e_{4} と表される.G2は SO(7) の閉部分群であることから \mathfrak{C} 上の内積を保
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存する.よって, y_{4}'=0 でなければならない.っまり,g2g_{1}z=r_{1}e_{4}+\sqrt{-1}r_{2}e_{1} となる｡ここで,

S_{G_{2}}=\{r_{1}e_{4}+\sqrt{-1}r_{2}e_{1} :r_{1}, r_{2}\geq 0\}

とおく.G2は SO(7) の閉部分群であり,Case 1のType BD Iから SO(7)\times \mathbb{T} の \mathbb{C}^{7} への作用

に関して, (\mathrm{V}.1)-(\mathrm{S}.2) を満たす S は実2次元であり, S として S_{G_{2}} をとることができる.っま

り, \mathbb{C}^{7} 内の G_{2}\times \mathrm{T} の作用による軌道空闇は SO(7)\times \mathrm{T} の作用による軌道空間と一致する｡

このように,Case 2はCase 1の結果に帰着でき , Fact 4.1によって強可視的である｡Case 2

の(Gu, V ) を,Case 1に帰着できるということで弱ｴﾙﾐｰﾄ型とよぶ｡

なお,複素 Cayley 代数 \mathfrak{C}_{\mathbb{C}}=\mathfrak{C}\otimes_{1\mathrm{R}}\mathbb{C} (\simeq \mathbb{C} @
) 内の (Spin(7) \times \mathbb{T} )‐軌道は

\{r_{1}e_{0}+\sqrt{-1}r_{2}e_{1} :r_{1}, r_{2}\geq 0\}
と交差する (Section 4.5の最後を参照)｡

4.4 Case 3の証明

これまでは,何らかの幾何的背景を利用して証明したが,これ以降は,ｺﾝﾊｸﾄ群 G_{U} の性質

を利用して具体的に軌道の様子を見ていくことになる,このCaseでの証明方法はすべて同じなの
で, G_{U}=U(3)\times Sp(n) , V=\mathbb{C}^{3}\otimes \mathbb{C}^{2n}\simeq M(3,2n;\mathbb{C})(n\geq 2) の場合を挙げて証明の内容を見
ていこう｡

X\in V=M(3, 277. ; \mathbb{C}) の行列成分を

X=($\alpha$_{1}y_{1}z_{1} x_{2n}y_{2n}z_{2 $\tau \iota$}) (4.2)

で表し,各行ﾍｸﾄﾉﾚをそれぞれ x=(x_{1}, \ldots, x_{2n}) ,
. . .

, z=(z_{1}, \ldots, z_{2? $\lambda$}) で表すことにす

る｡このとき, X の各行ﾍｸﾄﾙ亀払 z は \mathbb{C}^{2n} のｴﾙﾐｰﾄ内積に関して直交していると仮
定してよい.実際に XX^{*} は半正定値ｴﾙﾐｰﾄ行列であるから,適当な g\in U(3) を選ぶと

r_{1}\geq r_{9,\wedge}\geq r_{3}\geq 0 を用いて g(XX^{*})g^{*}= diag (r\perp, r2, r_{3}) と対角化できる. gX の行列成分を (4.2)
の右辺のように表すと,

gXX^{*}g^{*}=(gX)(gX)^{*}=\left(\begin{array}{lll}
xx^{*} & xy^{*} & xz^{*}\\
yx^{*} & yy^{*} & yz^{*}\\
zx^{*} & zy^{*} & zz^{*}
\end{array}\right)
これより, gX の各行ﾍｸﾄﾙは直交していることがわかり,この gX を改めて X とおけばよい.

まず, n=2 の場合を示そう : Gu=U(3)\times Sp(2) , V= $\Lambda$\cdot I(3,4;\mathbb{C}) . Sp(2) の右作用により適

当な馬 \in Sp(2) を選べば, r_{1}\geq 0 を用いて xh_{1}^{-1}=r_{1^{t}}\vec{e}_{1} と表される｡ Sp(2) の右作用は各行ﾍ

ｸﾄﾙの直交性を保存するので,

Xh_{1}^{-1}=(\uparrow\wedge 0^{1}0 y_{2}'z_{2}0 y_{3}'z_{3}0 z_{4}y_{4}'0)
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となる.次に, U(3) の部分群 {1} \times \mathbb{T}\times \mathrm{T} の左作用もまた各行ﾍｸﾄﾙの直交性を保存し,1行

目を不変にする｡これより,適当な g_{1}\in\{1\}\times \mathbb{T}\times \mathbb{T} を選ぶと r_{2}, r3\geq 0 を用いて

g_{1}(Xh_{1}^{-1})=(r_{0}0^{1} r_{3}r_{2}0 y_{3}z_{3}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}0 y_{4}^{J\ovalbox{\tt\small REJECT}}z_{4}''0)
と表される.さらに,適当な h_{2}\in\{I2\} \times Sp(1)\subset Sp(2) を選ぶと r_{4}\geq 0 を用いて

(g_{1}Xh_{1}^{-1})h_{2}^{-1}=\left(\begin{array}{llll}
r_{1} & 0 & 0 & 0\\
0 & r_{2} & 0 & r_{4}\\
0 & r_{3} & z_{3}''' & z_{4}^{\prime,\prime}
\end{array}\right)
と表される｡ここで2行目のと3行目の行ﾍｸﾄﾙの直交性から r_{2}r_{3}+r_{4}z_{4^{-\prime}}'=0 を得る.よっ

て, \tilde{4}4\prime\prime�は実数からとることができる(これを  r_{5} とおき直す). 最後に z_{3}=r_{6}e^{2\sqrt{-1} $\theta$} と表した

とき,

g_{2}= diag (e^{\sqrt{-1} $\theta$}, e^{-\sqrt{-1} $\theta$}, e^{-\sqrt{-1} $\theta$})\in U(3)

h_{3}^{-1}= diag (e^{-\ovalbox{\tt\small REJECT}-1 $\theta$}, e^{\sqrt{-1} $\theta$}, e^{-\sqrt{-1} $\theta$}, e^{\sqrt{-1} $\theta$})\in Sp(2)

とおくと,

g_{2}(g_{1}Xh_{1}^{-1}h_{2}^{-1})h_{3}^{-1}=\left(\begin{array}{llll}
r_{1} & 0 & 0 & 0\\
0 & r_{\underline{9}} & 0 & r_{4}\\
0 & r_{3} & r\}_{\grave{\mathrm{J}}} & r_{5}
\end{array}\right)
となる.以上より,

S=\{\left(\begin{array}{llll}
r_{1} & 0 & 0 & 0\\
0 & r_{2} & 0 & r_{4}\\
0 & r_{3} & r_{6} & r_{5}
\end{array}\right) : r_{1} ,
. . .

, r_{6}\in \mathbb{R}, r_{2}r_{3}+r_{4}r_{5}=0\}
とし,  $\sigma$ を行列の各成分の複素共役をとる写像とすることで,  G_{U} の V への作用は強可視的である

ことが示された.特に \dim_{\mathrm{J}\mathrm{R}}S= である.

\uparrow|, \geq 3 のときも,  $\gamma \iota$=2 のときと同様の議論によって,適当な g\in U(3) と h\in Sp(n) を選ぶと

gXh^{-1}=\left(\begin{array}{lllllll}
r_{1} & 0 & 0 & 0 & 0 & \cdots & 0\\
0 & r_{2} & 0 & r_{4} & 0 & \cdots & \mathrm{O}\\
0 & r_{3} & r_{6} & r_{5} & z_{5}' & \cdots & \tilde{\wedge}2n
\end{array}\right)
と表される.そして,適当な h'\in\{I4\} \mathrm{x}Sp(77. -2) を選ぶと r_{7} \geq 0 を用いて

0 0

0 r_{4}

r_{6} r5(gXh^{-1})(h')^{-1}=(r_{0}0^{1} r_{3}r_{2}0 r_{6}00 r_{5}r_{4}0 r_{7}00 000 000)
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と表すことができる｡よって,

S=\{(r_{0}0^{1} r_{3}r_{2}0 r_{6}00 r_{5}r_{4}0 r_{7}00 000 000) : r_{1} ,
. . .

, r_{7}\in \mathbb{R}, r_{2}r_{3}+r_{4}r_{5}=0\}
とすればよい.特に \dim_{\mathrm{J}\mathrm{R}}S=6 である｡

なお, (U(2)\times Sp(n), M(2,2n;\mathbb{C})) の場合の S は

\{\left(\begin{array}{llllll}
r_{1} & 0 & 0 & 0 & \cdots & 0\\
0 & r_{2} & r_{3} & 0 & \cdots & 0
\end{array}\right):r_{1}, r_{2}, r_{3}\in \mathbb{R}\}
で与えられ, (U(n)\times Sp(2), M(n, 4;\mathbb{C})) の場合の S は

\Vert r_{0}000^{1}0 r_{6}r_{4}r_{0}00_{2} r_{0}r_{0}0_{9}0_{5}: r_{0}r_{0}^{3}r_{8}^{7}0) :

で与えられる｡

4.5 Case 4の証明

\prime r_{1} ,
. . .

, r_{9}\in \mathbb{R}
r_{2}r_{4}+r_{3}r_{7}=

r_{2}r_{6}+r_{3}r_{8}=0
r_{4}r_{6}+r_{5}r_{9}+r_{7}r_{8}=0

最後に (Gu , V ) =(Spin(9)\times \mathrm{T}, \mathbb{C}^{16}) の揚合を考えよう｡Cayley 代数 \mathfrak{C} 上の写像  $\tau$ を  z=

c_{0}e_{0}+\cdots+c_{7}e_{7}\in \mathfrak{C} に対して

 $\tau$(z):=c_{0}e_{0}-(c_{1}e_{1}+\cdots+e_{7}e_{7})

で定義し,

\mathrm{J}^{\text{へ}}=\{X=\left(\begin{array}{lll}
$\xi$_{1} & x_{3} &  $\tau$(x_{2})\\
 $\tau$(a;_{3}) & $\xi$_{2} & x_{1}\\
:$\iota$_{2} &  $\tau$(x_{1}) & $\xi$_{3}
\end{array}\right):$\xi$_{i}\in \mathbb{R}, x_{i}\in \mathfrak{C}, i=1, 2, 3\}
とすると, \hat{\mathrm{t}|} は27次元の実ﾍｸﾄﾙ空間となる.この \mathfrak{J} にJordan 積を

X\displaystyle \mathrm{o}Y=\frac{1}{2}(XY+YX)
で定義する.この \mathfrak{J} を例外 Jordan 代数といい, \mathfrak{J} の複素化 \mathfrak{J}_{\mathbb{C}}=\mathfrak{J}\otimes_{\mathrm{J}\mathrm{R}}\mathbb{C} を複素例外 Jordan 代数

という. \mathfrak{J} の部分空間を

\hat{ $\tau$\int}_{\mathrm{R}}^{23}:=\{\left(\begin{array}{lll}
0 & \prime$\iota$_{3} &  $\tau$(x_{2})\\
 $\tau$(x_{3}) & 0 & 0\\
X\mathrm{o}\wedge & 0 & 0
\end{array}\right)\in_{1}\tilde{\mathrm{J}}\mathrm{c}:x_{2}, x_{3}\in \mathrm{C}\}
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とし,その複素化 \mathfrak{J}_{\mathrm{R}}^{23}\otimes_{\mathrm{J}\mathrm{R}}\mathbb{C} を \mathfrak{J}\mathscr{E} で表す. \mathfrak{J}_{\mathrm{C}}^{23} は16次元複素ﾍｸﾄﾙ空間である.この \mathfrak{J}_{\mathrm{C}}^{23} を

V とする.記号を簡略化するために,z \in (艶に対して恥 (z), F_{3}(z) を

F_{2}(z)=\left(\begin{array}{lll}
0 & 0 &  $\tau$(z)\\
0 & 0 & 0\\
z & 0 & 0
\end{array}\right), F_{3}(z)=\left(\begin{array}{lll}
0 & z & 0\\
 $\tau$(\wedge\sim) & 0 & 0\\
0 & 0 & 0
\end{array}\right)
と定めておく.これを用いると, 3_{\mathring{\tilde{\mathrm{c}}}^{3}}= \{F2(z_{2})+F_{3}(z_{3}):z_{2}, z_{3}\in\not\subset \mathrm{c}\} と表される.

ｺﾝﾊｸﾄかつ単連結な例外型単純 Lie 群興は \mathrm{d} の自己同型群

F_{4}= {  g\in Aut \mathrm{R}(\mathfrak{J}) : g(X\mathrm{o}Y)=gX\circ gY(\forall X, Y\in \mathfrak{J}) }

で定義され,Spin(9) は F_{4} の部分群として

Spin(9) =\{g\in F_{4}:gE_{1}=E_{1}\}

と実現できる.ただし, E_{1}= diag (1,0,0) \in\tilde{\mathrm{J}},\mathrm{c} である.このとき, 3_{\mathrm{N}}^{23} はS画n(9) の作用に

関して不変である.よって, 7\tilde{\mathrm{J}}_{\tilde{\mathbb{R}}}^{r)}3 はSpin(9) の表現空間とみなせ,ゆえに \mathfrak{J}_{\mathrm{C}}^{23} はSpin(9) の表

現空間とみなせる. Z\in \mathfrak{J}_{\mathrm{C}}^{r}23 を Z=X+\sqrt{-1}Y(X, Y\in\urcorner\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{J}_{1\mathrm{R}}^{23})} と表し,さらに X, Y\in \mathfrak{J}_{\mathrm{R}}^{23} を

X=F_{2}(z_{2})+F_{3}(z_{3}) , \mathrm{y}=F_{2}(w_{2})+F_{3}(w_{3}) (z2, z_{3} , w2, u|3\in \mathfrak{C} と表すとしよう｡このとき, \mathbb{T}

の作用によって X と Y は \mathfrak{J}_{\mathrm{J}1@}'\mathrm{i}\mathrm{J} 上の標準内積

\langle X , Y\rangle_{i\mathrm{J}_{||\mathrm{i}}^{23}}.=\{\tilde{\sim}2, v_{2}\rangle_{\mathfrak{C}}+\{z_{3}, W_{3}\}_{\llcorner r}

によって直交していると仮定してよい.ただし, \{, \}_{\mathfrak{C}} は(4.1) にある \mathfrak{C} 上の標準内積である.

まず, S\dot{ $\mu$}n(9) の 1\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{J}_{\mathrm{N}}^{23}} における作用により,適当な g_{1}\in Spi (9) を選ぶと r_{1}\geq 0 を用いて

g_{1}X=r_{1}F_{2}(e_{0}) , つまり,

g_{1}Z=g_{1}X+\sqrt{-1}g_{1}Y=\left(\begin{array}{lll}
0 & 0 & r_{1}e_{0}\\
0 & 0 & 0\\
r_{1}e_{0} & 0 & 0
\end{array}\right)+\sqrt{-1}  $\tau$(y_{3})y_{2}0 y_{3}00  $\tau$(r_{2}J)00)
と表される (g_{1}Y=F_{2}(y_{2})+F_{3}(y_{3}) と表した).

次に, Spi_{7?}.(7)\subset Spin(9) について説明しよう.Spi (8) は3上の自己同型の部分群としての実

現と \mathfrak{C} 上の実線型写像の組からなる群としての実現があり,それらはLie 群として同型である.

Spin(8) =\{g\in F_{4}(\mathbb{R}) : gE_{i}=E_{i}(i=1, 2, 3)\}

\simeq\{(g_{1}, g_{2}, g_{3})\in SO(8)^{3} : (g_{2}x)(g_{3}y)= $\kappa$ g_{1}(xy) (\forall $\alpha$:, y\in \mathfrak{C} (4.3)

ただし, E2= diag(0,1,0), E_{3}= diag(O, O, l) とし,  $\kappa$ g:= $\tau$ g $\tau$ とする.なお, (g_{1}, g_{2}, g_{3})\in

 SO(8)^{3} が任意の = $\iota$, y\in \mathfrak{C} に対して (g_{2}x)(g_{3}y)= $\kappa$ g_{1} (xy) を満たせぱ (glx)(g2 y ) = $\kappa$ g_{3} (xy) を満

たすことが知られている (cf. [Yo]). 特に Spin.(8) はSp2n(9) の部分群である.一方で

 S_{I}xin(7)\simeq { \overline{g}\in SO(8) : \exists g\in SO(7) s.t. (gx)(\overline{g}y)=\overline{g}(xy)(\forall x_{:}y\in \mathfrak{C}) }
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であるため,

Spin(7) \rightarrow Spin(8) , \tilde{g}\mapsto( $\kappa$\overline{g}, g,\overline{g}) (g\in SO(7))

によって,S卸n(7) はS卸n(8) の部分群とみなせる.よって,(4.3) の同型によって Spin(7) は

Spin(9) の部分群とみなせる｡Spin(8) は \mathfrak{J} に

(g_{1}, g_{2}, g_{3})\cdot\left(\begin{array}{lll}
$\xi$_{1} & y_{3} &  $\tau$(y_{2})\\
 $\tau$(y_{3}) & $\xi$_{9}\sim & y_{1}\\
y_{2} &  $\tau$(y_{1}) & $\xi$_{3}
\end{array}\right)=\left(\begin{array}{lll}
$\xi$_{1} & g_{3}y_{3} &  $\tau$(g_{\wedge}\mathrm{o}y_{9}\sim)\\
 $\tau$(g_{3}y_{3}) & $\xi$_{2} & g_{1}y_{1}\\
g_{2}y_{2} &  $\tau$(g_{1}y_{1}) & $\xi$_{3}
\end{array}\right)
で作用し, \urcorner\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{J}_{\mathrm{R}}^{23}} はこの作用に関して不変であるため,Spin(8) をSpin(7) に制限することでSpin (7)

の策3における作用が定義される :

\overline{g}\cdot\left(\begin{array}{lll}
0 & y_{3} &  $\tau$(y_{2})\\
 $\tau$(y_{3}) & 0 & 0\\
y_{2} & 0 & 0
\end{array}\right)=\left(\begin{array}{lll}
0 & \overline{g}y_{3} &  $\tau$(gy_{2})\\
 $\tau$(\overline{g}y_{3}) & 0 & 0\\
gy_{2} & 0 & 0
\end{array}\right)
F_{2}(\mathrm{e}_{0}) を固定する Spin(9) の部分群は Spin(7) である｡凸‐成分への Spin(7) の作用から,適

当な擁 \in Spin(7) を選ぶと r2\geq 0 を用いて擁 y_{3}=r_{2}e_{0} と表される｡さらに,eo を固定する

Spin(7) の部分群は  G2\simeq \{(\mathrm{g}, \mathrm{g}, \mathrm{g}) \in Spin(8): $\kappa$ g=g\}, g|\rightarrow(g, g, g) であるから,適当な

g_{3}\in G_{2} を選ぶと r_{3}\geq 0 を用いて g_{3}(\overline{g}_{2}y_{2}) =y_{2}'e_{0}+r_{3}e_{4} と表される (y_{2}' は擁y2のeo‐成分であ
る ) . よって,

9\mathrm{s}\overline{g}_{2}g_{1}Z=\left(\begin{array}{lll}
0 & 0 & r_{1}e_{\mathrm{O}}\\
0 & 0 & 0\\
r_{1}e_{\mathrm{O}} & 0 & 0
\end{array}\right)+\sqrt{-1}\left(\begin{array}{lll}
0 & \mathrm{r}_{2}e_{0} & y_{2}'e_{0}-r_{3}e_{4}\\
r_{9,\sim}e_{0} & 0 & 0\\
y_{2}'e_{0}+r_{3}e_{4} & 0 & 0
\end{array}\right)
ここで,S卸n(9) の作用は策3上の内積 \{, \}_{\mathfrak{J}_{\mathrm{J}_{\backslash }}^{23}},

を保存するので, y_{2}'=0 でなければならない｡以

上より,

S=\{\left(\begin{array}{lll}
0 & 0 & r_{1}e_{0}\\
0 & 0 & 0\\
r_{1}e_{0} & 0 & 0
\end{array}\right)+\sqrt{-1}\left(\begin{array}{lll}
0 & r_{2}e_{0} & -r_{3}e_{4}\\
r_{2}e_{0} & 0 & 0\\
r_{3}e_{4} & 0 & 0
\end{array}\right)\in \mathfrak{J}_{\mathbb{C}}^{23}:r_{1}, r_{2}, r3\geq 0\} (4.4)

は \mathfrak{J}_{\mathbb{C}}^{23} 内の (Spin(9) \times \mathbb{T} )‐軌道と交差する.つまり (V.1) を満たす.

\mathfrak{J}_{\mathrm{C}}^{23} 上の反正則微分同相を構成しよう. c\in \mathbb{C} の複素共役を万で表し, z=c_{0}e_{0}+\cdots+c_{7}e_{7}\in \mathfrak{C}_{\mathbb{C}}

に対して,

 $\rho$(z)=(\overline{c_{0}}e_{0}+\cdots+\overline{c_{3}}e_{3})-(\overline{c_{4}}e_{4}+\cdots+\overline{c_{\overline{i}}}e_{7})

とする.この  $\rho$ を用いて

 $\sigma$\left(\begin{array}{lll}
0 & \tilde{L}3 &  $\tau$(z_{2})\\
 $\tau$(\sim) & 0 & 0\\
z_{2} & 0 & 0
\end{array}\right)=\left(\begin{array}{lll}
0 & - $\rho$(z_{3}) &  $\tau$( $\rho$(\approx 2))\\
 $\tau$(- $\rho$(z_{3})) & 0 & 0\\
 $\rho$(z_{2}) & 0 & 0
\end{array}\right) (4.5)

で定義する.このとき,(S.1) を満たすことは明らかである.(S.2) を満たすことは明らかではない

が(V.1) によって次の2つを示せば十分であることが分かる.
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Claim 4.3｡ X=F_{2}(e0+\sqrt{-1}e_{4})+F_{3}(\sqrt{-1}e_{0})\in S とする｡

(1) 任意の  $\alpha$\in \mathrm{T} に対して  $\sigma$( $\alpha$ X)\in \mathbb{T}X である｡

(2) 任意の g\in Spin(9) に対して  $\sigma$(g\cdot X)\in Spin(9)\cdot X である.

まず, \mathrm{T} はｽｶﾗｰ倍として作用するから,  $\sigma$( $\alpha$ X)= 冨X \in \mathbb{T}X ある｡

次に, g\in Spin(9) に対して,  $\sigma$(g\cdot X) は群の作用のみを用いて表される.具体的には

I_{4\prime,4}=\left(\begin{array}{ll}
I_{4} & 0\\
0 & -I_{4}
\end{array}\right), I_{0}=(-I_{4,4}, I_{4,4}, -I_{4,4})\in SO(8)^{3}
を用いて

 $\sigma$(g\cdot X)=(I_{0}gI_{0})\cdot X

と表される.特に,

I_{0}\cdot\left(\begin{array}{lll}
0 & z_{3} &  $\tau$(z_{2})\\
 $\tau$(z_{3}) & 0 & 0\\
z_{2} & 0 & 0
\end{array}\right)=\left(\begin{array}{lll}
0 & -I_{4,4^{Z}3} &  $\tau$(I_{4,4}z_{2})\\
 $\tau$(-I_{4,4}z_{3}) & 0 & 0\\
I_{4_{\backslash }4}z_{2} & 0 & 0
\end{array}\right)
と作用する｡

Lemma 4 \cdot 4. I0は(4.3) を満たす.つまり,  I_{0}\in Spin(8) である.

Proof.  $\lambda$, y\in \mathfrak{C} を任意の選ぼう｡ I_{4,4} は (I_{4,4} $\alpha$:)(I_{4,4y)=I_{4}} , (xy) を満たす (つまり, I_{4_{\backslash }4}\in G_{2} で

ある). また,  $\kappa$(-I_{4,4})=-I4, であるため, (-I_{4,4}:x_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\cdot)(I_{4.4y)= $\kappa$(-I_{4_{\backslash }4})(\prime r,y)} を満たす｡よって,

(-I_{4}. , I_{4,4}, -I_{4,4})\in Spin(8)となる.口

Lemma 4.4とSpin(8) \subset S卸  n(9) より, I0gI_{0}\in Spin(9) であることが分かる.

以上より,(4.4) と(4.5) によって S_{1}nn(9)\times \mathbb{T} のĨ\sim \mathbb{C}
23 (\simeq \mathbb{C}^{16}) における作用が強可視的である

ことが示された.

この節の最後に,Spin (9, \mathbb{C}) の \mathbb{C}^{16} における作用について整理しよう｡

(1) Spin (9, \mathbb{C}) はSpi (9) の複素化, \mathbb{C}^{16}=\mathbb{R}^{16}+\sqrt{-1}\mathbb{R}^{16} である.

(2) Spin(9) は \mathbb{R}^{16} に既約に作用する.また, S^{15}\subset \mathbb{R}^{16} には推移的に作用し, v_{1}\in S^{15} に対

して \mathbb{R}^{16}=Spin(9)\cdot \mathbb{R}v_{1} となる｡

(3) v_{1} を固定する Spin.(9) の部分群は Spin(7) であり,Spin(7) の \mathbb{R}^{16} における作用は可約で

ある.実際に \mathbb{R}^{16}=(\mathbb{R}\oplus \mathbb{R}^{7})\oplus \mathbb{R}^{8} とsplit し, \mathbb{R} には自明に, \mathbb{R}^{7} には S擁n(7) の自然表

現として, \mathbb{R}^{8} には Spin(7) が既約に作用する.また, S^{7}\subset \mathbb{R}^{8} に推移的に作用し, \mathrm{v}_{2} \in S^{7}

に対して \mathbb{R}^{8}=Spin.(7)\cdot \mathbb{R}v_{2} となる.

(4)  $\tau$;_{2} を固定する Spin(7) の部分群は G2であり,G2の \mathbb{R}^{16} における作用は可約である.実際

に \mathbb{R}^{16}=(\mathbb{R}\oplus \mathbb{R}^{7})\oplus(\mathbb{R}\oplus \mathbb{R}^{7}) とsplit し, \mathbb{R} には自明に, \mathbb{R}^{7} には既約に作用するまた,

S^{6}\subset \mathbb{R}^{7} に推移的に作用し, v_{3}\in S^{6} に対して \mathbb{R}^{7}=G_{2}\cdot \mathbb{R}?f3 となる.
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これより,

Spin(9) \cdot(\mathbb{R}v_{1}+\sqrt{-1}(\mathbb{R}v_{1}\oplus \mathbb{R}v_{2}\oplus \mathbb{R}v_{3}))=\mathbb{C}^{16}

と表される｡また,(4.4) で与えた S は

S=\mathbb{R}v_{1}+\ovalbox{\tt\small REJECT}-1(\mathbb{R}v_{2}\oplus \mathbb{R} $\tau$)3)\simeq \mathbb{R}^{3}

と表される.ゆえに, \mathbb{T} の作用を考慮すると,

(Spin(9) \times \mathbb{T} ) \cdot S=\mathbb{C}^{16}

を得る｡

5 応用 : SU(2n, 1) の分解

最後に,Theorem 3.1およびその証明から Lie 群の新しい分解が得られる.それを SU(2n, 1)
を例によって説明しよう.

G=SU(2n, 1) , K=U(2n) , H=Sp(n) とする,このとき, (G, K) はｴﾙﾐｰﾄ対称対, H は

K の部分群であるが, (G, H) の複素化 (SL(2n+1, \mathbb{C}), Sp(n, \mathbb{C})) は対称対でない spherical pair

である. \mathrm{g}= Lie (G) , $ = Lie (K) とし, \mathrm{g} のCartan 分解を佳 =1+\mathfrak{p} で表す｡このとき, \mathfrak{p}\simeq \mathbb{C}^{27\mathrm{b}}
である. H は \mathfrak{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\llcorner}^{\vee} 随伴表現として作用するが,これは H の \mathbb{C}^{2n} における標準的な作用と対応す

る.Theorem 3. 1によって, H の \mathbb{C}^{2n} における作用は S=\mathbb{R}\vec{e}_{1} と複素共役を与える写像  $\sigma$ によっ

て強可視的である.ゆえに,  H の \mathfrak{p} における作用は強可視的であり, \mathfrak{c} $\iota$:=\mathbb{R}(E_{1,2n+1}+E_{2n+1,1})
が各軌道と交差する.この a は \mathfrak{p} の極大可換部分空間であることに注意する｡

D=\{z\in \mathbb{C}^{2n}:^{t}z\overline{z}<1\}

とおくと, D は \mathfrak{p}\simeq \mathbb{C}^{2n} の有界対称領域であり, G=SU(2n., 1) は D に1次分数変換で作用する.

g\displaystyle \cdot z=(Az+B)(Cz+d)^{-1}, g=(\frac{A|B}{C|d,})\in G, z\in \mathbb{C}^{27b}
特に G の部分群 H=Sp(n) は D に線型に作用する｡ゆえに, \mathbb{C}^{2n} の開集合 D における H‐軌道

もやはり S と交差する.以上より, G/K と D は G/K\rightarrow D_{:}gK\mapsto g\cdot 0 によって正則微分同相

であることから, H の G/H における作用は強可視的である｡特に,

とおくと, G/K における各 H‐軌道は A\cdot o(0=eK\in G/K) と交差し,したがって次の分解を

得る.

Theorem 5｡1. 上の設定の下で, G=HAK を得る.

これは,Cartan 分解 G=KAK をより精密にしたと解釈できる｡
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