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0 はじめに

今回の公開講座を担当することになった時, 高次元の不確定特異点についての最近の研究状況を紹介し
てみたいと思いました . 1次元の場合の不確定特異点の研究の歴史は長く , そのスト ークス構造やモノ ド
ロミ ーに関する優れた研究も数多く なされてきました . 一方, 高次元の場合の研究は 1次元の場合ほどに
はなされていませんが, 最近になって代数的ホロノ ミ ッ ク D-加群の研究の過程で比較的大きな進展があ
り , 基礎となるべき「 変わり 目点の解消定理」 が確立されました . 川ノ 上さんの講座で, 代数幾何におけ
る最も重要な礎の一つである「 特異点の解消定理」 が解説されますが, 「 変わり 目点の解消定理」 は代
数的ホロノ ミ ッ ク D-加群の研究において「 特異点の解消定理」 のよう な役割を果たす重要な定理です.
また , 2次元の (代数的な)場合の証明は, 古典的な代数幾何の手法を使ってできるのですが, 正標数の世
界に還元して , p-曲率とよばれる量を使って平坦接続の “固有値のようなもの” を制御していく 議論はそ
れなり に面白いのではないかと思われます. そのあたりのことを解説してみたい, というのが当初の目論
見でした .
しかし , 高次元の話の多く は 1次元の話を大前提にしています. 1次元での結果をどのよう にしたら

拡張できるか (あるいはできないか) が高次元での研究の出発点になり ます. また , 証明をする時にも , 1
次元の結果を当たり前のように使います. ですから , この講座でもまず 1次元の古典的な話を解説するこ
とにしました . 不確定特異点の形式的な構造に関する Hukuhara-Levelt-Turrittinの定理と , 不確定特異
点をモノ ド ロミ ーとスト ークス構造で記述する (一般化された) リ ーマン・ ヒルベルト 対応を説明するこ
とが, 最初のゴールになり ます. 話の順序として , 非特異な場合や確定特異点の場合についても説明をい
れました .
その上で, 2次元の場合にどのように拡張されるかを概説します. 1次元の不確定特異点の理論は, 形

式的理論と漸近解析の二つの部分からなり ます. 漸近解析に関しては [9], [10]によって高次元化はだい
たいなされていました . 一方, 形式的な部分に関しては, 変わり目点の存在が大きな障害になっていたの
ですが, 既に触れた通り 「 変わり目点の解消定理」 が最近になって証明されました . これがどのような主
張であるかを紹介するのが二つめのゴールになり ます. 証明に関してはほとんど述べられませんでした .
簡単に計算で確かめられることや標準的な事実などを 「 問題」 としてあり ます. 解く 必要はあり ませ

ん. 多く はすぐにできると思いますが, 知識がないと難しいものも混ざっているかもしれません. また ,
単純に私がう っかり しているところもあるかもしれませんのでご注意く ださい.

1 いろいろな関数

1.1 関数論の復習

正則関数の定義と簡単な例 z0 ∈ Cを中心とする半径 ǫ > 0の開円板を B(z0, ǫ)であらわすことにしま
す. すなわち , B(z0, ǫ) :=

{
z ∈ C

∣∣ |z − z0| < ǫ
}
. 境界も含む時には, B(z0, ǫ)であらわします. 複素領

域とはガウス平面の開集合を意味します. すなわち , U ⊂ Cが複素領域であるとは, 任意の z0 ∈ U に対
して十分小さな ǫ > 0 をとると , B(z0, ǫ) ⊂ U が満たされることです. (本当は高次元の時も考えたいの
ですが, しばらく は 1次元の場合を考えます.) 任意の z0, z1 ∈ U に対して , 連続写像 γ : [0, 1] −→ U で
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γ(0) = z0, γ(1) = z1 を満たすものがとれる時, U は連結であるといいます. (こういう ものを z0 と z1 を
つなぐ道といいます.) つまり , U のある点から別の点へ, U 内を通ってたどり着けることです. 一般の複
素領域は, 連結成分の和としてあらわされます.

正則関数に関する基本事項を復習をします. より 詳しいことは関数論の教科書をご覧く ださい. 複素
領域 U 上の複素数値関数 f が正則であるとは, 各 z ∈ U において

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
(1)

が存在することでした . 導関数 f ′ を df/dzのようにあらわすことも多いです. 例えば,

f(z) = 3z2 + 2z + 1

とすると , f はガウス平面上の正則関数で, f ′(z) = 6z + 2 となり ます. より 一般に , 複素数 ai (i =
0, 1, . . . , N)をとると , 多項式

f(z) = a0 + a1 z + a2 z
2 + · · · + aN zN

は正則関数を与え , f ′(z) = a1 + 2a2 z + · · ·+N aN zN−1 となり ます. 負ベキがある場合, 例えば

f(z) = 3z−2 + z−1 + 1 + 2z + 4z2

は C \ {0}上の正則関数を与えます. すなわち , z = 0では (素朴には)値が定義されませんが, それ以外
では正則になっています.
数列 aj (j = 0, 1, . . . , )が, ある R > 0に対して ,

∑∞
j=0 aj R

j <∞を満たすとします. この時

f(z) =
∞∑

j=0

aj z
j

を収束ベキ級数といいます. f は自然に B(0, R)上の正則関数を与えます. (実際には, もっと大きな領域
B(0, R0)上の正則関数を与えます. ただし , R0 = lim n

√
|an|.) そして , f ′(z) =

∑∞
j=1 j aj z

j−1 が成り立
ちます. 例えば指数関数

exp(z) =
∞∑

n=0

zn

n!

は重要な正則関数であり , 導関数は exp(z) 自身となり ます. これは多く の著しい性質を持っていま
す. z1, z2 ∈ C に対して exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2) が成り 立ちます. z を実部と虚部に分けて
z = x+

√
−1y (x, y ∈ R)のようにあらわすと ,

exp(z) = ex
(
cos(y) +

√
−1 sin(y)

)

となり ます. 特に , exp(z + 2π
√
−1) = exp(z)が成り立ちます. また , 指数関数が 0以外の全ての値をと

ることもわかり ます.
他に典型的な例としては指数関数の “逆関数” として得られる対数関数 log(z) もあり ます. ただし ,

逆といっても指数関数が一対一ではあり ませんので, 注意が必要です. まず指数関数は 0を値にとり ませ
んので, log(0)は (特別な約束をしない限り )考えません. また , exp(w) = exp(w + 2π

√
−1)でしたから ,

0でない複素数 zに対して , exp(w) = z となる複素数 wは無限に存在します. このような場合, 複数の値
をもつ「 多価関数」 としてとらえるのが一つの見方です. あるいは定義域を適当に制限して , その上の枝
をとることで一価関数をさだめます. (このよう な性質は慣れないと少し扱いにく いかもしれません. こ
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こではおおらかに考えることにしましょ う . 厳密な意味付けは関数論の教科書をご覧く ださい.) log(z)
の導関数は z−1 です.

正則関数の一般的な性質を少しだけ思い出しておきます. 正則関数の合成もまた正則になり ます. す
なわち , f を複素領域 U 上の正則関数とし , g を複素領域 V 上の正則関数とします. もしも , f(U) ⊂ V
であれば, g ◦ f : U −→ Cが定まり ますが, これも正則になり ます. ですから , 例えば

exp
(
2z−1 + 1

)
,

は C \ {0}上の正則関数を与えます. また , 多価になり ますが,

exp
(2
3
log z

)
(2)

も正則関数になり ます. 一般に複素数 α ∈ Cに対して , exp
(
α log z

)
を zαのようにあらわしたり もしま

す. これは αが整数であれば, 普通のベキ zn と一致します.

正則関数の最も著しい特徴の一つは, 導関数が再び正則関数になることです. 実関数の時には, 微分
可能性を仮定しても導関数は一般には微分可能にならなかったのとは対照的です. このことより , 正則関
数は自動的に無限回微分可能になり ます. 以下では, 正則関数 f の n階導関数を dnf/dzn あるいは f (n)

であらわすことにします. (すなわち , f (0) = f であり , f (n) = (f (n−1))′.)
正則関数は局所的には常に収束ベキ級数であらわされます. すなわち , f を複素領域 U 上の正則関数

とし , z0 ∈ U に対して R > 0を B(z0, R) ⊂ U のようにとると , z ∈ B(z0, R)に対して ,

f(z) =

∞∑

n=0

1

n!
f (n)(z0)× (z − z0)

n (3)

のようにあらわされます. (右辺が絶対収束級数になり ます.) これも実関数の場合には, C∞-級関数のテ
イラー級数が, 一般には収束せず, 収束しても元の関数と一致するとは限らなかったのとは対照的です.
これより 特に , 二つの正則関数 f, gの z0 におけるテイラー展開が一致すれば, z0の近傍上で f = gが成
り立つこともわかり ます. (より 強く , z0 を含む U の連結成分上で一致することがわかり ます. さらに解
析接続についても触れるべきかもしれませんが, ここでは述べないことにします.)

有理型関数 B∗(z0, ǫ) := B(z0, ǫ) \ {z0}とおきます. B∗(z0, ǫ)上の正則関数 f が与えられた時, z0 を f
の孤立特異点といいます. 孤立特異点には, 除去可能特異点, 極, 真性特異点の三つのタイプがあり ます.

z0が f の除去可能特異点であるとは,

lim
z→z0

(z − z0) f(z) = 0

が成り立つことでした . この時, 実は f は B(z0, ǫ)上の正則関数を与えます. (リ ーマンの除去可能定理.)
すなわち , B(z0, ǫ)上の正則関数 f̃ が存在して , f(z) = f̃(z) (z ∈ B∗(z0, ǫ)) となっていることがわかり
ます. ですから , ふつうは初めから z0でも f が定義されているとみなしてしまいます.

z0が f の極であるとは,
lim
z→z0

f(z) =∞

が成り立つことでした . このとき , z0は f(z)−1の除去可能特異点です. また , B(z0, ǫ)上の正則関数 g と
自然数 nをう まく とると ,

f(z) = (z − z0)
−ng(z)
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とあらわされます. ですから , 極のまわり での挙動はとても制御しやすいといえます. z0が f の極である
時, f は収束ローランベキ級数によって

f =

∞∑

j=−n

aj (z − z0)
j (aj ∈ C) (4)

のようにあらわされます.
上の二つの条件のどちらも満たされない場合, z0は f の真性特異点であるといいます. 例えば, z0は

exp((z − z0)
−1)の真性特異点です. 真性特異点のまわり での振舞を制御することは難しく なり ます. 有

名なピカールの大定理によると , 任意の 0 < ǫ′ < ǫに対して , C \ f(B∗(z0, ǫ′))が高々一点となり ます. こ
の印象的な定理の主張することは, 真性特異点のまわり では, いく ら領域を小さく しても値域はほぼガウ
ス平面全体に広がってしまう , ということですから , 少く とも素朴な意味では挙動をほとんど制御できな
い, という ことを保証しています.

問題 exp(z−1)の場合に , ピカールの大定理の主張を確認してみてく ださい.

f が U 上の有理型関数であるとは, 離散集合D ⊂ U があって , f は U \D上の正則関数であって , D
の各点が除去可能特異点か極になっていることを意味します. (リ ーマン球面を導入すれば, U からリ ー
マン球面への正則写像とも表現できます.) D を指定する時は, (U,D)上の有理型関数という言い方もし
ます.

正則関数や有理型関数のなす可換環 HU ,MU,D 複素領域 U 上の正則関数全体を HU であらわすことに
します. α, β ∈ Cと f, g ∈ HU に対して , 自然に α f + β g ∈ HU が定まり , 複素数体上のベクト ル空間と
なり ます. さらに , f, g ∈ HU に対して , 積 f · g ∈ HU が定まり , HU は可換環になり ます. “可換環” とは
整数全体や多項式全体のように , 和と積が自然に定まっていて , 結合律や分配律などが成り立つ代数系で
す. 有理数全体や複素数全体も可換環をなしますが, 0以外での割り算ができる , という より 強い性質を
満たす “体” という代数系をなしています.

少し余談になり ますが, この C上の可換環 HU は U についての情報を豊富に含んでいます. 例えば,
複素領域U, V が与えられた時, ϕ : U −→ V という正則な写像が与えられると , ϕ∗(f) := f ◦ ϕとおく こ
とで, C上の環準同型 ϕ∗ : HV −→ HU が得られます. (U から V への正則写像とは, ここでは, U 上の
正則関数で f(U) ⊂ V ぐらいの意味にとってく ださい.) 逆に , 次のことも成り 立ちます

問題 C上の環準同型 F : HV −→ HU に対して , F = ϕ∗ となるような正則写像 ϕ : U −→ V が存在する
ことを示してみてく ださい.

特に , HV と HU が C上の可換環として同型ならば, U と V が正則に同型です. したがって , HU という
代数的対象によって U を理解できることになり ます.

U を複素領域とし , D を U 上の離散的な部分集合とした時, U 上の有理型関数で極が Dに含まれる
もの全体を MU,D であらわすことにします. (Dの全ての点が極であることを課しているわけではあり
ません. 特に , HU ⊂MU,D です.) MU,D も HU の場合と同様に , 自然に C上の可換環になり ます.

1.2 形式ベキ級数

収束するとは限らない
∞∑

j=0

aj z
j

∞∑

j=−n

aj z
j
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という形のものを , z を変数とする形式ベキ級数や形式ローランベキ級数といいます. (後者では負ベキ
を許しています.) z を変数とする C上の形式ベキ級数全体を C[[z]], 形式ローランベキ級数全体を C((z))
であらわすことにします. C[[z]]は自然な和と積で C上の可換環になり ます.

(∑
aj z

j
)
+
(∑

bj z
j
)
=
∑

(aj + bj) z
j

(∑
aj z

j
)(∑

bj z
j
)
=

∞∑

j=0

( ∑

k+ℓ=j

ak bℓ

)
zj

C((z))も自然に可換環になり ますが, さらに強く “体”になり ます. すなわち , 次のことが成り立ちます.

問題 f ∈ C((z))が 0でなければ, f · g = g · f = 1を満たす g ∈ C((z))が存在することを示してみてく だ
さい.

問題 f =
∑∞

j=0 fj z
j ∈ C[[z]] とします. f · g = g · f = 1 を満たす g ∈ C[[z]]が存在するための必要十分

条件は, f0 6= 0であることを示してみてく ださい.

少し余談をします. 形式ベキ級数や形式ローランベキ級数は素朴な意味では “関数”ではあり ません.
しかし , これを関数だと思ってしまう , という立場もあり ます. 漠然とした話になり ますが, 空間X が与
えられると , その上の (適当な条件を満たす) 関数全体のなす可換環 A(X)が得られます. 前節では複素
領域に対して , その上の正則関数全体を考えました . 位相空間X に対しては, 連続関数全体 C0(X)を考
えますし , C∞-級多様体X に対しては, C∞-級関数全体 C∞(X)を考えます. この可換環から元の空間を
復元できる場合がしばしばあり ます. この空間 (幾何学)と可換環 (代数)の対応は相互に豊かな実り をも
たらすものでした . そのため, 逆に可換環 (あるいはより 一般に非可換な環) が与えられたら , それをな
んらかの意味で, ある「 空間」 上の関数環とみなす, という のが今では標準的な考え方になっています.
例えば, 整数全体 Zを SpecZという空間上の関数環とみなし , 幾何学的直観を用いて整数論を研究して
いく , というのはとても強力な手法です. このよう な立場では, 形式ベキ級数環 C[[z]]は z を中心とする
「 無限に小さい円板」 とみなし , C((z))は「 穴のあいた無限に小さい円板」 とみなします. ただし , 補足し
ておきますと , 「 無限に小さい円板」 などは言葉としてあまり 良く なく て , 収束ベキ級数全体のなす環や
収束ローランベキ級数全体のなす体も , 対応する「 空間」 を言葉でいう ならば無限に小さな円板や穴の
あいた無限に小さな円板, という ことになり ます. (形式的な場合の方がより 小さいとみなせます.)

1.3 漸近展開可能関数と実ブローアッ プ上の正則関数

例えば次のような微分方程式を C[[z]]上で考えると , 解として収束しないベキ級数があらわれます.

z3 f ′′(z) + (z2 + z)f ′(z)− f(z) = 0 (5)

問題 形式ベキ級数
∑∞

j=1(−1)j−1(j − 1)!zj が (5) を満たすことを示してみてく ださい. 逆に (5)を満た
す形式ベキ級数は

∑∞
j=1(−1)j−1(j − 1)!zj の定数倍であることを示してみてく ださい.

漸近展開可能関数 収束しないのでは, そのままでは解としての意味を持ちません. 収束しない形式解
と真の解がどのよう な関係にあるのかを理解するために , ポアンカレは漸近展開という概念を導入しま
した . これは, 伝統的な漸近解析でよく 使われる概念です. θ0 < θ1 と 0 < r0 に対して ,

S[θ0, θ1, r0] :=
{
z ∈ C

∗ ∣∣ θ0 ≤ arg(z) ≤ θ1, 0 < |z| < r0
}

という形をした領域を扇形領域とよびます. f を S = S[θ0, θ1, r0]上の正則関数とします. (すなわち , S
を含む領域上の正則関数の制限になっているとします.) f̂ =

∑∞
j=0 aj z

j を形式ベキ級数とします. 各自
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然数 nについて適当な Cn > 0をとると
∣∣∣∣∣∣
f −

n∑

j=0

ajz
j

∣∣∣∣∣∣
≤ Cn |z|n+1 (6)

が成り立つ時, f の漸近展開は f̂ であるといいます. S上の全ての正則関数が漸近展開を持つわけではな
いことを注意しておきます.

問題 f := exp(z−1)が漸近展開を持つのは, S 上で Re(z−1) < 0が成り立つ時であることを示してみて
く ださい. さらに , このとき f の漸近展開が 0であることを示してみてく ださい.

上の問題でもみられるよう に , S 上の相異なる正則関数 f1 と f2が同じ漸近展開を持つ場合もあり ます.
これは, テイラー展開から元の関数を復元できたのとは対照的です.
漸近展開可能な関数を用いると , 形式解と真の解との関係は次のよう に述べられます.

• 線形常微分方程式に形式解 f̂ が存在する時, 小さな扇形領域 S をとると , S 上の真の解 fS で漸近
展開 f̂ を持つものが存在する .

問題 次の関数が方程式 (5)の (多価な)解を与えることを示してみてく ださい. 軸 {arg(z) = 0} を含む
適当な扇形領域上では, z → 0での漸近展開が

∑∞
z=1(−1)j−1(j − 1)!zj であることを示してみてく

ださい.

− exp(z−1)

∫ ∞

z−1

e−t dt

t

実ブローアッ プ上の正則関数 伝統的な漸近展開の概念は, 常微分方程式の漸近解析の理論を構築する
のに有効でした . これを , 高次元の場合に拡張したいというのは自然な問題意識です. しかし , 上に述べ
たよう な意味での漸近展開をそのまま高次元化するのは, かなり 厄介です. それはMajimaの仕事 [9] に
よって実現されているのですが, 複雑な定義にならざるを得ませんでした . 一方, Malgrangeは “漸近展
開可能関数”が実ブローアップ上の正則関数としてとらえられる , という ことに着目しました . この定式
化では, 高次元の場合への拡張も理解しやすいものになり ます [10]. (実際に必要な Borel-Rittの定理な
どを証明する議論に関しては, [9]に負う ところが大きいよう ですが.) ここでは, 1次元の場合にどのよ
うに考えるのかを紹介しておきます.
簡単のために X = {z ∈ C | |z| < 1} とします. [0, 1[:= {0 ≤ r < 1}, S1 :=

{
z ∈ C

∣∣ |z| = 1
}
=

{e
√
−1θ} とおきます. そして , X̃(0) = [0, 1[×S1 とおき , ̟ : X̃(0) −→ X を ̟(r, e

√
−1θ) = r e

√
−1θ に

よって与えます. ̟ : X̃(0) −→ X を「 X の 0に沿った (有向)実ブローアップ」 といいます. (川ノ 上さ
んの講義や, この講義の後の方で, 複素曲面のブローアップという ものが登場します. 上の実ブローアッ
プとは, 別物と思ってく ださい.) 直感的には, Xから 0をとり除いて , 小さな円周をつけ加えたものです.
U ⊂ X̃(0) を開集合とします. U 上の関数が C∞-級であるとは, 変数 (r, θ)に関して無限回微分可能

ということです. そこで, U ⊂ X̃(0)上の C∞-級関数 f が正則関数であるとは, f の U ∩̟−1(X \ {0})へ
の制限が正則という意味です.

S = S[θ0, θ1, r0]を扇形領域とし , S を X̃(0)における閉包とします. すなわち ,

S =
{
(t, e

√
−1θ)

∣∣ 0 ≤ t ≤ r0, θ0 ≤ θ ≤ θ1
}
.

そして , f を S上の正則関数とします. f の変数 rに関するテイラー級数

∞∑

j=0

fj(θ) r
j (7)
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を見てみます. f がコーシー・ リ ーマン方程式
(
r
∂

∂r
+
√
−1 ∂

∂θ

)
f = 0 (8)

を満たすことより , (7)も形式的に (8)を満たすことがわかり ます. したがって ,

j fj +
√
−1dfj

dθ
= 0

ですから , fj(θ) = aj e
√
−1j θ (aj ∈ C) とあらわされます. 形式的に r e

√
−1θ = z とすると , (7)は

∞∑

j=0

aj z
j (9)

とあらわされます. テイラー展開の意味を考えると , (9)が f の漸近展開を与えることがわかり ます. 逆
に , S上の正則関数 f が漸近展開可能であれば, 自然に S上の C∞-級関数に延びて , したがって S上の正
則関数を与えることもわかり ます. 一般論を展開する上で大事なのは Borel-Rittの定理とよばれる定理
です. これは, 任意の f̂ ∈ C[[z]] と任意の扇形領域 S に対して , f̂ を漸近展開に持つよう な S 上の正則関
数 f が存在することを保証します.

開集合 U ⊂ X̃(0) に対して , U 上の正則関数全体を HU であらわします. また , MU ,0 :=
{
z−n f ∈

HU\̟−1(0)

∣∣n ∈ Z, f ∈ HU
}
とおきます. これらは自然に可換環になり ます.

1.4 ベクト ルと行列

以下では C
mで m次元数ベクト ル空間をあらわします. つまり , m個の複素数を並べたもの全体をあら

わします. 同様に , HX の元を m個並べたもの全体を Hm
X によってあらわします. (X は複素領域.) これ

は, X からベクト ル空間 C
mへの正則関数全体とみなすこともできます. Mm

X,D, C[[t]]
m, Hm

U なども同様
です. (C[[t]]mの元は素朴には関数とはみなせませんが.) ゼロベクト ル (成分が全て 0であるもの)を 0で
あらわします.

複素数を成分に持つ m次正方行列全体を Mm(C)であらわします. また , 逆行列を持つ m次正方行
列全体を GLm(C)であらわします. ゼロ行列 (成分が全て 0であるもの) を 0であらわします. また , 単
位行列 (対角成分が 1で, それ以外の成分が 0である m次正方行列) を Imであらわします. (単に I であ
らわすこともあり ます.)

問題 A = (aij) ∈Mm(C)に対して ,
∣∣A
∣∣ := maxi,j |aij |とおきます. この時,

∣∣A+B
∣∣ ≤

∣∣A
∣∣+
∣∣B
∣∣,

∣∣AB
∣∣ ≤ m

∣∣A
∣∣ ∣∣B

∣∣

が成り立つことを示してみてく ださい.

A ∈Mm(C)に対して , exp(A) ∈Mm(C)を

exp(A) =

∞∑

n=0

1

n!
An

で与えます. 上の問題に注意すると , この級数は絶対収束することがわかり ます. A,B ∈Mm(C)が可換
(すなわち , AB −BA = 0)ならば, exp(A+B) = exp(A) exp(B)が成り立ちます. (可換でない時には,
一般には成り立ちません.)
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X を複素領域とします. Mm(HX)によって , HX の元を成分に持つ m次正方行列全体をあらわしま
す. Mm(MX,D), Mm(C[[t]]), Mm(HU ) なども同様の意味で使います.

A ∈ Mm(HX)が可逆であるとは, AB = BA = I を満たす B ∈ Mm(HX)が存在することを意味
します. この時, B を A−1 であらわします. Mm(HX)の可逆な元全体を GLm(HX)であらわします.
GLm(MX,D), GLm(C[[z]]), GLm(HU )なども同様です.

問題 A ∈ Mm(HX)は自然に X から Mm(C)への正則関数とみなせます. A ∈ GLm(HX)であるのは
各A(z) (z ∈ X)が逆行列を持つ時であることを示してみてく ださい. 類似のことを GLm(MX,D),
GLm(HU )について考えてみてく ださい.

問題 A =
∑∞

j=0Aj z
j ∈ Mm(C[[z]])が GLm(C[[z]])であるのは A0 ∈ GLm(C)の時であることを示して

みてく ださい.

A ∈ Mm(C)に対して , f(z) = exp(z A) とおく と , f はガウス平面上で定義された Mm(C)に値をと
る正則関数になり ます. すなわち , f(z) ∈Mm

(
HC

)
となり ます. そして ,

df

dz
= Af (10)

を満たします. 微分方程式 (10) と初期条件 f(0) = Im によって exp(zA) を特徴づけることができます.
簡単な場合に計算してみますと ,

A =

(
a 0
0 b

)
, exp(zA) =

(
exp(az) 0

0 exp(bz)

)

A =

(
0 1
0 0

)
, exp(zA) =

(
1 z
0 1

)

2 非特異な連立一次微分方程式

複素領域X 上の連立一次微分方程式系
dg

dz
+Ag = 0 (11)

を考えてみましょ う . ここで, A ∈Mm

(
HX

)
であり , 未知関数 gはとり あえず Hm

X の元だと思っておき
ます. 方程式 (11)自体が重要ですし , 高階の線型常微分方程式を (11)の形のものに帰着できることもあ
り , 非常に詳しく 研究されてきました . 例えば,

d2f

dz2
+ a1

df

dz
+ a0 = 0

という方程式を調べるには, g = (g0, g1)と Aを

g0 := f, g1 :=
df

dz
, A =

(
0 −1
a0 a1

)

とすると , (11) を調べることに帰着されるのでした .
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変換 方程式 (11)を解く にはどうすれば良いでしょ うか. あるいは, 方程式 (11)をより 良く 理解するに
はどうすれば良いでしょ うか. 初期値を決めて , 直接 (11) を解いても良いのですが, ここでは (11) をよ
り 簡単な形に変換してみます.
線形代数で類似の問題を思い出してみます. m次正方行列Aを理解するための一つの有効な方法は,

適当な可逆行列 B を B−1ABが対角型, あるいはより 一般にジョ ルダン標準形となるよう にとることで
した . 対角型とは, 対角成分以外は 0 (すなわち , ai,j = 0 (i 6= j)) であるよう なものでした . 対角型の行
列は, 演算に関して普通の数と同じよう に扱えました . 例えば,

(
a 0
0 b

)n

=

(
an 0
0 bn

)
, exp

(
a 0
0 b

)
=

(
exp(a) 0

0 exp(b)

)

対角行列 Γに対しては,
{
v ∈ C

m
∣∣Av = 0

}
も容易に求まり ます. 一般の行列は対角型にすることはで

きませんが, ジョ ルダン行列に変換できます. 念の為に思い出しておく と , ジョ ルダン細胞 J(ℓ, a)とは,
ℓ次正方行列で, (i, i)-成分が a, (i, i+1)-成分が 1, それ以外の成分は 0, という条件で定まる行列でした .
ジョ ルダン行列とは, ジョ ルダン細胞の直和になっている行列のことです. これも線形代数的な扱いは比
較的容易です. (より 詳しいことは線形代数の適当な教科書をご覧く ださい.) そして , Γ = B−1ABの時,
v = Bw とすると , vに関する方程式Av = 0を , より 簡単な wに関する方程式 Γw = 0に変換できるの
でした .

問題 次の等式を示してく ださい.

(
a 1
0 a

)n

=

(
an n an−1

0 an

)
, exp

(
a 1
0 a

)
=

(
ea 0
0 ea

)(
1 1
0 1

)

対角化, あるいはジョ ルダン標準形への変換と類似のことを方程式 (11) で考えてみましょ う . G ∈
GLm

(
HX

)
とし , g = Ghとすると ,

dg

dz
+Ag =

d(Gh)

dz
+AGh = G

dh

dz
+
(dG
dz

+AG
)
h

したがって (11)は hに関する次の方程式に変換されます.

dh

dz
+
(
G−1 dG

dz
+G−1AG

)
h = 0

ですから , G−1dG/dz + G−1AG をより 簡単な形にしたい, という問題になり ます. 線形代数の時とは,
G−1dG/dz の項だけ違ってきます. 仮に , G−1dG/dz + G−1AG = 0のよう にとれたとします. すると ,
g = Ghによって (11)は

dh

dz
= 0 (12)

に変換されます. この (12) という方程式は非常に簡単なので, 自明な系とよぶことにします. また , (11)
を (12)に変換するよう な Gを自明化とよぶことにします. 簡単のために X が連結であると仮定すると ,
(12)の解は定数関数しかあり ませんから , (11)の一般解は Gc (c ∈ C

m)で与えられることがわかり ます.
(X が連結でない場合には, 各連結成分ごとにみます.) そこで, (11)を (12)に変換できるかどうかが問題
になり ます.

問題 G と GH がともに自明化であるとします. この時, H は定数を成分にもつことを示してみてく だ
さい.
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どこで解く か ここまで方程式 (11) を g ∈ Hm
X についての方程式だと思ってきました . つまり , X とい

う領域上の方程式として考えてきました . これを大域的な問題といいます. 考える gの範囲を変えるこ
とができます. z0 ∈ X を固定し , U = B(z0, ǫ) ⊂ X となるよう に ǫ > 0をとると , (11)は g ∈ Hm

U の方
程式も与えます. これを (z0 における )局所的な問題といいます. さらに , g ∈ C[[z − z0]]

mの方程式も与
えます. これを (z0 における )形式的な問題といいます. どこで考えるかによって , 方程式 (11)が解ける
かどうかは変わってきます. 変換のために考える行列 Gは, 局所的な場合は GLm

(
HU

)
からとり ますし ,

形式的な場合は GLm

(
C[[z − z0]]

)
からとることになり ます.

結論からいいますと , 局所的, あるいは形式的に考える時には, (11)は常に自明な方程式系 (12)に変
換されます. 一方, 大域的に考える時には, X の位相幾何学的な性質が関係してきます. X が単連結で
あれば (すなわち , 穴があいていなければ) 自明な系に変換されますが, 一般には (12)には変換されない
場合もあり ます. つまり , 解けるか解けないかでいう と , 一般には解けないのですが, 基本群のモノ ド ロ
ミ ー表現によって (11)を理解できることになり ます.

形式的な問題 まず形式的な問題を考えてみましょ う . 簡単のため, z0 = 0の場合に述べます. G ∈
Mm

(
C[[z]]

)
に関する微分方程式

d

dz
G+AG = 0, G(0) = I (13)

を解いてみます. G = I +
∑∞

j=1Gj z
j とし , Aの 0におけるテイラー展開を A =

∑∞
j=0Aj z

j とすると ,

∞∑

j=1

j zj Gj +
∞∑

j=1

∑

p+q=j−1

ApGq z
j = 0 (14)

なので, zj (j ≥ 1)の係数をとり だすと ,

j Gj +
∑

p+q=j−1

ApGq = 0 (j ≥ 1) (15)

という 関係式が得られます. (15) より , A が与えられている時, G1 = −A0 であり , 帰納的に Gj は
G1, . . . , Gj−1 であらわされます. したがって , (13)の解Gが一意的に存在することがわかり ます. (Gの
可逆性に注意.)

局所的な問題 次に , 方程式 (13)が G ∈Mm

(
HU

)
に対して解けることをみてみます. それには, 既に得

られている形式的な解が収束することを示せば十分です.

問題 G ∈Mm

(
HU

)
が (13) を満たせば,

ddet(G)

dz
+Tr(A) det(G) = 0

が成り立つことを示してみてく ださい. 特に , G ∈ GLm

(
HX

)
を示してみてく ださい.

収束に関して議論してみましょ う . 簡単のため, X が閉円盤 B(0, 1) を含んでいる場合を考えます.

問題 この時, 適当な定数 C > 0によって |Aj | ≤ C (∀j)のように抑えられることを示してみてく ださい.

問題 (15) を用いて , j |Gj | ≤ C +C

j−1∑

p=1

|Gp| を示してみてく ださい.
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そこで, 実数列 aj (j = 1, 2, . . .)を j aj = C + C

j−1∑

p=1

ap によって定めます.

問題 |Gj | ≤ aj を示してみてく ださい.

形式ベキ級数 Q(z) = 1 +
∑∞

j=1 aj z
j をみてみましょ う . aj のとり かたより , Q(z)は微分方程式

z
d

dz
Q(z) = C

z

1− z
Q(z)

を満たすことがわかり ます. これより , Q(z) = (1 − z)−C であることがわかるので, Q(z)は収束半径が
1の収束ベキ級数であることがわかり ます. これより , I +

∑∞
j=1Gj z

j が B(0, 1)で収束することがわか
り ます. (優級数の方法といわれる議論を用いました .)

問題 上で述べたことを用いて , B(0, ǫ) ⊂ X ならば, 形式解 I +
∑∞

j=1Gj z
j が B(0, ǫ)上で収束すること

を示してみてく ださい.

大域的な問題 まず, 領域 U1, U2 ⊂ X が与えられていて , 各 Ui (i = 1, 2)上で自明化 Gi ∈ GLm

(
HUi

)

が存在すると仮定します. すると , U1 ∩ U2 上で二つの自明化が得られることになり ます. U1 ∩ U2 が
連結ならば, その違いは 定数行列によって与えられます. すなわち , H := G−1

2 G1 は定数行列です.
G2 H ∈ GLm

(
HU2

)
も U2 上での自明化を与えています. そこで, G ∈ GLm

(
HU1∪U2

)
を , G|U1

= G1,
GU2

= G2 H によって定めると , U1 ∪ U2上での自明化を与えていることがわかり ます.
U1 ∩ U2が連結でない場合どうかという と , 各連結成分から定数を成分に持つ行列が出てきてしまい

ます. これらが全て等しければ, 上と同じように補正することで U1 ∪U2上の自明化をとることができま
すが, 一般にはできません. 簡単な例として , X = C \ {0}上で, g ∈ HX に関する

dg

dz
− g

2z
= 0

という微分方程式をみてみます.

U1 =
{
z ∈ X

∣∣ − 2π/3 < arg(z) < 2π/3
}
, U2 =

{
z ∈ X

∣∣ π/3 < arg(z) < 5π/3
}

とすると , U1, U2上ではそれぞれ, z1/2の適当な分枝が解を与えます. とり あえず, U1上では f1(1) = 1
となる分枝をとり , U2上では f2(−1) =

√
−1となる分枝をとり ます. U1 ∩ U2は

Z1 =
{
z ∈ X

∣∣π/3 < arg(z) < 2π/3
}
, Z2 =

{
z ∈ X

∣∣ − 2π/3 < arg(z) < −π/3
}

の和としてあらわされます. f1 と f2は Z1上では一致し , Z2上では (−1)倍のずれが生じます. ですか
ら , この場合は X 上では (素朴な意味では) 解けないという ことになり ます.
この例からも , X 内ではつぶせないループの存在が, X 全体で解けるための障害になっていることが

みてとれます. 領域の位相的性質に関する言葉を一つ用意します. 連結な領域Xが単連結であるとは, z0
と z1 をつなぐ道 γi (i = 0, 1)が与えられた時, γ0 と γ1 をつなぐホモト ピーが存在することです. すなわ
ち , 連続写像 F : [0, 1] × [0, 1] −→ U で F (s, 0) = γ0(s), F (s, 1) = γ1(s), F (0, t) = z0, F (1, t) = z1 を満
たすものが存在することを意味します. すると , 一般論として次のことがわかり ます.

• X が単連結ならば, (11)は自明な系に変換できる .
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直感的には簡単です. z0 ∈ X を一つ固定します. z0のまわり で, 自明化 Gz0 をとったとする . z ∈ X
をとったとき , zのまわり での自明化 Gz をとるために次のよう な操作を考えます. z0から zへの道 γ を
とり ます. 簡単のために , 自分自身とは交わらないものを考えます. (つまり , γ(s) = γ(s′)となる s 6= s′

は存在しないとします.) 適当に 0 = s0 < s1 < s2 < · · · < sN = 1と , ǫi > 0 (i = 0, . . . , N)をとると ,

γ([0, 1]) ⊂
N⋃

i=0

B(γ(si), ǫi) ⊂ X, B(γ(si), ǫi) ∩B(γ(sj), ǫj) = ∅ (|i− j| > 1)

のようにできます. すると , B(γ(s0), ǫ0)上の自明化から始めて , 順々に B(γ(si), ǫi)上の自明化を構成で
きます. 特に , z = γ(sN )のまわり での自明化 Gz,γ が得られます. この自明化が道のホモト ピー類のみ
に依存することがわかり ます. つまり , γ1 と γ2がホモト ピッ クならば, Gz,γ1 = Gz,γ2 がわかり ます. こ
れも直感的にはほぼ明らかで, 上の道 γ を少しずらしても , Gz,γ が変わらないので, 連続的に動かす分に
は変わらない, という ことになり ます. γ に依存しないので Gz とかく ことにしましょ う . z′が z に十分
近ければ, Gz′ はGz と一致することもわかり ます. ですから , 大域的な自明化をとれる , という ことにな
り ます.

X が単連結でない場合も , Gz,γ が γ のホモト ピー類のみに依存する , という ことまでは同じですが,
γ1 と γ2 がホモト ピッ クでない場合には, 一般には Gz,γ1 6= Gz,γ2 となり ます. この場合, 方程式系 (11)
の複雑さをはかる量としてモノ ド ロミ ー表現があり ます. γ を z0 から出発して z0 に帰ってく る道だと
します. この時, Gz0,γ = Gz0 Hγ のように Hγ ∈ GLm(C)が定まり ます. ここでは詳細は省きますが, 始
点と終点が z0 であるよう な道のホモト ピー類全体を π1(X, z0)であらわし , X の基本群とよびます. こ
れには自然に群構造が入り ます. そして , γ 7−→ Hγ は準同型 ρ : π1(X, z0) −→ GLm(C)を与えます. こ
れをモノ ド ロミ ー表現といいます. 二つの準同型 ρ1, ρ2 が与えられた時, ある B ∈ GLm(C)があって ,
ρ1(γ) = B−1ρ2(γ)B となる時, ρ1 と ρ2は共役であるといいます. X が連結であれば, 次のことがわかり
ます.

• π1(X, z0)の基本群の表現の共役類と X上の連立一次微分方程式の同型類が自然に一対一対応する .

これはいわゆるリ ーマン・ ヒルベルト 対応の最も素朴な場合です. 微分を使って記述されるデータ
と , 位相的な情報だけで記述されるデータの間の (簡単ですが)非常に美しい対応です. 具体的に与えら
れた方程式に対してモノ ド ロミ ーを実際に計算する , というのは一般には難しい問題です. (例えば, [3],
[6]などをご覧く ださい.) それでも , どのよう な量を調べれば, その微分方程式を理解できるのかに関す
る一般的な指針を与えているといえます.

微分加群 少し余談になり ますが, 微分加群について触れておきます. 行列の対角化やジョ ルダン標準形
への変換は基底のとり かえによって線型写像の表示を簡単化する操作とみなせたことを思い出しましょ
う . V を m次元ベクト ル空間とし , F : V −→ V を線形写像とします. V の基底 (v1, . . . , vm) を一つと
ると , F (vj) =

∑m
i=1 aijvi とあらわされることから行列 A =

(
aij
)
が定まり ます. この行列を F の基底

(v1, . . . , vm)に関する行列表示といいます. V の基底を (v1, . . . , vm)から (v1, . . . , vm)B にとり かえるこ
とで, F の行列表示が Aから B−1AB に変換されるのでした .

同様に , V = Hm
X として , P : V −→ V を

P (g) =
dg

dz
+Ag

によって定めます. これは,

P (f g) = fP (g) +
df

dz
g (∀f ∈ HX , ∀g ∈ Hm

X)

を満たします. V の標準基底を (e1, . . . , em)とします. これを (e1, . . . , em)Gにとり かえた時に P の行列
表示が G−1 dG/dz +G−1AGとなり ます. (特に特異性を持つ場合には) このよう な見方をした方が, わ
かり やすく なる面もあり ますが, 今回はあまり 触れないことにします.
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3 特異性のある連立一次微分方程式

前章では, 方程式 (11) で A ∈ Mm

(
HX

)
の場合を考えました . 次に , D ⊂ X を離散的とし , A ∈

Mm

(
MX,D

)
の場合を考えてみます. 前章と同様に , 大域的, 局所的, 形式的, のよう にいく つかのレ

ベルに分けて考えられます. 局所的な問題に関してよく わかれば, 大域的な問題に関しては非特異の場
合と同様に議論できます. ですから , 局所的な問題や形式的な問題だけを考えることにします. 以下では
X = B(0, 1), D = {0} とします. X∗ := X \D とおきます. 引用のために , もう一度方程式を書いてお
きます. (A ∈Mm

(
MX,D

)
です.)

dg

dz
+Ag = 0 (16)

3.1 超越的な変換

原点 0 まわり の挙動は気にしないことにして , (16) を単純に X∗ 上の方程式と思った時には, モノ ド ロ
ミ ーによって理解できることになり ます. すなわち , γ : [0, 1] −→ X∗ を γ(s) = ǫ exp(2π

√
−1s) によっ

て与えておく と , この γ に沿ったモノ ド ロミ ーによって X∗上の方程式系を分類できることになり ます.
この粗い分類をまず見ておきます. 標準的なものを用意するために , 天下り 式になり ますが, B ∈

Mm(C)とし ,
dg

dz
+

1

z
Bg = 0 (17)

という方程式をみてみます. この方程式の一般解は (多価性に関してはおおらかに),

exp(−B log z) c (c ∈ C
m) (18)

となり ます. したがって , γ に沿ったモノ ド ロミ ーは exp(−2π
√
−1B) となり ます. 逆にモノ ド ロミ ーが

C であるよう な X∗上の微分方程式系 (16)は, exp(−2π
√
−1B) = C となるよう な B を一つ選ぶと , 適

当な G ∈ GLm

(
HX∗

)
によって (17)に変換されます.

ここで Bの選び方が一意的ではないことを注意しておきます. 例えば, p, q ∈ Z, a, b ∈ Cとすると ,

exp
( a 0

0 b

)
= exp

( a+ 2π
√
−1p 0

0 b+ 2π
√
−1q

)

でした . つまり , B の固有値の選び方に任意性があり ます. 一つの標準的な選び方は, B の固有値 αが
0 ≤ Re(α) < 1を満たす, という条件をつけておく ことですが, どう してもこうでなければいけない, と
いう ことではあり ません.

とにかく , GLm

(
HX∗

)
による変換で, (16) を (17)のよう な標準形にできることがわかり ます. しか

し , このよう な粗い分類では不十分です. HX∗ には真性特異点を持つよう な関数も含まれていますので,
“適当な G ∈ GLm

(
HX∗

)
” という だけでは, 原点 0のまわり での Gの振舞をほとんど制御できません.

元々MX,0 という比較的制御しやすいところで考えていた方程式を , HX∗ という非常に巨大なところで
変換するのは, 望ましいことではないのです. 可能ならば G ∈ GLm

(
MX,0

)
による変換で簡単な形にし

たいところです. (実際には, この素朴な希望は一般には満たされませんが.) また , 特異点は非特異な点
に比べて扱いが難しく なり ますが, 逆にそれだけ情報が凝縮されています. 特異点を無視するのではな
く , 特異点における情報をよみとれれば方程式系を理解する上で有益です.
以下では, 前章と同じように , (0における )形式的な問題をまず考え , それが解析的な問題とどのよう

に関わるかをみていきます. 以下で述べるよう に , 対数的な場合にはそれが非常にう まく いく のでした .
それ以外の場合にも , モノ ド ロミ ーとスト ークス構造によって理解できる , という一般的な指針は得られ
ます.
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3.2 対数的な場合

対数的な場合とは, Aが高々 1位の極を持つ場合です. B := zA ∈Mm

(
HX

)
とおく と , (16)は

z
dg

dz
+Bg = 0 (19)

という方程式になり ます. 前節でもみたよう に , Bが定数であれば (19)は非常に簡単なものであるとい
えます. 一般の場合を Bが定数の場合に変換できることをみてみましょ う . ここで簡単のために次の条
件を満たしているとします.

(P) α, β を B(0)の相異なる固有値とすると , α− βは整数でない. (B(0)は B ∈ Mm

(
HX

)
の原点 0に

おける値.)

B に対して , 微分方程式

z
dG

dz
+BG = GB(0), G(0) = I (20)

を満たす G ∈ GLm

(
HX

)
が存在したとします. この時, g = Ghとすると ,

z
d(Gh)

dz
+BGh = zG

dh

dz
+ z

dG

dz
h+BGh = G

(
z
dh

dz
+B(0)h

)

より , (19)は

z
dh

dz
+B(0)h = 0 (21)

という方程式に変換されます.

問題 G ∈Mm

(
HX

)
が (20)を満たせば,

z
d

dz
detG+

(
TrB −TrB(0)

)
detG = 0

が成り立つことを示してみてく ださい. 特に , G ∈ GLm

(
HX

)
であることを示してみてく ださい.

そこで, (20) を解いてみます.

形式的な問題 テーラー展開 B =
∑∞

j=0Bj z
j と G = I +

∑∞
j=1Gj z

j を (20)に代入して , zj の係数を
とり だすと ,

[B0, Gj ] + j Gj = −
∑

p+q=j
q<j

BpGq, (j ≥ 1) (22)

という 関係式が得られます. (G0 = I と しています.) ここで, B0 = B(0) なので, 条件 (P) より ,
G1, . . . , Gj−1が与えられた時, (22)を満たす Gj が一意的に定まり ます. (下の問題を参照.)

問題 N ∈ Mm(C)とします. 線型写像 FN : Mm(C) −→Mm(C)を FN (Y ) = [N,Y ]によって定めます.
FN の固有値全体は,

{
α− β

∣∣α, βは N の固有値
}
であることを示してみてく ださい.

問題 j ≥ 1とします. 任意の Z ∈Mm(C)に対して , [B0, Y ] + jY = Z となる Y ∈Mm(C)が一意的に存
在することを示してみてく ださい. また , j, Z に依存しない定数 C > 0 を用いて , |Y | ≤ C |Z|の
ように抑えられることを示してみてく ださい.

したがって , 帰納的に Gj が定まり 形式解 G = I +
∑∞

j=1Gj z
j が得られます.
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局所的な問題 適当な定数 C > 0 を用いて |Gj | ≤ C
(
1 +

∑j−1
q=1 |Gq|

)
と抑えられます. (上の問題を参

照.) これより , 優級数の議論を用いると Gの収束がわかり ます. (非特異の場合を参照.) したがって , 適
当な G ∈ GLm(MX,D)の元を用いて方程式系 (19) を標準的な場合 (すなわち B が定数の場合) に変換
できること , さらに , そのよう な Gは (22) を帰納的に用いれば計算できるという ことがわかり ました .
また , 標準形自体は特別な計算をしなく ても B から B(0)をとり だすことで得られますし , 0のまわり の
ループに沿ったモノ ド ロミ ーは exp

(
−2π
√
−1B(0)

)
となり ます.

つまり , 対数的で条件 (P)が満たされているものは (局所的な問題に関していう と ), 超越的な場合と
同様にモノ ド ロミ ーで分類できますし , さらにそのモノ ド ロミ ーも特異点である原点におけるデータだ
けで簡単に計算できてしまいます. また , 解の挙動に関しても , Gを具体的に計算しなく ても , 原点 0の
まわり では正則関数と log(z)と zα (αは B0の固有値)によって表されることがわかり ます.

補足 対数型であれば, 条件 (P)が満たされていない場合も容易です. ここでは詳細を省きますが, 適当
に G ∈Mm

(
MX,D

)
をとり 変換 g = Ghを考えると , 条件 (P)が満たされるよう にできることを示すの

は難しいことではあり ません. また , Gの標準的な構成法もあり ます.

補足 対数的な連立一次微分方程式系と確定特異点を持つ常微分方程式の間には密接な関係があり ます.
Fuchsの条件によると , 確定特異点を持つ常微分方程式から対数的な連立一次微分方程式系を自然に作
れます. 逆に , 対数的な連立一次微分方程式系が与えられた時, サイクリ ッ クベクト ルをとると , 確定特
異点を持つ常微分方程式が得られます.

3.3 一般の場合

Aが対数的とは限らない場合を考えてみます. まず小手調べに m = 1の場合を見てみましょ う . この時,
a ∈MX,D と複素数 αを用いて A = da/dz + α/z とあらわされます. したがって , (多価性を気にしない
ことにして )一般解は C exp(−a− α log z) (C は定数) のようにあらわされます. また , モノ ド ロミ ーは
exp(−2π

√
−1α)となり ます.

m 6= 1とすると , 一般には難しく なり ます. しかし , Γ ∈ Mm(MX,D)を対角型とし , N ∈ Mm(C)を
[Γ, N ] = 0を満たすものとし , Aが

A =
dΓ

dz
+

N

z
(23)

という形をしている場合には, m = 1の場合と同様で, 比較的容易です. 実際, 一般解は

exp
(
−Γ−N log z

)
c (c ∈ C

m)

で与えられますし , モノ ド ロミ ーは exp
(
−2π
√
−1N

)
となり ます. そこで, Aが (23)のよう な形をして

いる場合を標準形とみなすことにして , 一般的な場合を標準形に変換できるか, が問題になり ます. 素朴
な希望としては, 適当な G ∈ GLm

(
MX,D

)
を用いて標準形に変換したいという ことになり ます. できな

い場合もあるのですが, 順々にみていきましょ う .

形式的な問題 まず, G−1AG + G−1(dG/dz)が (23)のよう な形になるよう に , G ∈ GLm

(
C((z))

)
をと

れない場合があり ます. 一般の体上で線形代数を考えるとき , 行列の対角化やジョ ルダン標準形に変換す
るためには固有値を含む体にまで拡大する必要があり ましたが, これに類似した現象です. Γの対角成分
は “固有値のようなもの” であり , これらが C((z))には一般には入ってこないため, 体の拡大をする必要
があり ます.
体C((z))は多項式 tm− zの根を持ちません. この根を (適当に一つ選んで) z1/mであらわすことにし

ます. C((z))に z1/m を付け加えて得られる体を C((z1/m))であらわします. 事実として次のよう なこと
が知られています.
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定理 e := r!とします. Ĝ ∈ GLm

(
C((z1/e))

)
をう まく とると標準形に変換できる .

これは, Hukuhara-Turrittinの定理, あるいは Hukuhara-Levelt-Turrittinの定理などとよばれます. こ
の定理の証明はかなり 手間がかかるので, かわり に例をみておきます. (証明の簡単な部分の説明にはな
り ます.)
次のような方程式を考えます.

dg

dz
− z−2

(
0 1

z−1 0

)
g = 0 (24)

ζ を zの 2乗根とします. (すなわち ζ2 = z.) G1 を次のよう な行列とします.

G1 :=

(
1 1

ζ−1 −ζ−1

)

g = G1g1 としてみると , (24)は

ζ4
dg1

dζ
+

((
−2 0
0 2

)
+ ζ3B

)
g1 = 0, B =

1

2

(
−1 1
1 −1

)
(25)

に変換されます. G2 を次のよう な形の行列とします.

G2 =

(
1 0
0 1

)
+

∞∑

m=1

Xmζm, Xm :=

(
0 am
bm 0

)

そして , h = G2 g1 によって

ζ4
dh

dζ
+

((
−2 0
0 2

)
+
∑

m=1

Um · ζm
)
h = 0, Um =

(
xm 0
0 ym

)

という形に変換してみます. そのための必要十分条件は,

((
−2 0
0 2

)
+B · ζ3

)
·G2 + ζ4∂ζG2 = G2 ·

((
−2 0
0 2

)
+
∑

m=1

Um · ζm
)

です. したがって ,

∞∑

m=1

(
−2 0
0 2

)
·Xm · ζm +Bζ3 +

∞∑

m=1

B ·Xmζm+3 +
∞∑

m=1

m ·Xm · ζm+3

=

∞∑

m=1

Um · ζm +

∞∑

m=1

Xm

(
−2 0
0 2

)
+
∑

m

∑

i+j=m,i,j≥1

Xi · Uj · ζm (26)

ζ1 と ζ2の係数をみると , X1 = X2 = U1 = U2 = 0が得られます. ζ3の係数をみると , 次の式が得られ
ます. [(

−2 0
0 2

)
,X3

]
− U3 +B = 0

これを満たす X3 と U3が一意的に存在します. 特に ,

U3 =
1

2

(
−1 0
0 −1

)
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ζm (m ≥ 4)の係数をみると ,

[(
−2 0
0 2

)
,Xm

]
− Um +B ·Xm−3 + (m− 3)Xm−3 +

∑

i+j=m,i,j≥1

Xi · Uj = 0 (27)

Xj , Uj (j < m)が定まっているとき , (27) を満たす Xm, Umが一意的に定まり ます. したがって , 帰納
的な議論で求める X が得られることになり ます.

問題 上の計算を確かめてみてく ださい.

上の議論では定理の証明のう ち簡単な部分しかあらわれていません . (多少複雑にみえるかもしれま
せんが.) いったん, (25)のよう な形になってしまう と , その後に述べた形式的な議論でより 小さな部分
に分解できます. 一般には (24)を (25)の形に変換する部分が難しく なり ます.

Ĝや標準形 dΓ/dz +N/zの計算は, 原理的には可能ですが, 簡単な方法はないようです. 前節の対数
的な場合には非常に簡単だったのとは対照的です.
方程式系 (16) に対して , Γは一意的に定まらず, “Γの対角成分の極” の部分のなす集合が重複度こ

みで一意的に定まり ます. (この集合を Irrであらわしすことにします.) 極だけが決まることを (16)で
m = 1の場合に確認してみましょ う .

問題 a, a′ ∈ C((z)), α,α′ ∈ C((z))とします. この時,

da′/dz + α′/z = g−1
(
da/dz + α/z

)
g + g−1dg/dz

(右辺は da/dz+α/z+ g−1dg/dz に等しい) を満たす g ∈ C((z))が存在するための必要十分条件は,
α− α′ ∈ Z, a− a

′ ∈ C[[z]] であることを示してみてく ださい.

局所的な問題 前節の定理で得られる Ĝ ∈ GLm

(
C((z1/e))

)
は一般には収束しません.

問題 モノ ド ロミ ーを考えることで, 上の例で得られた Gは収束しないことを示してみてく ださい.

したがって , 適当な G ∈ GLm

(
MX,0

)
によって標準形に変換したい, という 素朴な希望は満たされま

せん. そこで, かわり に漸近展開可能関数を用いることになり ます. S = S[θ0, θ1, r0] を扇形領域とし ,
GS ∈ GLm

(
HS

)
をう まく とって標準形にできないだろう か, という ことを考えます. 簡単のために , Ĝ

を GLm

(
C((z))

)
からとれるとします. 次の定理が知られています.

定理 扇形領域の角度 |θ0 − θ1|が十分に小さければ, GS ∈ GLm

(
HS

)
を (i) GS の漸近展開は Ĝ, (ii)

G−1
S AGS +G−1

S (dGS/dz) = dΓ/dz +N/z, が満たされるよう にとれる .

これは, Hukuhara-Malmquistの定理などのようによばれます. 証明はかなり 準備が必要になるので, こ
こでは省略します. 例えば, [1]や [11]をごらんく ださい. 具体的な例にたいして , GS を実際に構成する
のは一般には非常に難しいことです. (例えば, [1], [3], [11]を参照.) 対数的な場合には, 形式解を単純な
計算で求めれば良かったのとは対照的です.
例を紹介しておきます. (詳しく は [11]をご覧く ださい.) Ct における積分路を次のようにとり ます.

Γ1を arg(t) = 4π/3の方向からきて arg(t) = 2π/3の方向に進む積分路とします. Γ2を arg(t) = 0の方向
からきて arg(t) = −2π/3の方向に進む積分路とします. Γ3 を arg(t) = 2π/3の方向から来て arg(t) = 0
の方向に進む積分路とします.
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Γ1

Γ3

Γ2

そして ,

fj(ζ) :=

∫

Γj

et/ζ
2−t3/3dt

とおきます. S を Cζ の {arg(ζ) = 0}を含む角度の小さな扇形領域として ,

HS :=

(
ζ−1/2 exp

(
(2/3)ζ−3

)
f1(ζ) ζ−1/2 exp

(
−(2/3)ζ−3

)
f2(ζ)

ζ−1/2 exp
(
(2/3)ζ−3

)
(ζ3/2)f ′

1(ζ) ζ−1/2 exp
(
−(2/3)ζ−3

)
(ζ3/2)f ′

2(ζ)

)

とおく と , HS ∈M2

(
HS

)
であり , S上では HS によって (24)は

ζ
dh

dζ
+

(
−2ζ−3 − 1/2 0

0 2ζ−3 − 1/2

)
= 0

に変換されます. (この例の場合には, 方程式を解いてから上のよう な変換を作っていてかえって回り 道
をしていますが.)

スト ークス構造 前節で存在が保証されている GS は, 構成が難しいというだけでなく , 存在の一意性も
あり ません. しかし , GS の存在によって , 小さな扇形領域上の解の挙動についてはそれなり によく わか
り ます. これを用いて , 微分方程式系 (16)に対して標準的に定まるものをとり だしてみましょ う .

e
√
−1θ ∈ S1 を θ であらわしてしまう ことにします. 十分小さな ǫ > 0, r0 > 0に対して , 扇形領域

S[θ − ǫ, θ + ǫ, r0] 上の微分方程式系 (16)の解のなす m次元ベクト ル空間を Lθ であらわします. これは
ǫと r0のとり かたに依存せずに定まり ます.

問題 θ − π/2 < θ′ < θ + π/2の時, Lθ と Lθ′ の間に自然な同型があることを示してみてく ださい. この
よう なとき , 族 L =

{
Lθ
∣∣ θ ∈ S1

}
は S1上の局所系をなすといいます.

また , Irr上の半順序 ≤θ が

a ≤θ b⇐⇒ S[θ − ǫ, θ + ǫ, r0]上で Re(a− b) ≥ 0

によって定まり ます. これも十分小さな ǫ, r0 に依存しません.

問題 θ′が θ に十分に近ければ, a ≤θ bならば a ≤θ′ bが成り立つことを示してみてく ださい. 逆は一般
には成り立たないことを示してみてく ださい.
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十分小さな r0, ǫ > 0に対して , S = S[θ − ǫ, θ + ǫ, r0]上で定理のように GS をとれます. この GS の
存在から , 解の挙動が制御できるよう になり ます. a ∈ Irrにたいして ,

Lθ,a =
{
f ∈ Lθ

∣∣∣
∣∣exp(a)f

∣∣ = O(|z|−N ) ∃N
}

とおきます.
a ≤θ b =⇒ Lθ,a ⊂ Lθ,b

を満たします. さらに (一意的ではあり ませんが)分解
⊕

a∈Irr Ua = Lθ で,

Lθ,a =
⊕

b≤θa

Ub

を満たすものが存在します. このよう な Lθ,• =
{
Lθ,a

∣∣ a ∈ Irr
}
を (Irr,≤θ)によって添字づけられた Lθ

のフィ ルト レーショ ンといいます. そして , θ′が θ に十分近ければ, フィ ルト レーショ ン Lθ,• と Lθ′,•の
間には次のような関係があり ます. すなわち , 自然な Lθ ≃ Lθ′ のもとで,

Lθ′,a = Lθ,a +
∑

b<θ′a

Lθ′,b

が成り立ちます. このよう なフィ ルト レーショ ンの族
{
Lθ,•

∣∣ θ ∈ S1
}
を局所系 Lのスト ークス構造とい

います.

先に挙げた例に対応するスト ークス構造つきの局所系は次のようになり ます. Irr = {±(2/3)ζ−3}と
なり ます. L = C v1 ⊕ C v2 とし , v3 := −v1 − v2 とします.

I0 :=
]
− π

6
,
π

6

[
, I1 :=

]π
6
,
π

2

[
, I2 :=

]π
2
,
5π

6

[

I3 :=
]5π
6
,
7π

6

[
, I4 :=

]7π
6
,
3π

2

[
, I6 :=

]3π
2
,
11π

6

[

とおきます. θ ∈ S1 における順序は次のようになり ます.

2

3
ζ−3 <θ −

2

3
ζ−3 (θ ∈ I0 ∪ I2 ∪ I4), −2

3
ζ−3 <θ

2

3
ζ−3 (θ ∈ I1 ∪ I3 ∪ I5)

θ = (2k+1)π/6では, ±(2/3)ζ−3の間に順序関係ははいり ません . そして , 次のようなフィ ルト レーショ
ンの族を考えます.

Lθ,(2/3)ζ−3 = 〈v1〉 ⊂ Lθ,−(2/3)ζ−3 = L (θ ∈ I0)

Lθ,−(2/3)ζ−3 = 〈v3〉 ⊂ Lθ,(2/3)ζ−3 = L (θ ∈ I1)

Lθ,(2/3)ζ−3 = 〈v2〉 ⊂ Lθ,−(2/3)ζ−3 = L (θ ∈ I2)

Lθ,−(2/3)ζ−3 = 〈v1〉 ⊂ Lθ,(2/3)ζ−3 = L (θ ∈ I3)

Lθ,(2/3)ζ−3 = 〈v3〉 ⊂ Lθ,−(2/3)ζ−3 = L (θ ∈ I4)

Lθ,−(2/3)ζ−3 = 〈v2〉 ⊂ Lθ,(2/3)ζ−3 = L (θ ∈ I5)

Lπ/6,(2/3)ζ−3 = 〈v1〉, Lπ/6,−(2/3)ζ−3 = 〈v3〉
Lπ/2,(2/3)ζ−3 = 〈v2〉, Lπ/2,−(2/3)ζ−3 = 〈v3〉
L5π/6,(2/3)ζ−3 = 〈v2〉, L5π/6,−(2/3)ζ−3 = 〈v1〉
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L7π/6,(2/3)ζ−3 = 〈v3〉, L7π/6,−(2/3)ζ−3 = 〈v1〉
L2π/2,(2/3)ζ−3 = 〈v3〉, L3π/2,−(2/3)ζ−3 = 〈v2〉
L11π/6,(2/3)ζ−3 = 〈v1〉, L11π/6,−(2/3)ζ−3 = 〈v2〉

このスト ークス構造付の局所系が, 上の例を記述します. 実際,

v1 =

(
f1(ζ)

(ζ3/2) f ′
1(ζ)

)
, v2 =

(
f2(ζ)

(ζ3/2) f ′
2(ζ)

)
, v3 =

(
f3(ζ)

(ζ3/2) f ′
3(ζ)

)

とすると , 同型が与えられます. この例に関していうならば, あえてフィ ルト レーショ ンで記述する必要
はあまり ないかもしれませんが, 一般論を展開する上で canonicalに決まるものを考えるのは有意義です.
また , 高次元への拡張にもフィ ルト レーショ ンとしての見方は便利です. そして , 一般的に次のことが成
り立ちます.

定理 スト ークス構造をもつ局所系の同型類と微分方程式系の同型類が自然に対応する .

これを , 一般化されたリ ーマン・ ヒルベルト 対応といいます. もともと Sibuyaが不確定特異点の分類を
しましたが, それに触発されて , DeligneやMalgrangeがこのような定式化を与えました . (少し定式化は
変えてあり ます.) 微分方程式系の本質的な部分をこのよう な形で記述できる , というのは意外でもあり
ますし , とても美しいことのよう に思われます.
この対応から , 例えばスト ークス構造の安直な変形にともなう微分方程式系の変形が得られます. 簡

単のために T > 0として , Irr(T ) :=
{
Ta
∣∣ a ∈ Irr

}
とおきます. この時, Lθ,Ta := Lθ,a とおく と , Lのス

ト ークス構造が得られます. これに対応して微分方程式系の変形が得られるのですが, これを微分方程式
系の側で書き下すのは容易ではあり ません .

4 2次元の場合

これまで 1次元の場合を説明してきました . 2次元への拡張をみてみます.

4.1 関数

X ⊂ C
2が領域であるとは, (z0, w0) ∈ C

2 について十分小さな ǫ > 0をとると ,

B(z0, w0, ǫ) := B(z0, ǫ)×B(w0, ǫ) ⊂ X

が満たされることです. f を複素領域 X 上の複素数値関数とします. 各 (z0, w0) ∈ X について , 十分小
さい ǫ > 0をとると , B(z0, w0, ǫ) ⊂ X 上で

f(z, w) =
∑

i,j≥0

ai,jz
iwj (28)

のよう に絶対収束級数であらわされるとき , f は正則であるといいます. X 上の正則関数全体を HX で
あらわすことにします. これは 1変数の場合と同様に C上の可換環になり ます. ベクト ル値の正則関数
なども同様に考えられます.

B(0, 0, R)上の {g = 0}に極をもつ有理型関数とは (雑な言い方になり ますが), B(0, 0, R) \ {g = 0}
上の正則関数 f で, 適当な整数 N > 0 をとると gNf が自然に B(0, 0, R)上の正則関数を与えるもので
す. (より 大域的なところで考える時には, 局所的に上のようにあらわされるものを有理型関数といいま
す.) g = zwのとき , ローランベキ級数展開をもちます.

f =
∑

i,j≥−N

ai,jz
iwj (29)
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超曲面D ⊂ X が与えられた時, Dに極をもつ有理型関数全体を MX,D であらわします.
必ずしも収束するとは限らない (28)の形のものを形式ベキ級数といいます. また , (29)の形のものを

形式ローランベキ級数といいます. 形式ベキ級数全体を C[[z, w]]であらわし , 形式ローランベキ級数全体
を C[[z, w]]zw であらわすことにします.
漸近展開可能関数も定義されていますが, そのままでは取り扱いが難しいので, かわりに実ブローアッ

プ上の正則関数を用います. B(0, 0, R)の z = 0, w = 0に沿った実ブローアップ B̃(0, 0, R) とは, 二つの
B(0, R)の実ブローアップの直積として得られます. すなわち ,

B̃(0, 0, R) =
(
S1 × [0, R[

)2

として ̟ : B̃(0, 0, R) −→ B(0, 0, R)を z = r1 exp(
√
−1θ1), w = r2 exp(

√
−1θ2) によって与えられます.

(大域的には, 上のようなもののはり あわせとして与えられます.) 実ブローアップの開集合 U 上の C∞-
級関数とは, 変数 (r1, r2, θ1, θ2)に関して C∞である関数のことです. そして , U 上の C∞-級関数 f が正
則であるとは, U \̟−1(D)が正則であることとして定義されます.

4.2 線形微分方程式系

考えたい方程式系は次のよう なものです. Az, Aw ∈ Mm

(
MX,D

)
とし , g = (g1, . . . , gm) を未知関数と

して ,
∂g

∂z
+Azg = 0,

∂g

∂w
+Awg = 0 (30)

Az, Aw には可積分条件を課しておきます.

∂Az

∂w
− ∂Aw

∂z
+ [Az , Aw] = 0 (31)

外微分 dg = (∂g/∂z) dz + (∂g/∂w) dw と , 行列値の微分形式A = Az dz+Aw dw を用いると , (30)は次
のようにあらわされます.

dg +Ag = 0 (32)

可積分条件 (31)は次のようにあらわされます.

dA+A ∧A = 0. (33)

(33)は接続 d+Aが可積分条件 (あるいは, 平坦条件) (d+A) ◦ (d+A) = 0を満たすことを意味します.

一次元の場合とは異なり , 高次元になると方程式系 (32) (33)はかなり 特殊です. しかし , 重要である
ことには変わり あり ません. (32) (33)をもう少し一般化したものである有理型平坦接続やホロノ ミ ッ ク
D-加群は, 様々な数学的な対象をあらわすための基本的な言語になっています. (ここでは, D-加群の説
明はしません. 教科書 [2], [5]をご覧く ださい. あるいは, [7]にも少し説明があり ます.) 例えば, 表現論
では代数群の表現を旗多様体上の D-加群としてあらわすことで, 幾何学的な直観や手法を用いた研究が
なされるよう になっています. あるいは, X −→ Y という代数多様体の射が与えられると Y 上に自然に
ホロノ ミ ッ ク D-加群が誘導されますが, これは例えばファイバーの周期の性質を知る上でも重要です.
そしてホロノ ミ ッ ク D-加群の局所的な構造の研究には方程式系 (32) (33)やその高次元化の理解が

欠かせません. 近年, ホロノ ミ ック D-加群の研究で比較的大きな進展があり ましたが, 今回紹介する「 変
わり 目点の解消」 はその研究における重要なステップの一つです.
上で述べたように , これまでにもホロノ ミ ック D-加群は既に重要な役割を果たしていますが, 主に確

定特異性を持つもの (正則ホロノ ミ ッ ク D-加群)が使われてきました . 正則ホロノ ミ ッ ク D-加群と偏屈
層の間のリ ーマン・ ヒルベルト 対応は最も基本的な重要性を持つ定理の一つです. また , 正則ホロノ ミ ッ
ク D-加群に関するホッジ加群の理論は, 分解定理を与えるなど極めて強力なものです. このよう に正則
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ホロノ ミ ッ ク D-加群に関する研究が進んでいた理由の一つとして , 後で述べるよう に , (32) (33)が対数
的な場合には (局所的には) とても扱いやすかったことも挙げられると思います. 対数的でない場合にも
(32) (33)の局所的な構造が比較的扱いやすく なったことで, 不確定特異性を持つホロノ ミ ック D-加群の
研究がさらに進展していく ことでしょ う .
不確定特異性をもつホロノ ミ ック D-加群の応用面での重要性は, 今のところそれほどはっきり しない

ようにも思われます. しかし , 正則ホロノ ミ ック D-加群にごく自然な操作をするだけで不確定特異性があ
らわれます. 例えば次のようなフーリ エ変換とよばれる基本的な操作があり ます. 非可換環Wz = C[z]〈∂z〉
と Wx = C[x]〈∂x〉の間には, z ←→ ∂x, ∂z ←→ −x, によって与えられる同型があり ます. したがって ,

Wz-加群M があたえられると自然に Wx-加群 M̂ が得られます. これを M のフーリ エ変換といいます.
M に対応する D-加群が確定特異点しかもたないとしても , そのフーリ エ変換は一般には不確定特異点を
持ちます. さらに , フーリ エ変換を調べるには, 不確定特異点を持つ 2次元の場合のホロノ ミ ッ ク D-加
群を経由するのが都合が良いです. このよう に , 高次元の不確定特異性もごく 自然にあらわれてく るの
です.

4.3 非特異な場合と対数的な場合

非特異な (32) (33)に関しては, 1次元の場合と全く 同様のことが成り 立ちます. まず局所的な問題です
が, (z0, w0) ∈ X を固定すると , B := B(z0, w0, ǫ) ⊂ X とすると , 適当な G ∈ GLm

(
HB

)
によって自明

化できます. すなわち , G を dG +AG = 0 を満たすようにとることができ , (30) を g = Ghによって ,
自明な方程式系 dh = 0 に変換できます. 大域的な問題も 1次元の時と同様で, X の基本群のモノ ド ロ
ミ ー表現によって理解できます. (より 正確に言う と , 平坦接続を持つベクト ル束にまで話を広げておく
方が適切です.)

問題 G ∈ GLm(HX), g = Gh とすると , (32)は

dh+
(
G−1AG+G−1dG

)
h = 0

に変換されることを示してみてく ださい. また , 可積分条件が保たれること , すなわち , G∗(A) :=
G−1AG+G−1dGとおく と , d(G∗A)+G∗(A)∧G∗(A) = 0が成り立つことを示してみてく ださい.

問題 (G1G2)
∗(A) = G∗

2

(
G∗

1(A)
)
を示してみてく ださい.

問題 1変数の時の議論を用いて , 適当な G1 ∈ GLm(HX)をとると , G∗
1(A)の z-成分を 0にできること

を示してみてく ださい. (すなわち , G∗
1(A) = Bz dz +Bw dw とすると , Bz = 0.) この時, 可積分条

件によって , Bwが zに依存しないことを確認してみてく ださい. さらに , 再び 1変数の時の議論を
用いて , G∗

2

(
G∗

1A
)
= 0 を満たす G2 をとれることを示してみてく ださい.

特異性を持つ場合はどう でしょ う か. X 内の曲線D に極を持つよう な場合を考えるのですが, この
曲線が正規交叉, つまり 局所的には {zw = 0}のように与えられる時を考えます. これは, 川ノ 上さんの
講座で説明されると思いますが, 適当にブローアップすることで, 常にこのような場合に帰着できるから
です. (ブローアップについては, また後で触れます. なお, 既に用いた実ブローアップとは別物と思って
おいてく ださい.) 以下では局所的な場合について述べることにして , X = B(0, 0, R), D = {zw = 0}と
します.

まず, X \D上の方程式系とみると各ループに沿ったモノ ド ロミ ーが定まり ます. X \Dの基本群は
{z = 0}の周囲をまわるループ γz と {w = 0}の周囲をまわるループ γw によって生成されます. また ,
これらはX \Dの基本群において可換です. γz と γw の具体的なとり かたは, 例えば, 0 < ǫ < Rとして ,

γz(s) =
(
ǫ exp(2π

√
−1 s), ǫ

)
, γw(s) =

(
ǫ, ǫ exp(2π

√
−1 s)

)
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γz と γw に沿ったモノ ド ロミ ーをそれぞれ Cz, Cw であらわすことにします. Cz と Cw は可換です. Qz

と Qw を (i) exp
(
2π
√
−1Qz

)
= Cz, exp

(
2π
√
−1Qw

)
= Cw, (ii) [Qz, Qw] = 0 を満たすようにとり ます.

すると , 超越的な変換 G ∈ GLm

(
HX\D

)
を

dG+AG = G
(
Qz

dz

z
+Qw

dw

w

)

が満たされるよう にとれます. これより , g = Ghによって方程式系を

dh+

(
Qz

dz

z
+Qw

dw

w

)
= 0

に変換できます. この方程式系は非常に簡単で, 例えば一般解は,

exp
(
−Qz log z −Qw logw

)
c (c ∈ C

m)

のようにあらわされます. しかし , 1次元の時と同様に , G ∈ GLm

(
HX\D

)
による変換は望ましいもので

はあり ません.

方程式系 (30)が対数的であるとは, 微分形式Aが対数的であること , すなわち ,

Bz := z Az, Bw := wAw

が正則であることです. この時には, 1次元の対数的な場合と同様のことが成り立ちます.

問題 次の式が成り立つことを示してみてく ださい.

d

dw
Bz(0, w) + [Bz(0, w), Aw(0, w)] = 0

[
Bz(0, 0), Bw(0, 0)

]
= 0

問題 Bz(0, w)の固有値は wに依存しないことを示してみてく ださい.

次の条件が満たされているとします.

(P) α, β を Bz(0, w)の相異なる固有値とすると , α− β 6∈ Z. 同様に , γ, δ を Bw(z, 0)の相異なる固有値
とすると , γ − δ 6∈ Z.

この時, 適当な G ∈ GLm

(
HX

)
をとると , (32)を

dh+
(
Bz(0, 0)

dz

z
+Bw(0, 0)

dw

w

)
h = 0

に変換できることが知られています. (証明は 1次元の時より も難しく なり ます.) また , 上の条件 (P)が
満たされていない時, 適当な G ∈ GLm

(
MX,D

)
をとると , 条件 (P)を満たすものに変換できることが示

されます.
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4.4 対数的でない場合

対数的でない場合はどう でしょ うか. 小手調べに m = 1の場合をみてみましょ う . この場合はとても簡
単です. 自動的に [Az, Aw] = 0が満たされていることに注意します. 可積分条件は正則 1-形式 Aが閉形
式 (すなわち dA = 0) という条件になり ます. ですから , 積分することで, 適当な a ∈ MX,D と複素数
α, β を用いて

A = da+ α
dz

z
+ β

dw

w

とあらわされることがわかり ます. すなわち , (32)は

dg + da+ α
dz

z
+ β

dw

w
= 0. (34)

という方程式を考えていることになり ます. これは, 十分に簡単で, 例えば

g = C exp(−a) z−α w−β (C は定数) (35)

が一般解になり ます.
m ≥ 2でも , Aが次のような形をしている場合には, 方程式 (32)はとても扱いやすく なり ます.

A = dΓ +Nz
dz

z
+Nw

dw

w
(36)

ただし , Γ ∈Mm

(
MX,D

)
は対角型で, Nz, Nw ∈Mm(C)は

[Γ, Nz] = [Γ, Nw] = [Nz, Nw] = 0

を満たすものとします. 実際, 行列の指数関数を用いると ,

exp
(
−Γ +Nz log z +Nw logw

)
C (C ∈ C

m)

が一般解を与えることがわかり ます. そこで, 一般の場合にもなんらかの操作を施すことによって , Aが
(36)のよう な形をしている場合に変換したい, という ことになり ます.

1次元の時と同様に , 形式的な問題と局所的な問題 (解析的な問題)に分けられます. 形式的な問題に
関して , もしも 1次元の場合の一般化として , 次のことが成り立つと話が簡単です.

素朴な希望 e ∈ Zと G ∈ GLm

(
C[[z1/e, w1/e]]

)
をう まく とると , (36)のよう な場合に変換できる .

実際, これが成り立つ場合には, (詳細を全て省きますが) 1次元の漸近解析を 2次元の場合にもできるこ
とがわかり ます. つまり , 小さな扇形領域上では実ブローアップ上の正則関数によって (36)のよう な場
合に変換できることになり ます. また , スト ークス構造による描像も自然に拡張することができます.

問題は「 素朴な希望」 がそのままの形で常に満たされているわけではないことです. 例えば, {z = 0}
のみに特異性を持つよう なものとして , 次のような例をみてみます.

dg +

(
0 1

w/z 0

)
d
(w
z

)
g = 0

問題 {(0, w) |w 6= 0}では, 素朴な希望が満たされていることを示してみてく ださい. また , (0, 0)では満
たされないことを示してみてく ださい.
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このよう に , 素朴な希望が満たされない点のことを変わり 目点といいます. 変わり目点が Dにおいて離
散的に存在するかもしれません. これが一般論を展開する上で障害になっていました . 変わり 目点にお
ける方程式系の一般的な描像はどのよう なものだろうか, ということを考えて Sabbahは次のことを予想
しました .

Sabbahの予想 何回かブローアップすると , 変わり目点がなく なるのではないか？ 言いかえると , 変わ
り目点を持つよう な微分方程式系は, 変わり目点を持たない微分方程式系を少しつぶすことで得ら
れるのではないか？

ブローアップに関しては川ノ 上さんの講座で登場しているはずですが, 記号を用意するために簡単な説
明をしておきます.

ρ1 : C2 −→ C
2 を ρ1(u, v) = (uv, v) によって与えます. また , ρ2 : C2 −→ C

2 を ρ2(s, t) = (s, st)
によって与えます. C

2
u,v \ {u = 0} と C

2
s,t \ {t = 0} の間には t = u−1, s = uv によって与えられ

る同型があり ます. これによって , C2
u,v と C

2
s,t をはり あわて得られる多様体 Bℓ(C2, (0, 0)) と自然な射

π : Bℓ(C2, (0, 0)) −→ C
2 の組が, C2 の (0, 0)におけるブローアップです. (複素多様体の詳細について

は, 例えば [4]をご覧く ださい.)
簡単のために , 微分方程式系 (32)が X = C

2, D = {zw = 0}の場合に与えられているとします. 微
分形式Aより Bℓ(C2, (0, 0))上の π∗A が得られます. これは, C2

u,v上では

π∗(A) =

(
ρ∗1Az

∂z

∂u
+ ρ∗1Aw

∂w

∂u

)
du+

(
ρ∗1Az

∂z

∂v
+ ρ∗1Aw

∂w

∂v

)
dv

とあらわされ, C2
s,t上では

π∗(A) =

(
ρ∗2Az

∂z

∂s
+ ρ∗2Aw

∂w

∂s

)
ds+

(
ρ∗2Az

∂z

∂t
+ ρ∗2Aw

∂w

∂t

)
dt

とあらわされるものです. そして , Bℓ(C2, (0, 0))上で微分方程式系

dg + π∗(A)g = 0 (37)

を考えます. 可積分条件 dπ∗(A) + π∗(A)∧ π∗(A) = 0 も自動的に満たされます. こう して , C2上の微分
方程式系 (32)から , Bℓ(C2, (0, 0))上の微分方程式系 (37)が得られます. 逆に (32)を (37)から “積分”に
よって復元できます. したがって , 仮に (37)がよく わかると (32)についてもそれなり によく わかり ます.
仮に (0, 0)が変わり目点だったとします. この時, 方程式系 (32) を (0, 0)におけるブローアップに引

き戻します. 引き戻して得られる方程式系が変わり目点を持っていたら , またその点でブローアップをし
ます. この操作を有限回繰り返すことで, 変わり目点のない微分方程式系が得られてほしい, という こと
を予想は述べています. 例えば, 上に挙げた例の場合は一回ブローアップすることで変わり目点を解消で
きます. そして , 一般にこれができる , というのが Kedlayaや筆者による結果です.

定理 Sabbahの予想は正しい.

(正確には筆者の結果は, 微分方程式系が代数的な場合に関するものです. これは応用上特に重要な場合
です.)
変わり目点の存在に類似した問題を含む現象をみてみましょ う . 連続関数 A : C −→M2(C)が, A(a)

(a 6= 0)は二つの相異なる固有値を持つ時, 適当な連続関数 G : C −→ GL2(C)をとって , G−1AGを対角
化できるかどうかを考えてみましょ う .

問題 A(0) も二つの相異なる固有値を持つならば, できることを示してみてく ださい. また , 一般にはで
きないことを示してみてく ださい.
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このよう に固有値の差が 0になる (退化する ) ところで困難が生じます. 逆に , 固有値の差が 0にならな
ければう まく 制御できます.
上の定理の証明でも , 似たよう な問題が生じます. P ∈ Dが変わり目点でなければ, 形式的なレベル

で Aを標準形 (36)に変換できます. 特に Γの極の部分の集合 Irr(P )が定まり ます. (P への依存を明示
するために , Irr(P )とかいています.) Q ∈ Dが変わり目点かどうかわからないとします. 変わり目点で
ない P を Qに近づけた時に , Irr(P )が退化しなければ, Qが変わり目点でない, という ことを示せます.
ですから , Irr(P )をなんとか制御したいという話になり ます. これが難しい理由の一つは “極”の部分し
かみえないところにあり ます. 多価性があって分岐の制御も難しく なり ます. この困難を乗り 越えるた
めに , 代数曲面の場合には, 正標数への還元を用いました . 各素数 pごとに p-曲率とよばれるものがあり ,
これの “固有値”の極が各 P における Irr(P )についての情報をもっています. ですから , pに関して一様
に p-曲率を制御することで, Irr(P )達の制御ができるよう になり ます. より 高次元の場合には, 調和バン
ド ルの理論を経由することでヒッグス束との対応をつけて , ヒッグス束の変わり 目点の解消の話に置き
換えることで証明できます.
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