
プ ログ ラミ ング 言語の 意 味論

勝股審也

1 意 味論に つ いて

プ ログ ラミ ング 言語の 意 味論と は 、広い意 味で は 文字列で あ る プ ログ ラム に 何 ら か の 「 意 味」 を

対応 させ る 事で あ る 。普段、私た ち は プ ログ ラム に 対し コ ンパ イ ラや イ ンタ プ リタ に よ っ て 機械語

や 計算機の 振舞いを 対応 づ け 、それ ら を 実際の 計算機で 動か す こ と で 実用的な 恩 恵を 受け て いる 。

一 方、プ ログ ラミ ング 言語の 理論的な 研 究 に お いて は 、プ ログ ラム に 対し て その 挙 動を 表現す る

よ う な 数学的な 対象や 構造を 対応 させ 、それ ら を 数学的な 道具 や 知識を 援 用し て 分析す る こ と で 、

プ ログ ラム や 言語の 性質を 調べ る と いう こ と を す る 。こ の 対応 づ け を 研 究 す る 分野を （ 狭 い意 味で

の ） プ ログ ラミ ング 言語の 意 味論と 言い、こ れ が 私の 講義 の ト ピ ック で あ る 。

本講義 で は プ ログ ラミ ング 言語 PCF (Programming language for Computable Functions) の 意 味論

を 論じ る 。PCF は 自然数と その 上の 高階関 数の 計算に 特化 し た プ ログ ラミ ング 言語で あ る 。意 味論

に は 様々 な ス タ イ ルが あ る が 、今回は 二通り の 意 味論を 紹介す る 。一 つ は 操作的意 味論と 呼ば れ 、

計算機の 上で イ ンタ プ リタ を 実装す る の に 似た 自然な 意 味論で あ る 。も う 一 つ は 表示的意 味論と 呼

ば れ 、プ ログ ラム に 対し その 入出力関 係を 表現す る 関 数を 対応 させ る 意 味論で あ る 。こ の 二つ の 意

味論の 間 に は 「 観測可 能な 範囲 に お いて プ ログ ラム に 同じ 意 味を 与える 」 と いう 、 adequacy と 呼

ば れ る 関 係が 成り 立つ 。本公開講座は こ の adequacy を 目指し て 講義 を 進め た い。

2 表記法

自然数の 集合を N で 表わ す 。集合 X か ら Y へ の 写像全体の 集合を X → Y で 表わ す 。括弧が 多く

な る と 判断し た 場合、 f (x) の 括弧を 省略し て f x と 書く こ と に す る 。こ の 省略が 続いた 場合は 左か

ら 順に 省略が 行な わ れ て いる も の と す る 。例えば f x y z は (( f x) y) z = (( f (x))(y))(z) と な る 。集合

X の 元に 対し て 集合 Y の 元を 一 意 に 割り 当て る 対応 x 7→ e が あ っ た 時、こ の 対応 が 定め る X か ら

Y へ の 写像を λx . e と 書く 。例えば 対応 x 7→ x2 + x + 1 が 定め る 写像を λx . x2 + x + 1 と 書く 。

3 プ ログ ラミ ング 言語PCF

3.1 PCF と は

こ の 節で は PCF を 非形式的に 説明す る 。PCF は 型付き ラム ダ 計算を 基盤と し た 単純な 文法を 持つ

プ ログ ラミ ング 言語で あ る 。本講義 で 紹介す る の は 値呼び (call-by-value) の PCF で あ る 。こ れ と は

別に 名前呼び (call-by-name) の PCF と 言う の も あ る 。こ れ ら の 区 別は 後程説明す る 。以降、M,N, L

は PCF の プ ログ ラム を 表わ す と す る 。
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PCF は 自然数と その 上の 高階関 数の 計算に 特化 し て お り 、自然数の 加 減と (再帰) 関 数の 生成や

呼び 出し と いっ た 機構を 備えて いる 。一 方で 現実の プ ログ ラミ ング 言語が 備える 実用的な 機能、例

えば フ ァ イ ル入出力、画面表示、ネット ワー ク と いっ た 機器 の 操作や 、オ ブ ジェ ク ト や ポ イ ンタ 、

配列と いっ た 機構は 備えて いな い。

PCF の プ ログ ラム の 実行が 停止し た な ら ば 結果 が 必ず 一 つ 返っ て く る 。PCF に は 以下 に 述べ る

プ ログ ラム 形式が あ る 。

1. 最も 単純な PCF の プ ログ ラム 形式は 自然数

0, 1, 2, · · ·

で あ る (数学的な 自然数と PCF の 自然数を 区 別す る た め 上線が 引 か れ て いる )。自然数を 実行

す る と その も の が 結果 と し て 返っ て く る 。ま た 、PCF に は

succ M, pred M

と いう プ ログ ラム の 形式が あ る 。こ れ ら を 実行す る と M の 実行結果 に 1 を 足し た / 引 いた 結

果 が 返っ て く る 。な お pred 0 の 実行結果 は 0 で あ る 。例えば succ (succ 5) と いう プ ログ ラ

ム を 実行す る と 7 が 返っ て く る 。

実用的な プ ログ ラミ ング 言語は 自然数上の 演 算を 豊富に 持つ が 、PCF は succ と pred の 2 つ

し か 持た な い。し か し な が ら (効率の 問題を 除け ば ) こ れ ら の 演 算と 後に 述べ る 再帰関 数形式

を 組み 合わ せ る こ と で 加 減乗除、も っ と 強 く 言っ て 自然数上の 計算可 能な 部分関 数全て を 表

現で き る 。

2. 次に 単純な プ ログ ラム 形式は 変数

x, y, z, · · ·
で あ る 。プ ログ ラム の 実行時、各変数に は 何 ら か の 値が 割り 当て ら れ て お り 、変数を 実行す

る と それ に 割り 当て ら れ た 値が 結果 と し て 返っ て く る 。こ の 割り 当て は プ ログ ラム の 実行の

進展に よ っ て 動的に 変わ る 。

例えば 、x に 5 が 割り 当て ら れ て いる 時に pred x を 実行す る と 4 が 結果 と し て 返っ て く る 。

3. PCF は あ る プ ログ ラム の 実行結果 が 0 か ど う か で 条件分岐を す る 形式

ifzero L then M else N

を 備えて いる 。こ の 形式を 実行す る と プ ログ ラム L が 実行され 、その 結果 が 0 か そう で な い

か に よ り M か N の 実行結果 が 返っ て く る 。例えば ifzero (pred x) then M else N を 実行す る

と 、x に 0 ま た は 1 が 割り 当た っ て いる 場合は M の 実行結果 が 、そう で な い場合は N の 実

行結果 が 返っ て く る 。

4. PCF で は プ ログ ラム も 計算結果 と な り 得る 。以下 の 関 数形式

fun(x : τ) . M

を 実行す る と 、「 あ る 値を 渡され た ら 、それ を x に 割り 当て て M を 実行し 、その 結果 を 返す

プ ログ ラム 」 その も の が 結果 と し て 即座に 返っ て く る 1。こ の プ ログ ラム は 「 x 7→ M と いう
1こ の 時 M は 実行され な い。
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関 数」 と し て 振る 舞う 。PCF で は 関 数を 値と し て 返し た り 、関 数を 値と し て 受け 取る 事が で

き る 。こ の 機能を 高階関 数と 言う 。

関 数形式を 実行し て 得ら れ る 関 数は 、その 関 数形式の 実行時点で の 変数へ の 値の 割り 当て を

参照す る 。例えば 、y に 7 が 割り 当て ら れ て いる 時に 以下 の 関 数形式を 実行す る と

fun(x : τ) . succ y

y に 7 が 割り 当た っ て いる 状態で x か ら succ y を 計算す る 関 数が 返る (よ っ て 常に 8 を 返す 定

数関 数と な る )。こ の 関 数を 将来 y に 異な る 値が 割り 当て ら れ て いる 状況 で 用いた と し て も 、

その 結果 は 常に 8 と な る 。こ の 仕組み を 静的束縛と 呼ぶ 。

形式中の τ は 型と 呼ば れ 、x に 渡され る 値の 種類を 表現す る 。型に つ いて は 後で 定義 を 述べ

る の で 、今の 段階で は τ は 自然数を 表す 型 nat で あ る と し て 話を 進め る 。

5. 関 数を 呼び 出す に は 次の 適用形式を 用いる 。

(M N)

な お 、表記上の 約束と し て 、M1 M2 · · · Mn は ((· · · (M1 M2) · · · ) Mn) の こ と と す る 。こ の 形式

を 実行す る と 、ま ず N が 実行され 、次に M が 実行され 、M の 実行結果 が 関 数で あ る な ら ば 、

それ に N の 実行結果 を 渡し て 呼び 出し 、その 結果 が 適用形式の 結果 と な る 。

例えば 、プ ログ ラム (fun(x : nat) . pred x) (succ 3) (仮 に L と 呼ぶ ) の 実行を 追いか け る と 以下

の 様に な る 。

(a) succ 3 が 実行され る 。結果 は 4 で あ る 。

(b) fun(x : nat) . pred x が 実行され る 。こ の 結果 は 「 値 x が 渡され た ら pred x を 計算す る 関

数」 で あ る 。こ れ を V と 名づ け る 。

(c) V に 4 が 渡され る 。こ れ に よ り 4 が x に 割り 当て ら れ て pred x が 実行され る 。その 結

果 3 が L の 実行結果 と な る 。

6. 最後の PCF の プ ログ ラム の 形式は 再帰関 数形式

rec f (x : τ) : τ′ . M

で あ る 。こ の 形式は 関 数形式 fun(x : τ) . M と 同様、実行す る と 「 あ る 値を 渡され た ら 、それ

を x に 割り 当て て M を 実行し 、その 結果 を 返す プ ログ ラム 」 が 結果 と し て 返る 。こ の プ ログ

ラム は x 7→ M と いう 関 数と し て 振る 舞う が 、関 数形式と 異る の は M中で 自分自身を f と 言

う 名前で 用いる こ と が で き る 点で あ る 。例えば 以下 の プ ログ ラム を Dbl と す る 。

rec dbl(x : nat) : nat . ifzero x then 0 else succ (succ (dbl (pred x)))

こ の プ ログ ラム に n を 渡し て 実行す る と 以下 の 様に な る 。

• n が 0 な ら ば 0 を 返す 。

• n が 0 で な け れ ば (dbl と いう 名前で 参照され る )自分自身 Dbl に n − 1 を 渡し て 呼び 出

し 、その 結果 に 2 を 足す 。

よ っ て 、自然数 n に 対し て Dbl n の 実行結果 は 2n と な る 。
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適用形式 M N を 実行す る と M が 返す 関 数に N の 実行結果 (=値) が 渡され る 。こ の よ う に 、関 数

を 呼び 出す 際に 引 数の プ ログ ラム の 実行結果 を 渡す 方法を 値呼び (call-by-value) と 言う 。一 方、関

数を 呼び 出す 際に 引 数の プ ログ ラム その も の を 渡す 方法も あ り 、こ れ を 名前呼び (call-by-name) と

言う 。多く の プ ログ ラミ ング 言語は 値呼び を 採用し て いる が 、名前呼び を 採用し て いる 言語も 存在

し (Algol, Haskell等)、興味深いプ ログ ラミ ング が 可 能と な る 。本講義 で は 単に PCF と 言っ た 場合

値呼び の PCF を 指す こ と に す る 。

プ ログ ラム 形式 実行結果

0, 1, 2, · · · 0, 1, 2, · · ·
succ M, pred M M の 結果 に 1 を 足し た /引 いた 数

x x に 割り 当て ら れ て いる も の

ifzero L then M else N L の 結果 が 0 な ら M の 結果 、そう で な け れ ば N の 結果

fun(x : τ) . M 値が 渡され た ら 、それ を x に 割り 当て て

M を 実行、その 結果 を 返す 関 数

M N M の 結果 返る 関 数に N の 結果 を 渡し 実行、その 結果

rec f (x : τ) : τ′ . M 関 数形式と 同じ 内容の プ ログ ラム 。た だ し

その プ ログ ラム 自身を M の 中で f と いう 名前で 呼べ る

図 1: PCF の プ ログ ラム の 形式の ま と め

PCF の 関 数形式は 引 数を 一 つ し か 取れ な い。し か し 、関 数形式を 繰り 返し 用いる こ と で 多変数

関 数を 表現す る こ と が で き る 。例えば 自然数上の 二引 数関 数は 以下 の プ ログ ラム で 表現で き る 。

F = fun(x : nat) . fun(y : nat) . M

こ の プ ログ ラム に 二つ の 自然数m, n を 渡す に は F m n と す れ ば 良い。こ の 様に 、多変数関 数を 1

変数関 数の 繰り 返し で 表現す る こ と を カ リー 化 と 言う 。

PCF の プ ログ ラム の 例を 見て み よ う 。再帰関 数形式を 用いる と 関 数の 繰り 返し 呼び 出し を 行う

こ と が で き る 。例えば 以下 は 加 減乗算を 行う プ ログ ラム で あ る 。

足し 算 add = fun(x : nat) . rec l(y : nat) : nat .

ifzero y then x else succ (l (pred y))

引 き 算 sub = fun(x : nat) . rec l(y : nat) : nat .

ifzero y then x else pred (l (pred y))

掛け 算 mul = fun(x : nat) . rec l(y : nat) : nat .

ifzero y then 0 else add x (l (pred y))

PCF で は 加 減乗算だ け で な く 、帰納的関 数 (詳細は 省略す る が 、チ ュ ー リング 機械で 計算で き る

自然数上の 部分関 数全体と 同値な 概念で あ る ) を 全て 表現す る こ と が で き る 。

3.2 PCF の プ ログ ラム に 関 し て

プ ログ ラム L の あ る 位置の 変数 x が 以下 の いず れ か の 形式 (こ れ ら は 当然 L中に 現わ れ る ) の M

の 部分に 含 ま れ る 時、x は L中の その 位置で 束縛され て いる と 言う 。

fun(x : τ) . M rec f (x : τ) : τ′ . M rec x(y : τ) : τ′ . M
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一 方、L の あ る 位置の x が 束縛され て いな い時、x は L の その 位置で 自由で あ る と 言う 。

関 数形式 fun(x : τ) . M に 対し て 「 こ の 関 数形式の 束縛変数は x で あ る 」 と 言う 。同様に 再帰関

数形式 rec f (x : τ) : τ′ . M に 対し て 「 束縛変数は f と x で あ る 」 と 言う 。

プ ログ ラム M に 対し て FV(M) と 書いて M 中の あ る 位置で 自由と な る 変数の 集合を 表わ す 。

FV(M) = ∅ の 時、M は 閉じ て いる と 言う 。逆 に FV(M) , ∅ の 時、M は 開いて いる と 言う 。

以下 の 二つ の プ ログ ラム は 字面こ そ違 う も の の 、意 味は 等し いと 考えら れ る 。

fun(x : nat) . succ (succ x) fun(y : nat) . succ (succ y)

と いう の も 、関 数の 引 数名は 関 数の 振る 舞いと 関 係な いか ら で あ る 。よ っ て 我々 は 上の 二つ の プ ロ

グ ラム を 同一 視す る 関 係で あ る α同値関 係を 導入す る 。ま ず 、プ ログ ラム M 中で 変数 x が 自由で

あ る よ う な 位置に あ る x を 全て 変数 z で 置き 換えて 得ら れ る プ ログ ラム を M[z/x] で 表わ す 事に す

る 。例えば ((fun(x : nat) . x) x)[z/x] = (fun(x : nat) . x) z と な る 。次に 以下 の プ ログ ラム 間 の 二項関

係を 考える 。

fun(x : τ) . M →α fun(z : τ) . M[z/x] (z < FV(M))

rec f (x : τ) : τ′ . M →α rec f (z : τ) : τ′ . M[z/x] (z < FV(M) ∪ { f })
rec x(y : τ) : τ′ . M →α rec z(y : τ) : τ′ . M[z/x] (z < FV(M) ∪ {y})

そし て α同値関 係 =α を →α を 含 む 最小の 合同な
2同値関 係で 定義 す る 。以降で は M =α N と な る

プ ログ ラム M,N を 同一 視す る 。

以下 の 条件を Barendregt variable convention (BVC) と 呼ぶ 。

あ る 文章中で プ ログ ラム M1, · · · , Mn が 言及 され て いる と す る 。こ の 時あ る Mi (1 ≤ i ≤ n)

中の あ る 位置で x が 束縛され て いた な ら ば 、x は M1, · · · , Mn 中の 他の 位置で 自由と な

る こ と は な い。ま た M1, · · · , Mn中の 異な る 位置に あ る (再帰) 関 数形式が 束縛す る 変数

は 互いに 異な る 。

ど の よ う な プ ログ ラム の 組 M1, · · · , Mn に 対し て も BVC を 満た す プ ログ ラム の 組 M′1, · · · , M′n で
Mi =α M′i (1 ≤ i ≤ n) と な る も の を 取る 事が で き る た め 、プ ログ ラム は 常に BVC を 満た す と 仮 定し

て も 一 般性を 失わ な い。

3.3 PCF の 型シ ス テ ム

PCF の プ ログ ラム 形式を 無造作に 組み 合わ せ る と 無意 味な も の を 作っ て し ま う 場合が あ る 。例え

ば succ (fun(x : nat) . x) の 様に 関 数 fun(x : nat) . x に 1 を 足す こ と に は 意 味が 無い。こ の よ う な や

り と り され る 情報の 形が 合わ な いプ ログ ラム の 組み 合わ せ を 排除す る た め 型シ ス テ ム を 導入す る 。

型シ ス テ ム は 型付け 規 則に よ り プ ログ ラム に 型を 割り 振る 。型は プ ログ ラム の 実行結果 の 種類を

表現す る 記号で あ り 、以下 の 二つ の 形式が あ る 。

1. 値が 自然数で あ る こ と を 表す 形式 nat。

2. 値が 型 τ の 値を 受け 取り 型 τ′ の 値を 返す 関 数で あ る こ と を 表す 形式 (τ ⇒ τ′)。以降 τ1 ⇒
· · · ⇒ τn−1 ⇒ τn と 書いた 場合 (τ1 ⇒ (· · · ⇒ (τn−1 ⇒ τn) · · · )) の こ と と す る 。

2プ ログ ラム 間 の 二項関 係 R が 合同で あ る と は 任意 の プ ログ ラム (M, N) ∈ R と 穴の 一 つ 開いた プ ログ ラム C[−] に 対し
て (C[M],C[N]) ∈ R が 成立す る こ と で あ る 。こ こ で C[M],C[N] は それ ぞ れ C[−] の 穴を M,N で 埋め て 得ら れ る プ ログ ラ
ム を 表わ す 。
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PCF で は 関 数その も の を 値と し て や り と り で き る た め 、型は nat⇒ (nat⇒ nat) や (nat⇒ nat)⇒ nat

と いく ら で も 複雑に な り 得る 。

型は プ ログ ラム の 構造に 関 し て 再帰的に 割り 振ら れ る 。その 割り 振り 方を 規 定す る の が 型付け 規

則で あ る 。一 般に 開いた プ ログ ラム に 型を 割り 振る に は 自由変数に 割り 当て ら れ た 値の 型を 知ら な

いと 行な う こ と が で き な い。な ぜ な ら 、変数名だ け で は 、それ に 割り 当て ら れ て いる 値の 型が 分か

ら な いか ら で あ る 。よ っ て 、その よ う な 情報を 表現す る も の と し て 型文脈を 導入す る 。型文脈は 変

数と 型の 組 x : τ の 有限列で 列中の 変数が 互いに 異な る も の で あ る 。型文脈を 表す の に ギ リシ ャ 文

字 Γ を 用いる 事に す る 。x : τ ∈ Γ と 書いた 時、x : τ と いう 組が Γ に 含 ま れ て いる こ と を 表す 事に

す る 。

それ で は 型付け 規 則を 導入す る 。型付け 規 則は Γ ` M : τ と いう 形式 (こ れ を 型判定と 言う ) を 導

く た め の 規 則か ら な る 。型判定は 「 型文脈 Γ の 元で プ ログ ラム M が 型 τ を 持つ 」 と いう 事柄を 表

現し て いる 。型付け 規 則は 以下 の 記法に よ り 与えら れ る :

Y1 · · · Yn

X

こ れ は 、「 Y1 か つ · · · か つ Yn な ら ば X」 と いう 規 則を 表現し て いる 。

x : τ ∈ Γ
Γ ` x : τ

Γ ` n : nat
Γ ` M : nat

Γ ` succ M : nat
Γ ` M : nat

Γ ` pred M : nat

Γ, x : τ ` M : τ′

Γ ` fun(x : τ) . M : τ⇒ τ′
Γ ` M : τ ⇒ τ′ Γ ` N : τ

Γ ` M N : τ′

Γ ` L : nat Γ ` M : τ Γ ` N : τ
Γ ` ifzero L then M else N : τ

Γ, f : τ ⇒ τ′, x : τ ` M : τ′

Γ ` rec f (x : τ) : τ′ . M : τ ⇒ τ′

以上の 規 則の み を 有限回用いて Γ ` M : τ が 導か れ た 時、単に 「 Γ ` M : τ は プ ログ ラム で あ る 」 と

言う 事に す る 。

上の 規 則の 記法を 積み 上げて いく 事で 型判定を 導く 過程を 簡潔に 表現で き る 。例えば ` (fun(x :

nat) . x) (succ 3) : nat は 以下 の 過程を 経て 導か れ た プ ログ ラム で あ る 。

x : nat ∈ x : nat
x : nat ` x : nat

` fun(x : nat) . x : nat⇒ nat

` 3 : nat

` succ 3 : nat

` (fun(x : nat) . x) (succ 3) : nat

こ の よ う な 導出の 表現を 型判定の 導出木と 呼ぶ 。

プ ログ ラム に 型を 割り 振る こ と で 、その 実行結果 の 値の 種類を 実行せ ず に 推測す る こ と が で き

る 。こ の 事か ら 型シ ス テ ム は 静的意 味論と 呼ば れ る こ と も あ る 。

PCF の 型シ ス テ ム に お いて プ ログ ラム は 一 意 な 型を 持つ 。

補題 3.1 任意 の 型文脈 Γ と プ ログ ラム M と 型 τ, τ′ に 対し Γ ` M : τ と Γ ` M : τ′ が 導出で き た な
ら ば τ = τ′ で あ る 。

補題 3.2 任意 の プ ログ ラム Γ ` M : τ、型 τ′ と Γ中に 一 切現れ な い変数 x に 対し Γ, x : τ′ ` M : τ は

プ ログ ラム と な る 。
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今、x1 : τ1, · · · , xn : τn ` M : τ と ` Ni : τi (1 ≤ i ≤ n) を プ ログ ラム と し た 時、M の 自由な xi を Ni

で 置き 換えて 得ら れ た プ ログ ラム を M[N1/x1, · · · ,Nn/xn] で 表わ す こ と に す る 3。

命題 3.3 上の 状況 に お いて ` M[N1/x1, · · · ,Nn/xn] : τ は プ ログ ラム で あ る 。

4 PCF の 操作的意 味論

操作的意 味論は 3.1節で 導入し た PCF の 非形式的意 味論を 数学的に 明確化 し た も の で あ る 。

ま ず 、以下 の 形式の 閉じ た プ ログ ラム を 値と 呼ぶ こ と に す る 。

• 0, 1, 2, · · · は 値。

• fun(x : τ) . M は 値。

ま た 、型 τ に 対し て 集合 Cτ を 以下 で 定義 す る 。

Cτ = {V | ` V : τは プ ログ ラム ∧ V は 値 }

操作的意 味論は 「 プ ログ ラム M を 実行し た ら 停止し て V と いう 値が 結果 と し て 得ら れ る 」 と い

う 事柄を 表わ す 形式 M ⇓ V を 以下 の 規 則に よ り 定義 す る 。規 則の 表記法は 型シ ス テ ム の それ と 同

じ で あ る 。

n ⇓ n

M ⇓ n

succ M ⇓ n + 1

M ⇓ 0

pred M ⇓ 0

M ⇓ n n ≥ 1

pred M ⇓ n − 1

L ⇓ 0 M ⇓ V
ifzero L then M else N ⇓ V

L ⇓ k N ⇓ V k , 0
ifzero L then M else N ⇓ V

fun(x : τ) . M ⇓ fun(x : τ) . M

M ⇓ fun(x : τ) . M′ N ⇓ W M′[W/x] ⇓ V
M N ⇓ V

rec f (x : τ) : τ′ . M ⇓ fun(x : τ) . M[rec f (x : τ) : τ′ . M/ f ]

以降で は M ⇓ V と 書いた 時、こ の 形式が 上の 規 則の み を 有限回用いて 導か れ た も の と す る 。一 方、

ど の よ う な 値 V を も っ て し て も M ⇓ V と な ら な い場合、M ⇑ と 書く 。
こ こ で 紹介し た 操作的意 味論の ス タ イ ルは big-step semantics と 呼ば れ る 。こ れ に 対し て プ ログ

ラム の 実行過程の 1 ス テ ップ を 書き 換えに よ っ て 表現す る small-step semantics と 呼ば れ る ス タ イ

ルも あ る 。

以下 は Dbl 2 の 操作的意 味論に よ る 実行例で あ る 。ま ず 、常に

Dbl ⇓ fun(x : nat) . ifzero x then 0 else succ (succ (Dbl (pred x)))

で あ る の で 、下 線を 引 いた 部分の プ ログ ラム を W と 書く 。ま た n ∈ N に 対し Bn を 以下 で 定義 す る 。

Bn = ifzero n then 0 else succ (succ (Dbl (pred n)))

3こ の 置き 換えに よ り BVC を 満た さな いプ ログ ラム を 得る 場合が あ る が 、その 時は 適宜 BVC を 満た す α 同値な プ ログ
ラム を 取り 、それ を も っ て 置き 換えの 結果 と す る 。
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簡単な 計算か ら B0 ⇓ 0 が 分か る 。よ っ て Dbl 2 ⇓ 4 を 以下 の 様に 導け る 。

Dbl ⇓ W 2 ⇓ 2

2 ⇓ 2

Dbl ⇓ W

2 ⇓ 2

pred 2 ⇓ 1

1 ⇓ 1

Dbl ⇓ W

1 ⇓ 1

pred 1 ⇓ 0

....
B0 ⇓ 0

Dbl (pred 1) ⇓ 0

succ (Dbl (pred 1)) ⇓ 1

succ (succ (Dbl (pred 1))) ⇓ 2

B1 ⇓ 2

Dbl (pred 2) ⇓ 2

succ (Dbl (pred 2)) ⇓ 3

succ (succ (Dbl (pred 2))) ⇓ 4

B2 ⇓ 4

Dbl 2 ⇓ 4

命題 4.1 1. 任意 の 値 V に 対し 、V ⇓ V で あ る 。

2. 任意 の プ ログ ラム M に 対し 、M ⇓ V な ら ば V は 値で あ る 。

3. 任意 の プ ログ ラム M と 値 V,V ′ に 対し 、M ⇓ V か つ M ⇓ V ′ な ら ば V = V ′ で あ る 。

4. 任意 の プ ログ ラム ` M : τ と 値 V に 対し 、M ⇓ V な ら ば ` V : τ で あ る 。

上で 与えた 操作的意 味論で M ⇑ と な る 理由に は 以下 の 二つ が あ る 。

1. M ⇓ V と な る V を 見つ け る 途中で ど の 規 則も 適用で き な く な る 場合。こ れ は M の 実行時に

意 味の 無い計算を 行な お う と し て エ ラー が 起 こ る こ と に 相当す る 。前の 節で 見た 無意 味な プ

ログ ラム を 操作的意 味論で 実行す る と こ の 状況 が 起 こ り 得る 。例えば succ (fun(x : τ) . M) ⇑
で あ る 。

2. 規 則を 有限回用いて M ⇓ V を 導く こ と が で き な い場合。こ れ は M の 実行が 停止し な いこ と

に 相当す る 。例えば Ω = (rec f (x : nat) : nat . f x) と し 、` Ω 0 : nat と いう プ ログ ラム を 考え

る と Ω 0 ⇑ で あ る 。

理由 1 と 理由 2 を 区 別す る た め 、実行時エ ラー の 概念を 取り 入れ て 操作的意 味論を 展開す る こ と

も 可 能で あ る 。実行時エ ラー の 発生を 表わ す 特殊な 値 error を 導入し 、各形式に お いて 意 味の 無い

計算を 行っ た 時や 部分式の 実行で エ ラー が 発生し た 時に エ ラー を 返す た め の 規 則を 新た に 追加 す る

の で あ る 。例えば succ に 対し て は 次の 規 則を 追加 す る 。

M ⇓ fun(x : τ) . M′

succ M ⇓ error
M ⇓ error

succ M ⇓ error

こ の 拡張され た 操作的意 味論で は 、あ る プ ログ ラム M の 実行途中で 意 味の 無い計算が 発生し た 場

合 M ⇓ error と な り 、M の 実行が 停止し な い場合 M ⇑ と な る 。
型シ ス テ ム は 無意 味な 計算を 行う プ ログ ラム を 排除す る 目的で 設計され た 。実際、型の 付く プ ロ

グ ラム を エ ラー 処理の あ る 操作的意 味論で 実行し て も error が 発生し な い。(エ ラー 処理の 規 則を 完

全に 網羅し た 後で )以下 の 主張が 成立す る 。

任意 の プ ログ ラム ` M : τ に 対し 、M ⇓ V な ら ば V , error で あ る 。
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こ れ を 型シ ス テ ム の 健全性と 言う 4。健全性は 安 全な 型付き プ ログ ラミ ング 言語を デ ザ イ ンす る 上

で 一 つ の 指針と な る 重要な 性質で あ る

以降で は 常に 型が 割り 振ら れ た プ ログ ラム の み を 考察の 対象と す る 。よ っ て 、型シ ス テ ム の 健全

性か ら M ⇑ な ら ば ど ち ら の 操作的意 味論に お いて も 実行が 停止し な いた め に M の 値が 求 ま ら な い

(理由 2) と いう 状況 が 起 こ っ て いる と 考えて 良い。

5 PCF の 表示的意 味論

操作的意 味論は 現実の 計算機上で PCF を 実行す る の に 良く 似た 意 味論で あ り 、プ ログ ラム の 動

作ス テ ップ の 実行過程を 把握 す る の に 適し て いる が 、プ ログ ラム の 実行結果 や 入出力関 係を 把握 す

る に は あ ま り 向か な い。

対照的に 、表示的意 味論は プ ログ ラム の 実行過程を 抽象化 し 、プ ログ ラム の 入出力関 係を 写像

と し て 捉える 意 味論で あ る 。表示的意 味論の ア イ デ ア を 大ざ っ ぱ に (不正確に )述べ る と 次の 様に

な る 。

1. 型 τ に 対し て 集合 [[τ]] を 割り 当て る 。こ の 割り 当て を 型の 解釈と 言う 。型の 解釈を 型文脈に

対し て 以下 の 様に 自然に 拡張す る 。

[[x1 : τ1, · · · , xn : τn]] = [[τ1]] × · · · × [[τn]]

型文脈が 空 列の 場合、その 解釈は 1点集合 {∗} と す る 。

2. プ ログ ラム Γ ` M : τ に 対し て 写像 [[M]] ∈ [[Γ]]→ [[τ]] を 割り 当て る 。こ の 割り 当て を プ ログ

ラム の 解釈と 言う 。型文脈 Γ が 空 列の 場合、M の 解釈を [[τ]] の 元と 同一 視す る 。

実際に は 単な る 集合と 写像を 用いて PCF を 解釈し よ う と し て も 以下 に 挙 げる 問題の た め う ま く 行

か な い5。こ の 事を 見る た め 、試し に 型の 解釈を 以下 で 定義 す る 。

[[nat]] = N, [[τ⇒ τ′]] = [[τ]]→ [[τ′]]

1. こ の 型の 解釈だ と PCF の プ ログ ラム が 潜在的に 持つ “実行が 停止し な い”状況 を う ま く 捉え

ら れ な い。例えば ` M : nat と いう プ ログ ラム の 実行が 停止し な い時、M の 解釈と し て 適切

な 自然数を 選ぶ こ と が で き な い。

2. こ の 型の 解釈だ と 再帰関 数形式を 解釈す る の に も 不都合が あ る 。例と し て 、プ ログ ラム `
rec f (x : nat) : M . : nat ⇒ nat が ど の よ う な 関 数 fM ∈ N → N で 解釈され る か を 考える 。こ

の fM は 任意 の x ∈ N に 対し て

fM(x) = [[M]]( fM , x) (1)

を 満た し て いる と 考えら れ る 。こ の 事を よ り 簡潔に 表現す る た め 関 数PM ∈ (N→ N)→ (N→
N) を 以下 で 定義 す る 。

PM = λh . λx . [[M]](h, x)

す る と (1) は

fM = PM( fM)
4こ の 逆 は 成立し な い; な ぜ か ?
5PCF か ら rec 形式を 抜いた 言語で あ れ ば 上に 挙 げた 二つ の 問題は 無く な る た め う ま く 行く 。し か し こ の 言語の 表現力

は PCF よ り も 格段に 落ち る 。
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と 同値に な る 。よ っ て 、再帰関 数形式 rec f (x : τ) : M . の 解釈 fM は PM の 不動点で あ る と

考えら れ る 。し か し 関 数集合 N → N に は 不動点の 構成や 存在を 議 論を す る の に 十分な 構造

(順序/位相や 極 限の 概念) が 無いた め fM を 与える こ と が で き な い。

こ れ ら の 問題 (特に 2番目) を 解決す る た め に Scott が 導入し た の は 最小上界を 取る 操作の あ る 半

順序集合で あ る 。彼は それ ら を 領域 と 呼ん だ 。そし て 単な る 集合を 用いる 代わ り に 領域 を 用いて 型

を 解釈し 、プ ログ ラム を 連続写像で 解釈す る こ と で 上述の 問題を 解決し た 。こ の 節で は 一 番シ ンプ

ルな 領域 理論を 紹介し 、PCF の 表示的意 味論を 展開す る 。

5.1 初歩の 領域 理論

定義 5.1 1. 半順序集合と は 台集合D と D上の 二項関 係 vD の 組 (D,vD) で 以下 を 満た す も の で

あ る 。

(反射律) ∀d ∈ D . d vD d

(推移 律) ∀d, d′, d′′ ∈ D . d vD d′ ∧ d′ vD d′′ =⇒ d vD d′′

(反対称律) ∀d, d′ ∈ D . d vD d′ ∧ d′ vD d =⇒ d = d′

2. ω-完備半順序集合 (ω-complete partial order、略し て ω-CPO) と は 半順序集合 (D,vD) で 任意

の 単調増加 な 可 算列 d0 vD d1 vD · · · に 対し て 最小上界が 存在す る も の で あ る 。最小上界は 列
に 対し て 一 意 に 定ま る の で 、こ れ を

⊔
n∈N dn と 書く 。

3. ω-完備点付き 半順序集合 (ω-complete pointed partial order、略し て ω-CPPO) と は 、ω-CPO

(D,vD) で 最小元が あ る も の の こ と で あ る 。最小限は 一 意 に 定ま る の で 、こ れ を ⊥D と 書く
6。

以降で は 「 D を ω-CPO (ω-CPPO) と す る 」 と 宣言し た 時、その 台集合を 同じ 文字 D、順序を vD、

(最小元を ⊥D) で 表わ す こ と に す る 。

以下 は ω-CPO の 例で あ る 。

1. 任意 の 集合 X 上の 元の 一 致の 関 係 =X は 明ら か に 反射律、推移 律、反対称律を 満た す 。よ っ

て (X,=X) は ω-CPO と な る 。

2. 集合 X の 部分集合全体 P(X) は 包含 関 係に よ る 順序で ω-CPPO と な る 。最小元は 空 集合、ま

た 単調増加 列 d0 ⊆ d1 ⊆ · · · の 最小上界は ⋃
i∈N di で 与えら れ る 。

3. {⊥ v >} と いう ω-CPPO を Sierpinski space と 言い、O で 表す 。

4. 自然数の 集合 N に 一 点∞ を 追加 し た 集合 N ∪ {∞} は 以下 の 全順序に よ り ω-CPPO と な る 。

こ れ を ω で 表わ す 。

0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤ ∞

ω-CPO は 単調増加 列の 最小上界を 取る 事の で き る 半順序集合で あ る 。よ っ て ω-CPO の 間 の 写像を

定義 す る 際、順序と 最小上界を 取る 操作に 対し て 考慮す る の が 自然で あ る 。

定義 5.2 D,D′ を ω-CPO と す る 。

6ω-CPO を predomain、ω-CPPO を domain と 呼ぶ 教 科 書も あ る 。
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1. 関 数 f ∈ D→ D′ が 単調で あ る と は f が D の 順序を 保つ 、つ ま り 任意 の x, y ∈ D に 対し

x vD y =⇒ f (x) vD′ f (y)

が 成立す る こ と で あ る 。

2. 関 数 f ∈ D → D′ が 連続で あ る と は f が 単調か つ D中の 任意 の 単調増加 列の 最小上界を 保

つ 、つ ま り d0 vD d1 vD · · · と いう D中の 単調増加 列に 対し

f


⊔

n∈N
dn

 =
⊔

n∈N
f (dn)

が 成立す る こ と で あ る 。D か ら D′ へ の 連続関 数全体の 集合を [D→ D′] と 表す 。

例えば 任意 の k ∈ N に 対し て 以下 の 関 数は ω か ら O へ の 連続関 数と な る 。

δk(x) =


> x ≥ k

⊥ x < k

し か し 、δ∞ は 単調で あ る も の の 連続に は な ら な い。

5.2 ω-CPO の 構成

直積 D,D′ を ω-CPO と す る 。集合 D × D′ 上に 以下 の 順序を 定め る 。

(d, d′) vD×D′ (e, e′) ⇐⇒ d vD e ∧ d′ vD′ e′

順序集合 (D × D′,vD×D′ ) は ω-CPO と な る 。こ れ を D × D′ と 表わ す 。

命題 5.3 D,D′,D′′ を ω-CPO と せ よ 。

1. 任意 の 連続関 数 f ∈ [D→ D′], g ∈ [D→ D′′] に 対し て

λx . ( f (x), g(x)) ∈ [D→ D′ × D′′]

で あ る 。

2. 以下 で 定義 され る 関 数 π ∈ D × D′ → D, π′ ∈ D × D′ → D′ を 射影関 数と いう 。

π(x, y) = x, π′(x, y) = y

射影関 数は 連続で あ る 。つ ま り

π ∈ [D × D′ → D], π′ ∈ [D × D′ → D′]

で あ る 。
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連続関 数空 間 D,D′ を ω-CPO と す る 。[D→ D′]上に 以下 の 順序を 定め る 。

f v[D→D′ ] g ⇐⇒ ∀x ∈ D . f (x) vD′ g(x)

順序集合 ([D→ D′],v[D→D′]) は ω-CPO と な る 。こ れ を [D→ D′] と 表わ す 。

命題 5.4 D,D′,D′′ を ω-CPO と す る 。

1. 連続関 数 f ∈ [D × D′ → D′′] に 対し て 以下 で 定義 され る 関 数 λ( f ) ∈ D → (D′ → D′′) を f の

カ リー 化 と 言う 。

λ( f )(x) = λy . f (x, y)

カ リー 化 し た 関 数は 連続で あ る 。つ ま り

λ( f ) ∈ [D→ [D′ → D′′]]

で あ る 。

2. 以下 で 定義 され る 関 数 ev ∈ ((D→ D′) × D)→ D′ を 評価 関 数と 言う 。

ev( f , x) = f (x)

評価 関 数は 連続で あ る 。つ ま り

ev ∈ [[D→ D′] × D → D′]

を 満た す 。

簡単な 事実と し て 、D が ω-CPO で D′ が ω-CPPO の 場合 [D→ D′] は ω-CPPO と な る 。

持ち 上げ D を ω-CPO と す る 。D に 含 ま れ な い元 ⊥ を 取り 、集合 D∪ {⊥}上に 以下 の 順序 vD⊥ を

定め る 。

x vD⊥ y ⇐⇒ x = ⊥ ∨ x vD y

順序集合 (D ∪ {⊥},vD⊥) は ω-CPPO と な る 。こ れ を D⊥ と 表わ す 。ま た 、D か ら D⊥ へ の 包含 写像
(連続で あ る ) を b−c で 表わ す 。

定義 5.5 D,D′ を ω-CPO と せ よ 。こ の と き seq ∈ [D⊥ × [D→ D′⊥]→ D′⊥] を 以下 で 定義 す る 。

seq(⊥, f ) = ⊥, seq(bxc, f ) = f (x)

実際に は こ の 関 数は 以下 の let記法に よ っ て 用いら れ る 。今 e を D⊥ の 元、e′ を x ∈ D に よ っ て 一

意 に 定ま る D′⊥ の 元と し た 場合、let bxc be e in e′ と 書いて seq(e, λx . e′) を 表わ す と す る 。

5.3 最小不動点

5節の 先頭で 単な る 集合と それ ら の 間 の 写像に は 不動点を 構成す る の に 十分な 構造が 無いと いう

問題を 指摘し た 。一 方、ω-CPPO上の 連続関 数に 関 し て は 常に 不動点を 構成す る こ と が で き る 。

命題 5.6 D を ω-CPPO と し 、 f ∈ [D→ D] と せ よ 。

平成19年度(第29回)数学入門公開講座テキスト(京都大学数理解析研究所，平成19年7月30日～8月2日開催)



1. ⊥D v f (⊥D) v f ( f (⊥D)) v · · · v f (n)(⊥D) v · · · と いう 単調増加 列の 最小上界
⊔

n∈N
f (n)(⊥D)

は f の 不動点で 最小の も の と な る 。

2. 写像 fix : f 7→ ⊔
n∈N f (n)(⊥D) は [D → D] か ら D へ の 連続写像で あ る (つ ま り fix ∈ [[D →

D]→ D])。

5.4 PCF の 表示的意 味論

準備が 整っ た の で 、PCF の 領域 理論に よ る 表示的意 味論を 与える 。型と プ ログ ラム の 解釈を 以下

で 与える 。

型の 解釈 型 τ に 対し て ω-CPO [[τ]] を 再帰的に 定義 す る 。

[[nat]] = (N,=N), [[τ⇒ τ′]] = [[[τ]]→ [[τ′]]⊥]

型の 解釈を 型文脈の 解釈に 自然に 拡張す る 。

[[x1 : τ1, · · · , xn : τn]] = [[τ1]] × · · · × [[τn]]

型文脈が 空 列の 時は その 解釈を 一 点集合 {∗} と す る 。

プ ログ ラム の 解釈 プ ログ ラム Γ ` M : τ に 対し て 連続関 数

[[M]] ∈ [[[Γ]]→ [[τ]]⊥]

を 型判定の 導出に 関 し て 再帰的に 定義 す る 。値域 が [[τ]] の 持ち 上げに な っ て いる の は 、M の

実行が 停止し な い事を 元 ⊥ に よ り 表現で き る よ う に す る た め で あ る 。Γ が 空 列の 時は [[M]]

を [[τ]]⊥ の 元と 同一 視す る 。以下 で は Γ中の i番目の 位置の 変数を xi で 表わ す 。ま た 、ρ を

(v1, · · · , vn) と いう 仮 引 数の 略記と す る 。

[[xi]] = λ(v1, · · · , vn) . bvic (n は 型文脈 Γ の 長さ)

[[n]] = λρ . bnc
[[fun(x : τ) . M]] = λρ . bλx . [[M]](ρ, x)c

[[M N]] = λρ . let bnc be [[N]]ρ in let bmc be [[M]]ρ in ev(m, n)

[[succ M]] = λρ . let bmc be [[M]]ρ in bm + 1c

[[pred M]] = λρ . let bmc be [[M]]ρ in


b0c m = 0

bm − 1c m > 0

[[ifzero L then M else N]] = λρ . let blc be [[L]]ρ in


[[M]]ρ (l = 0)

[[N]]ρ (l , 0)

[[rec f (x : τ) : τ′ . M]] = λρ . bfix(λh . λv . [[M]](ρ, h, v))c

表示的意 味論の 例を 見て み よ う 。3.1節で 見た 足し 算の プ ログ ラム ` add : nat⇒ nat⇒ nat を 表

示的意 味論で 解釈す る と 以下 の 元 [[add]] ∈ [N→ [N→ N⊥]⊥]⊥ と な る 。

[[add]] = bλx . bfix(h x)cc
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こ こ で h ∈ [N→ [[N→ N⊥]→ [N→ N⊥]]] は 以下 の 連続写像で あ る 。

h = λx . λ f . λy .


bxc (y = 0)

let bzc be f (y − 1) in bz + 1c (y > 0)

表示的意 味論に お いて add が 実際に 自然数上の 加 算と な っ て いる こ と を 確認し よ う 。

命題 5.7 任意 の n,m ∈ N に 対し て [[add n m]] = [[n + m]] = bn + mc が 成立す る 。
証明 ま ず 、簡単な 計算か ら 以下 の 等式を 得る 。

[[add n m]] = fix(h n)(m) = h n (fix(h n)) m

右の 等号は fix(h n) が h n の 不動点で あ る こ と を 用いて いる 。次に h n (fix(h n)) m = bn + mc を m に

関 す る 帰納法で 証明す る 。

• m = 0 の 時。h n (fix(h n)) 0 = bnc よ り 良い。

• m > 0 の 時。h n (fix(h n)) m = let bzc be fix(h n) (m − 1) in bz + 1c で あ る 。帰納法の 仮 定か ら
fix(h n) (m − 1) = bn + m − 1c。よ っ て h n (fix(h n)) m = bn + m − 1 + 1c = bn + mc を 得る 。

ゆ えに [[add n m]] = [[n + m]] = bn + mc が 成立す る 。

6 Adequacy

それ で は こ の 講義 の ゴ ー ルで あ る adequacy に つ いて 紹介す る 。PCF の adequacy と は 、表示的意

味論と 操作的意 味論が 「 観測可 能な 範囲 に お いて 一 致す る 」 と いう 主張で あ る 。

ま ず 簡単に 分か る の は 以下 の 定理で あ る 。

定理 6.1 任意 の プ ログ ラム ` M : τ に つ いて M ⇓ V な ら ば [[M]] = [[V]] で あ る 。

証明 M ⇓ V に 関 す る 帰納法で 証明す る 。

こ の 定理か ら 、表示的意 味論は 操作的意 味論の 実行ス テ ップ を 正し く 抽象化 し 、プ ログ ラム の 返す

値を 捉えて いる と 理解で き る 。し か し な が ら 、こ の 定理の 逆 は 一 般に は 成立し な い。実際、

[[fun(x : nat) . 0]] = [[fun(x : nat) . pred 1]] = bλx . b0cc

で あ る が 操作的意 味論に お いて は

fun(x : nat) . 0 6⇓ fun(x : nat) . pred 1

で あ る 。

こ の 現象は 特に 関 数型の 値で 起 こ る 。と いう の も 操作的意 味論で は 、関 数型の 値は プ ログ ラム そ

の も の で あ り 、表示的意 味論が 着目し て いる 入出力関 係よ り も 細か な 情報 (=実行手順) を 有し て い

る か ら で あ る 。従っ て 、我々 は 操作的意 味論と 表示的意 味論を 比較す る 際、観測す る 型を 全て の 型

で は な く 、nat型の み 制限に す る 。実際、現実の 関 数型言語に お いて ユ ー ザ ー が 見る 事の で き る 値

は 自然数と いっ た 基本的な デ ー タ 型の も の に 限ら れ て お り 、関 数型の 値は 見えな い。こ の 事か ら も

観測す る 型の 範囲 を nat型の み に 制限す る の は 妥当な よ う に 思わ れ る 。

以上の 議 論に 従い、我々 は 操作的意 味論と 表示的意 味論を nat型の プ ログ ラム の 実行結果 に よ り

比較す る 。ま ず 、定理 6.1 の 帰結と し て 次が 言える 。
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定理 6.2 任意 の プ ログ ラム ` M : nat と n ∈ N に 対し M ⇓ n な ら ば [[M]] = bnc で あ る 。
次に 定理 6.2 の 逆 を 考える 。

任意 の プ ログ ラム ` M : nat と n ∈ N に 対し [[M]] = bnc な ら ば M ⇓ n で あ る 。

こ れ を 示す に は 以下 を 示せ ば 十分で あ る こ と に 気 付く 。

任意 の プ ログ ラム ` M : τ に 対し [[M]] , ⊥ な ら ば あ る 値 V ∈ Cτ が 存在し て M ⇓ V で

あ る 。

と いう の も nat型の 値 V,W に 限り 、[[V]] = [[W]] な ら ば V = W が 言える か ら で あ る 。し か し 上の 主

張を 一 般化 し 、Γ ` M : τ の 型判定の 導出に 関 す る 帰納法で 証明し よ う と す る と 適用形式の 所で つ

か えて し ま う 。操作的意 味論で は 適用形式の 実行を 以下 の 規 則で 定義 し て お り 、

M ⇓ fun(x : τ) . M′ N ⇓ W M′[W/x] ⇓ V
M N ⇓ V

帰納法の 仮 定は M と N に 対し て は 用意 され て いる が 、M′[W/x] に は 用意 され て いな いた め で あ る 。

こ の 問題を 回避す る に は よ り 洗練され た 方法を 考える 必要が あ る 。Plotkin は [6] に お いて adequacy

relation を 導入し て 上の 主張を 証明し た 7。Adequacy relation と は 型 τ に 関 し て 再帰的に 定義 され た

二項関 係 Rτ ⊆ [[τ]] ×Cτ で あ る 。

(n,m) ∈ Rnat ⇐⇒ n = m

( f , fun(x : τ) . M) ∈ Rτ⇒τ′ ⇐⇒ ∀(v,V) ∈ Rτ . ( f (v), M[V/x]) ∈ T (Rτ′)

た だ し T (Rτ) は 以下 で 定義 され る [[τ]]⊥ と {M | ` M : τは プ ログ ラム } の 間 の 二項関 係で あ る 。
(x, M) ∈ T (Rτ) ⇐⇒ ∀y ∈ [[τ]] . x = byc =⇒ (∃V . M ⇓ V ∧ (y,V) ∈ Rτ)

こ の よ う に 、型に 関 す る 帰納法で 作ら れ た 意 味論間 の 関 係を 論理関 係と 呼ぶ こ と が あ る 。

補題 6.3 任意 の 型 τ と プ ログ ラム ` M : τ に 対し て 以下 が 成立す る 。

1. (⊥,M) ∈ T (Rτ) で あ る 。

2. d0 v d1 v · · · が [[τ]]⊥中の 単調増加 列で (di, M) ∈ T (Rτ) な ら ば (
⊔

i∈N di, M) ∈ T (Rτ) で あ る 。

証明 型に 関 す る 帰納法で 証明す る 。

補題 6.4 (Basic Lemma) x1 : τ1, · · · , xn : τn ` M : τ を プ ログ ラム と し 、(bvic, Mi) ∈ T (Rτi) (1 ≤ i ≤ n)

と し た 時 ([[M]](v1, · · · , vn), M[M1/x1, · · · , Mn/xn]) ∈ T (Rτ) で あ る 。

証明 プ ログ ラム x1 : τ1, · · · , xn : τn ` M : τ の 導出に 関 す る 帰納法で 証明す る 。

系 6.5 任意 の プ ログ ラム ` M : nat と n ∈ N に 対し [[M]] = bnc な ら ば M ⇓ n で あ る 。

定理 6.6 (Adequacy) 任意 の プ ログ ラム ` M : nat と n ∈ N に 対し 以下 が 成立す る 。

[[M]] = bnc ⇐⇒ M ⇓ n

Adequacy に よ り 、表示的意 味論は プ ログ ラム の 実行過程を 抽象化 し つ つ も 自然数の 計算を 行う

プ ログ ラム の 停止性に 関 し て 正し く モ デ ルし て いる 意 味論で あ る こ と が 分か っ た 。こ の こ と か ら 、

あ る プ ログ ラム ` M : nat の 停止性を 調べ る 事を [[M]] = ⊥ と いう 問題に 帰着させ る こ と が 可 能と
な る 。

7元の adequacy relation は 名前呼び PCF の た め に 定義 され て いた 。本講義 ノ ー ト で は それ を 値呼び PCF の た め に 変更し
て あ る 。
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7 Full Abstraction

最後に full abstraction に つ いて 言及 す る 。プ ログ ラム ` M,N : τ を 操作的意 味論で 比較す る 時、

τ が nat で な い限り 、M,N の 実行結果 で M,N を 比較す る こ と は で き な い事を 前節で 述べ た 。と い

う の も 関 数型の 値は 実行手順その も の を 情報と し て 持っ て いる た め 比較す る 事に は 意 味が 無いか ら

で あ る 。従っ て 我々 は プ ログ ラム が 返す 値を 比較す る と いう ア イ デ ア を 捨て 、プ ログ ラム の 果 た す

役割を 比較す る と いう ア イ デ ア を 導入す る 。ま ず M を あ る 位置に 含 む プ ログ ラム ` C[M] : nat を

考える 。こ の プ ログ ラム か ら M を 抜き 取る と 穴が 一 つ 空 いた プ ログ ラム C[−] を 得る 。こ れ を 文脈

と 言う 。文脈の 穴に N を あ て は め た プ ログ ラム を ` C[N] : nat と す る 。こ の 時も し

C[M] ⇓ n =⇒ C[N] ⇓ n

が 成立し た ら 、M の C[−]中に お け る 役割は N に よ っ て も 果 た す こ と が で き る 、あ る いは C[M]中

の M を N で 置き 換えて も 違 いが 観測で き な い、と 言える 。そし て こ の 事が 任意 の 文脈 ` C[−] : nat

に 対し て 成立し た ら 、我々 は M の PCF で の 役割は N に よ っ て も 果 た せ る 、つ ま り 任意 の プ ログ ラ

ム 中の M を N で 置き 換えて も 違 いが 観測で き な いと 考えら れ る 。こ の 時我々 は M . N と 書く こ

と に し よ う 。こ の 二項関 係 . は 前順序 (定義 5.1 の 反射律と 推移 律を 満た す 二項関 係) に な る た め 、

文脈前順序と 呼ば れ る 。こ の 前順序か ら 作ら れ る 同値関 係M ' N ⇐⇒ M . N ∧ N . M は 文脈同

値と 呼ば れ る 。

文脈前順序は 自然な 概念の 定式化 で あ る も の の 、それ を 具 体的な プ ログ ラム に 対し て 示す の は 一

般に は 難し い問題で あ る 。と いう の も 、文脈前順序の 定義 は 「 任意 の 文脈に つ いて 」 と いう 出だ し

で 始ま っ て お り 、ま た 操作的意 味論と いう 具 体的な モ デ ルに お いて 定義 され て いる か ら で あ る 。

前節で 示し た adequacy か ら 以下 を 導く こ と が で き る 。

命題 7.1 任意 の 型 τ と プ ログ ラム ` M,N : τ に 対し 、[[M]] v [[N]] な ら ば M . N で あ る 。

系 7.2 任意 の 型 τ と プ ログ ラム ` M,N : τ に 対し 、[[M]] = [[N]] な ら ば M ' N で あ る 。

し か し 、命題 7.1 の 逆 は 、系 7.2 の 逆 に 反例が 存在す る た め 成立し な い。反例の 構築に は あ る 型 τ

の 解釈 [[τ]] の 中か ら 、任意 の ` M : τ に 対し て [[M]] , x と な る 元 x ∈ [[τ]]⊥ を 見つ け る 事が ポ イ ン
ト と な る 。その 典型的な 例が 以下 の parallel or と 呼ば れ る も の で あ る 。

定義 7.3 以下 の 連続関 数 porτ ∈ [[[[τ]]→ N⊥] × [[[τ]]→ N⊥] × [[τ]]→ N⊥] を 定義 す る 。

porτ( f , g, x) =



b0c f (x) = b0c
b0c g(x) = b0c
b1c ∃n,m > 0 . f (x) = bnc ∧ g(x) = bmc,
⊥ otherwise

ま た 、Porτ = λ f . bλg . bλx . porτ( f , g, x)cc ∈ [[(τ⇒ nat)⇒ (τ⇒ nat)⇒ τ ⇒ nat]] と 置く 。

こ の 関 数は f (x) (ま た は g(x)) の 結果 が 未定義 で も g(x) (ま た は f (x)) が b0c を 返せ ば b0c を 返し 、
f (x), g(x) が ど ち ら も b0c以外の 数を 返せ ば b1c を 返す 。こ の こ と か ら 、por は 内部で f (x) と g(x) の

計算を 並行に 行い、ど ち ら か が b0c、あ る いは ど ち ら も b0c以外の 数を 返す の を 待つ ア ルゴ リズ ム
で あ る と 考えら れ る 。し か し 、こ の よ う な 並行計算の 機構は PCF に は 備わ っ て いな いた め 、上の

連続写像を PCF に よ り 与える こ と は で き な い。

命題 7.4 任意 の 型 τ と PCF の プ ログ ラム ` M : (τ ⇒ nat) ⇒ (τ ⇒ nat) ⇒ τ ⇒ nat に 対し

[[M]] = bPorτc と な る も の は 存在し な い。

平成19年度(第29回)数学入門公開講座テキスト(京都大学数理解析研究所，平成19年7月30日～8月2日開催)



系 7.2 の 逆 の 反例は 、プ ログ ラム ` M1, M2 : ((nat ⇒ nat) ⇒ (nat ⇒ nat) ⇒ nat ⇒ nat) ⇒ nat で 、

M1 ' M2 か つ 、[[M1 x]](Pornat) , [[M2 x]](Pornat) と な る よ う な も の に よ っ て 与えら れ る 。

命題 7.1 の 逆 が 成立す る よ う な 表示的意 味論を fully abstract な 表示的意 味論と 言う 。上の 反例は

本講義 ノ ー ト で 示し た 表示的意 味論が fully abstract で 無い事を 意 味す る 。fully abstract な 表示的意

味論の 探求 は full abstraction問題と 呼ば れ 、プ ログ ラミ ング 意 味論の 研 究 の 大き な テ ー マ の 一 つ と

な っ た 。PCF の full abstraction問題は 名前呼び PCF に お いて 先に 良く 研 究 され 、幾 つ か の 解決案

が 提案され た 。

• 上の 反例に お いて 、por が 書け な いの は PCF の 表現能力が 弱いの が 問題で あ る と 考え、PCF

を 拡張し て full abstraction を 達成す る 方法。こ の ア プ ロー チ は [6, 2] に 見ら れ る 。

• 上の 反例は 型の 解釈に PCF で 与える 事の で き な い元が 含 ま れ て いる の が 原因 で あ る と 考え、

論理関 係を 用いて 型の 解釈か ら por の よ う な 元を 排除す る 方法 [9, 5, 7]。

• 上の 反例に お いて 、プ ログ ラム が 入力を ど の よ う に ア ク セ ス す る か と いう 側面を 表示的意 味
論が 正確に モ デ ルし て いな いた め に por の よ う な 元が 型の 解釈に 紛れ 込ん だ と 考え、プ ログ

ラム の 入力へ の ア ク セ ス を 対話す る 二人の 間 の ゲ ー ム と 捉えて 表示的意 味論を 再構築す る 方

法 [4, 1]。こ の 表示的意 味論は ゲ ー ム 意 味論と 呼ば れ る 。1990年代後半か ら 盛ん に 研 究 され 、

PCF に 限ら ず 様々 な プ ログ ラミ ング 言語の fully abstract な 表示的意 味論を 与える こ と に 成功

し て いる 。

ま た 、Milner は PCF の プ ログ ラム を 文脈同値で 割り 、極 限を 追加 す る こ と で fully abstract な 表示

的意 味論を 作っ た 。こ の 意 味論は 文脈同値か ら 出発し て 構築され た の で 、満足の 行く 解答と は 見な

され な か っ た が 、fully abstract な 表示的意 味論を 与える た め の 十分条件を 特定す る の に 役立っ た 。

値呼び PCF に お いて も full abstraction問題は 考察され 、[8, 3] と いっ た 解決案が 提案され て いる 。
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