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1 意 味論に つ いて

プ ログ ラミ ング 言語の 意 味論と は 、広い意 味で は 文字列で あ る プ ログ ラム に 何 ら か の 「 意 味」 を

対応 させ る 事で あ る 。普段、私た ち は プ ログ ラム に 対し コ ンパ イ ラや イ ンタ プ リタ に よ っ て 機械語

や 計算機の 振舞いを 対応 づ け 、それ ら を 実際の 計算機で 動か す こ と で 実用的な 恩 恵を 受け て いる 。

一 方、プ ログ ラミ ング 言語の 理論的な 研 究 に お いて は 、プ ログ ラム に 対し て その 挙 動を 表現す る

よ う な 数学的な 対象や 構造を 対応 させ 、それ ら を 数学的な 道具 や 知識を 援 用し て 分析す る こ と で 、

プ ログ ラム や 言語の 性質を 調べ る と いう こ と を す る 。こ の 対応 づ け を 研 究 す る 分野を （ 狭 い意 味で

の ） プ ログ ラミ ング 言語の 意 味論と 言い、こ れ が 私の 講義 の ト ピ ック で あ る 。

本講義 で は プ ログ ラミ ング 言語 PCF (Programming language for Computable Functions) の 意 味論

を 論じ る 。PCF は 自然数と その 上の 高階関 数の 計算に 特化 し た プ ログ ラミ ング 言語で あ る 。意 味論

に は 様々 な ス タ イ ルが あ る が 、今回は 二通り の 意 味論を 紹介す る 。一 つ は 操作的意 味論と 呼ば れ 、

計算機の 上で イ ンタ プ リタ を 実装す る の に 似た 自然な 意 味論で あ る 。も う 一 つ は 表示的意 味論と 呼

ば れ 、プ ログ ラム に 対し その 入出力関 係を 表現す る 関 数を 対応 させ る 意 味論で あ る 。こ の 二つ の 意

味論の 間 に は 「 観測可 能な 範囲 に お いて プ ログ ラム に 同じ 意 味を 与える 」 と いう 、 adequacy と 呼

ば れ る 関 係が 成り 立つ 。本公開講座は こ の adequacy を 目指し て 講義 を 進め た い。

2 表記法

自然数の 集合を N で 表わ す 。集合 X か ら Y へ の 写像全体の 集合を X → Y で 表わ す 。括弧が 多く

な る と 判断し た 場合、 f (x) の 括弧を 省略し て f x と 書く こ と に す る 。こ の 省略が 続いた 場合は 左か

ら 順に 省略が 行な わ れ て いる も の と す る 。例えば f x y z は (( f x) y) z = (( f (x))(y))(z) と な る 。集合

X の 元に 対し て 集合 Y の 元を 一 意 に 割り 当て る 対応 x 7→ e が あ っ た 時、こ の 対応 が 定め る X か ら

Y へ の 写像を λx . e と 書く 。例えば 対応 x 7→ x2 + x + 1 が 定め る 写像を λx . x2 + x + 1 と 書く 。

3 プ ログ ラミ ング 言語PCF

3.1 PCF と は

こ の 節で は PCF を 非形式的に 説明す る 。PCF は 型付き ラム ダ 計算を 基盤と し た 単純な 文法を 持つ

プ ログ ラミ ング 言語で あ る 。本講義 で 紹介す る の は 値呼び (call-by-value) の PCF で あ る 。こ れ と は

別に 名前呼び (call-by-name) の PCF と 言う の も あ る 。こ れ ら の 区 別は 後程説明す る 。以降、M,N, L

は PCF の プ ログ ラム を 表わ す と す る 。
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PCF は 自然数と その 上の 高階関 数の 計算に 特化 し て お り 、自然数の 加 減と (再帰) 関 数の 生成や

呼び 出し と いっ た 機構を 備えて いる 。一 方で 現実の プ ログ ラミ ング 言語が 備える 実用的な 機能、例

えば フ ァ イ ル入出力、画面表示、ネット ワー ク と いっ た 機器 の 操作や 、オ ブ ジェ ク ト や ポ イ ンタ 、

配列と いっ た 機構は 備えて いな い。

PCF の プ ログ ラム の 実行が 停止し た な ら ば 結果 が 必ず 一 つ 返っ て く る 。PCF に は 以下 に 述べ る

プ ログ ラム 形式が あ る 。

1. 最も 単純な PCF の プ ログ ラム 形式は 自然数

0, 1, 2, · · ·

で あ る (数学的な 自然数と PCF の 自然数を 区 別す る た め 上線が 引 か れ て いる )。自然数を 実行

す る と その も の が 結果 と し て 返っ て く る 。ま た 、PCF に は

succ M, pred M

と いう プ ログ ラム の 形式が あ る 。こ れ ら を 実行す る と M の 実行結果 に 1 を 足し た / 引 いた 結

果 が 返っ て く る 。な お pred 0 の 実行結果 は 0 で あ る 。例えば succ (succ 5) と いう プ ログ ラ

ム を 実行す る と 7 が 返っ て く る 。

実用的な プ ログ ラミ ング 言語は 自然数上の 演 算を 豊富に 持つ が 、PCF は succ と pred の 2 つ

し か 持た な い。し か し な が ら (効率の 問題を 除け ば ) こ れ ら の 演 算と 後に 述べ る 再帰関 数形式

を 組み 合わ せ る こ と で 加 減乗除、も っ と 強 く 言っ て 自然数上の 計算可 能な 部分関 数全て を 表

現で き る 。

2. 次に 単純な プ ログ ラム 形式は 変数

x, y, z, · · ·
で あ る 。プ ログ ラム の 実行時、各変数に は 何 ら か の 値が 割り 当て ら れ て お り 、変数を 実行す

る と それ に 割り 当て ら れ た 値が 結果 と し て 返っ て く る 。こ の 割り 当て は プ ログ ラム の 実行の

進展に よ っ て 動的に 変わ る 。

例えば 、x に 5 が 割り 当て ら れ て いる 時に pred x を 実行す る と 4 が 結果 と し て 返っ て く る 。

3. PCF は あ る プ ログ ラム の 実行結果 が 0 か ど う か で 条件分岐を す る 形式

ifzero L then M else N

を 備えて いる 。こ の 形式を 実行す る と プ ログ ラム L が 実行され 、その 結果 が 0 か そう で な い

か に よ り M か N の 実行結果 が 返っ て く る 。例えば ifzero (pred x) then M else N を 実行す る

と 、x に 0 ま た は 1 が 割り 当た っ て いる 場合は M の 実行結果 が 、そう で な い場合は N の 実

行結果 が 返っ て く る 。

4. PCF で は プ ログ ラム も 計算結果 と な り 得る 。以下 の 関 数形式

fun(x : τ) . M

を 実行す る と 、「 あ る 値を 渡され た ら 、それ を x に 割り 当て て M を 実行し 、その 結果 を 返す

プ ログ ラム 」 その も の が 結果 と し て 即座に 返っ て く る 1。こ の プ ログ ラム は 「 x 7→ M と いう
1こ の 時 M は 実行され な い。
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