
離散凸関数と劣モジュラ性

藤重悟

(京都大学数理解析研究所)

要旨：整数格子点上の「凸関数」をどのように定義するのが自然だ

ろうか？　マトロイドや劣モジュラ関数は，グラフやネットワークの

最適化において極めて基本的であり有用で美しい離散構造である. 本
講義では，そのような離散構造を一般化する道の先に見えてくる離散

凸関数についてその概要を紹介する. これは，多くの離散最適化研究
者がその発展に関わり室田一雄氏 (東大)によって体系化され完成され
た「離散凸解析」の ‘はやわかり入門’のお話である.

全学共通科目「現代の数学と数理解析」，2011年 6月 24日 (数理解析研究所にて)

—————————————————————————————

整数格子点上の整数値関数について、

L\凸関数 = Freudenthal単体分割に関する凸拡張可能な関数

m (凸共役) (Legendre-Fenchel変換)

M\凸関数 =整数一般化ポリマトロイド上でアフィンな多面体的凸関数
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[準備]

凸集合

凸でない集合

→
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凸集合と支持超平面

分離超平面

→
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凸関数
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関数のエピグラフ
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関数の凸性=そのエピグラフの凸性
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−fが凸関数のとき，fを凹関数という.

[準備終わり]
→
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離散凸関数をどう定義するべきか？

１次元の離散的な関数 f(x)
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区分線形化で考えればよい（？）（凸関数（？））
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２次元の離散的な関数ではどうすればよいか？
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これで，凸関数？
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これだと，凹関数？
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凸包：上側で凹関数，下側で凸関数
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このような凸包の下側で決まる凸関数 f̄を関数 fの凸化という. 元の
定義域の各点 xにおいて f̄(x) = f(x)であるとき、f̄ を f の凸拡張と

いう. (凸包の上側を考えて凹化，凹拡張を同様に定義する. )

単位格子点上の任意の関数 (=集合関数)は，凸拡張も凹拡張も可能で
ある!

では，...... どうしたらよいのか？
→
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離散的な凸関数の概念は（拡張される）定義域の単体分割に依存する！
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定められた単体分割に関する離散凸関数

→
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２次元整数格子点に関する平面の単体分割（三角形分割）
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図 1: Freudenthal単体分割 (Coxeter-Freudenthal単体分割)

→
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図 2:ユニオンジャック単体分割
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図 3: K ′
1 (M. Todd)
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Freudenthal単体分割に関する離散凸関数＝L\凸関数

これは，Favati and Tardella (1990)による

Submodular integrally convex function

と同値である.

(L\凹関数を同様に定義する. )
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図 4: R2の Freudenthal単体分割.

→

17



[0, 1]2のFreudenthal単体分割

� ��� ��� � � � ���

� � � � �� ��� � �

� � � � �

� � �	�

→

18



[0, 1]3のFreudenthal単体分割
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{0, 1}2上の離散的関数 fの区分線形拡張 f̂ はどのように決まるのか？
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例：点 x = (0.3, 0.8)における f̂の値の決定

��� ���
��� �

�	� 


� � �

��� �
� ��� ���
��� �

��� 	

� � �

�
� ���

x = (0.3, 0.8)

= (1.0 − 0.8) × (0, 0) + (0.8 − 0.3) × (0, 1) + 0.3 × (1, 1)

= 0.2 × (0, 0) + 0.5 × (0, 1) + 0.3 × (1, 1)

(単体（セル）の端点 (0, 0), (0, 1), (1, 1)の凸結合による点 xの表現)

したがって，x = (0.3, 0.8)のとき，

f̂(x) = 0.2 × f(0, 0) + 0.5 × f(0, 1) + 0.3 × f(1, 1)

→
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一般のn次元 [0, 1]nの場合: 集合関数 fの Lovász拡張 f̂
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部分集合の鎖 ∅ ⊆ X1 ⊂ X2 ⊂ · · · ⊂ Xk ⊆ {1, · · · , n} に対して，

x =
k∑

i=1
λiχXi

(λi > 0, ∀i = 1, · · · , n;
k∑

i=1
λi = 1)

(X ⊆ {1, · · · , n}に対して, χXはXの特性ベクトル)のとき，

f̂(x) =
k∑

i=1
λif(Xi).

(これは，Choquet積分と呼ばれるものの特殊形. )
→
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—————————————————————————————–
x ∈ [0, 1]nに対して，その成分の非増加順

x(i1) ≥ x(i2) ≥ · · · ≥ x(in)

によって {1, 2, · · · , n}の順列 (i1, i2, · · · , in)が定まり，xの属する単体

（セル）(端点：χ∅, χ{i1,···,i`} (` = 1, · · · , n) )が求められる.

{1, 2, · · · , n}の順列 (i1, i2, · · · , in)に対応する単体（セル）は，

1 ≥ x(i1) ≥ x(i2) ≥ · · · ≥ x(in) ≥ 0

を満たす点 xの全体に一致する.
—————————————————————————————–

(注意)： xの成分を単調非増加順に並べたとき，x(i1) > x(i2) > · · · >

x(in)であるとき，かつ，そのときに限り，xの属するセルは一意的に

定まる.

(注意)：順列
(i1, · · · , ik−1, ik, ik+1, ik+2, · · · , in),
(i1, · · · , ik−1, ik+1, ik, ik+2, · · · , in)

に対応するセルは隣接する.（逆も真. ）接する共通の面（ファセット）
は超平面 x(ik) − x(ik+1) = 0で決まる.

→
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—————————————————————————————–
定理 (Lovász): 集合関数f : 2{1,···,n} → Rは，そのLovász拡張 f̂が凸関

数であるとき，かつ，そのときに限り，劣モジュラ関数である. すな
わち，すべてのX,Y ⊆ {1, · · · , n}に対して

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ).

—————————————————————————————–

(証明) [f̂ : 凸関数=⇒ f : 劣モジュラ関数]
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1
2(χX + χY ) = 1

2(χX∪Y + χX∩Y )

に注意して，

1
2(f(X) + f(Y )) = 1

2(f̂(χX) + f̂(χY ))

≥ f̂(1
2(χX∪Y + χX∩Y )) (f̂の凸性)

= 1
2(f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y )) (f̂の定義)

→
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[f : 劣モジュラ関数 =⇒ f̂ : 凸関数 ]
相異なる任意な２点 x, y ∈ [0, 1]nを考え，∀α ∈ [0, 1]に対して，

zα = (1 − α)x + αy

とおく. f̂(zα)をαの関数と考えて凸関数であることを示せばよい. そ
のためには，特に，２点x, yが隣接するセルの内部にあるとき，これ

が凸関数であることを示せば十分である (なぜか？). そこで，隣接す
るセルが，順列

(i1, · · · , ik−1, ik, ik+1, ik+2, · · · , in),
(i1, · · · , ik−1, ik+1, ik, ik+2, · · · , in)

に対応すると仮定する. すなわち，

X0 = ∅, Xp = {i1, · · · , ip} (p = 1, · · · , n),

Y0 = ∅, Yp = {i1, · · · , ip}(= Xp) (p ∈ {1, · · · , n} \ {k}),

Yk = Xk−1 ∪ {ik+1}

によって，

x =
n∑

p=0
λpχXp

(λp > 0), y =
n∑

p=0
µpχYp

(µp > 0),

zα = (1 − α)x + αy.

α∗ = λk/(λk + µk)とおいて，十分小さい ε > 0に対して，

1
2{f̂(zα∗−ε) + f̂(zα∗+ε)} − f̂(1

2(zα∗−ε + zα∗+ε))

= 1
2ε(λk + µk){f(Xk) + f(Yk) − f(Xk−1) − f(Xk+1)}

≥ 0.

(1
2(zα∗−ε + zα∗+ε) = zα∗, Xk−1 = Xk ∩ Yk, Xk+1 = Xk ∪ Ykに注意. ) 2

→
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局所劣モジュラ性と大域的劣モジュラ性

f(X ∪ {e}) + f(X ∪ {e′}) − f(X ∪ {e, e′}) − f(X) ≥ 0

(∀X ⊂ E, e, e′ ∈ E \ X, e 6= e′)

⇐⇒ f(X) + f(Y ) − f(X ∪ Y ) − f(X ∩ Y ) ≥ 0 (∀X, Y ⊆ E).

(証明) X \ X ∩ Y = {e1, · · · , ek}, Y \ X ∩ Y = {e′1, · · · , e′`}のとき，
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L\凸関数

f：整数格子点Zn上の関数

f̂：f から Freudenthal 単体分割によって区分線形に拡張されたRn上

の関数

x(1)

x(2)

O

z

f̂は整数格子点上の劣モジュラ関数

f̂(x) + f̂(y) ≥ f̂(x ∨ y) + f̂(x ∧ y) (x, y ∈ Zn)

ただし，

(x∨ y)(e) = max{x(e), y(e)}, (x∧ y)(e) = min{x(e), y(e)} (e ∈ E).
→
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f̂は整数格子点上の劣モジュラ関数

f̂(x) + f̂(y) ≥ f̂(x ∨ y) + f̂(x ∧ y) (x, y ∈ Zn)

(証明)
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(x(ei) − y(ei) = k > 0のとき eiが k回重複して現れる. e′iも同様. ) 2

→
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Favati-Tardellaによる中点凸性による特徴づけ

f(x) + f(y) ≥ f(d1
2(x + y)e) + f(b1

2(x + y)c) (∀x, y ∈ Zn).
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(注意) x + y = d1
2(x + y)e + b1

2(x + y)cおよび
f̂(1

2(x + y)) = 1
2{f(d1

2(x + y)e) + f(b1
2(x + y)c)}より，

1
2{f̂(x) + f̂(y)} ≥ f̂(1

2(x + y)) (∀x, y ∈ Zn).

これから，f̂の隣接するセル間での凸な曲がりが帰結される.
→
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整数格子点Zn上に定義されたL\凸関数 f

←→ Freudenthal単体分割に基づくRn上への凸拡張 f̂

f̂ (あるいは f )の共役凸関数 f̂ • (Legendre-Fenchel変換)

f̂ •(p) = sup{〈p, x〉 − f̂(x) | x ∈ Rn}

= sup{〈p, x〉 − f(x) | x ∈ Zn} (p ∈ (Rn)∗)

(ただし，〈p, x〉 =
∑n

i=1 p(i)x(i). )

ここで，fが整数値関数であるときには，共役凸関数 f̂ •を (Zn)∗に制

限して得られる関数を f •と書くと，f̂ •は f •の凸拡張である.

f̂ •および（fが整数値関数であるときの）f •をM\凸関数という.
(室田・塩浦によって別途定義された (多面体的な)M\凸関数と同値. )

(注意): M\凸関数 f̂ •からL\凸関数 (の凸化)f̂への共役変換

f̂(x) = sup{〈p, x〉 − f̂ •(p) | p ∈ (Rn)∗} (x ∈ Rn).

M\凹関数

L\凹関数 g : Zn → Rの共役凹関数 ĝ◦

g◦(p) = inf{〈p, x〉 − ĝ(x) | x ∈ Zn} (p ∈ (Rn)∗).

→
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f̂ •(p) = sup{〈p, x〉 − f̂(x) | x ∈ Rn}

= sup{〈p, x〉 − f(x) | x ∈ Zn} (p ∈ (Rn)∗)
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同一の点 x0で最大値を達成するすべての pに対して，f̂ •(p)は

f̂ •(p) = 〈p, x0〉 − f(x0)

という，勾配 x0の線形 (アフィン)関数である. そのような pの全体を

∂f(x0)と書き，点 x0における fの劣微分という.
→
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劣微分の定義から

p ∈ ∂f(x0) ⇐⇒ 〈p, x〉 − f(x) ≤ 〈p, x0〉 − f(x0) (∀x ∈ Zn)

⇐⇒ 〈p, x − x0〉 ≤ f(x) − f(x0) (∀x ∈ Zn)

例: fが劣モジュラ関数 f : 2{1,···,n} → Rのとき

x0 = χ∅において (XとχXを同一視して)

p ∈ ∂f(∅) ⇐⇒ 〈p, χX〉 ≤ f(X) − f(∅) (∀X ⊆ {1, · · · , n}).

f(∅) = 0のとき，〈p, χX〉(=
∑

e∈X p(e)) = p(X)と書くと，上式は

p(X) ≤ f(X) (∀X ⊆ {1, · · · , n}).

劣微分 ∂f(∅)は，劣モジュラ関数 fに関連する劣モジュラ多面体と呼

ばれ，P(f)と書かれる.
→
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劣モジュラ多面体P(f)(= ∂f(∅))の端点は，[0, 1]nのFreudenthal単体
分割の各単体 (セル)の内部における f̂の (一意に決まる)勾配 pである.
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例: 順列σ = (1, 2, · · · , n)に対応するセルSσ

Si = {1, 2, · · · , i} (i = 0, 1, · · · , n), [S0 ≡ ∅]

χSi
(i = 0, 1, · · · , n): セルSσの端点全体

セル Sσ 上で線形な関数 y = 〈p, x〉 + βとなっているから，

f(Si) = 〈p, χSi
〉 + β (i = 0, 1, · · · , n)

より，

β = f(S0)(= f(∅)),

p(i) = f(Si) − f(Si−1) (i = 1, 2, · · · , n).

注意: 勾配 pを決める連立１次方程式は，



1 0 0 · · · 0

1 1 0 · · · 0

1 1 1 · · · 0
... ... ... . . . ...
1 1 1 · · · 1





p(1)

p(2)

p(3)
...

p(n)


=



f(S1) − f(∅)
f(S2) − f(∅)
f(S3) − f(∅)

...
f(Sn) − f(∅)


係数行列：ユニモジュラ（単模）

（三角行列 −→ 貪欲アルゴリズム）

f : 整数値 =⇒ p: 整数ベクトル
→
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劣モジュラ関数に関連する多面体

f : 2E → R: 劣モジュラ関数 (E = {1, 2, · · · , n})
f(∅) = 0と仮定する.

劣モジュラ多面体 y(X) =
∑
e∈X

y(e)

P(f) = {y | y ∈ RE, ∀X ⊆ E : y(X) ≤ f(X)}

基多面体

B(f) = {y | y ∈ P(f), y(E) = f(E)}
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→

35



—————————————————————————————–

定理（Edmonds, Shapley): 任意の順列 (i1, i2, · · · , in)に対して，

Sk = {i1, · · · , ik} (k = 1, · · · , n), S0 = ∅,

y(ik) = f(Sk) − f(Sk−1) (k = 1, · · · , n)

によって定まる yは，基多面体B(f)の端点であり，かつ，すべての端

点はこのようにして定まる.

—————————————————————————————–

注意 (再掲)：この yは，順列σ = (i1, i2, · · · , in)で決まるセルSσ上の f̂

の勾配に等しい.
→
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w : {1, · · · , n} → R

————————————————————————————–

(最大基問題) Maximize
n∑

i=1
w(i)y(i)

subject to y ∈ B(f).

————————————————————————————–

(貪欲アルゴリズム) (Edmonds)

1. w(i1) ≥ w(i2) ≥ · · · ≥ w(in)とする.

2. Sk = {i1, · · · , ik} (k = 0, · · · , n)とおいて，

y(ik) = f(Sk) − f(Sk−1) (k = 1, · · · , n).

(yが最適解である. )

————————————————————————————–

各wに対する最大基問題の目的関数の最大値を f̃(w)として，重みベ

クトルwの関数と考えたとき，f̃はB(f)の支持関数 (support function)
と呼ばれる凸関数である.

→
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(注意)：w ∈ [0, 1]nであるとき，目的関数の最大値 f̃(w)は，

n∑
k=1

w(k)y(k) =
n∑

k=1
w(ik)(f(Sk) − f(Sk−1))

=
n−1∑
k=1

(w(ik) − w(ik+1))f(Sk) + w(in)f(Sn) (∗)

と表される. ここで，

w = (1 − w(i1))χ∅ +
n−1∑
k=1

(w(ik) − w(ik+1))χSk
+ w(in)χSn

であるから，(∗)は fのLovász拡張 f̂のwにおける値 f̂(w)に等しい.

Lovász拡張 f̂は基多面体B(f) (あるいは劣モジュラ多面体P(f))の支
持関数を [0, 1]n上に制限したものである. 2

劣モジュラ (集合)関数←→基多面体
←→基多面体の支持関数←→ [0, 1]n上のL\凸関数

→
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共役変換の基本的な性質 I

関数 f̂を

f̂0(x) = f̂(x − z) + 〈q, x〉 + β (x ∈ Rn)

と変換したとき，

f̂ •
0 (p) = sup{〈p, x〉 − f̂0(x) | x ∈ Rn}

= sup{〈p, x〉 − (f̂(x − z) + 〈q, x〉 + β) | x ∈ Rn}

= sup{〈p − q, x〉 − f̂(x − z) − β | x ∈ Rn}

= sup{〈p − q, x + z〉 − f̂(x) − β | x ∈ Rn}

= f̂ •(p − q) + 〈p − q, z〉 − β (p ∈ (Rn)∗)

共役変換の基本的な性質 II

整数格子点 z ∈ Znに対して，関数 f̂を単位超立方体 [z, z + 1]上に制

限して得られる関数を f̂[z,z+1]とおく. このとき，

f̂ •(p) = sup{〈p, x〉 − f̂(x) | x ∈ Rn}

= sup{〈p, x〉 − f̂(x) | x ∈ [z, z + 1], z ∈ Zn}

= sup{(f̂[z,z+1])
•(p) | z ∈ Zn}

M\凸関数 f̂ •を理解するには，M\凸関数 (f̂[0,1]n)
•を理解すればよい.

→
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M\凹関数 g
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基多面体と一般化ポリマトロイド
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(端点をもつ多面体を考える. )
————————————————————————–
定理（冨澤）：多面体P が基多面体であるための必要十分条件は，P

のすべての辺ベクトルが

(0, · · · , 0,±1, 0, · · · , 0,∓1, 0, · · · , 0)

の形のスカラ倍であることである.
————————————————————————–
系：多面体 P が一般化ポリマトロイドであるための必要十分条件は，

P のすべての辺ベクトルが

(0, · · · , 0,±1, 0, · · · , 0,∓1, 0, · · · , 0), (0, · · · , 0,±1, 0, · · · , 0)

の形のスカラ倍であることである.
————————————————————————–

→
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(注意)(再掲)：順列
(i1, · · · , ik−1, ik, ik+1, ik+2, · · · , in),
(i1, · · · , ik−1, ik+1, ik, ik+2, · · · , in)

に対応するセルは隣接する.（同一単位超立方体内で逆も真. ）隣接関
係を決める共通の面（ファセット）は超平面x(ik)− x(ik+1) = 0で決

まる. その超平面
x(ik) − x(ik+1) = 0

の法線ベクトルは，

(0, · · · , 0,±1, 0, · · · , 0,∓1, 0 · · · , 0)

である. また，隣接する単位超立方体の共通ファセットの法線ベクト
ルは，

(0, · · · , 0,±1, 0, · · · , 0)

である.

したがって，各格子点 zにおいてL\凸関数 fの劣微分

∂f(z)は一般化ポリマトロイド，

その上で

M\凸関数 f̂ •は線形関数＋定数の形 2

(注意)：fが整数値関数のとき，∂f(z)は整数一般化ポリマトロイドで

ある. 2

→
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(以下しばらくは，(Zn)∗, (Rn)∗とZn, Rnを同一視する. )

M\凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞}に関する同時交換公理 (室田・塩浦)

dom f = {x | f(x) < +∞}

supp+(x) = {i | x(i) > 0}, supp−(x) = {i | x(i) < 0}

—————————————————————————————–

(M\-EXC) For x, y ∈ dom f and i ∈ supp+(x − y),

f(x) + f(y) ≥ min

[
f(x − χi) + f(y + χi),

min
j∈supp−(x−y)

{f(x − χi + χj) + f(y + χi − χj)}
]
.

—————————————————————————————–

(−→ 「整数一般化ポリマトロイド」に関する同時交換公理)

この公理 (M\-EXC)の本質は以下の事実にある. 簡単のため，dom f

が有界であると仮定する.
→
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公理 (M\-EXC)を満たす関数 f : Zn → R ∪ {+∞}をRn上で凸化した

関数を f̄と書くことにする. この f̄のエピグラフ (多面体)の隣接する
2端点を (p, f̄(p)), (q, f̄(q))とすると，f(p) = f̄(p)，f(q) = f̄(q)が成

り立ち，丁度この 2端点を結ぶ辺において f̄を支持する超平面を

z = 〈h, x〉 + α

とする. そうすると，凸関数 f̄(x) − 〈h, x〉は丁度，2点 p，qを結ぶ線

分上で最小化される.
一般性を失わず supp+(p − q) 6= ∅とすると，公理 (M\-EXC)から，

i ∈ supp+(p − q)に対して (f̄(p) = f(p), f̄(q) = f(q)にも注意して)

f̄(p) − 〈h, p〉 + f̄(q) − 〈h, q〉

≥ min

[
f(p − χi) − 〈h, p − χi〉 + f(q + χi) − 〈h, q + χi〉,

min
j∈supp−(p−q)

{f(p − χi + χj) − 〈h, p − χi + χj〉

+ f(q + χi − χj) − 〈h, q + χi − χj〉}
]
.

(ここで，以下にも注意する.

〈h, p〉 + 〈h, q〉 = 〈h, p − χi〉 + 〈h, q + χi〉

= 〈h, p − χi + χj〉 + 〈h, q + χi − χj〉.

すなわち，上記の不等式から hが消去されて，公理 (M\-EXC)が使え
た. )

→
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f̄(p) − 〈h, p〉 + f̄(q) − 〈h, q〉

≥ min

[
f(p − χi) − 〈h, p − χi〉 + f(q + χi) − 〈h, q + χi〉,

min
j∈supp−(p−q)

{f(p − χi + χj) − 〈h, p − χi + χj〉

+ f(q + χi − χj) − 〈h, q + χi − χj〉}
]
.

これと f(x) ≥ f̄(x) (∀x ∈ Zn)より，点 p − χi，q + χiあるいは，あ

る j ∈ supp−(p − q)に対する点 p − χi + χj，q + χi − χjが p，qを結

ぶ線分上にあり，それらの整数格子点においてfと f̄の値は一致する.
したがって，(必要なら新たな 2点に対して今の議論を繰り返して)
(1)辺に対応するベクトル p− qがχiあるいはχi −χjの整数倍である.
(2)各辺に対応する定義域の整数格子点で fと f̄の値が一致する.
この事実と公理 (M\-EXC)によって，さらに (エピグラフの 2次元以上
の面で f̄を支持する超平面を考えて上記と同様の議論により)，f̄のエ

ピグラフの各面に対応する fの定義域内の整数格子点集合が，整数一

般化ポリマトロイドであり，その上で fと f̄の値が一致することが示

される. (以下の図を参照. )
以上によって，M\凸関数は，(整数)一般化ポリマトロイド上で線形
な (アフィンな)多面体的凸関数であることが示された.

→
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(注意)： 上述の議論から分かるように，同時交換公理の同時性は必然
的ではなくて，(整数)一般化ポリマトロイドの (同時的でない)他の交
換公理に対応するM\凸関数の公理を考えることができる. ただし，上
述のようにhを消去できなくて，双対変数hを導入した形で公理が与

えられる. 2

(注意)： M\凹関数 fは整数格子点上の劣モジュラ関数である.

f(x) + f(y) ≥ f(x ∨ y) + f(x ∧ y) (x, y ∈ Zn)

(本講義の導入部の最初の２次元の例がこの事実に関わっている！）
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(x(ei) − y(ei) = k > 0のとき eiが k回重複して現れる. e′iも同様. ) 2

→
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離散分離定理 (L\)

f : Zn上の整数値L\凸関数

g: Zn上の整数値L\凹関数

—————————————————————————————–
離散分離定理 (室田)：
∀z ∈ Zn : f(z) ≥ g(z)

=⇒ ∃p ∈ (Zn)∗, β ∈ Z : f(z) ≥ 〈p, z〉 + β ≥ g(z)

—————————————————————————————–

—————————————————————————————–
一般化ポリマトロイドの交わり定理 (Edmonds, Frank)：

二つの整数一般化ポリマトロイドP1, P2に対して，その交わりP1∩P2

が非空であるとき，P1 ∩ P2は整数多面体である.
—————————————————————————————–

→
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共通劣・優勾配 p ∈ ∂f(x∗) ∩ ∂g(x∗)（整数ベクトル pが選べる. ）

g(x∗) − 〈p, x∗〉 ≤ β ≤ f(x∗) − 〈p, x∗〉

(p, x∗:整数ベクトル =⇒整数値 βが選べる. )
→
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劣微分・優微分 (一般化ポリマトロイド)の交わり
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———————————————————————————–

離散Fenchel双対定理（室田）:

Zn上の整数値L\凸関数 fとL\凹関数 gに対して，

inf{f(x) − g(x) | x ∈ Zn} = sup{g◦(p) − f •(p) | p ∈ (Zn)∗}

が成り立つ.

———————————————————————————–

f

凸拡大
−→
←−
制限

f̂

凸共役

←→
　

f̂ •

制限
−→
←−
凸拡大

f •

Zn Rn (Rn)∗ (Zn)∗

———————————————————————————–

→
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