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o Y . Prolongement ot existence dog geluiions des ver s

N

hyperboligues non-stricts A veefficients analyliques

par Jean-Michel Rony et Pierrve Schapire,

Ce texte est la premiére rédaction d'un article plus détaillé (et sans doute plus

ccmplet) & paraitre prochainement, Il ne doit donc pas &tre considéré comme définitif
p ; P .

Introduction
Nous étudions sous quelles conditions les solutions anzlytiques ou les seclu-

tions hyperfonctions u- d'un systéme: d'équations eux dérivées partielles

Piu = v, se prolongent & travers la frontiére d'un ouvert n ., de classe C
ou convexe, Nous introduisoﬁs pour cela une notion d"‘h§perbblicité” , Te
portant que sur la partie principale des opérateur?jet vérifiée par exemple par
les opérateurs hyperboliques dont les caractéristiques sont de multiblicité constante,
ou par les systémes holomorphes (dans les directions non caractéristiques).

Les méthodes utilisées sont "géométriques" et permettent d'obtenir aussi des
théorémes d'existence (et d'unicitéj. Par exempié Qé. S ”ééﬁiaﬂénh§pgféﬁf%écé.;na;.
lytique réelle (resp. complexe) de normale " hyperbolique' {resp. non caractéristique)
pour un opérateur P on montre que S admet un systéme fondamental de voisinages
dans lesquels on peut‘résoudre le probléme de Cauchy pour les fonctions analytiques

(resp., holomorphes) et méme pour les hyperfonctions (ce qui a un sens grace a la

théorie du faisceaul de M, Sato ( 10)),

Le prolongement des solutions d'une équation & coefficients constants a été étudid
par C.0. Kiselman (8 ) par une méthode entidrement différente,

L'étude des opérateurs hyperboliques de type principaux, dans le cadre des hyper-
fonctions, a été faite récemment par T, Kawai(6,7}

/ v .

Une partie des résultats exposés ici ont été annoncés dans (2 ,3,4)

I. SOLUTIONS HOLOMORPHES

Dans ce paragraphe Pi(Z,é?;) ‘"désignera une famille finie d'opérateurs dif-

’ . - . 3 n
férentiels & coefficients holomorphes dans un ouvert U de € .

. s n . L N
On identifiera ¢  pour le preduit hermitien <z ,%> = Z: z, ti a l'espace

. 2n . . . . P
euclidien R muni du produit scalaire Re < z ,@ > . Le mot hyperplan signifiera,
/
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sauf mention du contraive, hyperplan réel de R™ Q}

Un

hyperplan d'équation Re < 2 - z £ » = 0 sera caractéristique en .z
yperp o’” : o

par rapport & la famille (Pj) si on a pour tout i pi(z ,ﬁ ) = 0 ou Py désigne le
o

symbole
qui est
a)
Le
M,

: P n . . .
principal de Pj , défini sur U X €, On dira aussi que c'est.le vecteur f
caractéristique.

Théoréme. de prolongement

théordme suivant est fondamental dans cette étude. Il a été démontré par

Zerner,

Théoréme 1.1.(12)

Soit ¥ un ouvert de U dont la frontidre J.2  est de classe 01 en un

point z . Supposons que la normale N 3 £ ‘en z, soit non caractéristigque .

Alors si f est holomorphe dans L et Pif est holomorphe dans un voisinage

de

z s f se prolonge en fonction holomorphe au voisinage de 2z
o

Démonstration

On peut évidemment supposer la famille réduite & un seul opérateur P,

Soit . Hg 1'hyperplan d'équation Re < z-2z ,N> = -¢ . [L'intersec-

tion de H et de £+ contient une boule (dans HE ) Bé/'centrée au point

€

z + £ N ‘et dont le rayon a .est infiniment gfand-par rapport 4 £ lorsque &

tend vers O ,

D'aprés le théoréme de Cauchy-Kowalevski " précisé™ (55) il existe

un nombre positif & indépendant de a et de € tel que si f est holemarphe

au

voibinage de ‘ﬁ; , £ se prolonge holomorphiquement dans le cdne ouvert

(tronqué) de base Ba et de hauteur 6a . Ce cbdne sera un voisinage de 2,

pour ¢ assez petit, -

L.

Nous allons ' globaliser ' ce théoréme en adaptant une méthode dfie a

Homander ( (97) théordme 5.3.3.). Pour cela si A est une partie de la

sphere " de R" (icim=2n) , et L wune partie de T on appellera

" domaine d'influence" de - L relativement a A , l'intérieur de l'intersection

des demi-espaces de normale appartenant & A, contenant L .

Théoréme 1,2,

de

Soit @ et 4 deux convexes de U)> 2 étant localement compact, fUouvert, avec
@ & fv, Considérons les hyperplans dont la normale N est limite de directions

caractéristiques en (au moins) un point de v , et supposons que tout hypérplan

ce type qui coupe St coupe ¢« , Alors si f est une fonction "holomorphe au

voisinage de 4 et si P, f est holomorphe dans £ , f se prolonge en fonction
i ,

holomorphe dans 2 . '/
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D onetiyation
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Soit A 1'adhérence dans S des dirce fons caractéristicues dang <2
Soit z appartenant & ‘J,Z;'un voisinage ocuvert dc « dans lequel f est
holomorphe, Z1 un point de A et »7 > 0 tel que la boule fermée gzz;j;;)
de centre z, de rayon ) soit contenue dans {n . Il existe un compact K

de « tel gue tout hyperplan de normale appartenant & A qui coupe B(z1 1 )

coupe K,

AV

. ¥ - ! . .
Soit w un voisinage convexe de K ouvert et relativement compact dans

2
soit 0 < £ <7 tel que-w, (ensemble des points & la distance infé-

» . ) . ave
rieure a £ de w’) soit contenu dans w .

Soit o<t £1, z =2z +t(z,-2z ) , K 1'envelonpe convexe de Wl et
t o 1 o t ¢ &

. . 1
de B(zt ,£). La frontiére de Kt est de classe C et ~¢s normales en un

~ N 2z 2 -
point hors de « n'appartiennent pas a A , Il résulte alors du théoréme 1.1.

que le plus petit to tel que f ne se prolonge pas a 1(.t pour t > tO , est 1,

Pour tout z € YL on a donc obtenu un prolongement holomorphe de f dans

un ouvert étoilé en z ~contenant 2z 6, ce qui définit un prolongement de f

Corollaire

1

.

Soit ¥ un ouvert convexe de U avec U, Soit z;‘appérténaﬁt 5 Jn

et supposons qu'aucun hyperplan d'appui & L en z, ne soit caractéristique
“pour le systéme Pi + Il existe alors un voisinage V de 1z, dans U, tel
que si f est holomorphe dans Q. , et. Pi'f est holomorphe dans - UV

f est holomorphe dans L2 UV,

Démonstration

Soit I le cdne convexe fermé des normales & £ en z, - On peut trouver
.

. ' .
un voisinage borné W de z et un céne convexe I' voisinage de [ -{0}

~s

tel que pour tout z dans W et € dans T on ait pi(z , ¢ Y40 pour un i .

et

H

AL
Soit C le cdne de sommet 2, polaire de [, N un vecteur de IL{O} )

£ 1'hyperplan d'équation Re < z - z s N> = - &, L;intersection de

C et de H£ est une base compacte de G et est contenue dans v /4 W

pour

vi

€. assez petit,
Soit A 1'ensemble (fermé) des % ¢ S2n -1 tel que pi(z, ©)=o0

pour un =z appartenant & W . Si C € A, l'hyperplan Re < z-2 8 >

rencontre G O\ H pour tout & , donc rencontre 1 N W N Ht suivant une

g

partie compacte indépendante de t » ce qui montre que le domaine d'influence

relativement 3 A de N W A HE est un voisinage de z  pour ¢ assez

etit,
p vee [



b) Théorémes dl'existence

ot
(3]

(1)
Théoréme 1.3,
Theorcme

Soit P(z, é%z) un opérateur différentiel d'ordre m & coefficients holomorphes
dans U , $ une hypersurface complexe de U non caractéristique pour P .

Il existe un systéme fondamental de voisinages V de § dans lesquels le
probléme de Cauchy Pf= g, ¥ (£) = (h) a une solution £ et une seule, holo-

morphe dans V , pour g holomorphe dans V et (h) ~m-uple de fonctions

holomorphes dans S ,

pémonstration
D'aprés l'unicité au probléme de Cauchy on est ramené 3 démontrer le
théoréme pour un ouvert convexe relativement compact d'un hyperplan complexe,
et c'est alors une conséquence triviale du théoréme de Cauchy-Kowalevskiet du

théoréme 1.2,

Théoréme 1.4,

Soit P(z, é}z) un opérateur différentiel sur U ., Soit Jlf un quert'convexe
~de Cn avec I < U, et soit z, appartenant & 3, Supp.;)é,ons qu'il existe
une normale N & U en z, un voisinage X ;éthéxé:féfﬁéw f4éiuiifb£é“5E. o
dans € (L ex => P b ex, Pec,|P| & 1) tel que st t appartient 3 X ;
’N4-; soit non caractéristique pour P et tel que toutes les.normales 3 ey

en z_  appartiennent & N+ X . Alors z ~ admet qp’systéme fondamentalfde

voisinages convexes V tels que si g est holomorphe dans NV il existe

£ holqmorphe.dans LNV solution de PE =g .

Ce théoréme s'applique évidemment si N est l'unique normale & «V en Z, .

Démonstration

Soit W un voisinage borné de z tel que en tout point de W les
~ -

vecteurs de N+ X soient non caractéristiques . Scit Hé Iihypefplan complexe
d'équation (z -7, s N> = - £ , C le cbne de sommet z pblaire de NA4X et
soit enfin A 1'ensemble des directions caractéristiques en un point de W,
Si t €A  1lthyperplan dféquation Re(z-io} ; ) =0 rencontre G N ﬁ;
car sinon cela signifierait que ¢ + i N appartient au cdne engendré par
N+ X ce qui contredit le fait que X est équilibré et f £ N+ X
. Comme C N E’ est une partie convexe compacte de a W W pour ¢ assez

8 ~
H.

petit, le domaine d'influence de N1 O W AN relativement & A sera un

voisinage de z  pour t assez petit ,

(GD) Ce théoreme vient d'étre démontré indépendemment par C. Wagschal qui utilise
la méthode- des séries majorantes,

%
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: - 2 s . " ) — “‘ s 1 — 3 PN
on désignera par € = '? + 14;; (resp. gfn = (?n + 1(7 n) la premieére _(resp.

Il suffit olurs de prendre pour V. l'enveloppe convexe d'un volsinage deo

-
b Y . - - .
z et d'u. volsinage de SO WO K s fficanment petils poUr &tyre dan
0 3 !

ce domaine d'influence,
On résoudensuite leprobléme de Cauchy Pf = g , Y (f) = 0, au voisinage

de XN W AN ﬁ’: et le théoréme 1,2, permet de prolonger £ & QAN vy,

11. SOLUTIONS ANALYTIQUES

Dans ce paragraphe Pi(x s f-x) désignera une famiile finie d'opérateurs

différentiels & coeffié¢ients analytiques dans un ouvert U de R et se prolon-
n

~s
geant en fonctions holomorphes dans un voisinage U de U dans ¢

Nous poserons z= x+iy,% = ‘; + iﬁ) et, identifiant ¢ 2 Q:n— 1w c

la deuxiéme) projection de f .

.. a) Hypothéses d'hyperbolicité

Nous serons amenés a faire les hypotheéses d''" hyperbolicité " suivantes.
. n . e
}11(x0 , N) : le vecteur N de R - {O} est non caractéristique en X et
les racines & communes aux polyndmes pi(X, '? + © N) sont réelles pour

x réel et ¥ réel,

HZ(Xo ,N) : le vecteur N de R - { O} est non caractéristique en X et
si 1'on suppose les coordonnées choisies telles que N = (0 ,..., 0,1) , il
existe deux constantes « > 0 et C >0 telles que les racines communes
aux pdlyndmes pi( ?;,‘Q"+2;N) = 0 vérifient
' lIm E] < C[lIm zl + lIm ‘Q'IJ

pour |Re ¢l =1, |Im 1| < D(’.lz'xo‘<°< .
Remarque 2.1,

Sous l'hypothése Hz(x0 ,N) il existe «' et C' tels que pour

R )
|z-xol< o' et pour T appartenant & € on ait

mzl< ot ] Iyl + Iyl

si Pi(z ,C+ ZN) =0 quelque soit i ,

" En effet cette inégalité ne déduit par homogénéité de la précédente si
I'Y) " & X ";'I . D'autre part N étant non caractéristique pour 1'un des Pi

au voisinage de X, » on a une majoration )Z + ‘;n! £ C"It‘[ et donc

]ImZ‘é C"[]C'l + l-‘v]nl] ce qui entraline [Ileg C"'l"’]l pouf ]’7’)‘l>0( I‘; ‘f.

eeo [/



~» Remarque 2,2,
' . S | atras \ i { 57
L'hypothise 1, (x s N entraine HQ(X s N7 peur N wveisin de N

et X voisin de X .

b) discussion de 1'hypothése H2

Les hypothéses faites ne portent que sur les parties principales des
opérateurs, Signalons deux situations trés différentes ob 1'hypothese H2

est vérifiée,

Théoréme 2.1,

Soit P un opérateur différenpiel a coefficienn;analytiqug;dgnt_la_parcie
principale est hyperbolique dans la direction N au voisinage de .xo .
Si les racines en T de p(x;% + TN) ont une multiplicité constante
pour x voisin de x_ et b33 R" - {0} , l'opérateur P vérifie 1'hypo-

thése Hz(xo s N). Il en est de méme si la partie principale de P est un

produit de tels opérateurs.
Zcf:(9)>pQJr uné hypoth¥se™un pelt plus forte). _
En effet le polyndme p(x ,} + CN) se décompose sous la forme

o, :
p(N) T (Z - B, (x, %)) " au voisinage.de:chague point. (x,-§) ., les. T,
étant des fonctions analytiques 3 valeurs réelles, Les fonctions *Ci se
prolongent en fonctions holomorphes de (z,$) réelles pour (z » ¥ ) réel

et donc vérifiant | 1m Zﬁ! £ C[|Im z| + |Im ¢ |J. D'autre part on a toujours

o« .,
p(z, 8 + &N = p) m(2-2.(2,8)) " dod H(x ,N .

Lagproposition peut etre généralisée & un systéme dtopérateurs (Pi)
dont les parties principales sont & coefficients réels. Dans ce cas l'hypo-
thése Hl(xo , N) entraine HZ(xo ,N) si de plus pour chaque racine cémmune.
° .é‘ pi(x0 s ?o +&N) =0, la racine G a une;multiplicité constante pour

l'un au moins des pi(x, ; 4+ T N) au voisinage de (xoh, ;0) .

Théoréme 2,2,

Supposons que le vecteur N soit non caractéristique et que le systéme?d’éQua-
tions pi(xo’ ? + TN) =0 n'ait aucune racine & complexe commune pour f

non proportionnel & N ., Alors (Pi) vérifie Hz(x.0 , N) .

Choisissons les coordonnées de maniére que l'on ait N =(0 ,..., 0,1),.

D'aprés la continuité des racines de chaque P; > le systéme pi(z ,ﬁ'*VZ N)=0

n'a pas de racines communes pour |z —xo] B l?' l =1 et rq‘ lé & ce qui

entratne trivialement Hz(x0 , N). ves [/



- ~ e T ef oot . S . : 2
Les systemes satisfaisant aux hypotheses de la proposition & sont sur.

détennincs elliptiques. Donnons deux exemples

;

e
Qr

‘ 2
1, Dans @" identifié & R le systéme { , P(z, _53_2_)}

svesy

N
W)
)

5%,

0

pour p(zo , N) # 0 .,

2. Dans R , le systéme (P,Q) , ot le vecteur N = (0 ,,,., 0, 1) est non

caractéristique par rapport & P et ol la partie principale de Q se
> Bl
, . s . o . s .
réduit & un opérateur en Sx. 3w , elliptique en ces variables,
1 n-1

c) Théaoréme de prolongement (1)

Théoréme 2.3,

Soit N le vecteur (O ;..., 0,1) et supposons que la famille (Pi) vérifie
1'hypothése HZ(X ,N) en tout point x de la boule fermée B(O,%) - de centre
0 de rayon ¥ . Il existe alors une constante & > 0 telle que pour tout

a <k, toute‘fon’ction f analytique au voisinag'e de E—(‘Oﬁ) N { X ;0}

ayant la propriété que P.f se prolonge analytiquement dans le cone tronqué

de sommet § aN_ et de base B(o, a) ﬂ‘{ X = O} , se prolonge elle-méme

-analytiquement dans ce cdne,

La constante & peut &tre choisie ne dépendant que de & et de la

constante C' de la remarque 2,1,

Démonstration

Soit & > O , Désignons par AS l'ensemble des directions caractéris-
tiques au systéme en un point 2= x41iy avec lxl <, ,ylg £ . D'aprés
le théoréme 1.2, il éuffit de vérifier que si f eAé , l'hyperplan de nor-
male t passant par le point &aN rencontre l'ouvert |x'|< a, Iy]( &
de { X = O} . ; ’

Il faut donc vérifier que le systéme d'inéquations Re<z=—'6aN, f> =0

x =0 s lx‘[< a s [yl< € a une solution sachant que

n
1§ Iscrelml+ 1§
d'aprés la remarque 2,1, appliquée au vecteur i¢.

On peut par exemple supposer ?n > 0 et d'aprés la convexité des iné-

eeo /
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quations 11 sulfit de trouver =x' et y avec il <an, !y !< & et
<X",‘§'f" _\‘y’/y}.)' _}(‘ja‘?n
' . a
Or on peut trouver x' tel que < x', } o= l?' l et v tel que

<y.mz o= - —g "‘r) ] , d'olt L'inégalité

slalfrl+emiy = saf

qui sera vérifiée pourvu que l'on ait § £ Th o

d) Théorémes de prolongement (2)

Théoreme 2.4,

“Soit SV un ouvert de U dont la frontiére est de classe’ C1 . Soit x -
éppartenant 3 08 et N la normale 3 = en ce point , Supposons que
1'hypothese HZ(XO s N)  soit vérifiée, 11 existe alors un voisinage V de

X tel que si f est analytique dans -f¥ et Pif dans LJ V , £ se

prolonge analytiquement & L UV .

.T_D_éoréme 2.5,

Soit &« et 0 deux convexes de U , 2 étant localement compact, v ouvert/'
avec e £V, Considérons les hypefplans dont -la normale N est limite de
direction N' ne vérifiant pas H, (x ,N') en un point (au moins) x de £¥,
et supposons que tout hyperplan de ce type qu1 coupe -f¥ _coupe LO '.'A‘lors

‘si f est une fonction analytique au voisinage de bu et 51 P f est

analytique dans 1, f se prolonge en fonction analythue dans JL .

Corollaire ‘ 7
Soit - un ouvert convexe avec Sv C ‘U, Soit x~ appartenant 3 dn
SV vérifient H (x , N).

e

et. supposons que toutes les normales N en X
Il existe alors un voisinage V de X, tel que si f est analythue dans.ﬂ.

et Pif est analytique dans -0 UV , £ se prolonge analythuement dans

v UV,

Les démonstrations sont les m&mes que dans le cas holomorphe,

Remarque 2,3,

Les théorémes 2.4, et. 2.5. contiennent les théorémes 1,1, et 1.2,



. 2 N .
e} Théordmes ¢lenistencs:

) ) Mhdorines dien

[eg]

Théoreme 2,6,

X) un opérateur différentiel d'ordre m & coefficients ana-

lytiques dans U , S une hypersurface analytique de U . On suppose qu'en

¢ Soit  P(x,

':-/l':)

I chaque point X de S, la normale N & S wvérifie l'hypothése HV(Xo , N)

relativement & P (cf. le théoréme 2,1.). Alors S admet un systeme fonda-

mental de voisinages V tels que si g est analytique dans V et (h)

est un m-uple de fonctions analytiques dans S , le probléme de Cauchy

Pf =g , ¥ (f) = (h) admet une solution et une seule f , analytique dans V.,
La démonstration est la méme que dans le cas holomorphe,

Théoréme 2,7,

Soit P(x ’ig;) un opérateur différentiel & coefficients analytiques dans U,
Soit AV un ouvert convexe de U avec };1: U ., Soit X app§rtenant a 4
et suppcsons que toutes les normales N & U en X, vérifient 1'hypothese
HZ(XO , N) pour P , Alors X admet un systéme fondamental de voisinages con-

vexes V tels que si g est analytique dans U N Voil existe f analy-

tique dans NNV , soiution de Pf = g .

Ce théorime est " meilleur " que le théoréme 1.4, et sa démonstration
(dont le principe est le m&me) un peu plus simple, grace au fait que l'on peut
résoudre le probléme de Cauchy au voisinage d'une hypersurface réelle, donc de co-

dimension réelle 1 ,

III. SOLUTIONS HYPERFONCTIONS

Nous nous plagons dans le cadre du paragraphe II. Bien qu'elle n'apparaisse
pas explicitement ici, la théorie du faisceau C de M, Sato est sous-jacente & cette

étude (10) . . .

a) Théoreémes d'unicité (Holmgren)

Théoréme 3,1, (11)

. 1

Soit 1 un ouvert de U dont la frontiere JJl est de classe C~ . Supposons

que la normale N & i en un point X, soit non caractéristique pour le

systéme (P.) . Soit u une hyperfonction sur U solution du systéeme P, u
i

et supposons u nulle dans .0 , Alors u est nulle au voisinage de X, - /



.

Théoréme 3,2, v 91

Soit w et .1 deux convexes de U, o &rant localcuwent compact , A cavert
avee  w ¢ £u . Considérons les hyperplans dont la noimale N est limite de
directions caractéristiques en un point au meins de £, et supposons que
tout hyperplan de ce type qui coupe .£1 coupe ¢J , Alors si u est une hyper-
fonction sur ¥ solution du systéme Pili =0 , et si u est.nulle au voisi-

nage de &/, u est nulle dans £,

On pourrait évidemment énoncer un corollaire analogue & celui du théo-
réeme 2,5,
On pourrait aussi affaiblir l'hypothése que les normales sont nen carac-

téristiques ().

b) Un nouveau théoréme de prolongement des fonctions holomorphes

Désignons par B'(o, a) l'intersection avec l'hyperplan x =0 de la
boule B(¢, a) de centre 0 de rayon a , Soit N = (0 ,..., 0, 1) et K{(a,d)
le cbdne ouvert tronqué de base B'(0, a) de sommet &alN . )

Si I' est un céne de R on désignera par 1% .Hl'inﬁerseéﬁion de ce

cdne et de la boule de rayon ¢ .

Théoréme 3.3.

Supposons que l'hypothése Hz(x , N) soit vérifiée en tout point x de iﬁ?;?;3’
(relativement & la famille Pi). Soit {7 un cbne ouvert convexe de Bp S S
existe une constante '& > 0 telle que si f est holomorphe au voisinage de
ET?E:EB x i.f; et si Pif est holomorphe dans l'intérieur de ltenveloppe -
convexe de B'(o, a) x i.Fé et du point daN , f est holomorphe dans cet
~ouvert,

Démonstration

Soit Ai l'ensemble des directions caractéristiques-en un point de
Blo,2 ) x i {'lyLé E,} . Soit & un vecteur intérieur 3 I .de nome 1
D'aprés la démonstration du théoréme 2.3. tout hyperplan de normaie:appar-

tenant a - A, etvpéésaﬁfﬂpar>1é~point 5aN ‘rencontre B' (o ,a5§< if{nyl<=at}.

Par homothé:ie,on en conclut qu'il existe un nombre positif « nggdépgndant
que de(z:rvtel que tout hyperplan de normale appartenant a ‘AE ;tjgassant
par le point o 6aN +1i %a’ coupe, B!'(o0,a) x ifg .

~ Soit  Kg, 1'intérieur‘de;l‘enveloppe convexe de. B'(o0,a) X 112, et de
& daN+ i % ¥ . La fonction f sera holomorphe dans K8 s'il en est ainsi

des Pif . La réunion pour € > 0 des K sera l'ouvert cherché, een [/

€
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P

c)r _de_Cauchy

Si u  est une hyperfonction sur un ouwvert o de n{n et N un vectlour
de s" nous dirons, suivant M. Sato (10), que u est analytique dans 1a
direction N s'il existe des parties convexes proprcs fermées I, de s ‘1,
avec i N¢I‘,x. , et des fonctions holomorphes [(A dans . ¥ 1 !:}\

(.fn( : cdne polaire de I, ) au voisinage de .4 , tels que u soit somme
des valeurs au bord des f_ .

"8i H est un hyperplan de normale N on peut alors définir la restric-

tion de u & HO N comme étant la somme des valeurs au bord des fonctions
o ~

fyu =1 ], o H est le complexifié de H . Cette restriction ne dépendra

pas des f_ choisi,

Si N est non caractéristique pour un opérateur P sur . et si Pu
est analytique dans la direction N , u est analytique dans la direction N

(théoréme de Sato (10)),

Théoréme 3 .4.

>

,.)X) an opérateur différentiel d'ordre m sur U . Soit N ‘le
<

vecteur (0 ,..., O, 1) et supposons l'hypotheése IIZ(X-', N) wvérifiée en

Soit P(x

teut point x de B(o ,;j«). 11 existe alors une constante & > O telle
que pour tout a < 2 , toute hyperfonction. v définie dans la réunion d'un

voisinage de B'(o,a) et de K(a, ) analytique dans la directicn N, tout
1

m;uple (w ) d'hyperfonctions-définies au voisinage de B' (o , a) dans R s

le probléme de.Cauchy Pu=v , ¥ (u) = (w) a une solution. u et une seule,
hyperfonction analytique-dans la direction N . définie dans la réunion d'un

voisinage de® B'(o, a) et de <K(a s 8)

Démonstration

Soit (I, ) wun recouvrement du complémentaire d'un voisinage de i N
n-1 . P .
sur S par des parties convexes propres fermées, telles que si 1l'on
désigne par [, le cone polaire de I, v soit somme de valeurs au bord
de fonctions . g, holomorphes dans VU K(a,$) x i f:x ¢ (V voisinage  de
LE

B*(0,a)) et (w) soit somme de valeurs au bord de m-uple (h, ) de fonctions

_ . s o v ~ [— i . ’ | ,}' ; - : = t
holomorphes dans . V'x i r‘*,,& ol vto= Vi X 0} ,F’('g [:{)E_r\{yn 0}
soit f_ la solution holomorphe au woisinage de B'(e, a) X if‘i £

B ¥
du probléme de Cauchy Pf, =g 8 (fo‘ ) = (h_) . Comme le vecteur N est

£y . . - A s ~ ’
non caractéristique il existe un voisinage c¢dnidqte f;t de Ly- { o} tel

que f« soit holomorphe au voisinage de B' (o, 2) x i ?’; g - On applique
3

alors le théoréme 3.3.

/1



Llunicite de u  peut se démontrer de o mdme manicre,

Supposens won e il
. !

hY

ue Pf, =  «@ S(fF ) = = v ot
q 'lj\ .ﬂ»‘ﬁ ot g/x s ’ o (fo‘ / ‘{5 ;-» o (h){ )§:’) ’ L
gd s > T gﬁ;fﬂ ’ Hx s o - hﬁZ,d - On peut résoudre au voisinage de
B (o, a)x il les équations P f = -, 8 (£ . =(h y
’ A d AL f g’)( :F’ ’ ‘X’f) LY E )

Les fonctions gx E seront holomorpheé dans les mémes ouverts que ﬁx
B

d'aprés le théoréme 5.3, et vérifierons d'aprés l'unicité du probléme de

Cauchy
fd"’ﬁ:—fﬁ9ﬂ§ ,éfo( :fo<
P FEX f

La somme -des valeurs au bord des fo< sera donc nulle,

d) Un théoréme d'existence

Théoréme 3.5,

J » : ’ 3 -~ ’
Soit P(x,—=<—) un opérateur différentiel & coefficients analytiques gqui
» Ox p ytiqi 1

vérifie 1'hypothése sz(goutN),ﬂgn”unmpginpA?xguﬁde_dumAﬁguxﬁhnnyﬂcteur. N
Il existe alors un voisinage V. de X, tel que pour tout ouvert & de £
et toute hyperfonction v sur «w , il existe une hyperfonction u sur

solution de Pu=v .,

Démonstration

D'aprés le théoréme 3.4, il suffit de montrer que l'on peut résoudre

1téquation Pu = v quand v est somme de valeurs au bord de fonctions gf

et g respectivement holomorphes dans des ouverts @ X i Lfk et w x Llﬁ")
ot [ * est le polaire d'un voisinage que l'on ﬁeut prendre arbitrairement
petit de + N . Le théoréme résulte alors du théoréme 1.4,
Remarque 3,1, - -

Dans le cas ol les caractéristiques de P sont'simples , les théqrémes

3.4, et 3,5, ont été démontrés par T. Kawai . La méthode de Kawai consiste

& construire une solution élémentaire en résolvant des problémes de Cauchy

J ~ )
,P(zr—a—z-) E},(z,z,?):.o

1

3k ~ .

- = § ~ -1

(azn) Ej (z,z,’r))’z Y o ik <Z'-Z',"'r)>n“
n

ceci grice 3 un théoréme de Hamada.
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) Théordmes de prolonasment

Théoréme 3.6,

X d . e , N
Soit P(x ,fj;) un opérateur différentiel a coefficients analytiques sur U .
o
Soit <Sv un ouvert de U . dont la frontidre o3 est de classe cl °n un

hyoint x ., Supposons que la nermale N en x vérifie l'hypothose 11 (x N
I ° PP ¢] P 2 70

pour P , Alors si u est une hyperfonction sur £ solution de 1'équation
Pu= 0 , u se prolonge de manieére unique au voisinage de X, en solution

hyperfonction de l'équation Pu = 0

Démonstration:

Ce théoréme résulte du théoréme 3.5, de la méme maniére que le théoréme
1.1. résulte du théoréme de Cauchy-Kowalevski précisé puisque si Pu = 0 ;

u est analytique dans la direction N ,

Théoréme 3.7,

.

Soit ¢ et 4 deux convexes de U , @ étant localement compact, Ju ouvert
avec W C N . Considérons les hyperplans dont la normale N est limite de
directions N! hngﬂvé;iﬁiaptnpﬁs1llhypothésb»-Hz(kcyN)-wéourw=P;'en~un“poiht~
(au moins) de Jﬂ, et supposons que tout hyperplan de ce type qui coupe L
coupe & . Alors si wu ést une hyperfonction au voisinage de & solution

de Pu=0, u se prolonge (de maniére unique) en solution hyperfonction sur v

de ltéquatien Pu = 0,

Démonstration

Soit = A Ll'adhérence des directions N ne vérifiant pas HZ(X » N)  pour
un x‘vde.Ib. Soit =z e S5/, Il résulte du théoreme 3.6, que si a)o est un
ouvert relativement compact de (&) , u se prolonge au voisinage de 1'enveloppe
convexe de ;j; et de z (la démonstration est la m&me que pour le théoréme 1.2,)
. . Soit alors ), (0 £t < 1) une famille d'ouverts convexes relativement
oJ LW.o= W (w ' est un syséme

b

@ «
compacts dans tels que e<tr “e t e > to

, : : . —
fondamental de voisinages de a)t .
° :

Soit Lt 1'intérieur de l'enveloppe convexe de k)t' et de 'z .

Soit t, le plus petit t tel que u ne se prolonge pas a Lt pour
t>t . I1 résulte du théoréme 3,6, que t =1 car les normales & L, hors

de w et de z, n'appartiennent pas a A, ‘
eee [/
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- . - . . . I
Pour tout z de ft o, t s@ prolenge done en selubion hyperfonction de

a9z

Vet b - dans 1'intéricur de ilenvelonnse convese de  zoet do oo 43

j'oecuation Pu ¢ dans ilinterieur de Llenveloppe cenvene ez Cbo~ <.
e

Les différents prolongements se recollent quand 2z  parcourt S d'apres le

théoréme 3.2, et définissent le prolongement cherché,

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer l'analogue du corollaire

du théoréme 1.2,
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