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Niedere Potenzen von Ringklasseneinheiten

Reinhard Schertz, Universitidt Augsburg

1. Ergebnisse

Sei ] ein imaginir-quadratischer Zahlkérper und Q., f €.N, der Ring-
klassenk®rper modulo f {lber Z . Dann kann man bekanntlich mit Hilfe

der fir ein komplexes Gitter M definierten Diskriminante

o0
2p. 12 ‘ l 24
(=% q (1—qn) ,
w2 n=1

M) = Zuw + Zow, , Im(—:)i) >0, q = exp(Zni—m&)
2 2

(1.1) A (e)

1]

in den Teilkdrpern von nf vollstdndige Einheitsgruppen konstruieren, deren
Index in der vollen Einheitengruppe des betreffenden Kdrpers dhnlich wie fir
reelle KreiskSrper im wesentlichen gleich der Klassenzahl ist. Diese Bezie-
hung ist sehr nilitzlich. So lassen sich zum Beispiel durch Untersuchung der
beteiligten A-Werte Teilbarkeitsaussagen fiir Klassenzahlen herleiten

{(vgl. [12]). Eine andere Anwendung besteht darin, daf man analog zu dem Al-
gorithmus von Gras [2] im Kreiskdrperfall mit Hilfe geeigneter A -Werte
Grundeinheiten und Klassenzahl der betreffenden Kdrper berechnet. Diese zu-
erst von Kronecker [4 ] zur Lésung der Pellschen Gleichung benutzte Methode
ist in jlngster Zeit mit Erfolg fiir die Kdrper vom Grade 3, U4 und 6 durchge-

fiihrt worden (vgl. [8, 9,10]).

Zur Konstruktion der genannten Einheiten sei

@} die Ordnung zum Fiihrer f in Z ,

If die Gruppe der eigentlichen Ideale von Cyf,

Hf die Untergruppe der Hauptideale in If,

5if = If./Hf die Idealklassengruppe von &,

o ﬁ; — Gal (QF/Z) der kanonische Isomorphismus.

Bekanntlich gilt dann

a(UL)

(1.2) IXE™>)

€ Qf fir Aﬂ,‘ar € If »

und nach [15] wird Q. im Fall Aan £ 4%Hf tiber X sogar durch diese Zahl

f
erzeugt. Ihre Konjugierten sind gegeben durch

Al o(4) Aot v
(1.3) G = ey o M her, fe K., re .

Die Faktorisierung dieser Zahl ist nach [1] vollstidndig bekannt, so da8 man

durch geeignete Produkte Einheiten konstruieren kann.
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Fiir die oben genannten Problemstellungen sind dabei die durch

A(’Uc))o'(’?)-‘l _ A(‘UCR)‘)A(G}.)

A( 6;.) T A(ot) Aa(E)

mit & § € &, ek, fred

(1.4) e(R,¥) = (

und dem zu ﬁr konjugiert komplexen Ideal ‘J; definierten Einheiten be-
sonders gut geeignet [3, 5, 8, 9, 10, 11, 12] . Hierbei werden sehr oft zu
(1.2) und (1.3) analoge Informationen liber die 24-ten Wurzeln der e(4€,f )
benétigt. So hidngen zum Beispiel die in [12] bewiesenen Teilbarkeitsbeziehun-
gen entscheidend von solchen Aussagen ab, und auch bei der o. g. Klassenzahl-
und Einheitenberechnung sind diese niitzlich, weil man so die mit Hilfe der

e(4é,§) konstruierten Einheitengruppen vergréfiern kann.

Im Falle “R= & wurde dié Frage nach den von den 2lU-ten Wurzeln erzeugten
Kérpern bereits vollstiéndig in [12] beantwortet. In den anderen Fillen sind
in [3, 5] recht kompliziérte hinreichende Bedingungen angegeben worden unter
denen e(R, f) die 24-te Potenz einer Zahl in Qf ist. Im Satz (1.3) der
vorliegenden Arbeit werden nun in allen Fidllen die durch die 24-ten Wurzeln
erzeugten Kérper bestimmt. Der Beweis beniitzt &hnlich wie in [12] die singu-
liren Werte von ¥ = Vi und §, = Vj-12° und ist erheblich einfacher
als die in [3, 5] verwendeten SchluBweisen. Dariiber hinaus ergibt sich auf
diesem Wege zugleich in expliziter Form die Aktion der Galoisgruppe auf den

Wurzeln, was insbesondere fir numerische Zwecke sehr niitzlich ist.

Zur Beschreibung der 24-ten Wurzeln aus 5(42,2 ) wdhlen wir in -k und

«? regulire ganze Ideale 4t und 4y ,

(1.5) M= A = Agr\G‘f, , Ar= Ay = A#n@’f

mit ganzen primitiven zueinander teilerfremden und zu 6f primen Idealen ¢§

und Aﬁ von Ca der Norm p bzw. q . In 9} gibt es dann eine Z-Basis

der Form
(1.6) Gé = [1,a] mit
M = [p) d] ’ 'LT = [Q, (!] und
mbr = [pa,al .

Letzteres folgt aus der Tatsache, daB %3 und = teilerfremd sind. Bezeich-

net dz die Diskriminante von z ,80 kann dabei o wegen (6, pq) = 1 durch

2
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(1.7) Spur (&) = 0(3)
Spur (a) = 0(4) , falls dy = 0(2)
Spur (a) = 1(4) , falls dy =18
normiert werden. Dann ist
a
n(—) n(a)\24
(1.8) ek, §) = [ —E—r
ﬂ(;) ﬂ(a)
mit der Dedekindschen n-Funktion
1 o0
(1.9) n(z) = ng (1-qn) , q = eZIiz .
n=1

Wir setzen

a
n(—) n(a)
(1.10 E(A, )= %—
"I( S) Y‘I(a)

wobei die rechte Seite tatsichlich nur von den Idealen A% und - abhdngt.
Dies folgt aus der Transformationsformel (2.2) und der Tatsache, daB @

durch (1.6) und (1.7) bis auf ein ganzrationales Vielfaches von 12pq eindeu-
tig bistimmt ist. Alledings ist E(«4¢,fr) im allgemeinen keine Invariante der

Klassen -k und & mehr. Mit diesen Bezeichnungen gilt

Satz (1.1) Seien 4, # wie in (1.5) und A% #-E} . Dann gilt

Q falls 3|f"d2und N(w) S N(W) = =1(3)

3f

1) Qf(E(AM,ir)‘)

Qf sonst .

-1(4)

"
m

0., falls 2|fd;und N(we) = N(H)

2) nf(E(4n,4%)’)

Q sonst.
f

Dabei bezeichnet N(4x) = [ Cyfzvb] = p und N(4r) = q die Idealnorm von (¢
und A, und es gilt [03
Fdllen.

‘Q = [n 'Q]: i
£l f] 3, or F Vp 2 1in den entsprechenden

3) Ist E(dniﬁ;) eine weitere solche Einheit, so gilt fir t = 8,3:

E;(am.',‘ﬁr'))t

t ¢\t
=0 4 = [\, W)
ﬂf(E(Ot,‘&r) ) = f(E(u-,ﬁr) ) (E( ) € nf .

3
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Die Konjugierten der Zahlen E(at,%) berechnen sich aus

Satz (1.2) Sei §07€ @%. und A, = 470130} € g% mit einem ganzen zu
2;41 und zu 6f primen primitiven Ideal 440 von Gﬁ der Norm q -

Dann kann a so gewdhlt werden, daR auch 450 = [qp,al ist,und es gilt

dann
E(x 490 Fo) | "pea g, .
’ - o o
n(sa—o-) ﬂ(qqo)

Um Satz (1.1) auf die Einheiten 5(42,{) anwenden zu kénnen, benutzen wir
die aus der Geschlechtertheorie bekannte Tatsache (vgl. auch [12]), daf im Fall
V-3 € Qf das Legendresymbol (ﬁ%%ﬁj) fiir alle gemdR (1.5) normierten Vertre-

ter einer Idealklasse -? € &if denselben Wert annimmt und somit vermdge

(1.11) C Xes(§):= (—(--—y , anef gemdR (1.5) ,

einen Charakter von d2_ definiert ist. Dies gilt nicht im Fall V=3 ¢ Q. .

f
Hier kann man in jeder Klasse je. unendlich viele Vertreter e« mit N(4t) =9

bzw. N(4r) = -1(3) finden. Entsprechendes gilt fiir V-4 . Man hat dann

1

Satz (1.3): Die Erweiterung /I sei in Q
Relativnorm en(’k,g) = anln(e('h,'ﬁ)):

r enthalten. Dann gilt fir die

N ek, §) ¢ @ “=(~/—_3€ Q und x, (k) = x5 (§) = 51)
2) eg(®, ) € at
3 ek, )¢ 0 =(FT€n uwnd  x(w) = x(§) =-1)
Y Fur e=3,8 gilt

e (R, §) , e (K, §) § 0o =»59@ €a° .

€n (R, ¥)
Q 7
In 3) und 4) gilt auch die Umkehrung, falls 3‘}'[9f : Q] Dbzw. ZTﬂlf :al.

Bevor wir die vorstehenden S&tze im Abschnitt 2 beweisen, kommen wir zu eini-

gen Anwendungen der Sdtze (1.1) und (1.3).

Sei Q| wie in Satz (1.3) eine in Q_ enthaltene Erweiterung von J und

f

EQ die Einheitengruppe von Q. Hierin betrachten wir die Untergruppen

(1.12) Ug= <{eg(k, @) | k. § € &>

1
25 24
(1.13) Uy =le€Ey | e € Ut -

2
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Aus Satz (1.3) ergibt sich dann ein einfacher Beweis des folgendes Satzes,

desseh erster Teil im Fall f = 1 in [5] Theorem (5.1) und fiir beliebiges
£ in [3] enthalten ist.

1

satz (1.4) Es gibt eine Untergruppe UB von UEE mit

' w
. . 1 . z.[a:x]1-1 [a:1])
[En. u*] = a0 ) —hi- hg

und

:U*] | ggT(6,la.: 2] .

Hierin bedeuten h0 , hz und Wy Klassenzahl und Anzahl der Einheits-

wurzeln des entsprechenden Kdrpers. e 1ist 2 oder 1 je nachdem w durch
8 teilbar ist oder nicht. cq ist ein explizit angebarer Faktor. Im Fall

f =1 ist cﬂ:1

Im Fall f 4 1 entsteht q dadurch, daf man fir jeden zu der Erweiterung
QIZ gehtrigen Charakter ¥ 4 1 von &; mit dem Fihrer fx , fx € R , die
zugehdrige L-Funktion durch die Zetafunktionen der Ringidealklassen modulo f
ausdriickt (vgl. [6]). Nach [3] ist

a.:n.1]
Gom oo (£ L X | lu,_x_uez)
8 L'\ £ .6 ex £2 2t Nig)
f1f2 =f
R

n_(x)
oder auch mit den in [15] definierten Zahlen G(p P »X)

, nx(p)
(1.15) cq = G(p »X)

xi1 . |
wobei jeweils das Produkt iber alle zur Erweiterung /I gehdrigen Charaktere

x 4 1 zu erstrecken ist. g durchlduft die Primidealteiler von f in'i .

Der hier gegebene Beweis von Satz (1.4) beruht auf der gegeniiber [3] und [ 5]
1

genaueren Beschreibung von Ugu und kommt ohne die komplizierten Uberlegungen
in [5], s. 218-223, die auch in [3] benutzt werden, aus.

Die durch die beiden folgenden Sitze geldsten Probleme wurden mir von

Herrn Sczech mitgeteilt. Eine Anwendung von Satz (1.1) ist zunichst

§



Satz (1.5) Sei dz 4 -3, -4 und B Basisquotient eines eigentli-

chen Ideals ion ¢. . Dann gibt es

f
eine Einheit € in Qf mit
] 3
ej(B) € i
und e(j(B)-12%) € QF .
Im Fall dz = 1(8) ist eine solche Einheit € von Herrn Sczech aus dem in

[17] enthaltenen Formelmaterial gefunden worden. Der in Abschnitt 2 gege-
bene Beweis zeigt, wie man im allgemeinen Fall € aus den Einheiten

E(w ,4r) konsﬁruieren kann. Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, daR
j(B) nicht immer ein Kubus und j(B) -12® nicht immer ein Quadrat in @

ist (vgl. [13]).

f
Aus Satz (1.5) folgt

Satz (1.6): Sei dZ 4 -3, =4 und AL ein eigentliches Ideal von Gf .
Dann gibt es eine Zahl & in & , so daR die zum Gitter Mo = E4

gehérige elliptische Kurve in Weierstraf -Normalform
y? = 4x% - g,(M)x - g,(#0)

ganze Koeffizienten in Qf und auferhalb von 2 und 3 gute Reduktion hat.

2. Beweise der Sitze (1.1) - (1.6)

Zu Satz (1.1): Grundlegend fiir das folgende ist die Transformationsformel

a b .
c d) gilt

der Dedekindschen'q-Funktion. Flir eine unimodulare Matrix M = (

bekanntlich mit einer 24-ten Einheitswurzel e(M)
(2.1) n{Mz) = (M) Yez+d n(z) ,

wobei die Wurzel mit positivem Realteil zu nehmen ist. Fiir (M) hat man

nach [7] die Darstellung

3

ab+c(d(1-a%)=-a) + 3(a—1)c1+XuE(a2—1)

(2.2) e(M) = (—c"-‘-) o
1
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sofern ¢ > o und d>o imFall ¢ = o0 ist. ¢ und A entstehen aus

der Zerlegung c¢ = 012x , ZTbl, von ¢ im Fall ¢ >o , und im Fall c¢ = o

ist ¢, =1, X = 0o zu setzen. (éi) bedeutet das Legendresymbol im Fall
1 2ni
afo und 1 imFall a=o. Fir n€ M istdabei & =e " .

Wir bendtigen weiter noch die Funktionen

=3/3(z) = g,(2)
(2.3) Y.(z) =Xj(z) = 12 _(_ZT)z_rn(_z_)_r
(2.4) ‘Y;(Z) = W - 63 _(_2%[;6(—?122)1_2_

Hierfilir hat man die Transformationsformeln
(2.5) vA{Mz) = e(M)~® v (z)
(2.6) Yi(Mz) = e(M) "2 yy(2)
fir jede unimodulare Matrix M .

Im Hinblick auf (1.10) betrachten wir nun flr zwei zu 6 teilerfremde ganze

Zahlen p,q die Funktion

neE—) n(z)
(2.7 F(z) = —pzq—z
n(; ) T\(E)

. . . . a
Fiir eine unimodulare Matrix M = (C

2) mit b = o(pq) ergibt sich dann
aus (2.2) die Transformationsformel

[all-+ c(d(1-a%)-a) + 3(a-1)c1]2%l S%l
(2.8) F(Mz) = g, P4 F(z) .

[ab + c(d(1-2a®)~a) + 3(a-1)c; ]

(2.9) YAMz) v(Mz) =T Y2(z) va(z) .
Die Funktion
p-19-1
2 2
_ (va(2) va(2))
(2.10) h(z) = F(2)

hat daher die Transformationsformel
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b p-1 q-1
a[b - —71 =~ 2L
pPq

(2.11) h(Mz) = T, 22 ()

wenn b = o(pq) ist.

Der bei T, auftretende Exponent ist nun wegen (pq,6) = 1 stets durch 6
teilbar. Folglich ist h eine zur Untergruppe TI°(pq) von SL,(Z) geho-

rige Modulfunktioh, die auferdem in der oberen Halbebene holomorph ist. Da-

her gilt
NG
(2.12) h(z) = R(j(z) , —23 )
A (f)

mit einer rationalen Funktion R , deren Koeffizienten nach dem q-Entwick-

lungsprinzip rational sind. Der Nenner 148t sich schreiben als das Produkt

AC Z) A(S(%))
(2.13) Pa_ !

)
1 o A z ’
S'#(o pq) A(1) A (1)

in dem S ein Vertretersystem von zu (; pg) indquivalenten primitiven
Matrizen der Determinante pq durchliuft (vgl. [1]). (2.12) gilt auch
flir den Funktionswert, an der Stelle 2z = o , sofern der.Nenner hier keine
Nullstelle hat. Letzteres folgt aber aus (2.13), unter Beachtung der in [ 1]

bestimmten Faktorisierung dieser Zahlen:

(2.14) (pq)*? ——— = ( )2
AP 4
- A(S(;l)) s (05 calls s+(1 oy
Pa o > 49 o pg

a(;)

o . - .
und S(1) Basis von 1?f44f ist,

A(s()

— #@‘4,/}5{; sonst
A

)12

(pq

und der Tatsache, daB “ 4:5& vorausgesetzt worden ist. Also gilt
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(2.15) h(a) = R(j(a) , 7‘3‘—(%1)’) e a, .
£
Weiterhin hat man nach [13]
2
Q. falls 3 | £2a,
(2.16) Qf.(‘Yz(a)) = R
Q. falls 3 fr2a,
und
2
0, falls 2 [ £ dy
(2.17) nf(y,(a)) =

Q. falls 2ftf2d,

Satz (1.1) folgt nun aus (2.15), (2.16) und (2.17). Beim Beweis des zweiten
Teils beachte man, daR fiir das in der Definition von E(ud,ﬁ;) auftretende

a' wegen Spur (o) = Spur (') =0 mod 12 auch & = a + 6 ,u € Z , ist
und somit Y, (a') = Yy, {(a) und v;(a') = v;(a) gelten muB.

Zu Satz (1.2): Es geniigt

(2.18) h(a)c(&‘) = h(Y) ,
Qo

(2.19) va(w 8D L2y ,
Qo

(2.20) y,(a)"‘f” - v,(-q-‘f‘-)
0

zu beweisen. (2.18) folgt aus (2.15) unter Beachtung von (1.3) und der bekannten

Tatsache, daR j(a)o(f°)= jégi) ist. Der Beweis von (2.19) und (2.20) ergibt

0
sich aus [13] wenn man auf die dortigen Darstellungen (5.1) die Fortsetzungen

o(lq,, 3al?) bzw. o([qe, 2al™) von <)(f,) auf Q3f bzw. sz anwendet.

Man kann Satz (1.2) aber auch mit Hilfe des Reziprozititsgesetzes von Stark

([16], Theorem 3) ohne den Umweg iiber <Y, und 7Y; beweisen, weil im vorlie-
1 o)
0 Qo

hat. Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, daf man beim Versuch, den Satz (1.1)

genden Fall die in [16] auftretende Matrix B die einfache Gestalt B = (

mit Hilfe von [16] zu beweisen, auf erhebliche Schwierigkeiten stoft.

Zu Satz (1.3): Sei Ul die zu der Erweiterung /I gehdrige Untergruppe von

ﬁ% . Dann folgt aus (1.3) zunichst, daR die Relativnorm en(4t,§ ) nur
von den Nebenklassen AUl und jvf« abhédngt.
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Zu 1): Ist sn('h,,f) ¢ Q° , so muB wegen Satz (1.1) N(®L) = N(A) = -1(3)
flir jedes Paar IUL,{Q’ von gemdB (1.5) gewdhlten Vertretern von 1%21 und
;m gelten. Durch (1.11) ist daher ein Charakter x., von cﬁ;/ U‘C definiert.
und es gilt x.(R) = x.,(f) = -1 . Da ferner x.; gleich dem zu der Erwei-
terung Z(V=3)/ZI gehdrigen Charakter ist (vgl. [12]), muB weiter

=(V=3) <€ a, also V-3 € Q sein.

Im Fall 3 f[nf:n] folgt die Umkehrung von 1) so: Es ist

N
(2.22) 2/ eﬂm,;) = 1 \ E(m,ir)sq’

¢€AUL (R,/D)

wobei @ irgendeine Fortsetzung von ¢ auf Q bedeutet. Wegen Satz (1.1)

3f

by - .
gibt es einen Automorphismus ¢, von Q3f/9f mit E(d&,ﬁr)°° 1 = L, , und
N N 4,0
aus (2.22) folgt dann wegen ¢y = dbod , T, =G,

[szﬂl

(2.23) Wehm,}’)""’" =z,

und damit en(*t?,,f) ¢ 0°, wobei Ty € Q =zu beachten ist.

Zu 2): sn(*h, ) € 2* folgt unmittelbar aus Satz (1.1).
Zu 3): Diese Behauptung folgt analog zu 1) aus Satz (1.1).

Zu 4): Dies ergibt sich aus 1), 3) und Teil 3 von Satz (1.1).

Zu Satz (1.4): Ausgangspunkt ist die Formel

[Q:11-1 ¥z [Q:x]
q tulgl = (12u) W ‘e e hg

(2.24) [E

die man im wesentlichen aus der Kroneckerschen Grenzformel fiir die zu der
Erweiterung Q/I gehdrigen L-Funktion gewinnt [6]. un bezeichnet dabei

die in Q enthaltene Gruppe der Einheitswurzeln. Im Fall f = 1 ist diese
Herleitung in [5], Theorem (3.4) enthalten, und im Fall f 4 1 verliuft dies

v6llig analog.

/0



Wir setzen zur Abkiirzung

1
(2.25) n:= [Q:2] , m = [nf:z] R is= [uQUQ : Uif]

und zeigen, gestiitzt auf Satz (1.3) die Teilbarkeitsbeziehungen:

(2.26) 24"t | 4 | 2y , falls V-3 ¢ o, V4 ¢ @

?

% 24“‘1|il-(ié£’l 2yt falls V-3 € @, V- ¢ @

oyn=1 |1 |(2,m) oyn-1 falls V-3 ¢ Q

3 , , V=0 € q

nf—

24" | |£§€El oyh-1 , falls V-3 € @, Y- € n

1
6
Aus (2.23) folgt dann Satz (1.2) und der Zusatz (1.16), wobei zu beachten
ist, daB der Geschlechterkdrper von @ nach [ 1] vom Typ (2,2,...) ist

und somit uﬂ immer eine Untergruppe der 24-ten Einheitswurzel sein muB.

Zum Beweis von (2.26) unterscheiden wir die dort angegebenen Fidlle:

Im Fall v=3 ¢ @, Y-4 ¢ Q ist nach Satz (1.3) jedes Element aus U,
eine 2i-te Potenz in EQ und somit i = 24“’1 , da der Einheitenrang von
1 gleich n - 1 ist. Im Fall V-3 € Q , ATy ¢ 1 gehen wir von einer

in UQ enthaltenen Basis €_,..,¢ von U modulo Mg aus. Wegen

1’ n-1 0
V-l ¢ Q ist dann nach Satz (1.3) jedes e eine 8-te Potenz in Eq ,

also
(2.27) g™ | i | aa”!

Wir betrachten nun die beiden F&lle

a) Jedes €5 ist eine 3-te Potenz in EQ .

b) Ein €5 ist keine 3-te Potenz in EQ .

Im Fall a) hat man
n-1 R
(2.28) 3 [ i,

nach Satz (1.3) ist in diesem Fall notwendig (3,m) = 3 wund aus (2.27) und
(2.28) folgt nun (2.26).

7/
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Im Fall b) seien ohne Einschrédnkung genau TR keine 3-te Potenz
in 0 . Nach Satz (1.3), 4) erzeugen dann ihre 3-ten Wurzeln iiber @
denselben Korper und es folgt, daR mit geeigneten Exponenten vi =+ 1:

Vv,
(2.29) eie1l € 1=22,...,t.

Es gibt also eine Basis von UQ in der genau eine Einheit keine 3-te Potenz

in @ ist. Daraus folgt

(2.30)

%3“‘1 | 1

Im Fall (3,m) = 3 ergibt sich hieraus in Verbindung mit (2.27) die Behaup-

tung von (2.26). Im Fall (3,m) = 1 folgt aus Satz (1.3), daR ein 59(4Ln£]

und damit mindestens ein ei keine 3-te Potenz in Q ist und somit
(2.31) i l-% .21

gelten muB. (2.26) ergibt sich nun aus (2.30) und (2.31). Damit ist (2.26)
in den ersten beiden Fdllen bewiesen. In den beiden letzten F&dllen beweist

man (2.26) analog.

Zu Satz (1.5): Da j(B) =zu j(a) konjugiert ist, geniigt es, die Behaup-

tung fiir B = o zu beweisen. Hierzu wihle man in ) 2zwei Primideale ersten
Grades 4 wund wf der Norm p und q mit p # qQ , &gT(pq,6f) =1,
p=q=-1(4), p=gq=-1(3) . Dies ist mdglich, weil wir dy $ -3, -4

vorausgesetzt haben. Aus dem Beweis zu Satz (1.1) folgt dann

_p1 g1
(2.32) B, o) (Ta(@vs@) 2 2 e a. .
Da E%l S%l zu 6 teilerfremd ist, liefert Potenzieren mit —6-25143%1 , daB
p-1 g-1
53 2
(2.33) E(4,q) Jla)?(j(a) - 12%)3
eine 6-te Potenz in Qf ist. Die Einheit
. 6 p-1 gq-1
: T2 T2
(2.34) €= E(4,9)

leistet also das Verlangte.

/2
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Zu Satz (1.6): Sei € C, X2 = mit e aus Satz (1.5). Dann

INETY)
gilt fir M0 = (6A)7'an
(2.35) g M) = 3.36 Hejlun)
ga(/HO) =

6 Ye(jm)-123) ,

wobei A gegebenenfalls noch um eine 3-te Einheitswurzel so abzuindern ist,

daR die 3~te Wurzel in (2.35) in Q. liegt. Man berechnet dann
(2.36) AMR) = g, (M) - 27 g,(M)?* = 6% e

womit alles gezeigt ist.

—~
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