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Nombres de classes

dans certaines extensions infinies.

par R. Gillard (Grenoble)

Le but de cette conf\’erence \dagger est de discuter comment le th\’eor\‘eme de

Washington,prolong\’e par Friedman, (cf. [W1] et [F]) peut se transposer dans

le cadre des extensions abeliennes d’un corps quadratique imaginaire. Pour plus

de details, je renvoie \‘a mon article [Gi3].

Rappelons bri\‘evement la situation cyclotomique. Pour $l$ un nombre premier,

notons $Q\iota\infty$ l’unique $Z\iota$-extension de $Q$ ; elle est contenue dans la r\’eunion des corps

cyclotomiques $Q(\zeta_{l^{n}})$ , pour $n$ dans $N,$ $\zeta_{l^{n}}$ racine de 1 d’ordre $l^{n}$ . Soient pour $s$ entier

$l_{1},$
$\ldots,$

$l_{s}$ des nombres premiers distincts fix\’es; posons A $:= \prod l_{i}$ et $A^{n}$ $:= \prod l_{i^{n;}}$ ,

si $n$ $:=(n_{1}, \ldots, n_{s})$ . On note $Q_{A}\infty 1$‘extension compos\’ee des $Q\iota\infty$ . Pour $F/Q$ une

extension ab\’elienne, notons $F_{A\infty}$ l’extension compos\’ee $F.Q_{A\infty}$ et $F_{\Lambda^{n}},$ $n$ comme

ci-dessus, la sous-extension de $F_{A}\infty/F$ de degr\’e $A^{n}$ . Fixons un nombre premier $p$

et notons $e(n)$ l’exposant de $p$ dans le nombre de classes de $F_{\Lambda^{n}}$ . D’apr\‘es $[F],on$ a:

0. 1. THEOR\‘EME. – Avec les notation$sp$r\’ec\’edentes, fixon$s$ A et $F$ : si $p$

ne $di$vise pas $A$ , l’exposant $e(n)$ est born\’e lorsque $n$ parcourt $N^{S}$ .

Ce th\’eor\‘eme redonne celui de [W1] lorsque $s=1$ . En utilisant le th\’eor\‘eme

de Ferrero-Washington, [FW] ( $\mu=0$ ; c’est le cas $s=1$ dans 0.2), Friedman en

d\’eduit:

0.2. TH\’EOR\‘EME. –A$vec$ les notation$sp$r\’ec\’edentes, si $p$ est \’egal \‘a $l_{1}$ , il

existe des entiers $\lambda\geq 0,$ $\nu\in Z,$ $m_{1},$ $\ldots$ , $m_{\epsilon}\in N$ tels que pour tout $n=(n_{1}, \ldots, n.)$

v\’erifiant $n_{1}\geq m_{1},$
$\ldots,$

$n_{\epsilon}\geq m_{s}$ , on ait:

(0.2.1) $e(n)=\lambda.n_{1}+\nu$ .
De plus la limite projecti$ve$ naturelle $d$es $gro$upes de $cl$asses des $ext$ensions $F_{\Lambda^{n}}$

pour $n\in N^{s}$ est isomorphe \‘a $(Z_{p})^{\lambda}$ .
$\uparrow$ Je remercie sinc\‘erement la fondation Taniguchi qui l’a permise
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1. R\’esultats.

1.0. – Placons nous maintenant dans la situation ”elliptique” en choisis-

sant un corps quadratique imaginaire $K$ d’anneau des entiers $R$ . Pour chaque id\’eal

premier $\underline{l}$ de $R$ soit $R_{\underline{l}}$ le complet\’e de $R$ en $\underline{l}$ et $K\underline{\iota}\infty$ l’unique $R_{l}$-extension de $K$ non

ramifi\’ee en dehors de ?; si $\underline{l}$ diff\‘ere de son conjugu\’e $\underline{l}’$ , notre $K\underline{\iota}\infty$ est la $Z_{l}$-extension

de $K$ non ramifi\’ee en dehors de $\underline{l}$ ; si $\underline{l}=\underline{l}’$ , c’est la $Z_{l}\cross Z\iota$ extension de $K$ . Soient,

pour $s$ entier, des id\’eaux premiers distincts $\underline{l}_{1},$ $\ldots,\underline{l}_{s}$ de $R$ de $F$ et A leur produit.

Pour $n:=(n_{1}, \ldots, n_{s})$ , posons $A^{n}$ $:= \prod\underline{l}_{i}^{n:}$ . Soit $R_{A}$ le compl\’ete A-adique de $R$ : il

s’identifie au produit des $R_{\underline{l}_{*}}$. ; notons $K_{A\infty}$ la composee des extensions $K\underline{\iota}_{:}\infty$ ; on a
$Ga1(K_{A}\infty/K)\simeq R_{\Lambda}$ .

Soient $F$ une extension ab\’elienne de $K$ et $F_{A\infty}$ l’extension compos\’ee $F.K_{\Lambda\infty}$ .
Choisissons maintenant un nombre premier $p$ et un diviseur premier de $\overline{\underline{p}}$ dans $R$ ;

on suppose que

HYPOTH\‘ESE. – $p$ $est\neq 2$ ou 3 et est non ramifi\’e dans $K/Q$ .

Pour chaque extension $L/K$ notons $M(L)/L$ la plus grande p-extension

ab\’elienne non ramifiee en dehors de $\underline{p}$. Soit $X(L)_{\tau}$ la partie de torsion de $X(L)$ $:=$

$Ga1(M(L)/L)$ et $x(L)$ l’exposant de $p$ dans son ordre. On peut se demander:

QUESTION. – Quelles sont les conditions sur $F$ et A qui assurent que

(1.0.1) le nombre $x(L)$ reste born\’e lorsque $F$ parcourt l’ensemble des sous-

extensions de $F_{\Lambda}\infty/F$ .

Le r\’esultat suivant incite \‘a la prudence:

1.1. TH\’EOR\‘EME. – Soit $l\neq p$ un nombre premier; prenons A $=(l)$ .
Consid\’erons $H^{(p)}$ la plus grande p-extension non ramffi\’ee de $K$ : elle poss\‘ede une

infinit\’e $d’ ext$ensions cycliques $F/H^{(p)}$ de degre $p$ , ab\’eliennes sur $K$ , et ne verifian$t$

pas (1.0.1).

D\’emonstration. – (esquisse: cf. aussi [I1]) On consid\‘ere les extensions
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$F/H^{(p)}$ comme ci-dessus qui sont ramifi\’ees en suffisamment d’id\’eaux premiers

au dessus de nombres premiers inertes dans $K$ : on constate que ces id\’eaux se

decomposent totalement dans une $Z_{l}$-sous-extension de $K_{\Lambda}\infty$ . On applique alors

une formule des classes invariantes (similaire \‘a celle de [Gr]) pour les extensions
$L/L\cap H_{\Lambda^{\infty}}^{(p)}$ . On a remplac\’e $K$ par $H^{(p)}$ pour assurer l’existence de tels F. $\square$

Notre r\’esultat essentiel donne une condition suffisante pour avoir (1.0.1):

1. 2. TH\’EOR\‘EME. – On $s$ uppose que $p$ ne divise pas A. Avec les notations

de 1.0, et l’hypoth\‘ese sur $p$ , si l’extension $F_{\Lambda}\infty/F$ est pro-cyclique,alors (1.0.1) est

vraie.

Imposer que $F_{\Lambda}\infty/F$ soit pro-cyclique revient \‘a demander que l’ideal A soit

premier \‘a son conjugu\’e: les id\’eaux $\underline{l}_{i}$ sont alors de degr\’e 1 et ne sont pas conjugu\’es

deux \‘a deux.

D\’emonstration. – On d\’eduit 1.2 du theor\‘eme 3.2.4 ci dessous et de crit\‘eres

de Kummer (cf. [Gi2] et [R2] ou pour plus de d\’etails $[Gi3]$ ) $.\square$

En suivant la methode de Friedman et en s’appuyant sur le r\’esultat $\mu=0$

de [Gi2], on d\’eduit assez facilement de 1.21‘analogue de 0.2:

1.3 TH\’EOR\‘EME. – On suppose l’extension $F_{\Lambda}\infty/F$ pro-cyclique et on

note $F_{A^{n}}$ la sous-extension de degr\’e $N(A^{n})$ . Alors si $\underline{p}=\underline{l}_{1}$ et si $p$ v\’erifie l’hypoth\‘ese

de (1.0), la limite $p$rojecti$ve$ naturelle des $X(F_{A^{n}})$ est un $Z_{p}$ -module libre de

rang fini. En notant $\lambda$ son rang, on trouve qu’il existe des entiers $\nu\in Z$ et

$m_{1},$ $\ldots,$
$m_{s}\in Z$ tels que

$x(F_{\Lambda^{n}})=\lambda.n_{1}+\nu$ ,

pour $nd$an$sN^{s}$ v\’erifiant $n_{1}\geq m_{1},$ $\ldots$ , $n_{s}\geq m_{s}$ .

D\’emonstration. – Si $L/K$ est une extension infinie, posons

$M(L)$ $:=\cup M(L’),$ $X_{\tau}(L)$ $:= \lim_{arrow}X(L’)_{\tau}=Ga1(M(L)/L_{\underline{p}\infty})$ ,

o\‘u dans la r\’eunion et la limite projective $L’$ parcourt l’ensemble des sous-extensions

finies de $L$ . Notons $A_{0}$ le produit de $\underline{l}_{i}$ pour $i\geq 2$ et $F_{n}$ (resp. $F_{n}’$ ) la sous
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extension de degr\’e $p^{n}$ de $F_{\underline{p}\infty}/F$ (resp. $F_{A}\infty/F_{A_{O}}\infty$ ). On remarque tout d’abord

que le th\’eor\‘eme 1.2 implique la finitude de $X_{\tau}(F_{n}’)$ , et on en d\’eduit que $X_{\tau}(F_{A}\infty)$

est un $Z_{p}[[T]]$ -module de torsion (on a identifi\’e $T-1$ \‘a un g\’en\’erateur fix6 de

$Ga1(F_{A}\infty/F_{A_{o}}\infty)$ Comme dans [F], on ram\‘ene facilement son \’etude \‘a celle de

$X_{\tau}(L)$ pour un $L$ compris entre $F_{\underline{p}\infty}$ et $F_{A}\infty$ et $[L : F_{\underline{P}^{\infty}}]$ fini. On v\’erifie que

$L=F_{\underline{p}\infty}$ pour une extension $F$’ convenable.La formule du d\’ebut se d\’eduit de la

th\’eorie d’Iwasawa appliqu\’ee \‘a $F$’ (cf. [W2] 13.5), compte tenu du th\’eor\‘eme 3.4

$(\mu=0)$ de $[Gi2].\square$

1.4. – Les \’enonc\’es precedents sont encore valides en remplacant $X(L)$ par

le p-groupe des classes de $L$ , cela en est une cons\’equence facile si $p$ est d\’ecompos\’e;

pour $p$ inerte c’est un peu plus d\’elicat.

2. Un r\’esultat d’ ind\’ependance alg\’ebrique.

Comme dans [Gi2],[S1] et [S2], la d\’emonstration repose sur un r\’esultat

d’ind\’ependance alg\’ebrique. On prend $R$ et A comme en 1.0.

2.1. – Soit $E$ une courbe elliptique \‘a multiplications complexes par $R$

d\’efinie sur un corps $k$ de caract\’eristique premi\‘ere \‘a A. Notons $E[A^{\infty}]$ les points

de $E$ \‘a valeurs dans une clot\^ure alg\’ebrique $\overline{k}$ de $k$ et annul\’es par une puissance

(variable) de A.

2.2. PROPOSITION. – Soit $W$ une partie infinie de $E[A^{\infty}]$ et $\beta_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{s}$

des \’el\’ements de $R_{A}$ lin\’eairemen$t$ in $d$\’ependants sur $R$ ; alors les poin$tsP(w)$ de

composantes $\beta_{i}.w$ , pour $w$ dans $W$ , dans le produit $E^{s}$ de $s$ copies de $E$ , forment

un ensemble dense pour la topologie de Zariski.

D\’emonstration. – La fermeture de l’ensemble des $P(w)$ est une sous-

vari\’ete ab\’elienne de $E^{S}$ . Si ce n’\’etait pas $E^{\epsilon}$ lui-m\^eme, les $P(w)$ seraient dans le

noyau d’un morphisme surjectif de vari\’et\’es ab\’eliennes $E^{s}arrow E$ , ce qui fournirait

une relation de d\’ependance entre les $\beta_{i}.\square$
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2.3. COROLLAIRE. – Soient $W$ une partie infinie de $E(A^{\infty})$ et des $\delta_{j}$ ,

pour $j=1,$ $\ldots$ , $m$ dans $R_{A}^{*},$ $ai_{I}z$si que des fonctions rationnelles $f_{j}$ sur E. Si les

$\delta_{j}$ repr\’esentent des classes distinctes dans le quotient $R_{\Lambda}^{*}/R_{\Lambda}^{*}\cap R$ et si la somme

$\sum f_{j}\circ\delta_{j}$ est $nulle$ sur $W$ , alors les fonctions $f_{j}$ sont $con$stantes.

D\’emonstration. – Il suffit de reprendre celle de $[S1].\square$

3. Etude d’une famille infinie de nombres de Bernoulli-Hurwitz.

3.1. Notations compl\’ementaires. – Soient $K=Q(\sqrt{d})$ notre corps

quadratique imaginaire ($d<0$ est le discriminant), et $\underline{p}$ comme en 1.0; on identifie

les nombres alg\’ebriques dans $C$ et $C_{p}$ (compl\’ete d’une clot\^ure algebrique $\overline{Q}_{p}$ de

$Q_{p})$ \‘a l’aide $d’ inclusions\overline{Q}\subseteq C$ et $\overline{Q}\subset C_{p}$ fix\’ees: ceci definit un prolongement

$v$ \‘a $\overline{Q}$ de la valuation $\underline{p}rightarrow adique$ de $K$ compatible avec la valuation de $C_{p}$ que l’on

note aussi $v$ et que l’on normalise par $v(p)=1$ . Pour toute extension $L$ de $Q$ ou

$Q_{p}$ , on note $R(L)$ son anneau d’entiers. On note $\overline{\underline{p}}$ l’id\’eal maximal de $R(C_{p})$ . On

pose $R:=R(K)$ .

Soit $E$ une courbe elliptique admettant $R$ comme anneau d’endomor-

phismes. Pour $a\in R$ , on note $[a]$ l’endomorphisme correspondant. On suppose

que $E$ est d\’efinie sur $H$ , le corps de Hilbert de $K$ , et a bonne r\’eduction en les

diviseurs premiers de $\underline{p}$.

Pour $\mathcal{L}$ $:=R.\Omega$ , un r\’eseau convenable, on a le parametrage de Weierstrass

(3.1.1) $zarrow(X, Y)$ $:=(\wp(z, \mathcal{L}),$ $\wp’(z, \mathcal{L}))$ .

Pour $\lambda$ un point de torsion de $E$ , on note $z(\lambda)\in C$ un nombre complexe

le representant par (3.1.1). Comme toujours, on utilise une fonction $\theta,$ $\theta(z, \mathcal{L})$ que

l’on tord avec une combinaison lin\’eaire d’id\’eaux de $R,$ $\alpha=\sum\alpha(a)$ a telle que

(3.1.2) $\alpha(a)\in Z,$ $\sum\alpha(a)=\sum\alpha(a).N(a)=0$ ,

o\‘u $N(a)$ est la norme de a, pour obtenir une fonction elliptique $F_{\alpha}$ , rationnelle

sur $H$ : on d\’efinit $F_{\alpha}$ sur $C$ par sa compos\’ee $\Theta(z, \alpha)$ avec (3.1.1):

(3.1.3) $\Theta(z, \alpha)$
$:= \prod_{a}\prod_{\lambda}(\wp(z, \mathcal{L})-\wp(z(\lambda), \mathcal{L}))^{12.\alpha(a)}$ ,
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o\‘u dans le produit interne $\lambda$ parcourt un syst\‘eme de repr\’esentants $\neq 0$ de la

a-torsion de $E$ modulo l’action $de\pm 1$ . On a

(3.1.4) $F_{\alpha}\circ[a]=F_{\alpha(a)}$ .

Soit $D$ la derivation invariante $\frac{d}{dz}$ sur $E$ : elle est rationnelle sur $H$ car elle

s’ecrit encore $D=YdX$; ainsi $D\log\Theta(z, \alpha)$ est la fonction rationnelle sur $E$ :

(3.1.5) $D \log F_{\alpha}=\sum_{a}\sum_{\lambda}12.\alpha(a)\frac{Y}{X-X(\lambda)}$ .

Soit $g$ un id\’eal de $R$ et choisissons un g\’en\’erateur sur $R,$ $\rho_{g}$ de la g-torsion $E(g)$

de $E$ . Si $g$ est premier \‘a $A$ , on prend $p_{gA^{n}}=p_{g}+\rho_{A^{n}}$ .

On note $Cl(g)$ (resp. $H_{g}$ ) le groupe (resp. le corps) de classes de rayon $g$ ,

$\mu(g)$ le groupe des racines de 1 dans $K$ congrues \‘a 1 modulo $g$ et $e(g)$ son ordre. Le

nombre $\Theta(\rho_{g}, \alpha)$ est une unite elliptique; son image par l’automorphisme d’Artin

$[b, H_{g}/K]$ est donn\’e,cf. [R1] \S 4.2 prop. 9 cor., par:

(3.1.6) $[b, H_{g}/K]\Theta(\rho_{g}, \alpha)=\Theta(\rho_{g}, \alpha b)$ .

Soit $\nu$ un caract\‘ere de Dirichlet de $K$ de conducteur $g$ : par

la loi de r\’eciprocit\’e, on l’identifiera \‘a un caract\‘ere de

$Ga1(H_{g}/K)$ ou m\^eme de $Ga1((H_{g})_{A\infty}/K)$ . Si $\nu$ est mod\’erement ramifi\’e en $\underline{p}$, son

conducteur est de la forme $g$ ou $g\underline{p}$ pour $g$ premier \‘a
$\underline{p}$ . On voit facilement qu’il

existe un entier $n=n(\nu)\in[1, N(\underline{p})-1]$ tel que pour $a$ dans $R$ congru \‘a 1 modulo

$g$ , on ait:

(3.1.7) $\nu((a))\equiv a^{n}$ mod $\underline{\overline{p}}$ .

D’apr\‘es (3.1.7), $n$ est divisible par $e(g)$ .

Pour $k\in N$ , et $k\geq 0$ , on note $LF_{\alpha}^{(k)}$ la fonction rationnelle de $E/H$ definie

par la fonction complexe $\frac{D^{k}}{(k-1)!}\log F_{\alpha}$ . De (3.1.4), on deduit

(3.1.8) $LF^{(k)}=b^{k}LF_{\alpha}^{(k)}\circ[b]$ .
$\alpha(b)$

Remarquons l’int\’egralit\’e de $LF_{\alpha}^{(k)}$ en $\underline{p}$ pour $k\in[1, N(\underline{p})-1]$ , cf. [K] si $p$ est

inerte dans $K$ . Si le conducteur de $\nu$ est $g$ ou $g\underline{p}$, on d\’eduit de (3.1.7) que pour

$n=n(\nu)$ ,

(3.1.9) $\nu^{-1}(b)LF_{\alpha b}^{(n)}(\rho_{g})\equiv LF_{\alpha}^{(n)}(\rho_{g})mod \overline{\underline{p}}$ ,
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si $b$ est de la forme $(b)$ avec $b\equiv 1$ mod $g$ . On peut par ailleurs exprimer ces

nombres au moyen des valeurs sp\’eciales de series d’Eisenstein ajust\’ees (cf. [Gi2]

2.4.4)

(3.1.10) $LF_{\alpha}^{(n)}( \rho_{g})=12(-1)^{n-1}\sum_{a}\alpha(a)E_{n}^{*}(\rho_{g}, a^{-1}\mathcal{L})$ .

3.2. Nombres de Bernoulli-Hurwitz. – Soit $\nu$ un caract\‘ere de Dirich-

let mod\’er\’ement ramifi\’e en $\underline{p}$: on peut \’ecrire la somme:

(3.2.1) $B_{\alpha}(\nu)$ $:= \sum\nu^{-1}(b)LF_{\alpha b}^{(n)}(\rho_{g})$ .

o\‘u $b$ parcourt un syst\‘eme de repr\’esentants de $Cl(g)$ premiers \‘a
$\underline{p}$ et $n=n(\nu)$ ;

$B_{\alpha}(\nu)$ mod $\underline{\overline{p}}$ est ind\’ependant du syst\‘eme choisi, cf. (3.1.9). Dans le cas o\‘u

$n=N(\underline{p})-1$ (cas non ramifi\’e en p), on utilise aussi les nombres

(3.2.2) $b_{\alpha}(\nu)$ $:= \sum\nu^{-1}(b)\log_{p}F_{\alpha b}(\rho_{g})$ ,

o\‘u $\log_{p}$ est le logarithme calcul\’e dans $\overline{Q}_{p}$ , relie \‘a $B_{\alpha}(\nu)$ par une congruence.

S.2. S. Conditions sur $\alpha$ . – On suppose que les id\’eaux a tels que a(a) $\neq 0$

sont premiers \‘a $6\underline{p}gA$ . On suppose aussi que $\alpha$ n’a pas tous ses coefficients $\alpha(a)$

divisibles par $p$ .

Notons $Ga1(K_{A}\infty/K)^{*}$ le groupe des caract\‘eres de $Ga1(K_{A}\infty/K)$ . Notre

r\’esultat principal est le suivant:

3.2.4. THEOR\‘EME. – Si A et $A’$ sont premiers $entreeux$ et premiers \‘a

$p$ et si $\chi$ est un caract\‘ere de Dirichlet mod\’er\’ement ramifi\’e en $\underline{p}$, Pensemble

$\lambda t(\chi)$ $:=$ { $\varphi\in Ga1(K_{A}\infty/K)^{*}|B_{\alpha}(\varphi\chi)\equiv 0$ mod $\overline{\underline{p}}$}

est fini.

La proposition suivante joue un r\^ole capital:

3.2.5. PROPOSITION. – Un automorphisme $\sigma\in Gal(\overline{Q}/H)$ agit sur le

nombre algebrique $B_{\alpha}(\nu)$ en v\’erifiant la $c$ongr$uen$ce:

$\sigma B_{\alpha}(\nu)=c(\sigma)B_{\alpha}(\sigma\nu)mod \overline{\underline{p}}$ ,
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o\‘u $\sigma\nu$ est le caract\‘ere d\’ed $uit$ de $\nu par$ action sur ses valeurs, et $c(\sigma)$ est une unit\’e

dans $\overline{Q}_{p}.\square$

3.3. Trace du caract\‘ere $\nu=\varphi\chi$ . – Choisissons deux entiers $N$ et $M$

ayant les m\^emes facteurs premiers que $A$ , avec $N\geq M$ et assez grands pour que

(3.3.1) $Ga1(H(\mu_{N})/H(\mu_{M}))\simeq Ga1(Q(\mu_{N})/Q(\mu_{M}))$ ,

et notons $Tr_{N/M}$ l’op\’erateur $\sum\sigma$ o\‘u $\sigma$ parcourt $Ga1(H(\mu_{N})/H(\mu_{M}))$ .

3.3.2. LEMME. – Si $\nu$ est un caract\‘ere d’ordre $M$ , on $a$ :

$Tr_{N/M}(\nu(b))=\{[o^{Q(\mu_{N})} : Q(\mu_{At})]\nu(b)$ $si\nu(b)^{M}sinon.=1$
,

Ce lemme \’evident est important car suivant l’astuce de [W1], il permet

de reduire des caract\‘eres de Dirichlet \‘a des fonctions caract\’eristiques pour des

sous-ensembles de $Cl(gA^{n})$ .

Voici un premier exemple d’utilisation. Notons $B_{\alpha}’(\nu)$ le nombre defini

comme $B_{\alpha}(\nu)$ mais en restreignant la sommation aux ideaux $b$ tels que

(3.3.3) $[b, H\cap K_{A}\infty/K]=1$ ;

comme en (3.2.5), on a:

(3.3.4) $\sigma B_{\alpha}’(\nu)\equiv c(\sigma)B_{\alpha}’(\sigma\nu)$ mod $\overline{\underline{p}}$ .

3.3.5. PROPOSITION. – Pour que $\lambda t(\chi)soit$ fini, il suffit qu’il en soit

de m\^eme pour

$\mathcal{M}’(\chi)$ $:=\{\varphi\in Ga1(K_{A}\infty/K)^{*}|B_{\alpha}’(\varphi\chi)\equiv 0mod \overline{\underline{p}}\}$

D\’emonstration. – En appliquant 3.$3.2,on$ d\’eduit de la congruence d’un

$B_{\alpha}(\varphi\chi)$ des congruences analogues portant sur des sommes analogues o\‘u $b$

parcourt un syst\‘eme des repr\’esentants de $Cl(gA^{n})$ (o\‘u $g\Lambda^{n}$ est la partie premi\‘ere

\‘a 2 du conducteur de $\varphi\chi$ ) tels que $b$ induise l’identit\’e sur $K_{(M)}$ (on d\’esigne par

$K_{(M)}$ la sous-extension de degre $M$ de $K_{\Lambda}\infty/K$ et on choisit l’ordre $N$ de $\varphi\chi$
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et $M$ assez grands). On termine en sommant sur un syst\‘eme de repr\’esentants de

$Ga1(K_{(M)}/K_{\Lambda}\infty\cap H).\square$

3.4. Comment $B_{\alpha}’(\varphi\chi)$ d\’epend de $\varphi$ . – Le passage de $B_{\alpha}(\varphi\chi)$ \‘a

$B_{\alpha}’(\varphi\chi)$ va nous permettre d’isoler $\varphi$ dans les sommations.Posons

$A^{(n)}=$ pgcd $(A, 2)A^{n}$ A.

On suppose maintenant que $\varphi$ est de conducteur exactement $\Lambda^{(n)}$ et que le

conducteur de $\chi$ divise $g\underline{p}A^{(0)}$ : ceci est possible par une translation \’eventuelle sur
$\mathcal{M}’(\chi)$ . On peut prendre comme syst\‘eme de repr\’esentants de $Cl(g\Lambda^{(n)})$ le syst\‘eme

des

(3.4.1) $b=c.i(x)$ ,

o\‘u $c$ parcourt un syst\‘eme de repr\’esentants de $Cl(gA^{(0)})$ ; si $x$ appartient \‘a $1+A^{(0)}$ ,

on d\’efinit $i(x)$ comme \’etant un ideal $(x’)$ avec $x’\equiv 1$ mod $gA^{(0)}$ et $x’\equiv xmod \Lambda^{(n)}$ :

sa classe dans $Cl(gA^{(n)}$ est bien d\’efinie. On \’ecrit simplement $\varphi(x)$ pour $\varphi(i(x))$ .

On observe que $n(\varphi\chi)=n(\chi)$ donc est independant de $\varphi$ . Pour $b$ v\’erifiant (3.3.3),

il existe un $\beta$ unique dans $1+A^{(0)}$ tel que pour tout $\varphi$ dans $Ga1(K_{\Lambda}\infty/K)^{*}$ , on

ait:

(3.4.2) $\varphi(b)=\varphi(\beta)$ .

Bien sur si $b=c.i(x)$ , on doit prendre $\beta=\gamma.x$ avec $\gamma=\gamma(c)$ d\’efini par la

condition analogue \‘a 3.4.2.

Apr\‘es quelques calculs, on obtient:

(3.4.1) $B_{\alpha}’( \varphi\chi)=\sum_{z}\varphi^{-1}(z)\sum_{c}\chi^{-1}(c)LF_{\alpha c}^{(n)}(\rho_{g}+z\gamma^{-1}\rho_{\Lambda}\langle n))$ ,

o\‘u $z$ parcourt $1+A^{(0)}/1+A^{(n)}$ et $c$ un ensemble $R$ d’id\’eaux en bijection par

$carrow[c, H_{gA(O)}/K]$ avec $Ga1(H_{g\Lambda^{(O)}}/H\cap K_{\infty})$ .

3.5. Transformation de Fourier. – Pour $p$ un point de torsion annule

par $A^{(n)}$ , on introduit le caract\‘ere additif sur $R$ :

(3.5.1) $\lambda_{\rho}(a)$ $:= \exp 2\pi iTr(a\frac{z(\rho)}{\Omega\sqrt{d}})$ .
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Si $\rho$ est primitif, on a ainsi une dualit\’e sur $R/A^{(n)}$ definie par $(x, y)arrow$

$\lambda_{\rho}(x.y)$ . Pour $f$ fonction sur $R/A^{(n)}$ , on peut introduire sa transformee de Fourier

(3.5.2) $\mathcal{F}_{\rho}(f)(y)$

$:= \sum_{x}\lambda_{\rho}(x.y)f(x)$
,

somme sur $R/A^{(n)}$ .

Soit ($\rho\in Ga1(K_{A\infty}/K)^{*}$ , un caract\‘ere de conducteur $A^{(n)}$ . Choisissons deux

el\’ements $n$ et $m$ de $N^{s}$ assez gros ($i.e$ . toutes leurs composantes sont assez grosses):

les entiers $N$ $:=N(A^{(n)})$ et $M$ $:=N(A^{(m)})$ v\’erifient la condition (3.3.1). On a le

r\’esultat suivant qui nous debarrassera de $\varphi$ :

3.5.3. PROPOSITION. – Supposons que $\mathcal{M}’(\chi)con$ tienne un caract \‘ere

$\varphi$ de $c$onducteur $A^{(n)}$ , alors le poin$t$ de torsion $\rho_{\Lambda^{(n)}}$ v\’erifie

$\sum_{\epsilon}\lambda_{\text{\’{e}}}(1)\sum_{c}\chi^{-1}(c)LF_{\alpha c}^{(n)}(\gamma^{-1}\rho_{A^{(n)}}+\gamma^{-1}\epsilon+\rho_{g})\equiv 0mod \overline{\underline{p}}$ ,

o\‘u dans la somme $\epsilon$ parcourt $E[A^{(m)}]$ .

$Enon\sigma ons$ quelques lemmes utiles pour la d\’emonstration de 3.5.3.

3.5.4. LEMME. – Si $\varphi\in Gal(K_{A}\infty/K)^{*}$ est un $c$aract\‘ere de conducteur
$A^{(n)}$ , il existe un point $\omega$ de $\Lambda^{(n)}$ -torsion, primitif,tel que

$\varphi(1+T)=\lambda_{\omega}(T)$ ;

pour tout $T$ dans $A^{(n-m)}.\square$

En fait quitte \‘a remplacer $\varphi$ par un conjugu\’e, on peut m\^eme prendre

$\omega=-\rho_{\Lambda^{(n)}}$ dans 3.5.4. C’est dans le r\’esultat suivant que l’hypoth\‘ese que A et
$\Lambda’$ sont premiers entre eux s’av\‘ere indispensable car elle permet d’exprimer le

noyau de $\varphi^{m}$ dans $R_{\Lambda}^{*}$ et d’appliquer 3.3.2.

3.5.5. LEMME. – Si $x_{0}\in 1+A^{m}$ et si $x$ dans $x_{0}\eta(1+A^{(n-m)})$ , avec

$\eta\in\mu(R_{\Lambda})$ le $groupe$ des racines de 1 dans $R_{\Lambda}$ , on a

$Tr_{N/M} \varphi(x/x_{0})=[Q(\mu_{N}) : Q(\mu_{M})]\lambda_{\omega}(\frac{x}{\eta}-x_{0})$ .

C’est $0$ si $x$ es $t$ dans $R_{A}$ mais pas dans $x_{0}\mu(R_{\Lambda})(1+A^{(n-m)}).\square$
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3.6. D\’emonstration de 3.5.3.(esquisse). – Posons

(3.6.1) $G(z)$
$:= \sum_{c}\chi^{-1}(c)LF_{\alpha c}^{(n)}(z\gamma^{-1}\rho_{A^{(n)}}+\rho_{g})$ .

Partant de (3.4.5), en utilisant $(3.3.5),0\dot{n}$ obtient

(3.6.2) $\sum_{z}\sigma\varphi^{-1}(z)G(z)\equiv 0mod \overline{\underline{p}}$ .

pour $\sigma$ dans $Ga1(H(\mu_{N})/H(\mu_{M}))$ . Multipliant le membre de gauche de (3.6.2) par

$\sum_{x}\lambda_{\rho}(x)\sigma\varphi(x)$ (somme sur un syst\‘eme de repr\’esentants de $R/A^{(n)}$ ; on a pos\’e

$\rho=\rho_{\Lambda^{(n)}})$ et remplacons $x$ par $xz$ dans la sommation: nous faisons apparaitre

$F_{\rho}(\sigma\varphi)$ . La proposition s’obtient en faisant une combinaison lin\’eaire astucieuse $g$

des fonctions $\sigma\varphi$ pour avoir une fonction $F_{\rho}(g)$ tr\‘es simple, en utilisant 3.5.5. 口

3.7. D\’emonstration de 3.2.4. – Nous allons utiliser le r\’esultat du \S 2,

mais auparavant il nous (encore !) transformer la congruence de 3.5.3. Posons

$c=b.(x)$ o\‘u $b$ parcourt un ensemble $R_{1}$ d’id\’eaux de $R$ premiers \‘a $A^{(0)}$ , ensemble

en bijection par $barrow[b, H_{A(0)}/H_{\Lambda(O)}\cap K_{A}\infty]$ avec $Ga1(H_{A(O)}/H_{A(O)}\cap K_{\Lambda\infty})$ \dagger et o\‘u

$x$ parcourt un syst\‘eme de repr\’esentants $R_{2}$ tous congrus \‘a 1 mod $A^{(0)}$ de $(R/g)^{*}$ .
Ainsi les nombres $\beta$ et $\gamma$ associes \‘a $b$ et \‘a $c$ par (3.4.4) v\’erifient $\gamma=\beta.x$ . En

utilisant 3.1.8, la congruence de 3.5.3 s’\’ecrit donc

(3.7.1)
$\sum_{b\in R_{1}}\chi^{-1}(b)G_{b}(\beta^{-1}.\rho_{A^{(n)}})\equiv 0mod\underline{\overline{p}}$

.

o\‘u $G_{b}$ est la fonction rationnelle sur $E$ :

(3.7.2) $G_{b}(P)$
$:= \sum_{x\in R_{2}}\sum_{\epsilon\in E[A^{m}]}\lambda_{\epsilon}(1)\chi^{-1}((x))x^{n}LF_{\alpha b}^{(n)}(x\rho_{g}+\beta^{-1}\in+P)$

.

Nous allons utiliser le lemme facile:

3.7.3. LEMME. – Deux \’el\’emen$tsb$ et $b’$ de $R_{1}$ donnent des nombres $\beta$

et $\beta’$ de $1+A^{(0)}$ don$t$ les classes dans $R_{A}^{*}/R_{A}^{*}\cap R$ sont distinctes $.\square$

Supposons que $\mathcal{M}’(\chi)$ soit infini : d’apr\‘es 3.5.3, l’ensemble $W$ des points de
$\Lambda^{\infty}$-torsion $w$ tels que

$\sum\chi^{-1}(b)G_{b}(\beta^{-1}w)\equiv 0mod \underline{\overline{p}}$

$f$ on notera que $K_{A}\infty\cap H_{g\Lambda^{(O)}}=K_{A}\infty\cap H_{\Lambda(O)}=K_{A}\infty\cap H$ .
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est infini. D’apr\‘es 2.3, et 3.7.3, toutes les fonctions $G_{b}$ se r\’eduisent modulo $\overline{\underline{p}}$ en des

constantes. Or ceci est absurde, comme on le constate en calculant explicitement

le diviseur polaire de Gb.\square
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