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Nombres de classes

dans certaines extensions infinies.

par R. Gillard (Grenoble)

Le but de cette conférence 1 est de discuter comment le théoréeme de
Washington,prolongé par Friedman, (cf. [W1] et [F]) peut se transposer dans
le cadre des extensions abéliennes d’un corps quadratique imaginaire. Pour plus

de détails, je renvoie & mon article [Gi3].

Rappelons briévement la situation cyclotomique. Pour [ un nombre premier,
notons Qe 'unique Z;—extension de Q; elle est contenue dans la réunion des corps
cyclotomiques Q(¢»), pour n dans N, ¢» racine de 1 d’ordre {”. Soient pour s entier
ly,...,ls des nombres premiers distincts fixés; posons A := [[I; et A™ := [ [;™,
sin := (n1,...,ns). On note Q= l’extension composée des Q. Pour F/Q une
extension abélienne, notons Fy~ l’extension composée F.Qp» et Fjn, n comme
ci-dessus, la sous-extension de Fj /F de degré A™. Fixons un nombre premier p

et notons e(n) ’exposant de p dans le nombre de classes de Fyn. D’aprés [F],on a:

0.1. THEOREME. — Avec les notations précédentes, fixons A et F: sip

ne divise pas A, 'exposant e(n) est borné lorsque n parcourt N*.-

Ce théoréme redonne celui de [W1] lorsque s = 1. En utilisant le théoréme

de Ferrero-Washington, [FW] ( x = 0; c’est le cas s = 1 dans 0.2), Friedman en

déduit:
0.2. THEOREME. — Avec les notations précédentes, si p est égal a1y, il
existe des entiers A > 0,v € Z,my,...,ms € N tels que pour toutn = (ny,...,n;)

vérifiant ny > my,...,ns > Mg, on ait:
(0.2.1) em)=Ani+v.
De plus la limite projective naturelle des groupes de classes des extensions Fj=

pour n € N* est isomorphe & (Z,)*.

t Je remercie sincérement la fondation Taniguchi qui I’a permise
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1. Résultats.

1.0. — Plagons nous maintenant dans la situation ”elliptique” en choisis-
sant un corps quadratique imaginaire K d’anneau des entiers R. Pour chaque idéal
premier [ de R soit R; le complété de R en[ et K;~ 'unique R;-extension de K non
ramifiée en dehors de [; si [ différe de son conjugué I’, notre K. 1> est la Z;-extension
de K non ramifiée en dehors de I3 sil = I', c’est 1a Z; x Z; extension de K. Soient,
‘pour s entier, des idéaux premiers distincts [;,...,l, de R de F et A leur produit.
Pour n := (n1,...,ns), posons A® := []I. Soit By le complété A-adique de R: il
s’identifie au produit des R;; notons K~ la composée des extensions Kje; on a

Gal(Kp= /K)= Ry.

Soient F une extension abélienne de K et Fjy» ’extension composée F.K .
Choisissons maintenant un nombre premier p et un diviseur premier de p dans R;

on suppose que
HYPOTHESE. — p est # 2 ou 3 et est non ramifié dans K/Q.

Pour chaque extension L/K notons M(L)/L la plus grande p-extension
abélienne non ramifiée en dehors de p. Soit X (L), la partie de torsion de X (L) :=

Gal(M(L)/L) et z(L) exposant de p dans son ordre. On peut se demander:

QUESTION. — Quelles sont les conditions sur F et A qui assurent que

(1.0.1) le nombre z(L) reste borné lorsque F parcourt I’ensemble des sous-

extensions de Fpe /F.
Le résultat suivant incite a la prudence:

1.1. THEOREME. — Soit | # p un nombre premier; prenons A = (7).
Considérons H'P) la plus grande p-extension non ramifiée de K: elle posséde une

infinité d’extensions cycliques F/H(p) de degré p, abéliennes sur K, et ne vérifiant

pas (1.0.1).

Démonstration. — (esquisse: cf. aussi [I1}) On considére les extensions
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F/H (P) comme ci-dessus qui sont ramifiées en suffisamment d’idéaux premiers
au dessus de nombres premiers inertes dans K: on constate que ces idéaux se
décomposent totalement dans une Z;-sous-extension de K. On applique alors
une formule des classes invariantes (similaire & celle de [Gr]) pour les extensions

L/Ln Hl(ﬁc),. On a remplacé K par H(P) pour assurer l'existence de tels F. O

Notre résultat essentiel donne une condition suffisante pour avoir (1.0.1):

1.2. THEOREME. — Onsuppose que p ne divise pas A. Avec les notations
de 1.0, et ’hypothése sur p, si ’extension Fj |F est pro-cyclique,alors (1.0.1) est

vraie.

Imposer que Fje /F soit pro-cyclique revient & demander que I’idéal A soit
premier 3 son conjugué: les idéaux [, sont alors de dégré 1 et ne sont pas conjugués

deux & deux.

Démonstration. — On déduit 1.2 du théoréme 3.2.4 ci dessous et de critéres

de Kummer (cf. [Gi2] et [R2] ou pour plus de détails [Gi3]).O

En suivant la méthode de Friedman et en s’appuyant sur le résultat 4 = 0

de [Gi2], on déduit assez facilement de 1.2 I’analogue de 0.2:

1.3 THEOREME. — On suppose ’extension Fpe /F pro-cyclique et on
note Fj= la sous-extension de degré N(A™). Alors si p = I, et sip vérifie 'hypothése
de (1.0), la limite projective naturelle des X(F=) est un Zy,-module libre de

rang fini. En notant A son rang, on trouve qu’il existe des entiers v € Z et

mi,...,ms € Z tels que
I(FAn) = A.n]_ +v,
pour n dans N*® vérifiant ny > my,...,ns > ms.
Démonstration. — Si L/K est une extension infinie, posons

M(L) == | M(L)), X,(L) := lim X(L'), = Gal(M(L) [Lp=)

ot dans la réunion et la limite projective L’ parcourt I’ensemble des sous-extensions

finies de L. Notons Ao le produit de I; pour ¢ > 2 et F, (resp. F.) la sous
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extension de degré p” de Fpeo/F (resp. Fpe/Fpe). On remarque tout d’abord
qﬁe le théoréme 1.2 implique la finitude de X, (F},), et on en déduit que X (Fpe)
est un Z,[[T]]-module de torsion (on a identifié ' — 1 & un générateur fixé de
Gal(Fpe /Fpe) . Comme dans [F], on raméne facilement son étude a celle de
X,(L) pour un L compris entre Fyw et Fpoo et [L : Fpeo| fini. On vérifie que
L = Fp~ pour une extension F” convenable.La formule du début se déduit de la
théorie d’Iwasawa appliquée & F” (cf. [W2] 13.5), compte tenu du théoréme 3.4
(v =0) de [Gi2].00

1.4. — Les énoncés précédents sont encore valides en remplagant X (L) par

le p-groupe des classes de L, cela en est une conséquence facile si p est décomposé;

pour p inerte c’est un peu plus délicat.

2. Un résultat d’ indépendance algébrique.

Comme dans [Gi2[,[S1] et [S2], la démonstration repose sur un résultat

d’indépendance algébrique . On prend R et A comme en 1.0.

2.1. — Soit E une courbe elliptique & multiplications complexes par R
définie sur un corps k de caractéristique premiére & A. Notons E[A%] les points

de E A valeurs dans une clotiire algébrique k de k et annulés par une puissance

(variable) de A.

2.2. PROPOSITION. — Soit W une partie infinie de E[A®°] et B1,...,8s
des éléments de RA linéairement indépendants sur R; alors les points P(w) de
composantes f;.w, pour w dans W, dans le produit E° de s copies de E, forment

un ensemble dense pour la topologie de Zariski.

Démonstration. — La fermeture de 1’ensemble des P(w) est une sous-
variété abélienne de E°. Si ce n’était pas E° lui-méme, les P(w) seraient dans le
noyau d’un morphisme surjectif de variétés abéliennes E° — E, ce qui fournirait

une relation de dépendance entre les §;.0
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2.3. COROLLAIRE. — Soient W une partie infinie de E(A*) et des §;,
pour j = 1,...,m dans R}, ainsi que des fonctions rationnelles f; sur E. Si les
6; représentent des classes distinctes dans le quotient R} /R} N R et si la somme

>~ fj o 6; est nulle sur W, alors les fonctions f; sont constantes.

Démonstration. — Il suffit de reprendre celle de [S1].0

3. Etude d’une famille infinie de nombres de Bernoulli-Hurwitz.

3.1. Notations complémentaires. — Soient K = Q(\/E) notre corps
quadratique imaginaire (d < O est le discriminant), et p comme en 1.0; on identifie
les nombres algébriques dans C et C, (complété d’une clotiire algébrique Q-p de
Qp) a laide d’inclusions Q C C et Q C C, fixées: ceci définit un prolongement
v 3 Q de la valuation p-adique de K compatible avec la valuation de C, que ’on
note aussi v et que I’on normalise par v(p) = 1. Pour toute extension L de Q ou
Qp, on note RB(L) son anneau d’entiers. On note p 'idéal maximal de R(C,). On
pose R := R(K).

Soit F une courbe elliptique admettant R comme anneau d’endomor-
phismes. Pour @ € R, on note [a] ’endomorphisme correspondant. On suppose
que F est définie sur H, le corps de Hilbert de K, et a bonne réduction en les

diviseurs premiers de p.
Pour L := R.Q}, un réseau convenable, on a le paramétrage de Weierstrass

(3.1.1) z— (X,Y) = (p(z,L),9' (2, L)) .

~ Pour A un point de torsion de E, on note z()) € C un nombre complexe
le représentant par (3.1.1). Comme toujours, on utilise une fonction 8, 4(z, £) que

’on tord avec une combinaison linéaire d’idéaux de R, a = ) a(a) a telle que

(3.1.2) afa) €Z,) ofa)=) afa).N(@) =0,
ol N(a) est la norme de a, pour obtenir une fonction elliptique F,, rationnelle

sur H : on définit F, sur C par sa composée O(z, o) avec (3.1.1):

(3.1.3) O(z,a) := H H(go(z, L) — p(2(X), L)) 12.o(a) ,
a A

5



65

ou dans le produit interne A parcourt un systéme de représentants # 0 de la

a-torsion de E modulo ’action de :i:l.\ On a
(3.1.4) ~ Fyolal = Fya -

Soit D la dérivation lnva.rlante sur F: elle est rationnelle sur H car elle

s’écrit encore D =Y dXj; ainsi D log @(z, a) est la fonction rationnelle sur E:

(3.1.5) DlogF :ZZma )% I;(A)

Soit g un idéal de R et choisissons un generateur sur R, pg de la g-torsion E(g)
de E. Si g est premier & A, on prend pgan = pg + pan.

On note Cl(g) (resp. Hg) le groupe (resp. le corps) de classes de rayon g,
©(g) le groupe des racines de 1 dans K congrues a 1 modulo g et ¢(g) son ordre. Le
nombre ©(pg, ) est une unité elliptique; son image par ’automorphisme d’Artin
[b, Hg /K| est donné,cf. [R1] §4.2 prop. 9 cor., par:

(3.1.6) [b, Hy /K] ©(sg, @) = O(pg, ab)

Soit v un caractere de Dirichlet de K de conducteur g: par
" la loi de réciprocité, on Iidentifiera & un caractére de
Gal(Hg/K) ou méme de Gal((Hg)a=/K). Si v est modérément ramifié en p, son
cc‘)nducteur est de la forme g ou gp pour g premier a p. On voit facilement qu’il
existe un entier n = n(v) € [1, N(p) — 1] tel que pour a dans R congru & 1 modulo
g, on ait: '
(3.1.7) v((e)) =a" modp.
D’aprés (3.1.7), n est divisible par e(g).

Pour k € N, et k > 0, on note LFo(tk) la fonction rationnelle de E/H définie
par la fonction complexe %ﬁ log Fy. De (3.1.4), on déduit
(3.1.8) L) = 6" LF$) o [b] .
Remarquons Dintégralité de LFS® en p pour k € [1,N(p) — 1], cf. [K] si p est
inerte dans K. Si le conducteur de v est g ou g p, on déduit de (3.1.7) que pour
n = n(v), |

(3.1.9) v 1(b) LFO(‘:) (pg) = LF{™ (pg) mod P,
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si b est de la forme (b) avec & = 1 mod g. On peut par ailleurs exprimer ces
nombres au moyen des valeurs spéciales de séries d’Eisenstein ajustées (cf. [Gi2]

2.4.4)

(3.1.10) LFM (pg) = 12(-1)"* S ofa) B} (pgra7'L) -

3.2. Nombres de Bernoulli-Hurwitz. — Soit v un caractére de Dirich-

let modérément ramifié en p: on peut écrire la somme:

(3.2.1) Ba(v) =Y _ v7l(b) LF (pg) -
ol b parcourt un systéme de représentants de Cl(g) premiers & p et n = n(v);

By(v) mod P est indépendant du systéme choisi, cf. (3.1.9). Dans le cas ol

n = N(p) — 1 (cas non ramifié en p), on utilise aussi les nombres

(3.2.2) ba(v) := ) v™'(b) log, Fab(pg) ,

ou log, est le logarithme calculé dans ap, relié & B,(v) par une congruence.

3.2.3.Conditions sur a. — On suppose que les idéaux a tels que a(a) # 0
sont premiers & 6pgA. On suppose aussi que a n’a pas tous ses coefficients «(a)

divisibles par p.

Notons Gal(Kp~/K)* le groupe des caractéres de Gal(Kjx=/K). Notre

résultat principal est le suivant:

3.2.4. THEOREME. — Si A et A’ sont premiers entre eux et premiers &

p et si x est un caractére de Dirichlet modérément ramifié en p, l’ensemble
M(x) = {p € Gal(Ks=/K)* | Ba(px) = 0 mod p}

est fini.
La proposition suivante joue un réle capital:

3.2.5. PROPOSITION. — Un automorphisme o € Gal(Q/H) agit sur le

nombre algébrique B, (V) en vérifiant la congruence:
0Bu(v) = ¢(0) Bo(ov)mod 7,
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ot ov est le caractére déduit de v par action sur ses valeurs, et ¢(o) est une unité

dans QP.D

3.3. Trace du caractére v = px. — Choisissons deux entiers N et M

ayant les mémes facteurs premiers que A, avec N > M et assez grands pour que

(3-3.1) Gal(H (un)/H(pm)) = Gal(Q(un)/Q(ur)) »

et notons T'ry/ps Popérateur ) o ol o parcourt Gal(H(un)/H(un)).

3.3.2. LEMME. — Siv est un caractére d’ordre M, on a:
Trn/m(v(b)) = { Qen) : Qlum)] v(b) siv(b)M =1,
0 sinon.

Ce lemme évident est important car suivant l’astuce de [W1], il permet
de réduire des caractéres de Dirichlet a des fonctions caractéristiques pour des

sous-ensembles de Cl(gA™).

Voici un premier exemple d’utilisation. Notons B/ (v) le nombre défini

comme B, (v) mais en restreignant la sommation aux idéaux b tels que

(3.3.3) " b,HNKpe /K] =1}

comme en (3.2.5), on a:

(3.3.4) 0B!,(v) = c(0) Bly(ov) mod 3.

3.3.5. PROPOSITION. — Pour que M(x) soit fini, il suffit qu’il en soit

de méme pour

M(x) == { € Gal(Ky= /K)" | Bi(px) = 0mod 7}

Démonstration. — En appliquant 3.3.2,on déduit de la congruence d’un
B,(px) des congruences analogues portant sur des sommes analogues ol b
parcourt un systéme des représentantsb de Cl(gA“) (ot gA™ est la partie premiére
& p du conducteur de px) tels que b induise Iidentité sur K(as) ( on désigne par

K(nr) la sous-extension de degré M de Ky« /K et on choisit 'ordre N de px
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et M assez grands). On termine en sommant sur un systéme de représentants de

Gal(K(M)/KAoo NH).O

3.4. Comment B/ (px) dépend de p. — Le passage de B,(px) 2

B! (px) va nous permettre d’isoler ¢ dans les sommations.Posons

A®) = pged (A,2) AP A

On suppose maintenant que ¢ est de conducteur exactement A et que le
conducteur de x divise gBA(O): ceci est possible par une translation éventuelle sur
M’(x). On peut prendre comme systéme de représentants de CI(gA (™)) le systeme
des |
(3.4.1) b =c.i(z),

ol ¢ parcourt un systéme de représentants de Cl(gA(O)); si r appartient a 1 +A(°),
on définit ¢(z) comme étant un idéal (z') avec z’ = 1 mod gA(®) et ' = z mod A():
sa classe dans C! (gA(“) est bien définie. On écrit simplement ¢ (z) pour p(i(z)).
On observe que n(px) = n(x) donc est indépendant de . Pour b vérifiant (3.3.3),
il existe un B unique dans 1+ A(®) tel que pour tout ¢ dans Gal(Kj~ /K)*, on
ait: |

(3.4.2) ©(b) = (B) .

Bien sur si b = c.z(z), on doit prendre 8 = 7.z avec v = 4(c) défini par la
condition analogue a 3.4.2.

Apreés quelques calculs, on obtient:
(3.4.1) Bl (¥x) Zp Z x~ Y F(”) (pg +279  opm)
ot z parcourt 1+ A(®/1 4+ A®) et ¢ un ensemble R d’idéaux en bijection par

¢ — [¢c, Hgpco) /K] avec Gal(Hgy ) /H N Koo).

3.5. Transformation de Fourier. — Pour p un point de torsion annulé

par A(®) on introduit le caractére additif sur R:

(3.5.1) S Ao(a) := ekpriTr(a;(\';)z) .
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Si p est primitif, on a ainsi une dualité sur R/A(®) définie par (z,y) —

A,(z.y). Pour f fonction sur R/A(®), on peut introduire sa transformée de Fourier
(35.2) %(NW) =) Ae(z9) f(z) ,

somme sur R/A(®),

Soit ¢ € Gal(Kj~ /K)*, un caractére de conducteur A(™). Choisissons deux
éléments n et m de IN® assez gros (i.e. toutes leurs composantes sont assez grosses):
les entiers N := N(A(™) et M := N(A(™)) vérifient la condition (3.3.1). On a le

résultat suivant qui nous débarrassera de :

3.5.3. PROPOSITION. — Supposons que M'(x) contienne un caractére

¢ de conducteur A™), alors le point de torsion p ) vérifie
DAY x7He) LES (v opm +v7 e+ pg) =0mod 7,
' 3 c
ot dans la somme ¢ parcourt E[A(™)],
Enoncons quelques lemmes utiles pour la démonstration de 3.5.3.

3.5.4. LEMME. — Sip € Gal(Kj~ /K)* est un caractére de conducteur
A™®) il existe un point w de A(n)-torsion, primitif,tel que
o(L+T) =Au(T) ;

pour tout T dans A(®®—™) O

En fait quitte a remplacer ¢ par un conjugué, on peut méme prendre
w = _va(n) dans 3.5.4. C’est dans le résultat suivant que ’hypothése que A et
A’ sont premiers entre eux s’avére indispensable car elle permet d’exprimer le

noyau de ©™ dans R} et d’appliquer 3.3.2.

- 3.5.5. LEMME. — Sizo € 1+ A™ et si z dans zon (1+ A(““m)), avec
n € u(Rya) le groupe des racines de 1 dans Ry, on a

T

Trynm o(z/20) = [Qun) : Qlunr)] Aw(; — Zo) .
C’est 0 si z est dans Ry mais pas dans zo u(Rys) (1 + A®—™)).0
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3.6. Démonstration de 3.5.3.(esquisse). — Posons
(3.6.1) Z x~ LF(") (27 ppm) + Pg) -
Partant de (3.4.5), en utlhsant (3.3.5),oﬁ obtient
(3.6.2) Z op 1(2) G(2) =0mod 7.

z
pour o dans Gal(H(pgn)/H(n)). Multipliant le membre de gauche de (3.6.2) par
S, Ap(z) op(z) (somme sur un systéme de représentants de R/A(™); on a posé
p = pp) ) et remplacons = par zz dans la sommation: nous faisons apparaitre
#»(op). La proposition s’obtient en faisant une combinaison linéaire astucieuse ¢

des fonctions o pour avoir une fonction 7,(g) trés simple, en utilisant 3.5.5. O

3.7. Démonstration de 3.2.4. — Nous allons utiliser le résultat du §2,
mais auparavant il nous (encore!) transformer la congruence de 3.5.3. Posons
¢ = b.(z) ol b parcourt un ensemble R; d’idéaux de R premiers & A©®) | ensemble
en bijection par b — [b, Hy(0) /Hp (o) N Kaw | avec Gal(Hy o) /Hyo) NKp=) t et ot
= parcourt un systéme de représentants Rz tous congrus & 1 mod A(®) de (R/ g)*.
Ainsi les nombres f et v associés & b et & ¢ par (3.4.4) vérifient v = B.z. En

utilisant 3.1.8, la congruence de 3.5.3 s’écrit donc

(3.7.1) Z x"1(b) Gu(B7 .opm)) =0modp.
beR:
" ou G, est la fonction rationnelle sur E:
(37.2) Gu(P):= ). ) A1) x(z) & LE (zpg + B e + P).

£ER2 e€E[A™)

Nous allons utiliser le lemme facile:

3.7.3. LEMME. — Deux éléments b et b’ de R1 donnent des nombres 8
et ' de 1+ A(® dont les classes dans R%/R% N R sont distinctes.O

Supposons que M'(x) soit infini : d’aprés 3.5.3, ’ensemble W des points de

A®°-torsion w tels que

ZX b) Gu (B~ w)_Omodp

t on notera que Kpeo NHy ) (0) = Kpoo NHy0) = Kpo NH .
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est infini. D’aprés 2.3, et 3.7.3, toutes les fonctions G, se réduisent modulo P en des

constantes. Or ceci est absurde, comme on le constate en calculant explicitement

le diviseur polaire de Gp.O
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