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1. はじめに

本報告では, 分離可能な (微分可能とは限らない) 費用関数を持つ非線形最小費用流問題に対する

アルゴリズムを考察する. とくに費用関数が狭義凸関数のとき, この問題の双対問題は微分可能な目

的関数をもつ制約なしの最適化問題となる. [2] では Gauss-Seidel 型の緩和法を双対問題に適用して

いる. また [7] では主問題に対して直接ニュートン法を用いる方法が報告されている. ここではニュー

トン法を用いて双対問題を解くことを考察する.

節点の集合 $\mathcal{N}=\{1,2, \ldots, m\}$ , 枝の集合 $A=\{a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n}\}$ で構成される有向グラフ $\Gamma=(\mathcal{N}, \mathcal{A})$

において, 枝 $a_{\dot{J}}$の始点, 終点がそれぞれ $i,$ $k$のとき, $a_{j}=(i, k)$ と表し, 各枝 $a_{j}$ のフローを $x_{j}$ , 費用

を $f_{j}(x_{j}):Rarrow R\cup\{+\infty\}$ で表す. 次の最小費用流問題を考える.

(P) minimize $f(x)= \sum_{j=1}^{n}f_{j}(x_{j})$

subject to $\sum_{j=1}^{n}e_{ij}x_{j}=b_{i}$ , $i\in \mathcal{N}-\{m\}$ (1)

ただし, $x\in R^{n}$ は $x_{j}$を要素とするベクトルであり, $e_{ij}$は次式で定義される接続行列 $E\in R^{(m-1)\cross n}$

の要素である.

$\{1$

節点 $i$ が枝 $a_{j}$の始点のとき

$e_{ij}=$

$0-1$ $\S\sim_{\mathfrak{o}_{\backslash }\# i\theta_{\text{ト}\emptyset\ ^{j}\cong}}*\hslash^{\backslash \backslash }l^{\backslash }\prime A^{p^{\grave{\grave{\backslash }}Ra\emptyset}}$

終点のとき

(P) における $b_{i}$ は, 各節点 $i\in N$に対する需要 (供給) 量 $b_{i}$を表しており, $b_{2^{:}}>0$ のとき節点 $i$ は供

給点, $b_{i}<0$ のときは需要点, $b_{i}=0$ のときは通過点である. また $\sum_{i\in N}b_{i}=0$ が成立していると仮

定する. そのとき, 節点 $m$ に対する流量保存則は冗長となるので, 制約条件式 (1) は取り除かれて

いる. また, このとき行列 $E$は full rank である.

ここで各費用関数 $f_{j}(x_{j})$ に対して $u_{j},$ $l_{j}$ を
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$u_{j}= \sup\{x_{j}|f_{j}(x_{j})<+\infty\}$

$l_{j}= \inf\{x_{j}|f_{j}(x_{j})<+\infty\}$

で定義しよう. この $u_{j}$およびらをそれぞれフロー $x_{j}$の上限値, 下限値と呼ぶ. ( $u_{j}=+\infty$ または

$l_{j}=-\infty$ を許すものとする).

一般に最小費用流問題では, 費用関数 $f_{j}(x_{j})$ はすべての $x_{j}$ において有限値をとり, フロー $x_{j}$ の値

が枝の上下限値 $u_{j},$ $l_{j}$ に対して $l_{j}\leq x_{j}\leq u_{j}$ を満たすという制約を考えるのがふっうである. このよ

うな場合は枝 $a_{j}$の費用関数を次式で定義すると, 問題 (P) の形に定式化できる.

$f_{j}(x_{j})=\{+^{j}\infty\hat{f}(x_{j})$ $x\in[lu_{j}\text{そ^{}j}$

れ
$1^{\backslash }\prime \mathcal{A}^{J}$

外
$\text{の^{}]}\text{と^{の_{き^{と}}}}$

き

ここで, $u_{j}$および $l_{j}$は与えられたフローの上下限値であり, $\hat{f}_{j}(x_{j})$ はすべての実数 $x_{j}\in(-\infty, +\infty)$

に対して, 有限の値をとるものとする.

本報告では, 各費用関数 $f_{j}(x_{j})$ に対して次の性質を仮定する.

仮定 1 集合 $\{x_{j}|f_{j}(x_{j})<+\infty\}\subset R$において, 関数 $f_{j}$ は下半連続かっ狭義凸である.

仮定 2 関数 $f_{j}$ は $co- Anite[8]$ である. すなわち $f_{j}$ は

$\lim_{x_{j}arrow\pm\infty}\frac{f_{j}(x_{j})}{|x_{j}|}=+\infty$

を満たす.

ただし, 区間 $\{x_{j}|f_{j}(x_{j})<+\infty\}$ が有界ならば, 仮定 2は自動的に満たされる.

2. 双対問題

第 2節では, 主問題 (P) の双対問題を定式化し, その目的関数の微分可能性にっいて考える. ラ

グランジュ乗数ベクトルを $p\in R^{(m-1)}$ ( $p_{i}$は節点のポテンシャルとも呼ばれる) として, 問題 (P) の

ラグランジュ関数 $L$ を

$L(x,p)= \sum_{j=1}^{n}f_{j}(x_{j})-\sum_{2=1}^{m-1}p;(\sum_{j=1}^{n}e_{1j}x_{j}-b_{1})$

で定義すると, 双対問題 (D) は次のようになる.

(D) minimize $q(p)$



ただし,

$q(p)$ $=$ $- \inf_{x}L(x,p)$

簡便のために以下では, 枝 $a_{j}=(l, k)$ のテンション $t_{j}$ を

$t_{j}= \sum_{i}e_{ij}p_{i}=p_{l}-p_{k}$
, $\forall j=1,2,$

$\ldots,$
$n$

で定義する. さらに $f_{j}$の共役関数を

$f_{j^{*}}(t_{j})= \sup_{x_{j}}\{x_{j}t_{j}-f_{j}(x_{j})\}$
(2)

で定義すると, 上の双対関数は

$q(p)$ $=$
$\sum_{j}f_{j^{*}}(\sum_{i}e_{ij}p_{i})-\sum_{i}b_{i}p_{i}$

$=$
$\sum_{j}f_{j^{*}}(t_{j})-\sum_{i}b_{i}p$

; (3)

と書き換えられる. 仮定 2より, 関数 $f_{j^{*}}$は凸であり, かっ任意の $t_{j}$に対して有限な値をとる. (2) の

右辺の最大を与える $x_{j}$の値を動とすれば, 仮定 1より-xjは一意的に定まる. そのとき関数 $f_{j^{*}}$は微分

可能であり,

$f_{j^{*/}}(t_{j})=\overline{x}_{j}$ , $\forall j$ (4)

が成り立つ [8]. さらに, (2)$-(4)$ より, 双対問題 (D) の目的関数 $q(p)$ も微分可能であり, その勾配

$\nabla q(p)$ の各成分は

$\frac{\partial q(p)}{\partial p_{i}}=\sum_{j}e_{ij}f_{j^{*J}}(t_{j})-b_{i}=\sum_{j}e_{ij}\overline{x}_{j}-b;$ , $\forall i\in \mathcal{N}.-\{m\}$

と表される. ゆえに, 関数の勾配ベクトルは

� $q(p)=E\overline{x}-b$

で得られる. したがって, 双対問題 (D) は微分可能な目的関数を持つ, 制約なしの凸最小化問題と

なる.

ここではさらに関数 $q(p)$ の 2次微係数について考察する. 関数 $q(p)$ が (3) で表されていることか

ら, すべての $j$に対して $\dot{f}_{j}^{*u}(t_{j})$ が存在すると仮定すれば, $q(p)$ のヘッセ行列� 2 $q(p)$ は

$\nabla^{2}q(p)=EH(t)E^{T}$ (5)

と表せる. ただし $t=E^{T}p$ であり, $H(t)$ は次式で定義される対角行列である.



$H(t)=diag(f_{j}^{*u}(t_{j}))$ (6)

次の定理は, ある与えられた $t_{j}$に対して $f_{j^{*}}\prime\prime(t_{j})$ が存在しかつその値が正であるための条件を表し

ている.

定理 1 任意の $t_{j}$ に対して, (4) により定まる-xjにおいて, $f_{j’’}(\overline{x}_{j})$ が存在し, かつ $f_{j’’}(\overline{x}_{j})>0$ と仮定

する. このとき, その共役関数 $f_{j^{*}}($ち $)$ も 2回微分可能であり,

$f_{J}^{*J/}(t_{j})= \frac{1}{f_{j}’’(\overline{x}_{j})}>0$

が成り立っ.

以下で述べるアルゴリズムでは, $q(p)$ や $f_{j^{*}}(t_{j})$ を陽に関数の形で表現する必要はなく, 与えられた $p$

に対して関数の値を評価するだけで十分である.

ところで, 一般に問題 (D) の最適解は必ずしも唯一ではないが, 次の定理の条件のもとでは最適

解の唯一性が保証される.

定理 2p-を双対問題 (D) の任意の最適解とし, $\overline{t}=E^{T}\overline{p}$とする. また, すべての flこ対して $f_{j}^{*n}(\overline{t}_{j})$

が存在すると仮定する. このとき,

$\hat{A}=\{a_{j}\in A|f_{j^{*}}\prime\prime(\overline{t}_{j})>0\}$

で定義される枝の集合\^Aと節点の集合 Nで構成される $\Gamma$の部分グラフ $(\mathcal{N},\hat{\mathcal{A}})$ が連結ならば, p-は問題

(D) の唯一解である.

3. 方法

問題 (D) は完全に制約のない問題であるので, 目的関数の勾配を用いた降下法によって解くこと

ができる. しかし本報告では, 関数の 2次の情報を利用した, より効率のよいアルゴリズムを提案

する.

3.1. アルゴリズム

基本アルゴリズム

ステップ $0$ : 初期解 $p\in R^{(m-1)}$を定める.

ステップ 1: 正定値対称行列 $Q(p)\in R^{(m-1)x(m-1)}$を選び, 連立 1次方程式

$Q(p)s=-\nabla q(p)$ (7)

を解いて, 降下条件 $\nabla q(p)^{T_{S}}<0$ を満たす探索方向 $s\in R^{(m-1)}$を求める.



ステップ 2: 次の\deltaに関する 1次元の最小化問題を (近似的に) 解いてステップ長\delta $>0$ を求める.

$\min_{\delta>0}q(p+\delta s)$ (8)

ステップ3: $p:=p+\delta s$ と更新して, ステップ 1に戻る.

ステップ 1の方向 $s$ が降下条件を満たすことから, 反復を繰り返すことにより目的関数値は単調減少

する. 各 $p$ において関数 $q(p)$ が 2回微分可能であれば, そのヘッセ行列を $Q(p)$ とすることにより,

(7) から得られる方向 $s$ はニュートン探索方向となる. また, $Q(p)\equiv I$とおけば方向 $s$ は最急降下方

向となる. またステップ 2において, $q(p+\delta s)<q(p)$ を満たすようなステップ長\delta $>0$ が必ず求ま

る. しかし厳密にいうと, 上で述べた条件だけでは基本アルゴリズムの大域的収束性は必ずしも保証

されない. 以下では, 探索方向の計算および直線探索に対して, 基本アルゴリズムの大域的収束性を

保証する条件および具体的な計算法にっいて述べる.

32. 探索方向の計算

(7) で得られる方向 $s$ を用いるとき, 基本アルゴリズムが収束するための条件の 1つは, 任意のベ

クトル $y\neq 0$ に対して

$0< \lambda\leq\frac{y^{T}Q(p)y}{y^{T}y}\leq\Lambda$ (9)

を満たす, $p$ に独立な正定数\mbox{\boldmath $\lambda$}および Aが存在することである [3]. 本報告では, $f_{j^{*}}$の 2次の情報をで

きるだけ利用して条件 (9) を満たすような行列 $Q(p)$ を構成する. (5) および (6) を考慮して, $H(t)$ を

対角行列

$H(t)=diag(h_{j}(t_{j}))$

とし, これを用いて, 行列 $Q(p)$ を

$Q(p)=EH(t)E^{T}$ (10)

で与えることを考えよう. このとき行列 $E$は full rannk なので, もし行列 $H(t)$ の各対角成分 $h_{j}(t_{j})$ が

ある-c $>\underline{c}>0$ に対して, $\underline{c}\leq h_{j}(t_{j})\leq\overline{c}$を満たすならば, 条件 (9) は満足される.

具体的な $h_{4}(t_{j})$ の値は次のようにして与えた. まず各 $t_{j}$ に対して $f_{j}^{*u}(t_{j})$ が存在するとき, 定数-c

および-cに対して,

$h_{j}(t_{j})=\{\begin{array}{l}\underline{c}f_{j}^{*u}(t_{j})<\underline{c}\emptyset\ gf_{j^{*}}\prime\prime(t_{j}).\underline{c}\leq f_{j^{*/}}(t_{J})\leq\overline{c}\emptyset \text{とき}\overline{c}\overline{c}<f_{j^{*/}}(t_{J})\emptyset\ \not\equiv\end{array}$

とする. また $f_{j^{*J/}}(t_{j})$ が存在しないとき, $h_{j}(t_{j})$ は区間 $\beta im\inf_{zarrow t_{j}}h_{j}(z)$ ,hhm $\sup_{zarrow t_{j}}h_{j}(z)$] 内の任意

の数と定める. このとき $Q(p)$ は正定値対称行列となり, 条件 (9) を満足する.

本報告では $Q(p)$ が (10) で与えられているとき, 連立 1次方程式



$EH(t)E^{T}s=-\nabla q(p)$ (11)

に対して, 共役勾配法 $(CG)$ を用いて探索方向 $s$ を計算している. なぜなら, 大規模な問題に対して

直接 (11) を解くには多くの記憶領域を必要とするからである. 実際には, $Q(p)$ を (10) で表される

積の形で扱い, ネットワークのデータ構造を利用すると, $Q(p)$ とベクトルのかけ算は容易に実行さ

れる.

またふっう共役勾配法の効率をあげるために, 前処理 (precondition) を行うが, この前処理に使わ

れる行列 $M$を, ここでは $Q(p)$ の対角成分からなる行列と定めた. 実際には行列 $M$の各対角成分は

$M_{ii}= \sum_{a_{j}=(i,k)}h_{j}(t_{j})+\sum_{a_{j}=(k,i)}h_{j}(t_{j})$

で求められる.

CG algorithm

begin

$k:=0;s_{0}$ $:=0;r_{0}$ $:=-\nabla q(p)$

while a convergence criterion is not satisfied do
begin

begin
$\tilde{r}_{k}$ $:=M^{-1}r_{k}$ ;
$k$ $:=k+1$

end
if $k=1$ then

$\overline{s}_{1}$ $:=\tilde{r}_{0}$

else
begin

$\beta_{k}$ $:=r_{k-1}^{T}\tilde{r}_{k-1}/\overline{s}_{k}^{T}Q(p)\tilde{s}_{k}$ ;
$\overline{s}_{k}:=\overline{r}_{k-1}+\beta_{k}\overline{s}_{k-1}$

end
end if
begin

$\alpha_{k}$
$:=r_{k-1}^{T}\tilde{r}_{k-1}/\tilde{s}_{k}^{T}Q(p)\tilde{s}_{k}$ ;

$s_{k}$ $:=s_{k-1}-\alpha_{k}\tilde{s}_{k}$ ;
$r_{k}$ $:=r_{k-1}-\alpha_{k}Q(p)\tilde{s}_{k}$

end
end

$s$ $:=s_{k}$

end

理論的には共役勾配法は有限回の反復で解を得る. しかし, よく知られているように実際には計算

誤差のため有限性が失われるので, 以下に示す数値実験では残差 rkが



$||r_{k}||<\epsilon cc||r_{0}||$ (12)

を満たしたとき反復を停止させた. ただし $r_{0}$は初期残差, $\epsilon_{CG}>0$ は定数である.

3.3. 直線探索

この節では, 基本アルゴリズムの大域的収束性を保証するステップ長\deltaの決定方法を考える. 表記

を簡単にするために, 関数\phi (\delta ) を

$\phi(\delta)=q(p+\delta s)$

で定義する. そのとき微係数\phi ’(\delta ) は

$\phi’(\delta)=\nabla q(p+\delta s)^{\tau_{S}}$

となり, 降下条件は\phi ’(0) $<0$ と等価である.

[3] によると, ステップ長\deltaが条件

$\phi(\delta)\leq\phi(0)+\delta\rho\phi’(0)$ (13)

および

$\phi’(\delta)\geq\sigma\phi’(0)$ , (14)

を満足するとき最適解への収束性が保証される. ただし $\rho\in(0, \frac{1}{2})$ と $\sigma\in(\rho, 1)$ はあらかじめ定められ

た定数である. 条件 (13) は点 $(0, \phi(0))$ を通り, 傾きが\mbox{\boldmath $\rho$}\phi ’(0) である直線と曲線\phi (\delta ) との関係を表し

ている. また (14) は傾き $\phi’(\delta)$ が\mbox{\boldmath $\sigma$}\phi ’(0) 以上であるための条件である.

以下にステップ長\deltaを見っけるための反復解法を述べる. この方法は, まず (13),(14) を満たすよう

な\delta の値を含む区間 (bracket) を見っける手続き (bracketing phase) と, 次にこの bracket を分割して

最終的に適当なステップ長\deltaを求める手続き (sectioning phase) から成り立っている.

[Bracketing Phase]

choose $\rho\in(0, \frac{1}{2}),$ $\sigma\in(\rho, 1),$ $\gamma\in(1, +\infty)$ and $\delta_{1}>0$ ;

for $i:=1,2,$ $\ldots$ do

begin

evaluate $\phi(\delta_{i})$ ;
if $\phi(\delta_{1})\geq\phi(0)+\rho\delta_{i}\phi’(0)$ then

begin
$\delta_{u}:=\delta_{i}$ ; terminate Bracketing Phase; go to Sectioning Phase

end
end if
evaluate $\phi’(\delta_{i})$ ;
if $\phi^{/}(\delta_{i})\geq\sigma\phi^{/}(0)$ then terminate;



$\perp\perp\cup$

set $\delta_{i+1};=\gamma\delta_{i}$

end

[Sectioning Phase]

set $\delta_{0}$ $:=0$ ;

for $j$ $:=i,$ $i+1,$ $\ldots$ do

begin

else
begin

evaluate $\phi’(\delta_{j})$ ;
if $\phi’(\delta_{j})\geq\sigma\phi’(0)$ then terminate;
set $\delta_{l};=\delta_{j}$

end
end if

end

ただし ‘terminate Bracketing Phase’ は bracket を見っける手続きの終了を示しており, それが起き

た場合, 初期区間 $[\delta_{l}, \delta_{u}]$ を用いて, ただちに Sectioning Phase にゆく. それに対して, ‘terminate’

は基本アルゴリズムの直線探索の終了を表すもので, 得られたステップ長\delta jを用いた基本アルゴリズ

ムは収束する [3] . また Sectioning Phase の\delta jの選択法はさまざまな方法が考えられるが, ここでは

関数値やその傾きを利用した 3次補間法を用いている.

4. 数値実験

前節で述べた方法を FORTRAN77でコード化し, 京都大学大型計算機センターの FACOM M780-30

を用いて倍精度で計算実験を行った.

実験に用いたネットワークは, Fig 1で与えられるような格子状のもので, 左端の列の各節点が供

給点 $(b_{i}>0)$ , 右端の列の各節点が需要点 $(b_{i}<0)$ , それ以外の節点はすべて通過点 $(b;=0)$ である.

これらの需要 (供給) 量 $b_{i}$ は, 区間 $[1,10]$ 上において一様乱数によって定める. (ただし $\sum_{i\in N}b_{i}=0$

である.)

以下の数値実験で用いた問題では費用関数 $f_{j}(x_{j})$ を

$f_{j}(x_{j})=\{\begin{array}{l}c_{j}x_{j}+\frac{1}{2}d_{j}x_{j}^{2},x_{j}\in[0,u_{j}]\emptyset\ \text{き}+\infty**\iota\nu^{\backslash }x\%\emptyset k\not\equiv\end{array}$ (15)

$f_{j}(x_{j})=\{\begin{array}{l}c_{j}x_{j}+\frac{1}{3}d_{j}x_{j}^{3},x_{j}\in[0,u_{j}]\text{のとき}+\infty k\hslash l^{\backslash }\prime\lrcorner\theta \text{ト}\emptyset\end{array}$ (16)



$f_{j}(x_{j})=\{\begin{array}{l}c_{j}x_{j}-\mu logx_{j}-\mu log(u_{j}-x_{j}),x_{j}\in(0,u_{j})\emptyset\ \text{き}+\infty k\lambda\tau l^{\backslash }\prime\lrcorner P\mathfrak{l}\emptyset\ g\end{array}$ (17)

のいずれかで与えている. ただし, すべての枝 $a_{j}\in A$ のフロー $x_{j}$の下限ら $=0$ としてあり, 実数

$c_{J}\cdot,$
$d_{J}$

. およびフロー $x_{j}$の上限 $u_{j}$ は, それぞれ $c_{j}\in[1,20],$ $d_{j}\in[0.1,2]$ および $u_{j}\in[5,10]$ の一様乱数

を用いて定めた.

4.1. 結果

ここでは, 基本アルゴリズムの収束判定をベクトル $\nabla q(p)$ のノルムを用いて行い, 十分小さい正

定数\epsilon に対して, 条件

$\frac{||\nabla q(p)||}{||\nabla q(p_{0})||}<\epsilon$ (18)

が満たされたとき反復を停止した. ただし, $p$ と $p_{0}$は現在および初期の双対変数 (ポテンシャル) の

値である. 表 1, 2および 3は費用関数がそれぞれ (15),(16) および (17) で与えられる問題に対す

る実験結果である. どの場合に対しても, 初期点 $p_{0}=0$ とし, (18) の $\epsilon=10^{-3}$ としている. 前節で

述べたように, 探索方向を決定する (11) の解 $s$ の精度は, 条件 (12) の\epsilon CGに依存する. 表 1, 2に

$\epsilon_{CG}=10^{-1}$ および\epsilon $=10^{-3}$のときの結果が記されている. それらによると, 各反復ごとに (11) の高

精度の解を求めれば, 基本アルゴリズムの反復回数を減少させるが, 全 CPU 時間は逆に増加するこ

とがわかる. また表 3によると, 費用関数が (17) で与えられる問題に対しては, 他の 2 っの場合より

多くの CPU 時間を要することがわかる. 実際\mbox{\boldmath $\mu$}が小さい場合, 上下限からはなれた点では, 関数 (17)

はほとんど線形であり, ゆえにその傾き $f_{J}’\cdot(x_{J})$ は定数となるので, その逆関数である $f_{j^{*}}$ はステップ

関数となる. 言い替えれば, 目的関数 $q(p)$ は数値的には, ほとんど微分不可能となり, 収束するま

でに多くの反復を要する.

また問題 1-11,12, 2-11,12に対して, 表 4および 5で項目

(a) 精度\epsilon が 10-1,10-2,10-3および 10-4に達するまでの, 各反復関数/累積反復回数

(b) 精度\epsilonが $10^{-1},10^{-2},10^{-3}$および $10^{-4}$に達するまでの, 各 CPU 時間/累積 CPU 時間

に対する詳しい結果を記す. これから, 最適解の近くでは収束の速度が非常に早いことがわかる. こ

れはニュートン法の典型的な特徴であり, 他の問題に対しても同様の結果がみられた.

また [10] で提案されている Gauss-Seidel 型の緩和法もコード化して比較実験を行ったが (Fig.2),

ここで提案した方法の方がかなり少ない計算時間で最適解を見いだすことが確認できた. さらに [6]

で提案されている, 主問題に対するニュートン法とも比較したが (Fig.3), ここで提案した方法の方

が最適解に速く収束することが観察された. この方法は内点法であり, (17) のようなバリア関数を

用いて変換された問題を解いているが, 初期実行可能解を求めるための人為的な問題を解かねばなら

ず, それに相当する計算を初めに要するからである.



5. おわりに

本報告では, 非線形最小費用流問題に対して, 大域的収束性を持つニュートン法を提案した. この

方法は双対問題直接解く方法であり, 主問題の費用関数が凸で co-finite であることを仮定している.

数値実験を行った結果, 比較的大規模な問題 (節点数 1024, 枝数 2976) に対しても効率的に解を得

ることができた.
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Table 1: Results for test problems with cost functions
defined by (7.1): $\epsilon=10^{-3}$

Problem Number Number $\epsilon_{CG}=10^{-1}$ $\epsilon_{CG}=10^{-3}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} nu_{1- 130730.06160.0916}mberofnodesofarcsCPU(s)iterationCPU(s)iteration$

1-2 30 73 0.08 16 0.08 15

1-3 56 146 0.24 26 0.29 18

1-4 56 146 0.17 17 0.38 21

1-5 121 330 1.34 33 2.44 34

1-6 121 330 1.04 30 2.17 33

1-7 256 720 4.54 42 9.63 38

1-8 256 720 4.84 38 11.7 44

1-9 529 1518 15753 469 55

1-10 529 1518 15247 41.5 47

1-11 1024 2976 69977 224 74

1-12 1024 2976 64261 181 60
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Table 2: Results for test problems with cost functions
defined by (7.2): $\epsilon=10^{-3}$

Problem Number Number $\epsilon cc=10^{-1}$ $\epsilon_{CG}=10^{-3}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} nu_{3- 130730.04140.0613}mberofnodesofarcsCPU(s)iterationCPU(s)iteration$

3-2 30 73 0.06 17 0.08 15

3-3 56 146 0.19 24 0.24 20

3-4 56 146 0.21 24 0.32 22

3-5 121 330 0.96 35 1.83 32

3-6 121 330 0.60 26 1.00 19

3-7 256 720 2.90 37 6.12 31

3-8 256 720 2.51 38 5.74 28

3-9 529 1518 875 47 215 34

3-10 529 1518 107 55 267 42

3-11 1024 2976 234 48 985 43

3-12 1024 2976 267 57 88.0 48

Table 3: Results for test problems with cost functions
defined by (7.3): $(\epsilon=10^{-3})$

Problem Number Number $\epsilon_{CG}=10^{-1}$

number of nodes of arcs CPU time(s) ite.

3-1 30 73 0.23 47

3-2 30 73 0.46 32

3-3 56 146 0.98 62

3-4 56 146 1.01 64

3-5 121 330 7.85 107

3-6 121 330 6.01 86

3-7 256 720 58.0 166

3-8 256 720 38.6 117

3-9 529 1518 308 210

3-10 529 1518 334 216
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Table 4: Detailed results for problems 1-11 and 1-12

problem 1-11 problem 1-12
$\epsilon_{CG}=10^{-1}$ $\epsilon_{CG}=10^{-3}$ $\epsilon_{CG}=10^{-1}$ $\epsilon_{CG}=10^{-3}$

(a) iteration
$\epsilon=10^{-1}$ 55 65 46 53

$10^{-2}$ 11/66 4/69 8/54 3/56
$10^{-3}$ 11/77 5/74 7/61 4/60

$\frac{10^{-4}2/792/763/652/62}{(b)CPUtime(s)}$

$\epsilon=10^{-1}$ 60.7 2159 589 175.9
$10^{-2}$ 4.6/65.3 34/219334/62326/1785
$10^{-3}$ 4.6/69.9 5.4/224.7 19/64223/1808
$10^{-4}$ 0.4/70.3 18/22650.4/64.6 17/1825

Table 5: Detailed results for problems 2-11 and 2-12

problem 2-11 problem 2-12
$\epsilon_{CG}=10^{-1}$ $\epsilon_{CG}=10^{-3}$ $\epsilon_{CG}=10^{-1}$ $\epsilon_{CG}=10^{-3}$

(a) iteration
$\epsilon=10^{-1}$ 24 27 26 29

$10^{-2}$ 13/37 9/36 11/37 10/39
$10^{-3}$ 11/48 6/43 20/57 9/48
$10^{-4}$ 12/60 3/46 14/71 5/52

(b) CPU time(s)
$\epsilon=10^{-1}$ 18.2 80.9 20.9 72.0

$10^{-2}$ 2.6/20.8 9.9/90.8 1.7/22.6 8.0/80.0
$10^{-3}$ 2.6/23.4 7.7/98.5 4.1/26.8 7.9/87.9
$10^{-4}$ 2.2/26.7 3.1/1016 47/314 37/917
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