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外部写像関数で電荷を配置する代用電荷法

桂田祐史 (KATSURADA, MASASHI)

明治大学理工学部数学科

\S 1. 序

ここでは平面における解析的な Jordan 閉曲線 $\Gamma$ の内部領域 $\Omega$ における
Dirichlet 問題

(1–1) $\{\begin{array}{l}\triangle u=0u=f\end{array}$
$in\Omega on\Gamma$

,

の近似解を代用電荷法を使って求めることを考える。すなわち、 $\Omega$ の外部に
電荷点といわれる点 $\{yj\}_{j}^{N_{=1}}$ を取り・

$u^{(N)}(x)= \sum Q_{j}N\log|x-y_{j}|$

$j=1$

の形の関数の中から近似解を選ぶ。 ここで・ $\{Q_{j}\}_{j}^{N_{=1}}$ は collocation method
により決定される。すなわち境界 $\Gamma$ 上に点 $\{Xj\}_{j}^{N_{=1}}$ を取り・ その上で近似
解 $u^{(N)}$ の値が厳密解 $u$ の値 $(=f(Xj))$ と等しくなるように $\{Q_{j}\}$ を選ぶ :

(1–2) $u^{(N)}(x_{j})=f(x_{j})$ $(j=1, \cdots N)$ .

これは $N$ 個の未知数 $\{Q_{j}\}_{j}^{N_{=1}}$ についての連立一次方程式である。

この方法は一見してシンプルであるが・電荷点 $\{yj\}_{j}^{N_{=1}}$ と拘束点 $\{Xj\}_{j}^{N_{=1}}$

をどう配置するかについて、具体的にほとんど何も述べて $’\backslash$ないことに注意
しよう。今回の発表でも分かるように配置の仕方によって近似解の精度は大
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きく異なる。代用電荷法において電荷点、拘束点の配置法は基本的な問題で
ある。
筆者は・ $\{x_{j}\},$ $\{yl\}$ の配置を $\Omega$ の内部写像関数を用いて定めた場合の収

束・誤差評価について発表しているが ([5],[6]) 、 ここでは天野要氏の説に
従い、外部写像関数

$\Psi$ : $\{w\in \mathbb{C};|w|\geq\rho\}arrow C(\Omega$

を用いて

$x_{j}=\Psi(\rho\omega^{j-1})$ , $y_{j}=\Psi(R\omega^{j-1})$ $(j=1, \ldots N)$

と配置した場合を考える (ただし $\omega=\exp(2\pi i/N),$ $i=$ V⊂丁であり 、
$R^{2}$

と $C$ を同一視した表現を用いている)。内部写像関数を用いた場合と同様の
exponential convergence が得られるが\supset 応用を考えるとこちらの方が重要で
あると考えられる $\circ$

$\Gamma$ の解析性により、 ある $R_{2}\in(0, \rho)$ に対して $\Psi$ は領域 $\{w,\cdot|w|\geq R_{2}\}$ ま
で等角に拡張されることがわかる。

\S 2. 準備

この節では今回の結果を理解するために必要な既知の結果をまとめておこ
う。 まず記号をいくつか用意する。 これは以下の節でも一貫して使われる。

記号 1. $r>0$ に対し
$\gamma_{r}=\{x\in \mathbb{R}^{2} ; |x|=r\}$ ,

$D_{r}=\{x\in \mathbb{R}^{2} ; |x|<r\}$ ,

また、 $r\in[R_{2}, +\infty$ ) に対して、

$\Gamma_{r}=\Psi(\gamma_{r})$ ,

$\Omega_{r}=\Gamma_{r}$の内部領域,

と定義する。 さらに
$\gamma=\gamma_{\rho}$ , $D=D_{\rho}$ ,

とする。 ( $\Gamma=\Gamma_{\rho},$ $\Omega=\Omega_{\rho}$ となることに注意)
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記号 2. 定義域が $\Gamma_{r}$ を含む関数 $V$ に対し $s^{1}\equiv \mathbb{R}/Z$ 上の関数 $v_{r}$ を

$v_{r}(\theta)=v(\Psi(re^{2\pi i\theta}))$ , $\theta\in S^{1}$

により定める。

記号 3. $s^{1}$ 上定義された関数 $V$ の Fourier 係数を $\wedge v(n)$ で表す。すなわち、

$v( \theta)=\sum v\wedge(n)e^{2\pi in\theta}$ , $\theta\in S^{1}$ .
$n\in Z$

領域 $\Omega$ が円板 $D_{\rho}$ そのものである場合は・ $[3],[4]$ で調べられた。今回の結果
を理解するために必要な結果をいくつか紹介しよう。

(a) $R\neq 1,$ $R^{N}-\rho^{N}\neq 1$ ならぱ、 COllOCation equation(1-2) により 、 一意
に近似解 $u^{(N)}$ が定まる。
(b) 境界値 $f$ の滑らかさに応じた誤差評価が得られる。

(b-i) $f$ の Fourier 級数が絶対収束するならば、 $Narrow+\infty$ とする時、近似
解 $u^{(N)}$ は厳密解 $u$ に一様収束する:

$||u-u^{(N)}||_{L^{\infty}(\gamma)}arrow 0$ $(Narrow+\infty)$ .

(b-ii) $\alpha>1$ なる定数 $\alpha$ に対して $f_{\rho}$ の FOurier 係数 $f_{\rho}(n)\wedge$ が $f_{\rho}(n)\wedge=$

$O(|n|^{-\alpha})$ $(narrow\pm\infty)$ なる評価を満たす時、

$||u-u^{(N)}||_{L^{\infty}(\gamma)}=O(N^{-\alpha+1})$ $(Narrow+\infty)$ .

(b-iii) $r_{0}>\rho$ なる定数 $r_{0}$ に対して $f_{\rho}$ の Fourier 係数 $f_{\rho}(n)\wedge$ が

(2–1) $f_{\rho}(n)\wedge=O((\rho/r_{0})^{|n|})$ $(narrow\pm\infty)$

なる評価を満たす時、 1より小さい正数 $\tau$ が存在して

$||u-u^{(N)}||_{L^{\infty}(\gamma)}=O(\tau^{N})$ $(Narrow+\infty)$ .

ここで $\tau=\max\{\rho/R, (\rho/r_{0})^{1/2}\}$ .

このうち (b-iii) は注釈が必要であろう。Fourier 係数が指数減少するとは
実解析的ということであるから、「円板領域の場合境界値が実解析的ならば
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指数収束する」 ということであるが、条件をわざわざ $(2- 1)$ のように記した
のは、幾何学的に次のような意味があって考えやすいからである。

(2-2) $\{\begin{array}{l}\triangle u=0inD=D_{\rho}u=fon^{\gamma=\gamma_{\rho}}\end{array}$

の解 $u$ が $D_{r_{O}}$ まで調和に拡張できる。
後で比較するために (b-iii) を少し詳しく、次の形に書き換えておくと便利

であろう。
(b-iii)’ $r_{0}\in(\rho, R^{2}/p)$ なる定数 $r_{0}$ に対して $f_{\rho}$ の Fourier 係数 $f_{\rho}(n)\wedge$ が

$f_{\rho}(n)=O((\rho/r_{0})^{|n|})\wedge(narrow\pm\infty)$ なる評価を満たす時、

$||u-u^{(N)}||_{L^{\infty}(\gamma)}\leq C(\rho/r_{0})^{N/2}||u||_{L^{\infty}(\gamma_{r_{O}})}$ .

が成り立つ。 ここで $C$ は $N$ によらない定数。

$[4],[5]$ で扱った「内部写像関数を用いて電荷を配置する代用電荷法」 にも
言及しておこう。 $\Phi$ : $D_{\rho}arrow\Omega$ を $\Omega$ の内部写像関数とする。 $\Gamma$ の解析性に
より、 $\exists R_{1}>\rho$ S.t. $\Phi$ は $D_{R_{1}}$ まで等角に拡張できる。 それを同じ記号 $\Phi$ で

表すことにして、電荷点、拘束点を

$Xj=\Phi(\rho\omega^{j-1})$ , $y_{j}=\Phi(R\omega^{j-1})$

で定めるものである ( $R$ は $R\in(\rho,$ $R_{1})$ なるように取る) 。 こうした場合
も今回の「外部写豫関数を用いた代用電荷法」とよく似た結果が得られる。
しかし近似解法としては外部写像関数を用いる方がより自然であろう $0$ 例え
ば、実際の例では写像関数は何らかの近似解法で求めねばならないことが多
いわけであるが、内部写像関数を用いる場合は、それをさらに問題領域の外
部まで解析接続する必要があり、多少の面倒が伴うことが根拠としてあげら
れる。
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\S 3. 主定理の陳述

まず標語的に述べると、「 $su^{p}$ ノルムのかわりに Sobolev 的なノルムを採
用し、漸近的な誤差評価で我慢することにすれば、円板領域の場合と似た結
果を得ることができる」。すなわち (a) $R$ についてのある仮定の下で、 $N$ を

十分大きく取れば任意の境界値に対して collocation $e^{q}$uation $(1- 2)$ は一意可
解になる。 $(b)r_{0}$ を $r_{0}\in(\rho,p^{2}/R_{2})$ なる数とする時 N $f_{\rho}\in X_{ro/t}\rho$, なる境界
値に対しては (この記号の意味はすぐ後に解説する)、次の形の誤差評価を
得る:

$||f-u^{(N)}||_{H^{s}(\Gamma)}\leq CN^{p}(\rho/r_{0})^{N/2}||u||_{H^{t}(\Gamma_{r_{O}})}$

$H^{s}$ は通常の Sobolev 空間である。 また $P$ は $r_{0}RP,$ $St$ で定まる定数で
ある。

$f_{\rho}\in X_{ro/\rho,t}$ とは・ Dirichlet 問題 $(1- 1)$ の厳密解 $u$ が $\Omega_{r0}$ まで調和に拡張
されて・ $u|_{\Gamma_{\Gamma}}0\in H^{t}(\Gamma_{ro})$ ということである。

\S 2で紹介した円板領域の場合の結果とは、採用しているノルムが異なるの
で直接の比較は出来ないが、 $r_{0}>\rho$ の場合は $(\rho/r_{0})^{N/2}$ が主たる収束因子
になるところは同じである。 なお、 $r_{0}=\rho$ の場合は $(\rho/r_{0})^{N/2}=1$ なので、
$N^{p}$ が重要になるが、 この場合に $P$ の部分を具体的に書き下すと次の形の誤
差評価式が得られる。

$||f-u^{(N)}||_{H^{\dot{s}}(\Gamma)}\leq CN^{\max\{s-t-t\}}||f||_{H^{t}(\Gamma)}$ .

この結果は Arnold-Wendland [1] で扱われた境界要素法による近似解の誤差
評価とよく似ている。

以下、得られた結果を完全な形で述べよう。 まず関数空間を導入する。

記号. $s^{1}$ 上の有限 Fourier 級数全体の集合をノルム

$||v||_{\epsilon,s}=( \sum_{n\in Z}|^{\wedge}v(n)|^{2}\epsilon^{2|n|}\underline{n}^{2s})^{1/2}$

で完備化してできる Hilbert 空間を $X_{e\epsilon}$ で表す。 ここで$n= \max\{2\pi|n|, 1\}$ .
$\mathcal{E}=1$ ならば $X_{es}$ は通常の Sobolev 空間になる: $X_{1s}=H^{\epsilon}(S^{1})$ . また

$\mathcal{E}>1$ ならば $X_{\epsilon,s}$ に属する関数は実解析的である。
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さらに、 index を辞書的順序で比較する、すなわち

$(a_{1}b_{1})<(a_{2}b_{2})\Leftrightarrow a_{1}<a_{2}$ or ($a_{1}=a_{2}$ and $b_{1}<b_{2}$ ).

という順序を導入すると

$(\epsilon_{1}s_{1})>(\epsilon_{2}s_{2})\Rightarrow X_{\epsilon_{1}s_{1}}\subset X_{\epsilon_{2,82}}$ ( $Com_{pact}$ な埋め込み)

定理. $R$ を
$\rho<R<\rho^{2}/R_{2}$ $R\neq 1$ $\Gamma_{R}$の容量 $\neq 1$

を満たすように選ぶとき、以下の (1), (2) が成り立つ。
(1) 十分大きい任意の $N\in \mathbb{N}$ に対し、方程式 $(C)$ は常に一意可解である。
(2) $r_{0}t$ を

$(\rho, 1/2)<(r0,t)<(\rho^{2}/R_{2}-1/2)$ , $r_{0}\leq R^{2}/\rho$

を満たす数とするとき・ $f_{\rho}\in X_{r_{O}/\rho,\}$ なる $f$ に対して次の誤差評価が得られ
る:

$||f-u^{(N)}||_{H^{s}(\Gamma)}\leq CN^{p}(\rho/r_{0})^{N/2}||f_{\rho}||_{r_{O}/\rho,t}$ ,

ただし

$p=\{\begin{array}{l}\max\{s-t,-t\}r_{0}=\rho\emptyset F\backslash \max\{s-t,s-1-1\}r_{0}=R^{2}/\rho\emptyset\mapsto\backslash s-t*ht^{\backslash _{\prime}}\downarrow\theta t\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\bigwedge_{\Pi}}\cdot\end{array}$

ここで $C$ は $f$ や $N$ によらない定数。 $r_{0}=p$ の時 $S$ は $s<t$ を満たすもの
とする。

証明は $[5],[6]$ と同様に Arnold-Wendland $[1]$ の方法による \‘o

考察 1 Jordan 曲線の容量
Jordan 曲線 $\Gamma$ の容量とは、単位円の外部を $\Gamma$ の外領域に写す写像関数

$g$ を

$g(Z)=c_{1}z+c_{0}+ \frac{c_{-1}}{\mathcal{Z}}+\frac{c_{-2}}{z^{2}}+\cdots$

と Laurent 展開したときの $|c_{1}|$ のことである。容量については次のことが
成立する $([2])$ 。
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(1) 円周の容量は半径に等しい。
(2) $su^{p\{\Gamma}$ の内領域に含まれる円の半径}\leq \Gamma の容量 $\leq\inf\{\Gamma$を含む円板の半径

$\backslash$

(3) 容量 $\neq 1$ の Jordan 閉曲線 $\Gamma$ 上の $H\ddot{o}$lder 連続関数 $Q$ が

$\int_{r^{E(X}’}y)Q(y)dsy=0$ (\forall x\in \Gamma の内領域)

を満たすならば、 $Q=0$ on F.

(2) から、「 $r_{R}$の容量 $\neq 1$ 」 という条件は・ 問題をスケーリングすること
により簡単に満足させられるので、応用に際してはあまり問題ないことが分
かる。

(3) は定理の証明で使われるもので・「FRの容量 $\neq 1$ 」 という条件の由来
となるものである。

考察 2. 滑らかさについての条件について.
定理の仮定は結構複雑であるが、 $(p, 1/2)<(r0, t),$ $r_{0}\leq P^{2}/R_{2}(\rho, s)<$

$(r0,t)$ は納得できるものである。問題は、

$R<\rho^{2}/R_{2}$ $(r_{0}t)<(\rho^{2}/R_{2}-1/2)$

である。 $Rr_{0}$ がともに $\rho^{2}/R_{2}$ で押えられているが、 これが本当に必要で
あるかどうかはまだ分からない。今のところ、 この条件を外すと収束が証明
できないのだが、 これまでの数値実験の結果では必要性の証拠は見当たらな
かった。 これは領域の境界 $\Gamma$ の解析性の仮定を省けるかどうかに関わること
なので影響が大きい。

考察 3. 内部写像関数を用いた場合の結果との比較.
既に述べたように、実際の応用を考えると外部写像関数 $\Psi$ を用いた電荷

拘束点配置の方が実現が容易で使いやすいが、 その他にも両者の差はある $0$

外部写像関数 $\Psi$ を用いた場合は境界 $\Gamma$ における誤差評価しか得られないの
に対し、内部写像関数 $\Phi$ を用いた場合は境界以外の場所における誤差につい
ても直接の評価が得られていることが大きな相違点としてあげられる。すな
わち、

$||u-u^{(N)}||_{H^{s}(\Gamma_{r})}\leq CN^{p}(r/r_{0})^{N/2}||u\Vert_{H}t(\Gamma_{r_{O}})$

の形の評価が、 ある区間 $(\ni\rho)$ に含まれる $r$ について成立する。
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\S 4. 数値実験結果の紹介

1) 楕円領域の場合

$\Psi(w)=w+1/w$ を考える。 これは $|w|>1$ を $\mathbb{C}\backslash [-22]$ に等角に写像
する。

$\rho=$ とした時の $\Omega_{\rho}$ を $\Omega$ とする。すなわち

$\Omega=\{(X,y);x^{2}/(\rho+1/\rho)^{2}+y^{2}/(p-1/p)^{2}<1\}$ .

$R=3f(re^{i\theta})=r^{m}$ COS $m\theta$ の場合が 4-1図である ( $m=01$ . . . , 5に
ついて計算してある)。

$R=4f(z)=\log|z-p|$ の場合が 4-2図である ( $p=2.729\cdots 3\cdot 9$ に

ついて計算してある)o
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いずれも exponential convergence が確かめられる。円板領域の場合の数
値実験結果は [3] で発表したが、それとよく似ている $0$

2) 楕円領域を少し摂動した領域の場合

$\Psi(w)=w-1/2+1/(w-1/2)$ とした時の $\Omega_{\rho}$ を $\Omega$ とする。 $\Psi$ は $|w-1/2|>$
’

1で等角である。
$\rho=1\cdot 51$ の場合の領域を 4-3図に、 また $R=8$ で、 $1$ ) と同じ $f(re^{i\theta})=$

$r^{m}$ COS $m\theta$ という境界値についての近似解を計算したときの結果を 4-4図に
示す。 この例では $R<\rho^{2}/R_{2}$ が満足されていない (従って定理の守備範囲
以外である) にも関わらず、 そうでない場合と同様に収束していることを注
意しておく。

Figure 4-3 $\Omega_{1.51}$

$\Psi(w)=w-1/2+1/(w-1/2)$

9
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