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一次元移流拡散高次精度五点差分スキームの安定性解析

電気通信大学大学院 ((株) アーク情報システム) 名古屋 靖一郎 (Seiichiro Nagoya)

電気通信大学情報工学科 牛島 照夫 (Teruo Ushijima)

1. はじめに

空間一次元の定数係数線形移流拡散方程式の初期値問題に対して差分法を適用し, 近似

的に解くことを考える. 移流項及び拡散項の差分化は, 五点公式で二次以上の精度をもっもの

とする. 移流項の差分公式の一般形を\beta と $\lambda$ という二っのパラメタを用いて表し, これを $(\beta, \lambda)$

スキームと呼ぶ. このスキームは\beta $= \frac{1}{6}$のとき三次精度であり, さらに\mbox{\boldmath $\lambda$} $=1$ とすると河村ス

キームとなるものである. 拡散項の差分公式の一般形は\mbox{\boldmath $\xi$}というパラメタを用いて表し, $\xi=0$

のとき二次中心差分, $\xi=\frac{1}{12}$のとき四次中心差分となる. 時間項は前進差分を用いる. この

ように離散化した移流拡散スキームに対して, その安定性を意味するフォンノイマン条件の

必要十分条件を空間刻みと時間刻みに対する条件として与え, さらに\epsilon -安定という概念を導

入し, 三次精度移流差分公式について考察する. この\epsilon -安定という概念は, しかるべき範囲

の長波長成分を除けば, その他の計算可能なフーリエ成分は安定に計算できることを意味し

ている.

この\epsilon一安定条件を基準にしてバーガース方程式のシミュレーション計算を実施したとこ

ろ, 河村スキームと標準的な三次精度風上スキームの間に顕著な差がある事を確認したので

それを報告する.

2. 導入

(1) 連続問題 (E)

初期値\phi oO), 非負定数 $u,$ $K$ と正定数 $L$ は適当に与えられているものとする.

$(E)\{\begin{array}{l}\text{次の移^{}\backslash }F_{|\iota}r_{\dot{A}}\ovalbox{\tt\small REJECT} z\not\in X\text{を満たす}\phi=\phi(t,x)\text{を求めよ}\cdot\phi_{+u\frac{\partial\phi}{\partial x}=K}t0<x<Lt,0)=\phi(t,L)=\phi_{x}(t,L),0,x)=\phi_{O}(x),x\leq L\end{array}$
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(2) 差分公式

一階微分商\phi ’(x) の近似差分式 $(D_{h}^{(\beta,\lambda)}\phi)(x)$ を次の (2.1) 式によって定義する.

(2.1)
$(D_{h}^{(\beta,\lambda)} \phi)(x)=\frac{(T_{\frac{h+}{2}}\phi)(x)-(T_{\frac{h+}{2}}\phi)(x-h)}{h}$

これを $(\beta, \lambda)$ スキームと呼ぶ. ここで, 作用素 $T_{\S}^{+}$ は次式で与えられる :

$(T_{L,2}^{+} \phi)(x)=\frac{\phi(x+h)+\phi(x)}{2}$

$-\beta[(1+\lambda)(\phi(x+h)-2\phi(x)+\phi(x-h))-\lambda(\phi(x+2h)-2\phi(x+h)+\phi(x))]$ .

テーラー展開できる関数\phi $=\phi(x)$ に対して,

(2.2)
$(D_{h}^{(\beta,\lambda)} \phi)(x)-\phi’(x)=(\frac{1}{s!}-\beta)\phi^{(3)}(x)h^{2}+\beta(\frac{1}{2}+\lambda)\phi^{(4)}(x)h^{3}+(\frac{1}{5!}-\frac{\beta}{4})\phi^{(5)}(x)h^{4}+O(h^{5})$

となる. $( \beta, \lambda)=(\frac{1}{6},0),$ $( \frac{1}{6},1)$ はそれぞれ三次風上差分, 河村スキームと呼ばれている. こ

の差分公式は, 二次以上四次以下の精度をもっ一階微分商を近似する五点差分公式のある一

般形であり, 三次以上の精度をもっ公式はすべて表している.

同様に, 二階微分商\phi ’’(x) の近似差分式 $(D_{hh}^{\xi}\phi)(x)$ を次の (23) 式によって定義する.

$\xi=0$ で二次中心差分, $\xi=\frac{1}{12}$で四次中心差分となる.

$(D_{h\overline{h}}^{\xi} \phi)(x)=\frac{1}{h^{2}}[\phi(x+h)-2\phi(x)+\phi(x-h)$

(2.3)
$-\xi\{\phi(x+2h)-4\phi(x+h)+6\phi(x)-4\phi(x-h)+\phi(x-2h)\}]$ .

(2.4) $(D_{h\overline{h}}^{\xi} \phi)(x)-\phi’’(’.\cdot)=(\frac{2}{4!}-\xi)\phi^{(4)}(x)h^{2}+(\frac{2}{6!}-\frac{\xi}{6})\phi^{(6)}(x)h^{4}+O(h^{6})$ .

この差分公式は, 二次以上四次以下の精度をもっ二階微分商を近似する五点差分公式の一般

形であり, すべての二次以上の精度をもっ公式を表している.

(3) 離散問題 (Ex)(\mbox{\boldmath $\xi$}\beta ,\mbox{\boldmath $\lambda$})
空間方向に, 刻み幅 $h$ , 分割数 2Nの等間隔メ ッ シユで分割し $(h= \frac{L}{2N})$ , 時間方向 1こは,

刻み幅\mbox{\boldmath $\tau$}の等間隔メッシュで計算する. そして, 初期値問題 $(E)$ に対して, 時間項は前進差分,

移流項は (2.1) , 拡散項は (2.3) により離散化する. この問題を $(E_{h}^{\tau})_{\xi}^{(\beta,\lambda)}$ と呼ぶ.

$(E_{h}^{\tau})_{\xi}^{(\beta,\lambda)}\{\begin{array}{l}7J]\mathfrak{M}_{7^{\backslash ^{\backslash }}}\overline{\cdot}-p\phi_{k}^{o},k=1,\cdots,\cdot 2N\#gg_{|_{\llcorner}^{arrow 5\check{x}T,\grave{l}RX\ \}ffi f^{\sim}.\text{す}}}\phi_{k}^{n}\text{を求めよ}D_{\tau}\phi_{k}^{n}+uD_{h}^{(\beta,\lambda)}\phi_{k}^{n}=KD_{h\overline{h}}^{\xi}\phi_{k}^{n},k=1,2,\ldots,2N\phi_{O}^{n}=\phi_{2N}^{n},\phi_{-1}^{n}=\phi_{2N-1}^{n},\phi_{2N+1}^{n}=\phi_{1}^{n},\phi_{2N+2}^{n}=\phi_{2}^{n}\end{array}$



! $I_{\sim}\_{-}^{i}$

ここで, $D_{\tau} \phi_{k}^{n}=\frac{\phi_{k}^{n+1}-\phi_{k}^{n}}{\tau}$ である. また, 差分公式は\phi r $=\phi(n\tau, kh)$ として適用する.

(4)\epsilon -安定条件

実数\mbox{\boldmath $\theta$}を $\frac{\pi m}{N},$ $m=0,$ $=$ . . $,$

$N$ として初期データ

$\phi_{k}^{0}=exp(k\theta i)$

を与える $(i^{2}=-1)$ と, 移流拡散スキーム $(E_{h}^{\tau})_{\xi}^{(\beta,\lambda)}$の解は

$\phi_{k}^{n}=G^{n}exp(k\theta i)$

と書ける. ここで増幅係数 $G$ は\mbox{\boldmath $\theta$}, $\beta,$ $\lambda,$ $\xi$に依存する複素定数である. 定数\epsilonを区間 $[0,2]$ の中

にとる. 増幅率 $|G|$ が\epsilon \leq l-cos $\theta$ を満たす全ての実数\mbox{\boldmath $\theta$}に対して, $|G|\leq 1$ となるための必要

十分条件を求める. その条件をここでは\epsilon -.安定条件と呼ぶことにする. また, 特に\epsilon $=0$ の

ときをフォンノイマン条件と呼ぶ.

3. 結果

定理 1(安定性) $\beta,$ $\lambda,$ $\xi\geq 0$ のとき, 問題 $(E_{h}^{\tau})_{\xi}^{(\beta,\lambda)}$のフォン. ノイマン条件は

(3.1) $c^{2} \leq 2d\leq\frac{1-4\beta\mu c}{\eta}$

である. ここで, $\mu=2\lambda+1,$ $\eta=4\xi+1,$ $c= \frac{u\tau}{h}\geq 0,$ $d= \frac{K\tau}{h^{2}}\geq 0$ である. 即ち, $4 \beta\mu u+\frac{2\eta K}{h}>$

$0,$ $u>0$ のとき,

(3.2) $\tau\leq\min(\frac{h}{4\beta\mu u+\frac{2\eta K}{h}},$ $\frac{2K}{u^{2}})$

である.

逆に, $\beta,$ $\xi\geq 0$ のとき, 問題 $(E_{h}^{\tau})_{\xi}^{(\beta,\lambda)}$のフォンノイマン条件が式 (3.1) で与えられる $\lambda$

の範囲は,

(3.3) $\{\beta>0$
のとき

$, \lambda\geq\max^{=}(-\frac{1}{2}\frac{1}{2}\beta=0$

の $d:$ き $,\lambda th\{f.g$の $\not\equiv$数

$,( \frac{\beta(1+2\beta)-\xi}{\beta\sqrt{1+4\beta+8\beta^{2}}}-1))$ ,



$\wedge^{\sim}\wedge^{-}\neg\dot{t}_{-}^{:_{2}}t_{-}$

である. 口

定理 2( $\epsilon$ 一安定性) $\beta,$ $\lambda,$ $\xi\geq 0$ のとき, 与えられた定数\epsilon $\in[0, 2]$ について, 問題 $(E_{h}^{\tau})_{\xi}^{(\beta,\lambda)}$

の\epsilon -安定条件は, $c,$ $d,$ $\mu,$ $\eta$は定理 1と同様のパラメタとして,

(3.4) $\{\begin{array}{l}-4\{d+(2\xi d+c\beta\mu)\epsilon\}+4\epsilon\{d+(2\xi d+c\beta\mu)\epsilon\}^{2}+c^{2}(2-\epsilon)(1+2\beta\epsilon)^{2}\leq 02d\leq\frac{l-4\beta\mu c}{\eta}\end{array}$

即ち, $4 \beta\mu u+\frac{2\eta K}{h}>0,$ $u>0$ のとき,

(3.5) $r \leq\min(\frac{h}{4\beta\mu u+\frac{2\eta K}{h}}4\epsilon t^{4\{(1+2\epsilon\xi)K_{2}+\beta\mu u\epsilon h\}}\ovalbox{\tt\small REJECT})$

である. 口

$\xi=0$ としたと懲の定理 1の証明を [1] に示した. $\xi>0$ のときも同様の方法により証明

できる. また, 1定母 2の証明は [2] に示した.

4. 非線形シミュレーション

$u=u(t, x)$ についての方程式であるバーガース方程式

(4.1) $\frac{\partial u}{\partial t}+u\frac{\partial u}{\partial x}=K\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{2}},0<x<L,$ $t>0$ ,

に対して, $u_{0}$は定数として, $u=u_{0}+u_{1}$ とおく. また, $L=K=1$ とおくと, レイノルズ数

$R= \frac{Lu_{0}}{K}$ は $R=u_{0}$ となり, 方程式は次の様に正規化される.

(4.2) $\frac{\partial u_{1}}{\partial t}+(R+u_{1})\frac{\partial u_{1}}{\partial x}=\frac{\partial^{2}u_{1}}{\partial x^{2}}$ $0<x<L,$ $t>0$ .

この方程式に対して, 初期値 $u_{1}(0, x)=A\sin(2\pi mx)$ とした場合を考える. ただし, $A=$

$\alpha R(0<\alpha<\backslash 1),$ $m$ は適当なモード数とする. そして, 以下の三次精度の風上スキームの安

定性比較シミュレーションを行った. 空間方向節点数 $2N(h= \frac{1}{2N})$ とし,

(4.3) $D_{r}(u_{1})_{k}^{n}=-(R+u_{1})D_{h}^{(\beta,\lambda)}(u_{1})_{k}^{\mathfrak{n}}+D_{h\overline{h}}^{\xi}(u_{1})_{k}^{n}$ , $k=1,$ $\ldots,$
$2N,$ $n>0$ ,
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と離散化したスキームを陽的に解く. 但し, 移流項の離散化は三次風上差分と河村スキームの

二種類とし, 値 $R+u_{1}$の正負に依存する風上法を用いる. また, 拡散項は二次中心差分とす

る. 境界条件は次の周期条件とする.

(4.4) $(u_{1})_{0}^{n}=(u_{1})_{2N}^{n}$ , $(u_{1})_{-1}^{n}=(u_{1})_{2N-1}^{n}$ , $(u_{1})_{2N+1}^{n}=(u_{1})_{1}^{n}$ , $(u_{1})_{2N+2}^{n}=(u_{1})_{2}^{n}$ .

このようにして得られた二種類の離散問題をそれぞれ三次風上スキーム, 河村スキームと呼

ぶ事にする. この二種類のスキームに対して,

(4.5) $\sum_{k=1}^{2N}|(u_{1})_{k}^{n}|^{2}\{\begin{array}{l}>\sum_{k=1}^{2N}|(u_{1})_{k}^{o}|^{2}\ldots’,\text{発散}\leq\sum_{k=1}^{2N}|(u_{1})_{k}^{o}|^{2},\text{未発散}\end{array}$

という判定条件により, 安定性を調べた.

$\epsilon$ と $h$ を固定した時, (3.5) の右辺で与えられる $\tau$を安定限界と呼ぶ事にする. $K=1$ と

し, $u=100$ ,1000, 10000と変えた三っの場合にっいて, $\epsilon$を 0.0から 18まで 0.2おきの

安定限界を図 1, 2, 3にそれぞれ示した. 縦軸が\mbox{\boldmath $\tau$}で, 横軸が $h$ である. 左図は三次風上ス

キーム, 右図は河村スキームの場合である.

図 3によれば, $u=10000,$ $K=1$ の時, $\epsilon=0.2$ に対応するモードは, 空間刻み幅

$h= \frac{1}{160}$ に対して時間刻み幅\mbox{\boldmath $\tau$} $=1.0E-7$ ととると三次風上スキームでは不安定であるが, 河

村スキームでは安定である. そこで, これを基準にしてレイノルズ数 $R=10000$ とし, $\epsilon=0.2$

に対応するモード数 $m$ についての初期値をとり, 上述の非線形シミュレーション 2 ケースを,

三次風上スキームと河村スキームに対して行った. $\alpha=0.1$ とした時の解の挙動をそれぞれ図

4と図 5に示す.

図の上段は解 $(u_{1})_{k}^{n}$を時間ステップ $n$ 毎にプロッ トしたもので, 発散しない限り描いた.

下段はその時間ステップ毎の解の各離散フーリエ成分の大きさを線分により表したものであ

り, 左から長い波長の成分順に並べた. また, 図 5の上段の数字 1000は最大反復回数を表す.

結果としては, 三次風上スキームは図 4の通り, 1回の反復で発散したが, 河村スキームでは

図 5に示す様に 1000回の反復でも発散していない. また, 注意すべき事として, 図 5のフー

リエ成分について, 初期モードの半分の波長をもっモードが反復が進むにっれ生成されてい

る様子が伺える. これは二次の移流項をもつ方程式の非線形性によるためであり, 長い波長の

成分からその半分の短い波長の成分が生成されたと考えられる.

最後に, $\epsilon,$ $N$が与えられた時, $\epsilon-$安定なモード $m$ は

$N \geq m\geq\frac{\cos^{-1}(1-\epsilon)}{\pi}\cdot N$



$\dot{\overline{\perp}}1\cdot\grave{i\prime}\prec$

.

図 1 安定限界, u=100(左図 : 三次風上スキーム, 右図 : 河村スキーム)

で与えられる事に注意する. 上述のシミュレーションでは, $\epsilon=0.2,$ $N=80$ であるから, $\epsilon-$

安定なモードは

$80 \geq m\geq m_{0}=17(\geq\frac{\cos^{-1}(0.8)}{\pi}\cdot 80=16.3\ldots>m_{0}-1)$

で与えられる.
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図 4 非線形シミュレーション (三次風上スキーム)

図 5 非線形シミュレーション (河村スキーム)

さらに附言すれば, $\epsilon$が一定でも, 刻み $h$ が細かくなればなる程, 安定なモード数の下限

は上昇する事になる. この事か,ら, 河村スキームの良さは, 計算可能な十分細かい離散モデル

を特定して考える時に始めて表面に出て来る性質であると思われる. 通常の三次精度スキー

ムとの比較の議論は, このようにデリケートである.

5. まとめ

ナビエ. ストークス方程式のように移流項が二次の非線形項を持つ場合には, 自然に長

波長成分から短波長成分が生成されるので短波長成分の安定性は差分スキームにとって本質
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的である. \epsilon -安定性は\epsilonに応じて仕切られる長い波長成分を無視した安定性であり, 移流拡散

スキームの有効性を議論する際に有用なものであることが, レイノルズ数の大きな時のバー

ガース方程式に対する三次風上スキームと河村スキームの比較考察から分かった.
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