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有限線型セル・才一トマトンの状態遷移について

乃美正哉 (九州工大・情報工)

1 はじめに

本稿では, 有限線型セル. オートマトンの大域的な状態遷移を特徴づける不変量を定義し, 遷移関
数の表現行列の単因子との関連を具体的に示す. また, 不動点空間の構造についても示す.

2 有限線型セルオートマトンの不変量

状態集合 $C$ と大域的遷移関数 $\tau$ で定義される有限線型セル. オートマトンを $C=<C,$ $\tau>$ で表

す. ここで, 大域的遷移関数は, ある局所的遷移関数を一様に拡張したものであると仮定するのが一
般的である. 頂点集合を $C$ とし, 辺集合を $\{(c_{1}, c_{2})|\tau(c_{1})=c_{2}\}$ とする有向グラフを状態遷移図と
いい, G(C)で表す. この節では, 状態遷移図の構造が 4種類の不変量

$(\kappa, (\kappa_{i})_{i=1}^{\mu},$ $\Lambda,$ $(c_{\lambda})_{\lambda\in\Lambda})$ (1)

により決定されることを示す.
まず, 状熊遷移図の頂点集合を

$I_{C’}er\tau^{\infty}=$ { $c\in C|\tau^{i}(c)=0_{:}$ for some $i\geq 0$ }

に限ったものを kernel tree と呼ぶことにし, この構造を決定する. ただし後で述苓る都合により, $0$

から $0$ への辺だけは取り除いておくこととし, これを K(C)で表す. 第一の不変量 $\kappa$ は

$\kappa=\dim(Ker\tau^{\infty})$

で与えられる. $Ke1\mathcal{T}^{\omega}$の部分集合の列 $K_{i}(i\geq 0)$ を

$K_{i}$ $=$ $\{c\in C|\tau(c)=0\}$ , $(i\geq 1)$ (2)
$li_{0}’$ $=$ $\{0\}$ (3)

で定義する. $K_{i}=I_{1}^{r}er\tau^{\infty}$ を満たす最小の $i$ を $\nu$ と書く. $k_{i}(i=1, \cdots, \nu)$ を

$k_{i}’=diroIi_{i}’-\dim\Lambda_{i-1}’$ ,

$k_{i}=\cdot k_{i+1}’-k_{i}’$ $(i=1, \cdots, \nu-1)$ , $k_{\nu}=k_{\nu}’$

により定義し, 第二の不変量 $(\kappa_{1}, \kappa_{2:}\cdots, \prime_{\iota\prime\mu}^{\wedge})$ を

$(\kappa_{1’)}\kappa_{\wedge}\cdots, \kappa_{\mu})=(1^{k_{1}},2^{k_{\sim^{}}}’, \cdots, \nu^{k_{\nu}})$

により定義する. ここでみは
$\bigvee_{k}(i, \cdots, i)$

を表し, $k_{i}=0$ の時は, その成分は省略するものとする.

Theorem 2.1 kern $el$ tree $K(C)$ の構造は二種類の不変量 $\kappa$ と $(\kappa_{1)}\kappa_{2_{i)}}\cdots\kappa_{\mu})$ により決定され

る.
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次に, G(C)全体の構造を考える. 任意の tree $T$ と loop に対し, loop の各節点に $T$ の根を接合
して得られる下図のような型のグラフを, loop with T-nodes と呼ぶことにする. loop with T-nodes

$L$に対し, loop 上の節点の個数を $L$ の周期と呼び ord $(L)$ で表すことにする.

Theorem 2.2 (P. Guan, Y. He) 有限線型セルオート $\sim$ トン $C=<C,$ $\tau>$ の状態遷移図
$G(C)$ の各連結成分はすべて loop with $K(C)$ -nodes である.

Theorem 2.2, により $K(C)$ および各連結成分の周期を決定すれば $G(C)$ の構造が完全に決定され
ることがわかる. そこで第三の不変量 $\Lambda(C)$ を

$\Lambda=\Lambda(C)=$ {ord $(L_{1}),$ $\cdots$ , ord $(L_{\rho})$ }

で定義する. ただし, $L_{1},$ $L_{2},$
$\cdots,$

$L_{\rho}$ は $G(C)$の各連結成分である. さらに $\lambda\in\Lambda(C)$ に対し,

$c_{\lambda}=\#$ { $i|$ ord $(L_{i})$ is devided by $\lambda$ }

と定義し, これを第四の不変量とする.

3 有限線型セルオートマトンの大域的性質

$C$ をある有限体 $K$ 上の有限次元ベクトル空間とする. また $A\in A/I_{n}(K)$ を遷移関数 $\tau$ の標準基
底に関する表現行列とし, ${}^{t}J$ をその Jordan 標準型とする. 後の便宜のために $J$ の転置行列を使用す
る. $e_{1}(t),$ $e_{2}(t),$ $\cdots,$ $e_{f}(t)$ を行列 $A$の単因子とし, それぞれ

$e_{k}(t)=a_{k1}+a_{k2}t+\cdots+a_{kn_{k}}.t^{71_{k}-1}+t^{n_{k}}$

と書かれるものとする. 行列 ${}^{t}\tilde{A}$ を行列 $A$ のいわゆる第一標準型とする. 上記の 3 っの線型写像の関
係は下図で表される. この図形は可換ではないが, 行列 $A$に応じて –I\mbox{\boldmath $\zeta$}n の部分集合をとれば, 可換と
なる.

$\overline{\Lambda^{\nearrow n}}$

$arrow^{{}^{t}J}$
$\overline{K}^{n}$

${}^{t}P\uparrow$ $1^{t}P^{-1}$

${}^{t}\tilde{A}$

$F_{2}^{n}$ – $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$Q\uparrow$ $\downarrow Q^{-1}$

$\overline{A}$

$F_{2}^{n}$ $F_{2^{n}}$
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様相 $v\in C’$ の多項式表現を以下の様に定義する. まず $w=Q\cdot v$ の各成分を

${}^{t}w=({}^{t}w_{1},{}^{t}w_{2}, \cdots,{}^{t}w_{r})$ , $w_{k}\in K^{n_{k}}$ ,

${}^{t}w_{k}=(w_{k1:}w_{k2}, \cdots, u)kn_{k})$ , $(1\leq k\leq r\cdot)$

と書き, これを使って多項式九 $(t)$ を

$f_{k}(t)=w_{k1}+w_{k2}t+\cdots+w_{kn_{k}}t^{n_{k}-1}$ $(1 \leq k\leq r)$

と定義する. $r$ 個の多項式の組
$(f_{1}(t), f_{2}(t),$ $\cdots,$ $f_{r}(t))$

を $v$ の多項式表現と定義し, $f_{v}(t)$ で表す. 様相 $v$ を $f_{v}(t)$ に写す写縁は同型

$K^{n} \cong\bigotimes_{k=1}^{r}(K[t]mod\deg n_{k})$

を与える. 従って, 様相の多項式表現は条件 $\deg(f_{k}(t))<n_{k},$ $(1\leq k\leq r)$ の下で一意に決定され
る.

次に, 多項式表現を用いて様相 ,V の周期を求める. ここで周期とは $\tau^{i}(v)=\iota$ を満たす最小の $i$ の

ことである. いま多項式 $e_{r}(t)$ が

$e_{f}(t)=t^{\gamma n_{O}} \prod_{i=1}^{\mu}e_{ri}(t)^{m_{i}}$ , $e_{r};(t)$ : 既約

の様に既約分解されたとする. 1つの因子 $e_{ri}(t)$ の根はすべて $K$上共役であるから, それらの乗法位
数もすべて等しく条件

$e,.i(t)|(t^{n}-1)$

を満たす最小の $n$ として与えられる. これを ord $(e_{ri}(t))$ で表す. いま $\alpha\in\overline{Ii’}$ を $e_{ri}(t)$ の一つの根
とする. このとき Jordan block $J(\alpha,j)$ の乗法位数を ord $(e_{ri}(t)^{j}))$ $(1 \leq j\leq m_{i})$ と書く. ただし
ord $(e_{ri}(t)^{0})=1$ とする.

Theorem 3.1不変量 $\Lambda(C)$ は

$\Lambda(C)=$ { $1_{C.l}n.(ord$ ( $e_{r1}(t)^{j}$ ’), –. , ord $(e_{r\mu}(t)^{j_{\mu}})|j_{i}=0,$ 1, $)m,$ }

により与えられる.

ある様相の位数 $\lambda\in\Lambda(C)$ をとり, これを固定する. 位数 $\lambda$ を持つ様相の個数を数えるため, 判別
式 $\Phi_{\lambda}(t)$ を定義する. 各因子 $e$

。
$i(t)(1=1, \cdots, \mu)$ に対し, 条件 ord $(e_{ri}(t)^{j})|\lambda$ を満たす最大の $j$ を

$j_{i}$ で表す. 判別式は

$\Phi_{\lambda}(t)=t^{mo_{i}}\Gamma_{=}^{\mu}I_{1}^{e_{ri}(t)^{m:-J:}}$

で定義される. ただし $m_{i}<j_{i}$ の場合その因子は取り除くものとする.

Theorem 3.2様相 $v\in C$ の多項式表現をん $=(f1(t), f_{2}(t),$ $\cdots,$ $f,.(t))$ とする. また, $\lambda\in$

$\Lambda(C)$ とする. このとき, ord $(v)|\lambda$ となる必要十分条件は $\Phi_{\lambda}(t)|f_{k}(t))(k=1,2, \cdots, r)$である.

Theorem 3.3様相 $\prime v\in C$ に対し,

$v\in Im\tau^{\infty}$ $\Leftrightarrow$ $(t^{\kappa_{1}}, \cdots, t^{\kappa_{r}})|f_{v}(t)$ ,
$v\in Ker\tau^{\infty}$ $\Leftrightarrow$ $(e_{1}’(t), \cdots, e_{f}’(t))|f_{v}(t)$

が成り立つ.
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これにより直ちに周期が $\lambda\in\Lambda(C)$ もしくはその約数となる様相の個数を求めることができる.

Theorem 3.4有限体 $K$ の位数を $q$ とすれば

$c_{\lambda}=q^{\sum_{k=1}^{r_{\min((n_{k}-deg}}\Phi_{\lambda}(t))}’ 0)$

が成り立つ.

Theorem 3.5不変量 $\kappa_{1},$ $\kappa_{2)}\cdots,$ $\kappa_{f}$ は

$e_{i}(t)=t^{\kappa_{i}}e_{i}’(t)$ , $t \int e_{i}’(t)$

により与えられる. 従って $\kappa=\kappa_{1}+\kappa_{2}+\cdots+\kappa_{r}$ となる.

4 有限線型セル. オートマトンの不動点

この節では不動点について考察する. いま

$(t-1)\sqrt e_{k}(t)$ , $(k=1, \cdots, r’)$

$(t-1)|e_{k}(t))$ $(k=r’+1, \cdots, r)$

が成り立っているとする. もし $(t-1)|e_{1}(t)$ ならば $r’=0$ と定義し, $(t-1) \int e_{r}(t)$ ならば $r’=r$ と

定義する. このとき多項式表現

$f_{v_{k}}(t)=(0, \cdots, 0, \frac{e_{k}(t)}{t-1}, 0, \cdots, 0)$

により定義される様相を $v_{k}(r’+1\leq k\leq r)$ と書く.

Theorem 4.1有限線型*J オートマト $\sqrt[\backslash ]{}C=<C,$ $\tau>$ の不動点全体の空間は,

$F(C)=<f_{v_{k}}(t)>$
。

$k=r’+1$

で与えられる. $r’=r$ のときは, 自明でない不動点は存在しない. 従って、有限体 $K$ の位数を $q$ と

すれば, 不動点の個数は, $f=q^{r-r’}$ となる.
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