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Multplicity of Filtered Rings and Simple K3 Singularities

金沢大学理 泊 昌孝 (Masataka TOMARI)

(0.1) 本稿は、 [22][23] の続きであり、重複度の議論により、超曲面単純 K3特異点の分類を

行おうとするものである。すでに、 この話題にかんしては、その提唱者による仕事 $[8,9]$ を

はじめ、 $K3$ 曲面という魅力的な対象にからめて、結果がえられている。擬斉次多項式で定

義される場合や、Newton 境界に対して定義式が Kushinirenko の意味で non-degenerate

となる超曲面単純 K3特異点については、Reid, Fletcher 米村 らによって、独立に分類が

あたえられている [17,2,3,29] 。それらは、 9 5の weighted homogeneous polynomial に

よる代表系を持つ。本稿の問題がしめる位置を明らかにしておこう。

(0.2) simple K3 singularity は、 いわゆる 2次元 simple euiptic singularity [20] の高次

元化なのであるが、定義は、言葉の上では “ Gorenstein purely elliptic singularity of type
$(\theta,2)$ と言うことになる。「 purely $e\mathbb{I}iptic$ 」 は特異点あ多重種数によって 「 type (0.2) 」

は例外集合の Mixed Hodge Structure による Hodge type である $\circ$

[ $7.8$ , A $;/\#$ ]

このような特異点のうち最も典型的な例としては、擬斉次多項式で定義される weight
の総和が 1になる孤立特異点がある。 このほか、擬斉次ではないが、

$x^{4}+y^{4}+z^{4}+w^{4}+\lambda x^{2}y^{2}z^{2}w^{2}=0$ $\lambda\neq 0$

$x^{2}+y^{\}+z^{7}+w^{42}+\lambda yz^{5}w^{40}=0$ $\lambda\neq 0$

なども simple K$ singularities である。逆に、我々はここで全ての hypersurface simple

K3 singularity $\{f=0\}$ が適当な座標の元で

$f=g+hg$は weight の総和が 1になる擬斉次多項式 (孤立特異点とは限らぬ)

$h$ は上記の $g$ の weight で見た高次の項

と表されるかということを問題にする。 ある意味で、上に述べた 95の類に、すべての超

曲面単純 $K3$ 特異点は、分類されるであろうと考える。

新しい系列が現れないであろうという話であるから、っまらないと思われる読者も

おありでしょう。 しかし、 これは別の非常にもっともな、M. Reid の予想とかかわってい
る。 (cf. (05))
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(0.3) ここで、 もう一つ根底にある局所環を filtration で近似する問題に触れたい。状況

は、特殊な特異点を離れて一般の filtered ring のうちで次のようなものを考える。

$(A, m)$ : $d$-dimensional Noether local ring over a field $k$ ,

$F=\{F^{k}\}_{k\geq 0}$ : a filtration of ideals as follows ;

$(F^{0}=A\supset F^{1}=m,$ $F^{k}\supset F^{k+1},$ $F^{k}.F^{j}\subset F^{k+j}$ ,

$R=\oplus\iota\geq 0F^{l}.T^{l}\subset A[T]$ is a finitely generated $A$ -algebra, where $T$ is an indeter-

minate.

There is an integer $N>0$ with $(.F^{N})^{m}=F^{Nm}$ for $m\geq 0$ .
$F^{N}$ : $m$ -primary )

仮定により $c_{+}=\oplus\iota\geq\iota^{F^{l}}/F^{I+1}$ は $G$ の homogeneous maximal ideal となる。

問題 : $(A, m)$ の multiplicity $e(m, A)$ と $gr_{F}A=G=\oplus_{k\geq 0}F^{k}/F^{k+1}$ の multiplicity
$e(G_{+}, G)$ の比較せよ。期待されることとして $G$ が「良い」環ならば、両者は近いだろう。

Theorem A[22]. Let the, situation $be$ as above. Further we assume that $A$ is analyti-
cdly unramified and that $k$ is an infini$te$ field. Let a system ofelements $x_{1},$ $\ldots$ , $x$ . $\in G+$

$be$ a minimal Aomogeneous generator system $ofG+with$ degx $1\leq degz_{2}\leq$ ... $\leq degx$ .
withs $\geq d=\dim A=\dim$ G. Then we have th$e$ following
(1)

$(degx) \lim_{\lambdaarrow 1}(1-\lambda)^{d}P(G, \lambda)$

$\leq(i)e(m, A)$

$\leq e(G_{+}, G)\leq(::)(degx_{\ell})^{d}\lim_{\lambdaarrow 1}(1-\lambda)^{d}P(G, \lambda)$ .

where $P(G, \lambda)=\sum_{h\geq 0}l(\dot{G}_{k})\lambda^{k}\in Z[[\lambda]]$ .
(2) ff the equality holds in (i), then $e(m, A)=e(G_{+}, G)$ and there $is$ a parameter

system $y_{1}$ , ... , $y_{d}$ of A whose initial form gives a homogeneous parameter system

in$(y_{1}),$ $in(y_{d})ofG$ such that $\deg in(y_{i})=degx$: for $i=1,$ $\ldots$ , $d$ .
$(S)$ If the equality holds in (ii) and $G$ is normal with (degx1, ... , degz,) $=1$ , then
$e(m, A)=e(G_{+}, G)$ an$dG$ is a homogeneous ring. That is degz: $=1$. holds for
$i=1,$ $s$ .

2



119

(0.4) われわれは、単純 $K3$ 特異点の canonicafil filtration を考えることによって、 (0.2) に

たいして (0.3) の思想で立ち向かう。$(W=Spec(A), w=V(m))$ を simple K3 singularity

, そして $\phi$ : $\overline{X}arrow W$ を resolution of singularity とする。Minimal model 理論により
$\oplus_{k\geq 0}\phi_{*}(\omega_{\tilde{X}}^{\Phi h})$ は $O_{W}-algebra$ として有限生成である。

$X=Proj(\oplus_{h\geq 0}\phi_{*}(\omega_{\tilde{X}}^{\otimes k}))arrow^{\psi}W$

は canonical singularity のみを有する partial resolution となるが、 これは

$F^{k}\cong\psi_{*}(\omega_{\tilde{X}}^{\otimes k})arrow\psi_{*}(\omega_{\tilde{X}^{k}}^{e})^{**}=(\omega_{W}^{[h]})\cong A$

となる ideal の filtration をひきおこす。これを canonical filtration ということにする。

そしてこの $F=\{F^{k}\}_{k\geq 0}$ に、我々の Theorem A を適用してみよう。 $\oplus_{k\geq 0}F^{k}/F^{k+1}=$

$G$ は normal になり 、 Demazure の表示を用いると 、
$\psi^{-1}(w)=E$ なる rational

double points のみを有する K$ surface 上 $O_{B}(D)\cong O_{X}(1)/O_{X}(2)$ によ っ て定まる

Weil divisor による

$G=\oplus_{k\geq 0}F^{k}/F^{k+1}=R(E, D)=\oplus_{k\geq 0}H^{0}(E, O_{B}(kD))T^{k}$

と表示されるものである ([7,8,9] [21]) 。 $G+=(x_{1}$ , ... , $x.)$ with degx $1\leq$ ... $\leq$ degz,
$(degx_{1} , degx_{\iota})=1$ として、

Theorem $B$ [2$]. $(W,w)$ を simple $K3$ singularity $ofe(m, A)=2$ であ,2て $F=$

$\{F^{k}\}_{k\geq 0}$ を canonic$aI$ ffitration on $W$ とすると等号 $e(G+, G)=e(m, A)=2$ が成立

する。

(0.5) $G$ は Gorenstein normal domain.であることにより $e(G_{+}, G)\leq 3$ ならば、 $G$ は

hypersurface である。 $G$ を $G=C[x, y, z, w]/g$ と言う具合いに weighted homogeneous
polynomial で表してやると 、 $Spec(G)-V(G_{+})$ は 3次元 rational singularity を持つ の

みであることがわかっている。

$g$ の Newton 境界 $\Gamma(g)\subset C^{4}$にっいて dimr$(g)=3$ かっ点 (1, 1, 1, 1) が $\Gamma(g)$ の相

対内部に含まれることがわかる (\S 5 of [22]) 。 $z,$ $y,$ $z,$ $w\in G$ を initial form として実現す

る $m\subset A=O_{W,w}$ の元をそれぞれ $X,$ $Y,$ $Z,$ $W\in m$ とすると $(X, Y, Z, W)=m$ である。
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$A^{\wedge}=C\{X, Y, Z, W\}/f$ という表示を用いると、 $X,$ $Y,$ $Z,$ $W$ の weight による monomial
の weight filtration (これを、 monomial filtration と呼ぶ。 ) が実は $F=\{F^{k}\}_{k\geq 0}$ (の

$A^{\wedge}$ への induce するもの) そのものである。 $in_{F}f=g$ であることになる。 $\{f=0\}=$

$W$ は not rational singularity であるが、 このような analytic な座標系 (X, $Y,$ $Z,$ $W$) の存

在性を M. Reid 先生は [17] のなかで次の様な形で予想されている。

Conjecture (M. Reid [17]). Let $\{f=0\}\subset(C^{d+1},0)$ be an isolated d-dimensional

hypersurface singularity. If th$e$ condition $a(gr_{F}(A))\leq-1$ is satisfied for any monomial

filtration $FofA=C\{x\}/(f)$ for any coordinate system $x_{1},$ $\ldots$ $x_{d+1}$ , then $\{f=0\}$ is
a rational singularity.

それを、非常に特殊な場合であるが、この定理は証明した事になる。逆に、 Reid の予
想が正しければ、hypersurface simple K3 singularity の canonical filtration は monomial

filtration になることが知られている (Corollary (4.15)[21]) 。

(0.6) Theorem A を用いて Theorem $B$ を証明するには次の事を示せばよいのであった。

Theorem $C$ [23]. $E$ を $KS$ surface With $ra$tion$aJ$ double points &L $D$ &ample
$\mathbb{Q}$ -Cartier integral Weil divisor . $G=R(E, D),$ $G+=(x_{1}, \ldots , ae_{\ell})$ degz $1\leq$ ... $\leq degz$ ,

とする。 その時

degz $1\cdot degx_{2}.degx_{\}.D^{2}\geq 2$ .

となる。

超曲面単純 K3の重複度は、 2 、
$3$
、

$4$
、 の 3通りである。 4重点については、Reid

の予想が正しいので (0.2) は肯定的に解けている。残るのは 3重点のみである。本稿の \S 2
では、 $3\geq degx_{1}.degx_{2}.degx_{\}.D^{2}\geq 2$ となる normal polarized K$ surface の Riemann-
Roch formula の誤差項の data の list をあたえる。

重複度 2の単純 K$ 特異点の canonical model に現れる polarized K3 surface $(E, D)$

を $(0,4)$ の要領で $G=R(E, D)$ として求めると、Theorem A (2) の $y_{1},$ $y_{2},$ y$ を用い

ると、 in$(y_{i})/T^{q:}\in H^{0}(E, O_{B}(q:D))\subset k(E)$ について、

$(div_{B}( \frac{\acute{i}n(y_{1})}{T^{q_{1}}})+q_{1}D)\cap(div_{B}(\frac{in(y_{2})}{T^{qa}})+q_{2}D)\cap(div_{B}(\frac{in(y_{\})}{T^{qa}})+q_{\}D)=\emptyset$
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がわかる。重複度が 3の場合もはやこの様なことは期待できない。 \S 1では、

$(div_{B}( \frac{in(y_{1})}{T^{q_{1}}})+q_{1}D)\cap(div_{B}(\frac{in(y_{2})}{T^{q_{2}}})+q_{2}D.)\cap(div_{B}(\frac{in(y_{\})}{T^{q}’})+q_{\}D)$

が discrete に成るような場合の parameter system $y_{1},$ $y_{2},$ y$ についての重複度の計算公

式を述べる。

本来、 \S 2の各類について、 \S 1を用いた議論が続くべきであろうが、残念ながら、私

はこれ以上の結果を重複度 3の場合にはもっていない。

\S 1. Higher dimensional analogy of Laufer’s theorem.

(1.1) 本節は、 \S 1[22] の記号等を用いる。環論、特に重複度の一般論として、 [15, 17, 5]

などを参照。結果を述べるために、 divisor についての intersection 数を一っ導入する。

(1.2) $d$ 次元 local ring $(A, m)$ 上の effective Q-Cartier divisor $W_{1}$ ... $W_{d}$ の集合が

$A(-r_{i}W:)=t;A$ , $r_{i}\in Z$ , with $r_{i}>0$ , $t;\in m\subset A$ として与えられて居るものとす

る。 ここで $W_{1}\cap$ ... $\cap W_{d}=\{V(m)\}$ であると仮定する。すなわち、 $(t_{1}, \ldots t_{d})$ は a

parameter system of $A$ である $\circ$ このとき、有理数 $\frac{e((t_{1},,.\cdot..\cdot..’ t_{d}),A)}{r_{1}r_{d}}$ は、Lech $s$ Lemma

(Theorem 14.12 [13]) により、 $(tr)’\ell$ のとりかたによらずに決まることがわかる。 そこ

で、次の様に $I(W_{1} W_{d}, A)$ を定める。

$Deffi_{1}ition(1.2.1)_{1}$ .
$I(W_{1} ... W_{d}, A)= \frac{e((t_{1},...\cdot..’ t_{d}),A)}{r_{1}.r_{d}}$

以下の定理は、 H.Laufer の 2次元についての結果 [12] に触発されたものである。

Theorem (1.3). Let $(W, w)$ be a normal d-dimensional singularity and
$(x_{1}, x_{d})$ a parameter system $ofO_{W,w}$ . Let $\psi$ : $Xarrow W$ be a projective modification
with normal $X$ and $E=\psi^{-1}(w)$ . We write $div_{X}(x_{i}O_{X})$ by

$div_{X}(x_{i}O_{X})=D(x:O_{W}, \psi)+W_{r:},\psi$ $i=1,$ $\ldots,d$ ,

where $W_{x:},\psi$ is th$e$ strict transform $of\{x;=0\}$ and $D(ae$: is th $e$ part of $E$ . We
assume that the divisor $W_{a_{*}}.,\psi$ is $Q$ -Cartier for $i=l,$ $\ldots d$ .
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If $W_{x_{1},\psi}\cap$ $\cap W_{x_{d}},\psi$ is a discrete set on $E$ , we have the relation

$e((x_{1}, \ldots, x_{d}), O_{W,w})=(-1)^{d+1}D(x_{1}O_{W}, \psi)\ldots D(x_{d}O_{W},\psi)$

$+ \sum_{P\in W_{1}.g\cap..!1W_{d}.\gamma}.I(W_{g_{1\prime}}\psi W_{\sim i},\psi, O_{X,p})$
.

(1.4) Pro4. 主張に現れている、項はすべて $x_{i}$ のべき、 および divisor の整数倍に関し

て多重線形である。ゆえに、 $x_{*}$
. の充分大きなべきをとって、あらかじめ現れる divisor が

全て locally principal であると仮定しても一般性を失わない。

$(1.4.1)Step1$ . $W_{x_{1}},\psi\cap$ ... $\cap W_{a_{d}},\psi$ が空集合の場合に、定理の主張を示す。まず、

$(x_{1}$ , ... , $x_{d}).O_{X}$ が $1_{0\mathbb{C}a}u_{y}$ principal であると仮定しよう。 $X$ の ef艶 ctive divisor $D$ に

よって $(x_{1} , x_{d}).O_{X}=O_{X}(-D)$ とかかれる。C.P. Ramanujan [15] (Theorem 1 [22])

により、 $e((x_{1} , x_{d}),$ $O_{W}$ ) $=(-1)^{d+1}.D^{d}$ である。 $D((x;), \psi)=D+E_{i}$ $(i=1,$ $d$

$)$ , とあらわすと $E_{1}\cap$ ... $\cap E_{d}$ は空集合である。 $D((x:), \psi)+W_{l}:,\psi=div(x_{i}O_{X})$ が

$E=\psi^{-1}(w)$ の近傍で principal divisor $(i=1, \ldots, d)$ なので、次が成立する

$E_{1}.D((x_{2}), \psi)$ . $\ldots.D((x_{d}), \psi)=(-1)^{d-1}E_{1}.W_{x_{2},\psi}$ . $\ldots.W_{x_{d}},\psi$ .

ここで $E_{1}\cap W_{x_{2}},\psi\cap\ldots\cap W_{x_{d}},\psi$ が空集合であることが次のようにしてわかる。もしも $Q\in$

$E_{1}\cap W_{l_{2}},\psi\cap\ldots\cap\acute{W}_{x_{d}},\psi$ ならば、 $\sim 1\in m_{Q}O_{X}(-D)$ かっ $x:\in m_{Q}.O_{X}(-D((x_{i}), \psi))\subset$

$m_{Q}.O_{X}(-D)$ ($i=2$ , ... d) なのだが、われわれは $(\sim 1, \sim d)Ox=O_{X}(-D)$ だと仮

定していることに反してしまう。 よって、

$E_{1}.D((x_{2}), \psi)$ . $\ldots.D((x_{d}), \psi)=0$ .

同様にして

$E_{1}..\cdots.E:.D((x:+1),\psi)$ . $\ldots.D((x_{d}),\psi)=0$

( $i=1$ , ... d-l) などが従うので、求める次の等式をえる。

$D^{d}=(D((x_{1}), \psi)-E_{1})$ . $\ldots.(D((x_{d}), \psi)-E_{d})$

$=D((ae_{1}),\dot{\psi})$ . $\ldots.D((x_{d}),\psi)$ .

$(x_{1}$ , ... $x_{d}).Ox$ が $1_{oCa}u_{y}$ princip撮でない場合について。適当な birational morphism
$\sigma$ : $Marrow X$ によって $(x_{1}$ , ... , $x_{d}).O_{M}$ が local principal になる。 $\varphi=\sigma\cdot\psi$ と置
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く。 $M$ 上の divisor $F_{i}$ を $D((ae_{i}), \varphi)=\sigma^{-1}(D((x_{i}), \psi))$ $+$ 昂とすると、容易に
$\sigma^{-1}(W_{l}:,\psi)=F_{i}$ $+$ $W_{x\varphi}:$, for $(i=1, d)$ がわかる。 $W_{x_{1}},\psi\cap\ldots\cap W_{x_{d}},\psi$ が空集合

だから、 F町口 ... $\cap F_{d}$もそうである。 ゆえに

$\sigma^{-1}(D(x_{1}), \psi)).F_{2}$ . $\ldots F_{d}=\sigma^{-1}(div(x_{1}.O_{X})-Wae_{1},\psi).F_{2}$ . $\ldots F_{d}$

$=div(x_{1}.O_{M}).F_{2}$ . $\ldots F_{d}-\sigma^{-1}(W_{x_{1},\psi}).F_{2}$ . $\ldots F_{d}$ .
$x:.O_{M}$ が $\varphi^{-1}(w)$ の近傍で principal であるから、 $div(x_{1}.O_{M}).F_{2}$ . ... $F_{d}=0$ である。 ま

た、 $W_{x_{1}},\psi\cap\ldots\cap W_{x_{t}},\psi$ が空集合だから、 $\sigma^{-1}(W_{l_{1}},\psi)\cap F_{2}\cap\ldots\cap F_{d}$ もそうである。 ゆ

えに $\sigma^{-1}(D((x_{1}), \psi)).F_{2}$ . $\ldots.F_{d}=0$ .

$\sigma^{-1}(D((x_{1}), \psi))$ . $\ldots.\sigma^{-1}(D((x_{i}), \psi))^{p_{:+1}}$ . $\ldots.F_{d}=0$ for $i=1,$ $d-1$ .

なども同様に従うので、求める次式が得られる。

$D((x_{1}), \varphi)$ . $\ldots.D((x_{d}), \varphi)=(\sigma^{-1}(D((x_{1}), \psi))+F_{1})\ldots(\sigma^{-1}(D((x_{d}), \psi))+F_{d})$

$=\sigma^{-1}(D((x_{1}), \psi))$ . $\ldots.\sigma^{-1}(D((x_{d}), \psi))$

$=D((x_{1}),\psi)$ . $\ldots.D((x_{d}),\psi)$ .

(1.4.2) in the general case. 上と同様に適当な birational morphism $\sigma$ : $Marrow X$ に

よって $(x_{1}$ , ... , $x_{d}).O_{M}$ が local principal にし、 $\varphi=\sigma\cdot\psi$ や $M$ 上の divisor $F_{i}$ を

$D((x_{i}), \varphi)=\sigma^{-1}(D((x_{i}),\psi))$ $+p_{:}$ とする。 まず、

$e((x_{1}, \ldots, ae_{d}), O_{W,w})=(-1)^{d+1}D(x_{1}O_{W}, \varphi)\ldots D(x_{d}O_{W}, \varphi)$ .

容易に,

$D((x_{1}), \varphi)$ . $\ldots.D((x_{d}), \varphi)$

$=(\sigma^{-1}(D((x_{1}), \psi))+F_{1})\ldots(\sigma^{-1}(D((x_{d}), \psi))+F_{d})$

$=(\sigma^{-1}(D((x_{1}), \psi))+\sigma^{-1}(W_{x_{!\prime}\psi})-W_{x_{1},\varphi})$

. ... $(\sigma^{-1}(D((x_{d}), \psi))+\sigma^{-1}(W_{x_{1\prime}\psi})-Wae_{1\prime}\varphi)$

$=D((x_{1}), \psi)$ . $\ldots.D((x_{d}), \psi)$

$+ \sum_{:=1}^{d}\sigma^{-1}(D((x_{1}),\psi))$ . $\ldots.\sigma^{-1}(D((x_{i-1}), \psi))(\sigma^{-1}(W_{x:\prime\psi})-W_{l_{i,\varphi}})$

$\sigma^{-1}(D((x:+1), \psi))$ . $\ldots.\sigma^{-1}(D((x_{d}), \psi))$

$+\ldots.$ .
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始めに述べたように、全ての divisor は locally principal であって、$\_{i}.O_{M}=\sigma^{-1}(D(x:, \psi))$

$+\sigma^{-1}(Wae:,\psi)$ は $\varphi^{-1}(w)$ の近傍で principal である。 よ っ て、

$\sigma^{-1}(D((x_{1}), \psi))$ . $\ldots.\sigma^{-1}(D((x_{i-1}),\psi))(\sigma^{-1}(W_{a:,\psi})-W_{\sim:\prime\varphi})$

$\sigma^{-1}(D((x:+1), \psi))$ . $\ldots.\sigma^{-1}(D((x_{d}), \psi))$

$=(-1)^{d-1}\sigma^{-1}(W_{x_{1},\psi})$ . $\ldots.\sigma^{-1}(W_{x:-1}.’\psi)(\sigma^{-1}(Wae:,\psi)-W_{x\varphi}:,)$

$\sigma^{-1}(W_{x:+1},\psi)$ . $\ldots.\sigma^{-1}(Wae_{d},\psi)$ .

また、

$S\tau\iota pp\sigma^{-1}(W_{l_{1}},\psi)\cap\ldots\cap Supp\sigma^{-1}(W_{x:-1},\psi)\cap S\tau\iota pp(\sigma^{-1}(Wae:,\psi)-Wae:,\varphi)$

$\cap Supp\sigma^{-1}(Wae:+1,\psi)\cap\ldots\cap S\prime upp\sigma^{-1}(W_{x_{d},\psi})$

$\subset\sigma^{-1}(S\tau\iota ppW_{x_{1}},\psi\cap\cdots\cap SuppW_{x_{d\prime}\psi})$.

ここで $SuppW_{x_{1}},\psi\cap\cdots\cap SuppWae\iota,\psi$ は discrete であり $\sigma^{-1}(W_{i\psi}:,)$ はこの各点上で trivial

in M. だから、上記の展開項の中で zero でない可能性のあるのはっぎの二つだけである。

$D((x_{1}),\psi)$ . $\ldots.D((x_{d}),\psi)$ and

$(\sigma^{-1}(W_{l_{1}},\psi)-W_{x_{1},\varphi})$ . $\ldots(\sigma^{-1}(W_{x_{f,}\psi})-W_{xg,\varphi})$ .

今 $W_{g_{1}\varphi}\cap\ldots\cap W_{x_{d},\varphi}$ は空集合なので、後の項は (1.4.1) により

$p \in W_{1}.\cap..\cap W_{d}\sum_{rv}...(-1)^{d+1}I(W_{x_{1}},\psi W_{l_{d}},\psi’ O_{X,p})$

に一致することがわかる。

QED.

(1.5) 8 て $R=R(E, D)$ を normal d-dimensional graded ring with Demazure’s descrip-

tion とし、特異点 Spec$(R)$ の $V(R_{+})$ における 次数に関する filtered blowing up を考
える。

$\psi$ : $C=C(E, D)=Spec_{B}(\oplus_{k\geq 0}O_{B}(kD))arrow Spec(R)$

Theorem (1.3) の条件について調べてみよう。
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Lemuna (1.6). (I) Let $x_{1}$ , ... , $x_{d}\in R$ be a parameter system at $R_{R_{+}}$ . Suppose

$x_{1}$ , $x$, with $r\leq d$ be Aomogeneous elements. Then we A$ave\dim W_{x_{1}},\psi\cap\cdots\cap W_{x_{d}},\psi\leq$

$d-r-1$ in $C(E, D)$ . Hence in the case $r\geq d-1.’ W_{x_{1}},\psi\cap\ldots\cap W_{x_{l}},\psi$ is discrete.

(2) $IfR$ is a hypersurface and $R_{0}$ is an infinite field, $we$ can $\epsilon A$oose a reduction $x_{1},$ $\ldots$ , $x_{d}$

$\in R+oft1ne$ maximaI ideal such that $W_{x_{1}},\psi\cap\ldots\cap W_{ld},\psi$ is at most one point.

Proof. (1) $x_{1}$ , ... $x$, が $R$ の homogeneous elements だとし、次の図式を考えよう。

$\Psi$

$Earrow$ $C(X, D)$ $arrow$ $W=Spec(R)$

(161) $\searrow$ $\downarrow\pi$

$E=P\prime roj(R)$

$B$ を $W_{x_{1}},\psi\cap$ ... $\cap W_{g_{l}},\psi\cap E$ の既約成分とする。 $Wae:,\psi,$ $1\leq i\leq r$ は $k^{*}-st$able だから、
$\pi^{-1}(B)\subset W_{g_{1}},\psi\cap\ldots\cap W_{l},,\psi$ である。 そして $\dim\pi^{-1}(B)=\dim B+1$ . $x_{1},$ $\approx d$ は

$R_{R_{+}}t^{\vee}\llcorner$ おける parameter system だから, $\dim\dot{W}_{l_{1}},\psi\cap$ ... $\cap W_{l},,\psi=d-r$ in $C(E, D)$ .
(2) $R=k[x_{1}, \ldots , x_{d+1}]/f$ with a minimal homogeneous generator system

$x_{1}$ , ... , $x$ . $\in R+such$ that degx $1\leq degx_{2}\leq$ ... $\leq degx_{d+1}$ という具合いにあらわした

とする。 Proj $(R/(x_{1} , x_{d}))\subset E\cap Proj(k[x_{1}, ..., x_{d+1}](z_{1} , z_{d}))$ であるが、右辺

は一点から成る集合である。あとは、 $[22](4.1)$ の要領で parameter を作ればよい。

Remark (1.7). Let the situation be as in (1.5). Then the following relation$s$ hold.

(1) $D^{d-1}=(-1)^{d+1}E^{d}= \lim_{\lambdaarrow 1}(1-\lambda)^{d}P(R, \lambda)$

where $P(R, \lambda)=\sum_{k\geq 0}l(R_{k})\lambda^{k}\in Z[[\lambda]]$ , with $d=\dim R$ .
(2) $Hx_{1},$

$\ldots$ $x_{d}\in R$ is a homogeneous parameter system, then

$e((x_{1}, ... \_{d}),$ $R$ ) $=(-1)^{d+1}( \prod_{i=1}^{d}degx_{i})E^{d}$ .

Here $E^{d}$ is the intersection $mul$tiplicity in $C=C(E, D)$ .

\S 2. The baskets of singularities for $(E, D)$ with $q_{1}q_{2}q_{3}D^{2}\leq 3$ .
9
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(2.1) [23] における Theorem $C$ の証明の骨子は、特異点を有する代数曲面についての

Riemann-Roch formula の使用であった。以下、我々の分類の用語を説明する意味で、 も

う一度復習する $\circ$ singularity を持つ曲面上の Riemann-Roch formula 特にその特異点から

の具体的な効果にっいては、J. Giraud[4], 及び M. Reid [19] の仕事があり 、 特に Reid 氏

の記述は示唆に富んでいる。 $E$ を projective surface with at worst rational double points
としそして $D$ を Weil divisor on $E$とする。 $D$ は Q-Cartier だから、 the intersection
numbers $D^{2},$ $K_{B}D\in Q$ が定義される。

Theorem (see Theorem (9.1)[19]). There is a formula

$\chi(E, O_{B}(D))=\chi(O_{B})+\frac{1}{2}(D^{2}-DK_{B})+\sum_{Q}c_{Q}(D)$

where $c_{Q}(D)=c_{Q}(O_{B}(D))\in Q$ is a contribution due to th$e$ singularity $ofO_{B}(D)$ at $Q$

, depending only on the locaI analytic type of $Q\in E$ and $D$ ; the sum takes place over

the singularities of $D$ (th$e$ points $Q\in E$ at which $D$ is not Cartier).

(II) $HP\in E$ and $D$ is a cyclic quotient singularity of type $i( \frac{1}{\prime}(1, -1))$ then

$c_{P}(D)=- \frac{i(r-i)}{2r}$ .

(III) For $e$very ration$aI$ double singularity$\cdot$ $Q\in E$ and Weil divisor $D$ on $E$ , there exists

a basket ofpoints $of$ { $P_{a}\in E_{\alpha}$ an$dD$. } of type $i_{\alpha}( \frac{1}{r_{\alpha}}(1, -1))$ and with $i_{\alpha}$ coprime

to $r_{\alpha}$ , such that

$c_{Q}(D)= \sum_{\alpha}c_{P_{\alpha}}(D_{\alpha})=-\sum_{a}\frac{i_{\alpha}(r_{\alpha}-i_{\alpha})}{2r_{\alpha}}$ .

このように rational double points のみを特異点にもっ場合、 the Riemann-Roch
formula の立場では、 singularities は rational singularity of type $A_{\alpha}-1$ であるとしてよ

い。 また、 $D$ の定める $C^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(A_{\alpha}-1)\cong Z/r_{\alpha}.Z$ に於ける polarization $i_{\alpha}\in\{1, ..., r_{a}-1\}$

は, その対称性により、 $2i_{\alpha}\leq r_{\alpha}$ であると仮定して良い。

(2.2) $(E, D)$ を (0.4) のようにして現れる rational double points を有する K3曲面 $E$

とその上の Weil divisor $D$ であるとする。 (2.1) のように、Riemann-Roch の公式の誤差
項の意味で、特異点の局所 polarization の data が

$\{A_{\alpha^{-1}}, cl(D_{a})=i_{\alpha}, (2i_{a}\leq r_{\alpha}) ;\alpha=1, ..., N\}$ .

10
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として与えられるものとする。 これを、 the basket of singularities of $(E, D)$ と呼ぶこと

にする。 また

$b_{m}=dimH^{0}(E, O_{B}(mD))$ $(m\in Z)$ .

と定めると、 Kawamata’s vanishing theorem より、

$b_{m}= \frac{m^{2}D^{2}}{2}+2+c_{Q}(mD)$ for $m\geq 1$ .

である。 $m=1,2$ の式より

(2.2.1) $D^{2}=2(b_{1}-2)+ \sum_{\alpha=1}^{N}\frac{i_{\alpha}(r_{\alpha}-i_{\alpha})}{r_{\alpha}}$

(2.2.2) $b_{2}=4b_{1}-6+ \sum_{\alpha=1}^{N}i_{\alpha}$ .

である。 [23] で述べ $f_{}^{arrow}q_{1}q_{2}q_{S}D^{2}\leq 2$ なる { $D^{2}$ , the basket} の有限性と同様の議論を経
た後に $q_{1}q_{2}qsD^{2}$ \leq $ なる data を計算した。以下の list の Example は、すべて Fletcher
と米村の list[2,3,29] より拾ったものである。

The case of $b_{1}=\dim_{C}H^{0}(B, O_{B}(D))=0$.

The case of $b_{1}=b_{l}=0$ .

4 $1$
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The case of $b_{1}=0,b_{l}=1$ .

$l2$
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The case of $b_{1}=0,b,$ $=2$ .

13
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The case of $b_{1}=dimc^{ff^{0}(B,O_{B}(D))=1}$ .
The case of $b_{1}=b,$ $=1$ .

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{42+}^{i_{\alpha}}AA_{\epsilon 1, 72+^{q_{\frac{\frac{\_{1}}{10}}{11}}D^{2}Examp1e_{710)}}}^{l_{10}q_{1}q_{\^{2,}},q_{S}q_{1}q_{2}}\frac{D\frac{1}{102}}{11}1’,X_{21}\subset P(1l2$

$b_{1}=1,b_{2}=2$ .

ブケ



131

$b_{1}=1,b_{2}\geq 3$ .

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1,2^{2},2^{q_{S}q_{1}}2^{q_{2}}+^{q_{\frac{t0S}{11}}D^{2}Example}}^{i_{a}5_{10}D^{*}q_{1},q}A\frac{\epsilon}{11}$

The case of $b_{1}=\dim_{C}H^{0}(B, O_{B}(D))=2$ .

1 タ
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The case of $b_{1}=\dim_{C}H^{0}(B, O_{B}(D))=$ .

これ $b\eta\alpha 7_{\llcorner}^{\neg}$ 又, $\acute{D}^{L}--2$ $\prime 9^{\backslash }$

フ, $\in$ が ‘ $\triangleleft\rho t\triangleleft-\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$

$K_{\vee}3$

$\backslash \underline{\theta]}$面の湯名 か ‘ 、

PC $i_{\sim}t$ 小 3) $\supseteq$
$\chi_{\mathcal{L}}$

$\backslash C_{-}r_{\wedge^{\backslash })}j$ $-\neg\neg\sim$
$1^{\prime_{\vee}}\nearrow_{\backslash ^{\hat{\prime}}}\prime XA\{3$ ,

問題 L : あき ‘) $l_{-\prime}^{\neg}4_{\nu)}’\iota$ 雪が $i^{\sim}\nearrow^{\iota}$ A、た、、と $arrow 3$ で, 穿ず冷
1 $arrow\psi_{-3}\nearrow k\eta$ ) $7$ 3 $n^{\backslash }\mathcal{E}^{\backslash }\hslash\dot{\Delta}$

$i^{1^{\backslash \backslash }}$,

(1). $e\grave{[}v\uparrow\cdot h$) $\overline{-}2$ $\in*r\underline{\prime}3$ $S^{\mathfrak{l}},\nu\sim\phi k3$
$\sigma,\uparrow M_{1^{\vee}}^{-\int}d$) $ca\prime mt^{\}}-$

$\mathcal{M}^{1}$ $\prime \mathscr{U}\vee dpR$ $t^{\prime_{arrow}}$ a $s^{\backslash }n\star t3$ , [ $\tau-$ . $o$) $l_{-}’\sigma\uparrow\backslash T\iota a$

, $Z_{c}i_{a}.f_{3}|\mathcal{F}arrow-2$

ん $1^{\succ-}\backslash - c\not\in\cdot\cdot rarrow$七の . $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{r\eta^{\underline{P}}\eta}||m\mu_{-}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\hslash}\triangleleft’\cdot/$

$\ovalbox{\tt\small REJECT},^{2}]$ り 3 $\cdot 7\eta-l’\llcorner t$ ’$, , $\mathfrak{h}_{2}$ . $f_{t3}(7l\iota h\eta t\sim A$ ) $\kappa_{l},$
$l\kappa_{\sim}$ . $\nu_{?}z$ 夕寸

$/^{J-}\iota-- 7\gg"\iota_{t})\mathfrak{l}^{r_{\sim}-7})^{(}\tau ff_{4^{-\dot{\mathcal{T}}^{S}}}\delta$
$L_{i}^{J}Cl\downarrow^{(}s\cdot fz$

)

$f\cdot$. $\dagger_{t}C\dot{O}^{<}=Z$

$ek\propto il_{\backslash ^{\backslash }\sigma}\sim T_{9}\not\subset\cdot z$ , ど ‘の $\dotplus^{\sim}\hat{7}$ か急$4\not\simeq r^{\backslash }$満士納 $1^{\varpi^{-}}\theta/$ ぞり

$J’\overline{7}\gamma_{\theta}’$ [ $F_{\tau}l$)) $\dot{\tau}^{r}\hslash 3.\eta\backslash C\dot{A}_{\check{\prime}}\sigma Z_{\llcorner}3\Lambda^{\backslash }?$ $($ $E\delta^{c}\{\xi r_{7}\vee.g_{Z\emptyset\theta}$

$\Psi_{T^{f\prime}}\mathscr{C}\sigma_{\supset}$

$anc\downarrow\downarrow^{\langle}\iota^{q}\lambda\vee$ $0$ . $\downarrow!\sim\tau 1_{4}$ $0^{2_{\sim}}=2$
$4^{\backslash \sim}-(\uparrow.u$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}’$

1 $($
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$\mu_{A}\iota^{1}l_{c}^{f}i_{s^{\backslash }l}3$ かと・・ $\tilde{7}\mathfrak{l}^{g}\lambda^{\text{で}}\hslash bS_{e}$ )

(Z) \S = $3^{r_{F}A=R}$ ( $F_{\iota}D\rangle$ $\theta^{\wedge}\neq_{t|g\tilde{r_{E}}\succeq\tau_{d^{\triangleright}}}dZP5\sim$ . C1-6) [$\iota_{-}$)

$\tau_{h}^{-\gamma_{L}^{\backslash \mu}\eta_{3}}\hslash^{C^{\backslash }}$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}$, $L_{f^{\sim}}^{f_{\llcorner}}a$ $l_{S}^{-}+\sigma$

) $.\overline{\circ}5$ , \langle $/-\zeta_{\backslash }$ ) $(\simeq)\hslash^{i}’ k^{\backslash }$血}
’

$s_{A^{\backslash }b^{\wedge\wedge}>}n)$ a $*\iota|r_{\Xi^{)}-7^{\backslash \backslash }\not\in}$ $s4\backslash$ ?
(3). っ奪 $\mathfrak{G}^{\iota}\vee\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }$ 少し.\mbox{\boldmath $\tau$} $\iota(3.t_{\overline{7}}\gamma_{A}’ (T^{-}, b)$ .

( $\zeta_{7}=J^{r}c\oint$ 1‘\sim \iota -L\acute t抱塑彌イト, $[\ulcorner’|\supset$ ) う $g\sqrt flz^{c}$ 年 $z_{c}\neg$ ) $\ovalbox{\tt\small REJECT}@$ ) . $t’arrow$ フ

$\backslash \backslash ^{r}7$ , 姥鑑亀 $\overline{\perp}\zeta$ wl,犠.W7
」

$A$ ) 惇. $\underline{\zeta}\zeta_{\iota}$か) $\eta$ どの $r_{\tilde{2}}$

tl- $m$ $T^{1} \rceil\int$

)$\sim M’\underline{*}hSt^{\backslash }7$
$\ _{4}\ell d\phi*\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\urcorner_{\backslash }}\nearrow^{-}T^{\backslash }$

$A_{f}/\sim 3\Lambda^{\backslash }?$
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